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Exercice 1. (Cours, 6 points)

(1) Donner la définition du déterminant d’un endomorphisme f sur un espace vectoriel
V' de dimension n.

(2) Si (eq,...,e,) est une base de V', donner la définition de la base duale (e, ..., e}).
(3) Montrer que si f est une forme k-linéaire alternée sur V', et (z1,...,z) est une
famille liée alors f(z1,...,2;) = 0.

Exercice 2 (Interpolation de Lagrange).
Soit £ = Ry[X] lespace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2. On
considere les formes linéaires ¢; : Ry[X] — R par ¢1(P) = P(1), ¢2(P) = P(2) et
¢3(P) = P(3) pour tout polynéme P € E.
(1) Soit P = aX?+bX + ¢ € Ry[X], exprimer ¢;(P), ¢o(P) et ¢3(P) en fonction de
a,b et c.

| Dapres les définitions : ¢1(P) = a+b+c, ¢o(P) = da+2b+c et gg(P) = 9a+3b+c.|
(2) On considere la base B = (X2, X, 1) de Ry[X], donner les matrices des formes
linéaires ¢; dans cette base.

Soit P(X) = aX? + bX + ¢ € E c’est-a-dire que (a,b,c) sont les coordonnées de P
dans la base B. Alors ¢;(P) = P(i) = ai® + bi +c. [p1]g = (1 1 1), [p2]s = (4 2 1),

(3]s = (93 1).
(3) Montrer que la famille (¢1, ¢o, ¢3) est une base de E*.
) dont
le déterminant est —(3 —1)(2 — 1) = —2 # 0, ils forment donc une base de ’espace
dual E*.

(4) Soit (Q1, @2, Q3) la base antéduale de (¢, 2, ¢3). Exprimer Q;(j) pour i = 1,2, 3
et j=1,2,3.

Par définition de la base duale, Q;(j) = ¢;(Q;) = 1sii = j et Qi(j) = ¢;(Q;) =0

sinon.
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(5) Calculer les polyndomes Qq, Q2 et Q3.

D’apres la question précédente Q1(1) = 1,Q1(2) = 0 et Q1(3) = 0. Cherchons les
coordonnées (a,b,c) de Q1 dans la base B : Q1(X) = aX? +bX +c.

a+b+c=1 a+b+c=1 a +b+c=1
4a+2b+c=0 <= 3a+b =—-1(L2—1L1) <= 3a+b =-1
9a+3b+c=0 8a+2b =-1 (Lg — Ll) 2a =1 (Lg — 2L2)

Etdonca=3,b=-3etc=3:|Q1(X)= X——7X+3.
De méme pour Q2(X) =aX?+bX +c:

a4+ b+c=0 a4+ b+c=0 a +b+c=0
4a+2b+c=1 <+— 3a+b =1 (Ls— L) <= 3a+b =1
9a+3b+c=0 8a+2b =0 (Lg - Ll) 2a =—2 (Lg - 2L2)

Etdonca=—1,b=4,c=-3:|Q2(X) = —-X?2+4X - 3|
Et enfin |Q3(X) = X2 - 3X +1|

Alternativement, nous remarquons que nous connaissons deux racines des po-
lynémes @1, Q2 et Q3 et donc que Q1(X) = a(X — 2)(X — 3) et Qi1(1) =
1 done |Qi(X)=—3(X =2)(X =3)|, de meéme |Qs(X)=—(X —1)(X —3)| et

Q3(X) = (X - (X - 2)|

(6) Montrer qu'il existe aq, as, a3 € R tels que pour tout polynéme P on a :

/ P dt = P(1) + 0sP(2) + asP(3)

Comme (¢1, ¢2, ¢3) est une base de l'espace dual E*, toute forme linéaire sur E est

une combinaison linéaire de ¢1, ¢o et ¢3. L'intégrale est linéaire, en particulier ¢ :
{ E — R

P — (P
R tels que ¢ = a1¢1 + 042(252 —|— asps : pour tout polynome P € Ry[X]

f est une forme linéaire sur F et donc il existe a1, a9, ag €
0

/1 P(t) dt = Oélp(l) + OéQP(2) + OégP(?))
0

(7) Calculer ay, as et as.

Soit P = aX?+bX + ¢ € E, alors

b
/ P(t ff—&— +c—a1(a+b+c)+a2(4a+2b+0)+a3(9a+3b+c).
En identifiant les coefﬁments de a, b et ¢ nous obtenons le systeme
a1+4as+9as % 3042—1—8043:—% (L1 — Lg) a1= 1%
a1+2a0+3az=5 < a9 —|—2043:—§ (L2 — Lg) = 042:—%
a1+ ag + a3 —1 al+ as + az =1 ozg,—i

Alternativement, en remplacant successivement P par (01, (2 et (Q3, nous obtenons :
fo Q;(t) dt ce qui nous donne directement les valeurs ci-dessus.

(8) Montrer que pour tout polynome P € Ry[X] on a
P=P1)Q:1+ P(2)Q2+ P(3)Qs
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Pour tout polynéme P € Ro[X], Q = P(1)Q1 + P(2)Q2 + P(3)Q3 est un polynome de
degré inférieur ou égal a 2 tel que Q(1) = P(1)Q1(1)+ P(2)Q2(1)+ P(3)Q3(1) = P(1),
de méme Q(2) = P(2) et Q(3) = P(3). Ces deux polynémes sont égaux en trois points
distincts , ils sont donc égaux (le polynéme P — @ a trois racines (1, 2 et 3) et est de
degré inférieur ou égal a 2, il est donc nul).




Probleme

Premiere partie.

Soient a, b, c € R. Pour tout n > 2. On définit la matrice de taille n x n par :

a b 0 0
c a b
T.(a,b,c) = 0 e a
0
0 0 c

Par convention on prendra T}(a,b,c)

D, (a,b,c) = det(T,(a,b,c)).

a (c’est une matrice de taille 1). Et on notera

(1) Calculer D;(a,b,c), Dy(a,b,c) et Ds(a,b,c).

Dy(a,b,c) = a, Da(a,b,c) = ‘Z b’ =a® —bcet
a b 0 c b
Ds(a,b,c) = |c a b| =aDy(a,b,c) = b, a‘ = aDs(a,b,c) — beDi(a,b, c) = a® — 2abe.
0 c a

(2) Dans le cas particulier ou b = 0, calculer D, (a, 0, c).

’Dans le cas ot b = 0 la matrice est triangulaire et donc Dy (a,0,c) = a™.

(3) Montrer que pour tout n > 1 on a

Dy ia(a,b,¢) = aDyy1(a,b,c) — beDy(a, b, c).

Le calcul est le méme que pour n = 3 : en développant par rapport a la 1*¢ ligne puis
par rapport a la 1 colonne
c b 0 0
0 a :
Dyy2(a,b,c) = aDyyi1(a,b,c) —blg ¢ 0| = aDny1(a,b,c) — beDy(a, b, c).
: b
0 0 ¢ a

(4) Dans le cas particulier ot a = 0, donner la formule de D, (0,b,¢) en fonction de
b, c et n.

Dans le cas ot a = 0, la formule ci-dessus devient D,,12(0,b,¢) = —beD,(0,b,¢) et
donc par récurrence nous montrerions que

Do, (0,b,¢) = (—bc)"_ng(O, b,c) = (=bc)" et Dayp11(0,b,¢) = (—=be)"D1(0,b,¢) = 0.

Deuxieme partie.

a

Soit a € R avec a # 0, on pose M, = (1

— 2
0 )
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(1) Déterminer le spectre de M, dans C, en déduire que M, est diagonalisable dans

C.

Le polynome caractéristique de M, est xo(X) = X2 — aX + a? dont les racines sont

Spec(M,) = {CLIL;/E; al%\/g}. Comme a # 0 ces deux valeurs propres sont distinctes,
M, est diagonalisable.

(2) En exprimant les valeurs propres de M, sous forme exponentielle, montrer que
pour k € N, on a M,* = (=1)ka*I,.

Soit u4 (respectivement u_) un vecteur propre de M, associé a la valeur propre a=15%=> 1+“[

11\/)

(respectivement a Alors u, (respectivement u_) est un vecteur propre de Ma?’

associé a la valeur propre (aH#;/g)3 = a?(e3)3 = —a® (respectivement (a#)?’ =
a3(6_%)3 = —a?). Soit P la matrice de passage de la base canonique vers la base
B = (uy,u_), alors P"'M,*P = —a3I,. En multipliant & gauche par P et & droite par
P~ nous obtenons M,*> = P(—a?l,)P~!' = —a?(PI,P~') = —a®I5. Pour un entier

k € N nous en déduisons : M, = (—a’1,)* = (—=1)*a®* L.

(3) En déduire M," pour tout n € N. (Mettre n sous la forme n = 3k + [ avec
l€{0,1,2})

Soit n un entier de la forme n = 3k+1 avec [ = 0, 1 ou 2 (c’est-a-~dire que k est la partie
entiere de § et [ le reste de la division euclidienne de n par 3). D’apres la question
précédente
Man _ Ma3k+l _ MaSkMal _ (—l)kangal.
Ce qui nous donne pour les différentes valeurs de [ :
(—1)*a®* Iy pour 1 =0
M," = (—=1)*a3 M, pour I =1

k, 3kar 2 k.3t (0 —a’
(=1)*a** My~ = (—1)%a 0 —a? pour [ =2

(4) On pose u, = Dy(a,a,a) comme défini dans la premiere partie. Montrer que

Un+2) _ pron (U2
Un+1 “ Uy

D’apres la premiere partie upro = aupyq — a’u,,. Posons X,, = ( ZH). Alors nous
n

pouvons écrire sous forme matricielle

2
Un+2 AQUn+1 — A" Up i Un+1 M
XTL+1 = = = a = a " XTZ'
Un4-1 Un+1 Un

Par récurrence nous montrerions donc que pour tout n € N, X,,.1 = M," X, ce qui est
I'indentité proposée.

(5) En déduire une expression de D, (a,a,a) en fonction de a et n.

Du calcul de M,"™ et de la question précédente, nous déduisons que pour tout entier
n>1,
0 (—=1)*a"*! sin =3k
Dn+1(a,a,a):(0 1)Ma"(>: Osin=3k+1
“ (—1)F*lgm sin = 3k 42




