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1. On fixea ∈ K. On considère le sous-espace vectorielF ⊂ K3[X] défini par

F = {P ∈ K3[X]/P (a) = 0}

1. On noteR ⊂ K3[X] le sous-espace des polynômes constants (quelle est sa dimension ?). Vérifier que
R ∩ F = {0}.

2. Montrer que{(X−a), (X−a)2, (X−a)3} ⊂ F est libre. En déduire qu’elle forme une base deF . Montrer
alors queK3[X] = R ⊕ F .

2. SoitU l’ensemble des suites réelles vérifiant la relation de récurrence :

un+2 = un+1 + un

1. Montrer queU est unR-espace vectoriel.

2. Soientα etβ les racines de l’équationx2 = x+1. Vérifier que les suites géométriques(αn)n∈N et (βn)n∈N

appartiennent àU .

3. Montrer que∀(un)n∈N il existeλ etµ réels tels queu0 = λ + µ etu1 = λα + µβ.

4. En déduire que(αn)n∈N et (βn)n∈N forment une base deU .

3. Soit E l’ensemble des matrices réelles de la forme :




5α + β + γ −α + β −α + β
−2α + β 4α + β + γ −2α + β
−3α + β −3α + β 3α + β + γ





1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel des matrices3 × 3 ; donner une base de E et sa dimension.

2. On pose :

A =





5 −1 −1
−2 4 −2
−3 −3 3



 B =





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 Id3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1





3. CalculerA2, B2, AB etBA.

4. Vérifier queAB ∈ E

5. Montrer que{A,B,AB} est une base de E.

6. Montrer que E est stable pour le produit matriciel.

7. Soit

D =





1 −1 −1
−2 0 −2
−3 −3 −1





Montrer queD ∈ E. CalculerDn en fonction deD et den.

8. Vérifier queD2 + 2D − 8Id3 = 0. En déduire queD est régulière et calculerD−1.

9. On poseC = A + B. Démontrer l’existence de trois suites réelles(an)n∈N, (bn)n∈N et (cn)n∈N telles que,
pour toutn ≥ 1, on ait :

Cn = anA + bnB + cnAB

Ecrire les relations de récurrence vérifiées par les trois suites. En déduire leur expression en fonction den.


