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L’idée même de constituer une théorie mathématique du hasard peut sembler quelque peu hasardeuse. On attache spontanément au terme de ‘hasard’ des caractéristiques telles que la contingence, le désordre ou l’imprévisibilité. Autant de concepts qui semblent bien éloignés de la froideur excessive,  prudence consommée et logique implacable
 qui règnent en Géométrie. 


La définition même du hasard selon Cournot comme rencontre de deux séries causales indépendantes
  pose d’emblée un problème logique: si deux séries causales sont effectivement indépendantes, comment peuvent-elles se rencontrer? Ou, pour le dire autrement, peut-on encore considérer comme indépendantes deux séries causales qui se sont rencontrées?
 



En dépit de l’aspect un peu paradoxal de la démarche, les mathématiciens se sont de longue date attelés à la difficile tâche de définir une «géométrie du hasard». L’expression est empruntée à un courrier adressé par Blaise Pascal à l’académie des sciences en 1654. Il y eut des hésitations, des controverses suivies de clarifications et de nouvelles controverses mais on arriva à quelque chose vers 1933 quand Kolmogorov publia son fameux traité
 sur les fondations des probabilités. Ce "quelque chose" s’appelle depuis lors la "théorie des probabilités". Son objet est de traiter du hasard en tant qu'il se laisse mesurer
, 
. 


L’objet du présent article sera donc de partir de l’approche de Kolmogorov pour interroger la façon dont la mathématique s'est emparée de la notion d'aléatoire via la théorie des probabilités. 


Précisons tout de suite qu'on ne peut prétendre que la théorie des probabilités rende justice à la notion de hasard dans tous ses aspects; cependant il est possible de confronter le point de vue probabiliste à l’acception commune des caractéristiques du hasard et d’examiner dans quelle mesure les deux se parlent ou s’ignorent. D’autres propositions que la théorie des probabilités existent qui tentent également de saisir l'aléatoire par des outils mathématiques, en particulier la notion de complexité algorithmique et sa compagne l’entropie - notions également développées, entre autres, par Kolmogorov qui avait lui-même conscience des limites de l’approche probabiliste. 

Géométriser le hasard

Par l'expression 'géométriser le hasard', nous entendons donner un cadre mathématique précis à la notion de probabilité. Il existe deux points de vue complémentaires à ce propos.


Prenons le point de vue d'un observateur qui constate quelques faits - nous dirons événements - se produisant sous son regard. L'algèbre des relations entre événements est celle de la théorie des ensembles. On distinguera un événement vide, qui ne se produit jamais, et un événement plein - souvent noté Omega - qui se produit toujours. A un événement A, on fait correspondre sa négation ou complémentaire qui se produit exactement quand A ne se produit pas. L'union de deux événements A et B se produit dès que l'un des événements A ou B se produit.  L'intersection de deux événements A et B se produit si A et B se produisent. Deux événements sont disjoints ou incompatibles s'ils ne peuvent se produire ensemble: leur intersection  est vide. L'ensemble de tous les événements constitutifs d'une expérience aléatoire donnée forme ainsi une algèbre de Boole. 


La théorie des ensembles ne connaît que deux possibilités pour un événement: il se produit ou pas. En théorie des probabilités, on attribue de plus un nombre à chaque événement qui en mesure la vraisemblance et que l'on appelle sa probabilité. Ici aussi, on imposera quelques règles de bon sens: la probabilité de l'événement vide est nulle; celle de l'événement plein vaut 1 et la probabilité d'une union de deux événements disjoints est la somme des probabilités d'iceux. C'est ainsi que la probabilité qu'un dé à quatre faces tombe sur une face portant un chiffre pair sera égale à la somme des probabilités des résultats '2' et '4'. De fait les événements 'le dé tombe sur la face 2' et 'le dé tombe sur la face 4' sont incompatibles.
 


Si cette première approche de la formalisation mathématique du hasard entend rendre compte d'une expérience aléatoire du point de vue des phénomènes observés (D'aucuns parleraient peut être ici de symptômes.), il est également possible de décrire la même expérience du point de vue des essences.
 On parle alors d’espace probabilisé. 

De la multiplicité des modèles  


L’objet de ce paragraphe est de montrer qu’il est souvent possible de donner plusieurs modèles probabilistes pour rendre compte d’un même phénomène aléatoire. Nous l’illustrons en comparant deux exemples d’espaces probabilisés simples. 


Pour notre premier exemple, nous considérons l'expérience consistant à jeter une pièce équilibrée – c’est-à-dire qui a des probabilités égales de tomber sur 'pile' ou 'face' et ne tombe jamais sur la tranche - jusqu'à l'occurrence d'un premier 'pile'. Une fois obtenu le premier 'pile', on arrête l'expérience. On désignera par la lettre S l'instant d'arrêt de l'expérience. Notons que la connaissance de la valeur de S permet de reconstituer la suite entière des jets de la pièce. Si par exemple S vaut 3, cela signifie que l'on a obtenu successivement 'face', 'face' puis 'pile'. 


On accordera sans difficulté que l'expérience décrite ci-dessus est bien aléatoire. On pourrait en donner une description plus formelle avec le langage axiomatique de Kolmogorov. Les événements pertinents ici correspondent aux différentes valeurs du temps d'arrêt S, par exemple l'événement 'S vaut 3' décrit ci-dessus: on se place donc du point de vue d’un observateur qui note le nombre de jets nécessaires pour obtenir un premier ‘pile’ – le temps S -  et s’intéresse à la probabilité que S prenne telle ou telle valeur. 


Nous appellerons notre second modèle X2. X2 peut être conçu comme une machine dont la règle de fonctionnement est la suivante. Pour lancer la machine X2, on se donne un nombre dans l'intervalle ]0,1] – l’ensemble des nombres strictement positifs et inférieurs à 1. Ce nombre de départ sera noté x0. La machine X2 se saisit du nombre x0 et le multiplie par 2. Si le résultat ainsi obtenu est un nombre supérieur à 1, alors la machine s'arrête. Dans le cas contraire, le résultat de la multiplication est un nouveau nombre noté x1. Ensuite, on recommence à multiplier par 2 et ce jusqu'à obtenir une première valeur supérieure à 1 auquel cas la machine s'arrête. Si, par exemple x0 vaut 0,123, alors x1 est 0,246 (le double de x0). Comme cette valeur est inférieure à 1, la machine opère une seconde multiplication; le résultat est la valeur x2 égale à 0,492, toujours inférieur à 1. x3 est le double de x2, soit 0,984. Finalement, le double de x3 vaut 1,968. Cette valeur excède 1: on s'arrête donc après 4 itérations de la machine. On notera cet événement ‘T=4’. De façon générale, on notera T le nombre d'itérations de la machine avant son arrêt. 


Les deux modèles que nous venons d’introduire, jet de pièce ou X2, ont en commun de consister chacun en la répétition d’une même procédure – jeter une pièce ou multiplier par 2 – jusqu’à obtention d’un certain résultat – obtention d’un ‘pile’ ou obtention d’un nombre supérieur à 1 – après un certain nombre d’étapes: S ou T. Ils se distinguent par le fait que l’opération répétée dans le cas de la pièce est "au hasard" alors que l’opération répétée par X2 – multiplication par 2 – ne doit rien au hasard. Le mécanisme qui régit le comportement de X2 est ainsi parfaitement déterministe. Cependant nous allons maintenant démontrer que, si l’on prend soin d’initialiser la machine X2 avec une valeur x0 choisie au hasard, alors la machine X2 produit des événements au caractère aléatoire équivalent à ceux associés au jet de la pièce. 


Pour se convaincre de ce fait, concentrons notre analyse sur la première étape de chacun des deux modèles. Considérons d'abord la pièce: le premier jet a deux issues possibles: 'face' ou 'pile', également probables. Dans le premier cas, on continuera à jeter la pièce; dans le second cas on s'arrête et S vaut alors 1. La première multiplication opérée par X2 donne également deux issues suivant que le résultat est inférieur à 1- auquel cas on devra continuer les multiplications-ou supérieur à 1 - auquel cas on arrête l'expérience et T vaut 1. Dire que le résultat de la multiplication par 2 d'un nombre x0 est inférieur à 1 équivaut à dire que x0 est inférieur à 0,5. Comme x0 est choisi dans l'intervalle ]0,1], cela correspond précisément à la moitié des choix possibles, en parfaite analogie avec la pièce qui tombe sur 'face' avec probabilité 1/2. En d’autres termes, la probabilité d’interrompre la dynamique après une seule itération est la même dans les deux modèles et vaut 1/2. On démontre de même que la probabilité d’arrêt après k étapes est aussi identique dans les deux modèles et cela vaut pour toutes les valeurs de k. Par exemple, les événements ‘S=10’ et ‘T=10’ ont même probabilité. 


Résumons: les deux modèles ci-dessus sont clairement différents. Cependant, du point de vue probabiliste, ils sont équivalents. Un observateur à qui l’on ne communiquerait que la valeur du temps d’arrêt T ou S, n'aurait aucun moyen de savoir dans lequel des deux modèles il se trouve
. 


D'une façon plus générale, ce que nous montre la discussion ci-dessus est qu'il sera difficile, voire impossible, voire dépourvu de sens, de chercher à décider si tel phénomène observé est dû au hasard ou s'il est au contraire produit par un mécanisme déterministe. Cette ambiguïté, qui pourrait paraître source de confusion, peut aussi être tournée en un avantage. En effet, faute de pouvoir déterminer la nature précise de l'aléatoire dans une expérience, il sera néanmoins  souvent possible de faire "comme si" le phénomène observé était dû au hasard: bien que les modèles du jet de pièce et X2 soient différents, ils produisent tous deux des événements de probabilités identiques. Ainsi, on ne se trompera pas en utilisant le modèle du jet de pièce pour étudier le modèle X2 (et, de façon symétrique, on ne se trompera pas non plus en utilisant le modèle X2 pour étudier le jet de pièce)
. 


La possibilité qui nous est ainsi offerte de mettre à profit le calcul des probabilités, y compris dans une situation parfaitement déterministe, justifie le recours à des modèles probabilistes dans les sciences naturelles. C’est aussi un point de vue intéressant au sein de la mathématique, ce que nous illustrerons dans le dernier paragraphe de ce texte en lien avec la notion de symétrie. 

Petit détour par la mécanique statistique 

« Every axiomatic (abstract) theory admits, as is well known, of an unlimited number of concrete interpretations besides those from which it was derived. » écrivait Kolmogorov dans son traité. 


De fait, avant Kolmogorov, de nombreux physiciens s'étaient déjà emparés du calcul des probabilités.
 Ce sont Maxwell et Boltzmann suivis de Gibbs qui donnent une description statistique de l'état d'un gaz, ou encore Einstein qui introduira le mouvement brownien dès 1905. 


Une telle appropriation de concepts probabilistes pouvait poser question. Un gaz au repos est constitué d'atomes dont les trajectoires sont parfaitement déterminées par les équations de la mécanique newtonienne qui n'ont rien d'aléatoire. On peut ainsi leur appliquer le fameux principe de Laplace: «Nous devons donc envisager l'état présent de l'Univers comme l'effet de son état antérieur et comme la cause de celui qui va suivre. Une intelligence qui, pour un instant donné, connaîtrait toutes les forces dont la nature est animée, et la situation respective des êtres qui la composent, si d'ailleurs elle était assez vaste pour soumettre ces données à l'Analyse, embrasserait dans la même formule les mouvements des plus grands corps de l'univers et ceux du plus léger atome: rien ne serait incertain pour elle et l'avenir, comme le passé serait présent à ses yeux.»


Nous avons illustré le principe de Laplace avec la machine X2: son mécanisme est déterministe (On connaît toutes les forces qui l'animent.) et la donnée de la valeur initiale x0 (i.e. la situation respective des êtres qui la composent) permet de déduire le comportement futur de la machine (L'avenir est présent à nos yeux.). Nous avons également vu comment une telle machine adopte un comportement aléatoire quand la valeur initiale x0 est elle-même choisie au hasard. 


L'image de la machine X2 peut donc être invoquée pour expliquer la pertinence d'une description probabiliste de systèmes complexes tels un gaz contenant une grande quantité de particules en mouvement, en accord avec les principes de Laplace, à la condition d’accepter qu’une part de hasard intervienne dans l’état d’un monde par ailleurs régi par des règles déterministes. 


Il faut se garder de déduire de la discussion ci-dessus et des principes de Laplace que le recours au hasard en mécanique ne serait nécessairement que la conséquence de notre imparfaite connaissance de l’état du monde et n’aurait donc aucun contenu physique. L'ambition de la mécanique statistique est de justifier les lois de la thermodynamique - ce qu'elle parvient à faire avec des succès remarquables
 - et il serait paradoxal que ces lois universelles reposent sur le manque de précision de nos instruments de mesure.  


Une autre approche du rôle du hasard en mécanique repose sur le formalisme de la mécanique quantique. En mécanique quantique une particule telle un électron n'occupe pas une localisation précise dans l'espace mais doit plutôt être vue comme ayant une densité diffuse de présence dans l'espace entier l'environnant.  Il est alors possible d’interpréter cette densité de présence comme une probabilité. 

Symétries

La notion de symétrie est centrale en mathématique où elle joue un rôle fédérateur de la discipline. Elle intervient bien entendu aussi dans de nombreux autres domaines, de la physique fondamentale au droit où elle s'incarne au travers des notions d'égalité et d'équité.


Le rôle exact des symétries est rarement mis en avant dans un contexte probabiliste. Il faut bien dire que la notion de hasard évoque plus facilement une idée de désordre a priori peu compatible avec un ordre symétrique. Il est par ailleurs exact que le formalisme kolmogorovien ne fait pas explicitement référence à la notion de symétrie (en dehors de l'involution triviale entre un événement A et son complémentaire 'non A').
 


Pourtant le hasard s'avère entretenir une relation étroite avec la symétrie
. Comment, par exemple, choisir un individu dans un groupe de façon plus juste qu'en procédant au hasard? Quoi de plus équitable qu'un jeu de pur hasard?
      Dans son court texte en référence
, Gromov observe que l'espace probabilisé utilisé pour décrire le jet de trois dés possède déjà 288 symétries. 


Dans le cadre de la mécanique statistique, les modèles de cinétique des gaz doivent rendre compte en même temps de l'inégalité de destin des différentes particules d'un gaz - elles ne suivent pas toutes la même trajectoire - avec la symétrie due au fait que les différents atomes sont échangeables. Le formalisme probabiliste permet de résoudre la contradiction apparente entre ces deux conditions en distinguant clairement les deux aspects: d'une part la stricte égalité des  probabilités - on parle alors d'égalité en loi - d'autre part le caractère aléatoire, en  apparence désordonné, des trajectoires individuelles des différentes particules
. 


On comprend de même comment, dans le contexte d'un jeu de hasard où les situations de départ des deux joueurs sont symétriques, l'égalité des chances ne contredit en rien le caractère asymétrique de l'issue du jeu mené à son terme. La théorie des probabilités permet ainsi de saisir ces situations où une procédure parfaitement symétrique s'incarne dans un rendu qui, lui, ne possède aucune régularité apparente
. Certains résultats mathématiques récents reposent sur cette dualité
.  Dans ces exemples, le hasard n’est plus une propriété a priori du problème  étudié mais, bien au contraire, un outil introduit de façon délibéré qui permet de voir des symétries cachées dans une situation a priori désordonnée.
 

Gromov conclut son analyse en appelant au développement d'une notion de probabilité plus souple et s'éloignant de l'ambition de mesurer le hasard avec des nombres afin de mieux rendre compte des "loose structures" que l'on rencontre par exemple en biologie ou linguistique, suggérant ainsi une piste vers une nouvelle théorie des probabilités. 

Conclusion 


On l’aura compris à la lecture de ces quelques paragraphes, la théorie des probabilités n’aborde pas directement la question de l'existence du hasard. Elle peut parfois nous informer sur la nature du hasard que nous croyons observer - mais souvenons-nous de l’équivalence que nous avons démontrée entre le jet d’une pièce et la machine à multiplier par 2. 


Ainsi, plus qu’une mise en équations du calcul des chances, la théorie des probabilités se présente comme un outil, ou encore un point de vue qui nous invite à convoquer notre intuition du hasard et, dans les bons cas, nous permet d’entrevoir des propriétés – en particulier des symétries – qui autrement nous échapperaient. 

�	Nous empruntons à Maldoror une des trilogies qui peuplent la strophe 10 du deuxième chant. Les chants de Maldoror, Lautréamont, 1869. 


�	  « Les événements amenés par la combinaison ou la rencontre de phénomènes qui appartiennent à des séries indépendantes, dans l’ordre de la causalité, sont ce qu’on nomme des événements fortuits ou des résultats du hasard » A. A. Cournot: Exposition de la Théorie des Chances et des Probabilités, Hachette, 1843. 


�	  La notion de série causale pose elle-même déjà de nombreux problèmes épistémologiques. On s’en convaincra aisément en essayant, par exemple, d’appliquer la définition de Cournot au résultat du jet d’un dé. 


�	A. N. Kolmogorov : Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitrechnung, Springer, 1933.


�	P. Malliavin: Intégration et Probabilités, Analyse de Fourier et Analyse Spectrale, Masson, 1982. 


�	P-S Laplace: essai philosophique sur les probabilités, Bachelier 1840. 


�	Pour une référence récente, on renvoie à T. Bodineau, I. Gallagher, L. Saint-Raymond: The Brownian motion as the limit of a deterministic system of hard-spheres, Inventiones, Springer, 2016. 


�	M. Gromov: symmetry, probability, entropy: synopsis of the lecture at Maxent 2014. Entropy, 2015. 


�	Par exemple: D. Gaboriau, R. Lyons: a measurable group theoretic solution to von Neuman's problem. Inventiones, Springer, 2009. 





�	Le souci de la mathématique pour la mesure - entendue ici au sens restrictif de donner une valeur numérique, qui parcourt en particulier le domaine de l'analyse mathématique et que l'on peut mettre en parallèle avec les domaines de la mathématique, de nature plus qualitatifs, qui se préoccupent de classer des objets tels l'algèbre - ne relève pas - en tous cas pas seulement - d'un désir morbide de tout quantifier. Au demeurant la mathématique fournit aussi quelques antidotes sérieux à la fétichisation du nombre que l’on observe parfois dans les débats de société. 


�	Le calcul des chances est au coeur de la théorie des probabilités depuis ses débuts, en partie par souci d'applicabilité mais aussi parce que c'est l'outil qui permet de saisir certains effets d'échelles importants et de lever ainsi de nombreux paradoxes.


		Considérez par exemple le paradoxe suivant: dans une élection rassemblant plusieurs millions de votant.e.s, l'influence d'un vote individuel est négligeable. Cependant le résultat de l'élection n'est qu'une conséquence de l'ensemble des votes individuels. Quantifier avec précision l'effet d'un vote individuel - qui, pour être négligeable, n'est pas pour autant nul - permet de comprendre précisément le jeu subtil entre l'échelle individuelle et l'échelle collective et de déterminer différentes échelles intermédiaires pertinentes. On renvoie par exemple aux notes de cours de E. Mossel pour un exposé détaillé qui mobilise des outils probabilistes: Probabilistic Aspects of Voting, Intransitivity and Manipulation, 2019, accessible ici: https://math.mit.edu/~elmos/. 


		Les effets d’échelles tels que celui que nous venons de décrire peuvent servir de point de départ à une discussion des notions de contingence ou fortuité. Dans la plupart des cas, le choix de tel ou telle électeur/trice, n’ayant pas à lui seul d’impact sur le résultat final d’un scrutin majoritaire, peut être qualifié de contingent. De même, le résultat du dixième jet d’un dé est-il, avec grande probabilité, contingent au regard de la question de savoir s’il y a plus de ‘pile’ ou de ‘face’ parmi une centaine de jets. 


		Notons cependant qu’il n’est pas difficile d’imaginer d’autres modes de scrutin exotiques pour lesquels tous les votes comptent à égalité et cependant un seul changement d'avis d'un.e électrice/teur suffit à inverser la conclusion. De telles questions sont aujourd’hui étudiées au travers du concept de "sensibilité au bruit". On renvoie aux notes du cours de C. Garban et J. Steif: Noise sensitivity of Boolean functions and percolation, Cambridge University Press, 2014. 


		On voit ainsi que la question de la contingence ne fait sens qu'au regard d'un certain effet - tel que le résultat d'un scrutin - et à condition de préciser l'échelle à laquelle on se place. De même le rôle du hasard dans bien des modèles ne peut-il être mesuré sans préciser la question posée et l'échelle considérée. Par exemple, la suite des résultats de jets successifs d'une pièce est aléatoire au niveau microscopique mais la proportion de 'pile', définie comme quantité macroscopique quand le nombre de jets de la pièce tend vers l'infini, est déterministe et vaut 1/2 si la pièce est équilibrée. 


�	Les axiomes que nous venons de rappeler suffisent à fonder le calcul des probabilités sur une algèbre de Boole finie. Pour traiter le cas général d'un système d'événements infinis, Kolmogorov se place dans le cadre de la théorie de la mesure telle que précédemment développée par Lebesgue et Fréchet. 


		Si, au début de son texte, Kolmogorov explique ainsi comment le calcul des probabilités est en fait régi par des règles en tous points identiques à celles du calcul des longueurs ou des poids - de même que deux objets posés sur une balance donneront un poids égal à la somme des poids de chacun pris séparément, la probabilité d'obtenir '2 ou 4' avec un dé est la somme des probabilités des événements '2' et '4' pris séparément - il s'empresse d'ajouter que la notion d'indépendance ne fait sens que dans le cadre spécifique des probabilités: il est possible de donner une définition formelle de l'indépendance entre deux événements alors que parler de l'indépendance de deux objets quant à leurs poids ne fait pas sens. 


		La théorie des probabilités introduit donc un concept puissant, l'indépendance, partout où il est question de compter. C'est ainsi, par exemple, que la notion probabiliste d'événements indépendants rejoint celle de nombre premier - deux nombres entiers sont premiers entre eux s'ils n'ont pas d'autre diviseur commun que 1. Ainsi 4 et 6 ne sont pas premiers entre eux parce qu'ils sont tous les deux divisibles par 2 alors que 7 et 9 sont premiers entre eux. L'article O. Garet: les lois Zeta pour l'arithmétique , Quadrature 2015, est un bon exemple de cette approche. 


�	Pour mettre en place une description essentialiste, il faudra commencer par préciser l'ensemble des scenarii permettant d'expliquer les phénomènes observés. Par exemple, on se concentrera sur l'ensemble des trajectoires possibles d'un dé jeté en l'air  qui déterminent la face sur laquelle le dé finira sa trajectoire. A chacun de ces scenarii, on attribue une valeur - sa probabilité.  


	Le point de vue essentialiste permet de retrouver la notion d'événement comme ensemble de scenarii. Par exemple l'événement 'le dé tombe sur la face 4' est identifié à l'ensemble des trajectoires pour lesquelles le dé s'arrête sur la face '4'. La probabilité d'un événement est alors simplement la somme des probabilités des scenarii qui le constituent. On voit ainsi qu'il est toujours possible de passer d'une description essentialiste à une description phénoménologique. 


	Le chemin inverse est également toujours possible: à toute description au niveau des phénomènes correspond au moins un modèle essentialiste. C'est un théorème mathématique dû à Stone. Le point important ici est qu'une telle description essentialiste n'est jamais unique. En d'autres termes, une série d'observations lors d'une expérience aléatoire sera compatible  avec de multiples interprétations différentes du point de vue essentialiste. 


	Ce dernier aspect de la théorie pourrait être perçu comme une faiblesse de notre approche. De fait, l'existence de plusieurs modèles pour une même expérience aléatoire est souvent, de prime abord, difficile à appréhender. A l'expérience, l'existence de plusieurs modèles essentialistes rendant également compte d'une même expérience aléatoire s'avère être au contraire une richesse et bien des succès de la théorie des probabilités reposent sur cette propriété. Nous essayerons de l'illustrer plus loin dans le texte.


�	Il est intéressant d'analyser nos deux modèles du point de vue de leurs propriétés d'imprédictibilité. L'événement 'la dynamique finit par s'arrêter' est prévisible: il advient avec probabilité 1. S'il n'est pas tout à fait évident de justifier ce fait sur le premier modèle - cela revient à dire que la pièce finira par faire un 'pile' ou, autrement dit, que la probabilité de ne tirer que des 'face' jusqu'à la fin des temps est nulle - il est aisé de prouver que la suite des multiplications par 2 d'un nombre x0 finira par excéder 1. 


	La valeur du temps d'arrêt est, elle, aléatoire. Elle est aussi imprédictible au sens suivant. Supposons que notre dynamique ne s'arrête pas au premier instant. Dans le premier modèle, cela signifie que la pièce est tombée sur 'face' au premier jet; dans le second modèle, cela signifie que le nombre de départ x0 est inférieur à 0,5 comme nous l'avons déjà vu. Nous nous trouvons alors dans une position en tous points équivalente à la situation de départ. Pour ce qui concerne le premier modèle, nous nous préparons à lancer de nouveau la pièce en attendant le premier 'pile' tout comme au tout début de l'expérience. Formulé autrement, savoir que le jeu ne s'arrête pas au premier coup, ne nous donne absolument aucune information sur l'évolution future de l'expérience: nous n'avons rien appris. Le temps d'arrêt S est donc totalement imprédictible. 


	Comme nos deux modèles sont équivalents, il est également vrai que le temps d'arrêt T du second modèle est imprédictible au sens précédent. Nous invitons la lectrice/le lecteur à méditer sur les implications de cette conclusion, où comment une dynamique agie par un mécanisme parfaitement déterministe peut créer des événements rigoureusement imprédictibles. 


�	Les arguments développés ci-dessus montrent que les deux modèles probabilistes du jet de pièce et de la machine X2 sont isomorphes. 


	On peut alors poser la question de la classification des différents types de hasard – c’est-à-dire la classification à isomorphismes près des espaces probabilisés. Pour des modèles tels que ceux discutés ici, un théorème général nous apprend que tous les espaces probabilisés "raisonnables " (i.e. sans atomes et à base dénombrable) sont isomorphes entre eux. Ainsi la théorie des probabilités ne distingue pas de différence de nature entre le hasard qui régit la suite des jets d’une pièce et celui qui permet de représenter le choix d’un nombre dans un intervalle, et ce résultat vaut pour la plupart des modèles probabilistes. 


		La situation est différente pour des modèles probabilistes plus sophistiqués, appelés ‘espaces probabilisés  filtrés’, qui ont pour ambition de modéliser le déploiement des effets du hasard dans le temps. On démontre par exemple que la dynamique temporelle d’un bruit de type poissonien, faite d’une succession d’événements imprévisibles, diffère de – n’est pas isomorphe à -  celle d’un bruit de type brownien, pour lequel l’ajout d’incertitude se fait de façon continue de sorte qu’aucun événement n’y est imprévisible. On renvoie aux travaux de B. Tsirelson pour bien des développements basés sur ces notions: B. Tsirelson: Scaling Limits, Noise, Stability, Springer 2004. 


�	D'autres disciplines telles l'économie ou la biologie, en particulier la théorie de l'évolution, ont aussi adopté des outils probabilistes. Une description précise du rôle que le hasard y joue nécessiterait une analyse qui dépasse le cadre du présent article. 


�	D’autre part, si la seule source de hasard était notre mauvaise connaissance de l’état du monde, ses caractéristiques n’auraient aucune signification physique. Il se trouve que ce n’est pas le cas. Par exemple l’aléa brownien du mouvement de particules en suspension dans un liquide est caractérisé par un paramètre de variance dont Einstein détermine précisément la signification physique en l’exprimant en fonction de la taille des particules. Dans une telle expérience, les propriétés du hasard à l’oeuvre sont donc directement liées à la physique même du phénomène considéré. 


�	La lectrice/le lecteur sera peut-être familier.e de la notion de symétrie dans le contexte de la géométrie plane, au sens où, par exemple, on dit  qu’une figure géométrique régulière, telle un carré ou un triangle isocèle, possède des axes de symétrie. 


		Nous employons, dans ce texte, le terme de symétrie dans un sens plus général pour désigner toute transformation des éléments d’une structure qui préserve la structure elle-même. Par exemple une symétrie par rapport à un axe déplace les points du plan et préserve un carré si l’axe choisi en est un axe de symétrie. 


		Considérons maintenant un jeu de hasard où s’affrontent deux joueuses avec chacune 1 chance sur 2 de gagner. L’opération consistant à échanger les rôles des deux joueuses préserve les probabilités de succès pour chacune. C’est donc une symétrie au sens probabiliste: elle préserve la structure probabiliste du jeu. 


		Il est d’ailleurs remarquable que seule l’introduction d’une part de hasard dans le jeu permette d’assurer la symétrie entre joueuses. Le hasard n’est pas toujours équitable mais sans hasard, pas d’équité!  


�	Le rôle des symétries en probabilités n’est pas explicite dans les textes classiques d’introduction au domaine. Il ne sera donc pas visible pour celui/celle qui se contente d’étudier les aspects généraux de la théorie des probabilités. En revanche, l’importance des symétries dans la mise en oeuvre concrète des outils probabilistes est plus qu’évidente pour celle/celui qui pratique quotidiennement ce point de vue dans un contexte mathématique. 


�	A cet égard il n'est pas anodin que l'une des origines du calcul des probabilités se trouve dans la correspondance entre un magistrat (Fermat) et un moraliste janséniste (Pascal).


�	Notez que, s'il est vrai que deux joueurs de dés sont, au début du jeu, dans des situations parfaitement symétriques, le premier jet du dé les entrainera vers des destins déjà différents. Quoi qu'en dise le poète, ici, un jet de dé contribue à abolir le hasard. Comprendre dans quelle mesure le premier jet du dé affecte la symétrie initiale des deux joueurs est précisément l'objet du "problème des parties" que Pascal et Fermat parviennent à résoudre. Les deux penseurs procèdent suivant deux approches distinctes. Pascal se place au niveau d'une description phénoménologique du jeu. Fermat, lui, s'appuie sur un modèle de type essentialiste, au demeurant tout à fait subtil. 


�	En apparence parce que tout phénomène aléatoire contient une part déterministe. Le désordre n'y est jamais total. Dans l'exemple du jet d'une pièce, en dépit du caractère imprédictible de la suite de 'pile' et 'face' observée, la proportion de 'face' tendra à se rapprocher de la valeur 1/2 quand le nombre de jets de la pièce est important (et si la pièce est équilibrée. Si la pièce n'est pas équilibrée, la proportion observée de 'face' sur un grand nombre de jets se rapprochera quand même d'une valeur déterministe égale à la probabilité que la pièce tombe sur 'face'.). C'est un effet de la loi des grands nombres. 


		Démêler, dans une expérience aléatoire, ce qui est déterminé de ce qui ne l'est pas est souvent une question mathématiquement intéressante et parfois subtile. Nous en donnons un exemple ici avec l'urne de Polya. 


		Polya nous invite à jouer au jeu suivant: on dispose d'une urne qui contient des boules de deux couleurs, blanches ou bleues. A chaque instant, le joueur choisit une boule au hasard dans l'urne puis l'y replace en ajoutant une nouvelle boule de même couleur que celle qu'il vient de tirer. Ainsi, si l'urne contient au début une boule de chaque couleur, le joueur a une probabilité égale à 1/2 de tirer chacune des deux boules. S'il tire la 'blanche', il doit remettre cette boule dans l'urne avec une nouvelle boule blanche. De sorte qu'à l'instant suivant, il choisira une boule au hasard parmi trois boules dont deux sont maintenant blanches. 


		On démontre que les proportions de boules blanches et bleues ont une valeur limite quand on joue longtemps. Autrement dit, la proportion de boules bleues va changer de valeur en fonction des tirages mais, le temps passant, elle change de moins en moins et finit par se stabiliser. Il est donc déterminé par les règles du jeu, que la proportion de boules bleues va peu à peu se stabiliser. En revanche la valeur de la proportion limite de boules bleues est, elle, authentiquement aléatoire: elle dépend de l'évolution du jeu et deux répétitions du même jeu avec la même urne de départ peuvent fort bien donner lieu à une première situation où les boules bleues dominent puis une seconde situation où les boules blanches sont majoritaires et ce, dans des proportions arbitraires. 


�	Pour illustrer ce point, on peut imaginer le dessin obtenu en disposant au hasard des points sur un carré. Là où le vulgaire ne verra que désordre et irrégularités, le probabiliste discernera au contraire la réalisation d’une procédure aléatoire on ne peut plus régulière. 


		Le dessin ainsi obtenu, pour ce qui concerne sa structure probabiliste, possède en effet de nombreuses symétries puisque chaque localisation dans le carré a la même chance de recevoir chacun des points. Il possède aussi d’autres symétries plus subtiles qui traduisent le fait que le dessin obtenu est indépendant de l’ordre dans lequel les points sont portés sur le dessin. 


�	La discussion ci-dessus porte sur la distinction entre une règle abstraite probabiliste - par exemple celle qui veut que les deux faces d'une pièce ont même probabilité - et une réalisation concrète de cette règle - dans l'exemple, le résultat d'un jet de la pièce. 


		Cette distinction n'est pas sans rappeler des débats au sein des arts où se pose la question de la 'vérité' d'une oeuvre: réside-t-elle dans l'objet produit - une sculpture ou l'exécution d'un morceau de musique par exemple - ou dans un espace plus abstrait - l'intention du sculpteur ou la partition par exemple. La question est abordée frontalement, entre autres, par les plasticien.ne.s rattaché.e.s au mouvement de l'art conceptuel. 


	xvi		Note sur les notes. En dehors de références classiques, telle la monographie de Kolmogorov, nous nous sommes efforcé d’inclure dans les notes, des commentaires et des références en lien avec des problématiques de recherche contemporaines. Il nous semblait en effet important de montrer que la théorie des probabilités, bien que relativement jeune en comparaison d’autres domaines mathématiques, ne cesse d’évoluer (et ne peut donc être appréhendée uniquement à partir de ses origines historiques, aussi prestigieuses soient-elles). Le choix que nous avons fait des références citées ne peut donner qu’un maigre aperçu de l’existant. (Et en plus ce choix est biaisé par mes connaissances.) 





