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Chapitre 1

Introduction et bibliographie

Algebre...

Le mot “algebre” vient du terme arabel! "al-jabr” signifiant littéralement “restauration”. Certee fut pour

la premiére fois employé a propos des mathématiquesbepmvantdb\j;‘, Al-Khwarizmi?, dans son livre
chlall g adl Ols 3 aisdl OLsT Abrégeé du calcul par la restauration et la comparaisaril procede a
I'eétude systématique des équations du second degeereinsene a six cas de base, en utilisant ce qu'il nomme
“restauration” (al-jabr). Cette restauration se tradsdemtiellement par I'ajout d’'une méme quantité danséesd
membres de I'équation afin d’éliminer les termes appasaisen soustraction. Cette idée de modifier une égalité
pour la rendre plus simple & résoudre est fondamentdiutise rendre compte qu’'a I'époque d’Al-Khwarizmi, le
seul fait de penser un probleme en termes d’égalité avegrandeur inconnue était déja une avancée conbidéra

...linéaire

Voyons maintenant ce qu’est un phénomene linéaire. beder détail des marchandises, par exemple : quand le
marchand affiche 2 euros le prix d'un kilo de pommes, il estlicitp quez kilos de pommes colterodt euros.

Le prix des pommes est donc donné par la fonctiofRdiansR définie parx — 2x. Le prix que vous payez est
une fonction linéaire du poids. De maniere plus gémerahe application linéaire d& dansR est une application
qui s'écrit sous la forme: — ax, ol € R est donné. Finalement, daRs I'algebre linéaire se réduit plus ou
moins a la régle de trois. .. Le concept de linéarité pdoits s’étendre pour désigner un rapport de dépendance
treés simple entre plusieurs variables : la variabldépend linéairement des variables ..., zy s'il existe des
constantes, ..., ay telles quey = ayx1 + ... + ayxy. On dit encore qug s’exprime comme combinaison
linéaire dery, ..., x . Par exemple, si vous achetezkilos de pommes a 2 euros le kilot kilos de poires a 3
euros le kilo, le prix total; que vous payez est la combinaison linégire 2z, + 3z». La notion de combinaison
linéaire sera fondamentale dans la suite de ce cours.

Finalement,’algebre lintaire est le domaine des mathématiques qui étudie de facoamsgsijue les propriétés
associées a la dépendance linéaire. Les concepts desbas celui decombinaison ligaire dont on vient de
parler, et les notions dspace vectoriett d'application lintaire Les espaces vectoriels les plus simples sont les
ensemble®, R? et R? lorsqu’ils sont munis de deux opérations trés simpleaddition et la multiplication par

un réel, qui présentent un certain nombre de propriiesnous verrons plus tard.

Bibliographie

— Des livres en francais.
— D.-C. LayAlgebre linéaire : Théorie, exercices et applicati@®04, De Boeck.

1. Al-Khwarizmi né vers 783, originaire de Khiva dans lgigh du Khwarezm qui lui a donné son nom, mort vers 850 a Bdgdst un
savant musulman perse dont les écrits, rédigés en laamgibe, ont permis l'introduction de I'algébre en Europest a I'origine des mots
algorithme (qui n’est autre que son nom latinis€) et alg&l encore de I'utilisation des chiffres arabes dont fasiibn dans le Moyen-Orient
et en Europe provient d’'un autre de ces livres (qui lui-méraige des mathématiques indiennes) et de I'habitudeedegdér I'inconnue par
la lettre x dans une équation. Il a d’ailleurs participéadraduction de nombreux manuscrits scientifiques greasdétns. Son apport en
mathématiques fut tel qu'il est également surnommeé &ieeple I'algébre”, avec Diophante dont il reprendra lagaux.
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1. Introduction et bibliographie

R. Dalang- et A Chaabouwilgébre linéaire : Aide mémoire, exercices et appliwag 2005, PPUR.
A. Denmat et F. Héaulmélgébre linéaire : Travaux Dirigé4995, Dunod.
F. Liret, D. MartinaisAlgébre1¢™ année. Cours et exercices avec soluti@@®3, Dunod.
Sivous voulez en savoir plus....
J.-M. MonnierAlgebre MPSI : Cours, méthodes et exercices corrig@86, Dunod.
— Des livres en anglais.
— G. Strangntroduction to Linear Algebra, fourth editiar2009, Wellesley-Cambridge Press USa lecture
de ce livre st fortement conséillLe premier chapitre estés largement inspé de ce livre.
— J. H Hubbard, B. Burke Hubbandector Calculus, Linear Algebra, and Differential Forms UAified Ap-
proach 2005, Prentice Hall.
— Quelques sites utiles (cours, exercices cor@g etc...)

http://www.cmi.univ-mrs.fr/ ~herbin/L1

http://wims.unice.fr

http://wims.auto.u-psud.fr/wims/wims.cgi?module=U1/ algebra/docsyslin.fr
http://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear -algebra-spring-2010
http://home.scarlet.be/ ~ping1339
http://rutherglen.science.mq.edu.au/wchen/Inlafolde r/Inla.html
https://intranet.insa-toulouse.fr/displayContent.do ?courseld=168
http://www.sciences.ch/htmlfr/algebre/algebrelineai re01.php

...et beaucoup d’autres. . .
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Chapitre 2

Algébre linéaire dansR? et R’

Nous allons dans ce chapitre introduire quelques notionsealles dans un cadre concret, celui de la droite, du plan
et de I'espace, ce qui nous permettra aussi de réviseruggefmpnnaissances que vous avez acquises en secondaire
et au premier semestre.

2.1 Vecteurs deR? et R?

2.1.1 Vecteurs et combinaisons ligaires

Dans ce premier chapitre, nous noterongyeas un vecteuru de R? ou deR® que vous avez peut étre noté
dans vos classes précédentes. On s’affranchira de laaroém gras ou avec fleche au fur et & mesure de ce cours,
en particulier lorsqu’on introduira les vecteurs comme‘@sments d'un espace vectoriel”, dont nous donnerons
une définition précise plus tard.

Soientu etv des vecteurs dB? qui sont définis (pour l'instant) par des paires de réelsus) et (v1,v2). On
notera aussi les vecteurs sous forme de colonnes contesardrhposantes :

=l -l

L'addition des deux vecteunrs etwv s'écrit :
u+v= [ul} + [vl} = [u1+vl} .
ug (%] Uo + Vo

On peut multiplier un vectewr € R? (ouR?) parunréeh ¢ R :

au = « = .
U aug
Définition 2.1 On appellecombinaison lireairedeu etv € R? tout vecteurw de la formew = au + Bv, oll

et sont deseels, ca.d. :
w — wy| _ |auy + Buy
w2 aug + Pua|

Ces propriétés s'appliquent bien sr aussi aux vectelRs’. Un vecteuru deR? est donné par ses trois compo-
santequ, us, us), et le vecteur s’écrit alors :
u1
u = |Uuz
us

La combinaison linéaire de etv dansR? avec les coefficients et 5 s’écrit

w1 auy + fuy
w= |wy| = |aus + Bvs
w3 ausz + [Bus



2.1. Vecteurs d&2 etRR3 2. Algébre linéaire danR? etRR3

Remarque 2.2 (Notations- - -] et (---)) On a identife des couples ou des triplets deets avec des vecteurs
écrits sous forme de colonnes. Toutefois, il faudra biere faitention de ne pas confondre le vectéuy, us, us),
qui est le vecteur colonne dont les composantesisgnts etus, avec le vecteu['ul Us u3] qui est un vecteur
ligne dont les composantes sont leémes que celles du vecteurmais qui n'est pas du tout le @me objet
mathtematique. Ce vecteur ligne s’appelle “vecteur trangiatu vecteuru.

Dans la définition précédente, on a défini une combimalis@aire de deux vecteurs. Cette définition contient le
cas d’'une combinaison linéaire d’un seul vecteur, en preleadeuxieme égal au vecteur nul. Mais on peut aussi
bien sOr généraliser la définition de combinaisondin€pour trois, quatre, .n, vecteurs. Une question importante
qui reviendra souvent pendant ce cours est justement dentiéer I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires
d’un vecteur, de deux vecteurs, de trois vecteurs ? Eviderhmeaésultat depend des vecteurs... Si par exemple on
cherche toutes les combinaisons linéaireset que le vecteun est le vecteur nul, on obtient que I'ensemble des
combinaisons linéaires est réduit au vecteur nul. Sipatre le vecteun est non nul, 'ensemble des combinaisons
linéaires est la droite de vecteur directauiPar exemple, 'ensemble des combinaisons linéairesaleswkcteurs

1 1
0] et|1
0 1
est un plan, tandis que I'ensemble des combinaisons tegdes deux vecteurs :
1 —1
0] et O
0 0

est une droite.

Exemple 2.3 On cherchea écrire les deuxequations que &rifient les inconnues éelles)a et 5 pour que la
combinaison ligairecu + Sv soitégalea b, avec :

=[] =[] o ]]

Pour ce faire, orécrit la combinaison liaire et I'egalitt avec le vecteub; on écrit ensuite legalitt compo-
sante par composante. On obtient ainsi le &gst suivant, qui est un sgsate lireaire a deuxéquations et deux

inconnues :
a—p=1
3a+28=05.

2.1.2 Produit scalaire, norme

Définition 2.4 Le produit scalairede deux vecteurs, = (u1,us) €tv = (vy,v) deR? est le el 1w - v =
u1v1 + ugvy. De meéme, le produit scalaire de deux vecteurs= (uq, us, ug) €tv = (v, v9,v3) deR? estle €el :
U -V = UV + U2V2 + U3v3.

On rappelle que le produit scalaire de deux vecteurs orthegpoest nul.

Définition 2.5 La norme euclidienned’un vecteuru deR? ouR? est le el positif ou nul|u| = vu - u.

On appellevecteur unitaire un vecteurs dont la norme est égale a Ju|| = /u - u = 1. Siu etv sont deux
vecteurs unitaires, alois - v = cos §, oud est I'angle entre les vecteunsetv. On remarque donc que le produit
scalaire de deux vecteurs unitaires est toujours comptie ehet 1.

Pour deux vecteurs quelconquest v, la formule donnant le cosinus de I'ang@lentre les deux vecteurs devient :

u-v
cosf) = ———,
a2l
ce qui se demontre trés facilement en posant LI etv = |L : les deux vecteurs et v sont maintenant

1l
unitaires et on a done - v = cos ), d’oll le résultat.
On rappelle enfin deux inégalités absolument fondamesitglour tous vecteuis etv deR? ouRR3,

ol

Inégalité de Cauchy-Schwarz :|u - v| < ||ul|||v]|
Inégalité triangulaire : |+ o] < JJu| + ||v|

1. Ce raisonnement s’appelle un raisonnement par hone@gén”
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2.2. La notion de matrice 2. Algébre linéaire danR? etR?

2.1.3 Exercices

Les exercices de cette section sorigide ou insp&s par quelques uns des nombreux exercices du livre de G.
Strang dont nous conseillons vivement la lecture. ..

Exercice 1 Justifier si les assertions suivantes sont vraies ou fausses

0 1 0
1. |0| est combinaison ligaire de|0| et |1
0 0 0

2. Soientw un vecteur dR2 eta € R. Siau = 0, alorsa = 0 ouw = 0.

3. Soientu etv deux vecteurs d&?. Siu - v = 0, alorsu = 0 ouwv = 0.

4. Soientu etwv deux vecteurs dR&3. On suppose qu'il existe deugelsa et 3 tels queau + Sv = 0. Alors
I'ensemble des combinaisonsémires deu etwv est une droite.

5. ll existe 2 vecteura etv deR? tel que tout vecteur d&? est combinaison ligaire deu etw.

6. Il existe 2 vecteura etv deR? tel que tout vecteur dB?3 est combinaison ligaire deu etw.

Exercice 2 Décrire geonetriguement (droite, plan oR? tout entier) I'ensemble des combinaisonhires des
vecteurs suivants :

1 2 1 0 1 0 1
(a) |2] et |4 (b) |10] et |1 (¢) |0],|1] et |1
3 6 0 2 0 1 1

Exercice 3 On consi@re les 12 vecteurs d&?, uy, k = 1,...12, de composantegos %’T, sin ’%). Dessiner les

12 12

12 vecteurs, puis calculez uy, etenfin Calculerz uy,.
k=1 k=1
k#£2

Exercice 4 On se donne trois points dais de coordonges0, 0, 0), (1,0, 0), (0, 1,0). Combien y-a-t'il de cubes
pouvant avoir pour sommets ces 3 points ? Pour I'un de cess;ulmmner les coordor@es des autres sommets
ainsi que des centres des faces.

Exercice 5 Trouver deux vecteurs etw non nuls qui sont orthogonauxu = (1,1, 0) et orthogonaux entre eux.
Exercice 6 Quelle est la norme euclidienne du vectéurl, ..., 1) dansR?® ?

Exercice 7 Soientu etv deux vecteurs d&2 dont les normes sotitu| = 3 et||v|| = 4. Quelles sont les valeurs
maximale et minimale dgu — v| etu - v ?

Exercice 8 Soientu = (z,y, z) un vecteur du plan d&3 d’équationz +y + z = 0, etv = (z,z,y).
1. Montrer queu - v = —1{|u| ||v].
2. Calculer I'angle entreu etw.
2.2 Lanotion de matrice
Nous allons maintenantintroduire la notion de matrice,latp son action sur un vecteur. En gros, une matrice est

un tableau de nombres. Voyons tout de suite quelle est Iaiti@fi de son action sur un vecteur, ce qu’on appelle
aussi la multiplication matrice vecteur.

2.2.1 Ecriture matricielle d’'une combinaison linéaire

Commencons par un exemple d&¥s On peut &crire 'égalité :

2 -1 4 2 -1 4
3[1] +2[2} = M ou encoré8u + 2v = b avecu = H LU= {2} etb = M

On introduit lamatrice2 x 2 qui est un tableau dont la premiéere colonne est le veaterirla deuxieme colonne
le vecteur :
2 -1
Af[u ’U]|:1 2].
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2.2. La notion de matrice 2. Algébre linéaire danR? etRR3

Grace a cette matrice, on réécrit la combinaison Ihe&a: + 2v comme le produit de la matricé avec le vecteur

(3,2):
2 -1 2 1113 4

weezo=s il [ =[S [
Notonsz le vecteur de composantés 2). Le produitAx de la matriced par le vecteure est la combinaison
linéaire3u + 2v. Plus généralementsiest un vecteur de composantes, x2), le produitAz est la combinaison
linéaire z;u + x2v, €.4.d premiere composante du vecteur fois premierenoa de la matrice plus deuxieme
composante du vecteur fois deuxieme colonne de la mafics. qu'une définition du produit matrice vecteur
(gu'on verra plus en détail au chapitre suivant), cecies@ritable concept : au départ ce sont les coefficients
2o qui multiplient les vecteurs, maintenant c’est la matrmeayfée par ces vecteurs qui multiplie le vecteudont
les composantes soni etxs.

A retenir :
Le résultat d’'un produit matrice vecteur est toujours une combhaison lingaire des colonnes de la matrice.
On peut alors aussi remarquer que le vectéurs'écrit

e i [ (0] - (G200 - [20):2)

La premiére composante dex est le produit scalaire de la premiére lignelel; (4), avec le vecteuz, et la
deuxieme composante de est le produit scalaire de la deuxiéme ligne4le/>(A), avec le vecteue. C'est un
autre moyen, trés couramment utilisé, de calculer le gitadatrice vecteur.

Considérons comme deuxiéme exenfdis trois vecteurs d&® suivants :

1 0
u=|-1|,v=|[1],w=|0]. (2.2.1)
0 -1 1

Ecrivons la combinaison linéaireu + v + yw :
1 0 0 Q@
a|=1{+8|1|+~|0] =|8—«
0 -1 1 v—p

On écrit maintenant cette combinaison linéaire sous éomatricielle, c.a.d. a I'aide d'un tableau de nombres,
gu’on noteA ; le vecteur est la premiere colonne du tableau, le vectelarseconde, et le vecteurla troisieme :

1 0 0| |« a
-1 1 0f (Bl =|8—«
0 -1 1] |~ v—p

Les scalairesy, 8, v sont les composantes d’'un vectaudeR?. Le produit de la matricel par le vecteur est la
combinaison linéairecu + Sv + yw des trois colonnes dé.

1 0 0] |« o
Az=|-1 1 0| |8l =[u v w]|B|=0u+pv+yw.
0 -1 1] |v ol

Revenons sur le concept du produit matrice vecteur expaséhput pour un vecteur & : au départ ce sont les
coefficients 5 v qui multiplient les vecteurs, maintenant c’est la matrimerfée par ces vecteurs qui multiplie le
vecteurz dont les composantes sants et~. Du coup on va maintenant renommer les composantgst~ de

x enxy, xo, x3. ENn notanby, be, b3 les composantes déx = b, on obtient :

1 0 0] [=n x1 b1
Ax = |—1 1 0 To| = |2 — 1| = b2 =b.
0 -1 1| |3 T3 — T2 bs

Comme dans le cas de I'exemple précédent, on peut alooglirite une autre vision (qui est la plus habituelle
dans la plupart des ouvrages) du produit matrice vectaur les composantes du vectdure= Ax sont obtenues

2. Cet exemple est tiré du livre de Gilbert Strang, Intrdidurcto Linear Algebra, Wellesley-Cambridge
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2.2. La notion de matrice 2. Algébre linéaire danR? etR?

en effectuant le produit scalaire de chatigee de la matrice avec le vecteatr Sur I'exemple qu’on vient de voir,
cecidonne :

10 0] = 1,0,0) - (z1, 72, 73) x1 b1
Ax = [ -1 1 0 To| = (—1,1,0)-(%1,1’2,1’3) = |X2 — 1| = bg =b.
0 -1 1 I3 (0,—1,1)- ($1,$2,$3) r3 — X2 b3

En général, quand on fait des calculs a la main de matoic@imerait que ce soit le moins souvent possible, les
ordinateurs sont la pour ¢a!) c’est cette fagon la q@mploie.

2.2.2 Equations lireaires

Jusqu’'a présent, on a supposé que le vectewtont les composantes sont les coefficients de la combimaiso
linéaire, était connu, et on cherchait a calculer la cimaison linéaireb résultante. Supposons maintenant au
contraire qu’'on cherche les coefficients de la combinaisd@ralre des trois vecteuis v et w définis par (2.2.1)

de maniere a ce qu’elle soit égale au vectewui lui est maintenant supposé connu. On cherche donc, etxs

tels queriu + xov + z3w = b. Ceci revient a résoudre un systéme linéaire g, etxs. La question “Trouver

les coefficients, z2, z3 tels que la combinaison leaire 1 u + z2v + 3w Soitégaled b” est équivalenté la
guestion “resoudre le systmeAx = b". Avec la matriced définie par

1 0 0
A=|-1 1 0},
0o -1 1
Z1 =b 1 = by
le systtmedx = bs'écrit { —x1 +xz2 =0by etacomme solutioR xz2 = by + bo (2.2.2)
—x9+x3 =bg T3 = by + by + b3.

Notons que ce systeme est particulierement simple paroa @ directement; a partir de la premiere équation,
on peut ensuite substituer dans la deuxieme équation et trouwer et enfin substituer; etxz, dans la troisieme
équation et trouvers. Ceci est possible parce qu’on travaille avec une matrigarfgjulaire inférieure”, c’est a
dire une matrice dont tous les coefficients au dessus dedamtide sont nuls. Evidemment, tous les systemes ne
sont pas aussi simples a résoudre.

Remarquons que #i = 0 (le vecteur de composantés 0, 0)) la solutionz du systeme est = 0. Ceci est une
propriété remarquable, qui est vraie pour la matricde ce systeme, mais qui ne I'est pas pour n'importe quelle
matrice. .. Remarquons également que pour n'importelgeel(by, b2, b3), le calcul ci-dessus va nous fournir un
uniquex = (b1, by + b2, b1 + ba + b3). Cette propriété est diie au fait que la matricestinversible, au sens ou,

a partir de n’importe quéh, on peut récupérer un et un set(on verra plus loin la définition précise de matrice
inversible).

xr, = bl 1 0 0 bl
SiAx = b, alorsx = To = b1 + by =11 1 O by | = Sb. (223)
T3 = by + by + b3 1 1 1 b3

Donc la solution du systeméz = b est donnée par = Sb. On dit queS est la matrice inverse dé, notéed 1.
On obtientb a partir dex en multipliantz par A. On retrouver en multipliantb par A=!. La matriceA~! défait
ce que la matrice! a fait. On peut aussi écritd—' Az = x.

Considérons maintenant les trois vecteur®deuivants :

1 0 ~1
v=|1|,w=10
0 ~1 1

Les deux premiers vecteuts et v sont les mémes que précédemment, mais le vecbearun -1 en premiere
composante au lieu d’'un zéro. La matri€eformée par ces trois vecteurs s’appelle la matrice degréifices
cycliques. Elle s'écrit :
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et les combinaisons linéaires des vecteyns + z-v + x3w S'é€crivent de maniere matricielle :

1 0 —-1| |z Ty — T3
Cx=|-1 1 0 T2 = |2 — X1 | = b.
0 —1 1 &3 r3 — T2

Ce systeme est nettement moins facile a résoudre quédégent, et méme, en fait il est impossible de trouver la
solution du systeme, vu que le systéme admet une infirigotltions, ou au contraire pas de solution du tout. Par
exemple,

1
le systeme&C'x = 0 admet comme solutiom = [1] ,
1

mais aussi tous les vecteurs de la formg o € R. Mais par contre,

1
le systeme&Cxz = b= [0| n'admetaucune solution,
0

car la somme des trois composantegidevaut zéro alors que la somme des trois composantes du sewnbre

b vaut 1. GEométriquement, ceci revient a dire qu’il n&&ipas de combinaison linéaire des trois vectains
etw qui donne le vectew = (1,0,0). Donc I'ensemble des combinaisons linéaires des troieeuesu, v et

w ne remplit pas tout I'espad@®. Pour que le system@z = b ait une solution, il faut que la somme des trois
composantes du second membre soit nulle, puisque la somsridecomposantes déx est toujours nulle. En
d’autres termes, toutes les combinaisons linéaires+ z-v + 3w sont dans le plan d’équatidn+ b, + b3 = 0.

On voit ici la difference cruciale entre les combinaisanéaires deu, v etw, qui remplissaient tout I'espace, et
celles deu, v etw, qui ne remplissent qu’un plan.

2.2.3 [ependance et inépendance

On choisit les deux premiers vecteurs colonnest v de la matrice précédente. L'ensemble des combinaisons
linéaires de ces deux vecteurs est un Pate R>.

On a vu dans les paragraphes précédents deux cas posgiblasla matriceA, le troisieme vecteur colonne

de la matriceA n’est pas dans le méme pldh: les combinaisons linéaires de v et w remplissent I'espace
tout entier. Pour la matric€, le troisieme vecteur colonn@ de la matriceC' est dans le méme plaR : les
combinaisons linéaires de, v et w remplissent un plan, et non plus tout I'espace. On peutedaricomme
combinaison linéaire de etwv.

Le vecteunw n’est pas dans le plan deetw ; les vecteurs sont “indépendants” ou “libres”.
La seule combinaison qui donhe= 0 estOu + Ov + Qw.

Le vecteurw est dans le plan de etwv ; les vecteurs sont “dépendants” ou “liés”.
Il'y a des combinaisons a coefficients non nuls qui donbeat0 (caru + v + w = 0).

Les notions de dépendance et d’'indépendance sont fomdaleg et nous y reviendrons plus en détail par la
suite. On peut déja remarquer sur cet exemple les liems knhotion d’indépendance des vecteurs colonnes de la
matrice et la résolution des systemes :

Colonnes indépendantes .Ax = 0 a une solution unique = 0. La matriceA est inversible.
Colonnes dépendantes. Cx = 0 a plusieurs solutions. La matricén’est pas inversible.

2.2.4 Exercices

Exercice 9 (On commence tout doucement.)

1. Soit
1 2 2
i [ Y eae[]
Construire geonetriquement le vecteutx, et calculer ses composantes.
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2.2. La notion de matrice 2. Algébre linéaire danR? etR?

2. Méme question avec
A= T ete = |
T2 1| TP 3
3. Effectuer maintenant les produitse a I'aide des produits scalaires des lignes de la matrice pardcteure.

Exercice 10 (On continue doucement.)

1. Soientu etv deux vecteurs d&?. Soit A la matrice dont la prengire colonne est et la seconde.
0
1
2 signifiant qu'il s’agit d’une matrice cag&e d’ordre 2). Calculeid,x pourx € R2.

(b) On suppose maintenaatetv quelconques. Sait = (2, —1). Le produitAx est une combinaison des
colonnes ded. Exprimer cette combinaison Baire.

(a) Ecrire A pouru = H etv = { ] . Cette matrice s’appelle la matrice ideritiet se notéd, (I'indice

-1
2. Soientu, v et w trois vecteurs déR3. La multiplication d’'une matriced = [u v w] par le vecteur
colonnex = (2, —1, 3) donne une combinaison des colonnesAd&xprimer cette combinaison Baire.

Donner les composantes du vecte@sultant pouns = ;] etv = [ 2 ] .

1 2 0
Donner les composantes du vectelsr pouru = |2| ,v = |—1| etw = |1
0 1 2

3. Exprimer la matrice iden#tIds, ca.d. la matrice telle quédsx = x pour toutz € R3.

Exercice 11 (Produit matrice vecteur pour une matricen x p) Si A est une matrice de lignes etp colonnes,
on la multiplie par un vecteug pour obtenir un vecteub qui est combinaison lisaire des colonnes dé. Quel
est le nombre de composantes des vectewgth ?

Exercice 12 (Combinaisons ligaires de deux vecteurs dan®3.) Soientu et v deux vecteurs d&3. On note
E I'ensemble de leurs combinaisonséaires. Discuter en fonction de et v si les situations suivantes peuvent
avoir lieu?

1. E=10,

E est eduit au vecteur nul,
E est une droite,

E estun plan,

E est 'espace tout entier.

akrown

Exercice 13 (Matrice et linéarité) SoitA = {Z Z} une matrice x 2. Soientu = [(1)] etv = m

1. CalculerAu et Av.

2. Soientx et 3 des kels. Calculerd(au + fv) etaAu + SAv. Comparer. Montrer que cette progie est
encore vraie pour n'importe quels vecteursv de R2. C'est cette propéte qu’on appelle ligarite : on
verra plus loin (chapitre 6) que I'applicatiom — Ax est uneapplication linéaire

Exercice 14 (Matrice d'élimination) Soient/ € R, = = (r1,22) € R? et soitFE la matrice2 x 2 définie par

1 0
o [6 1] |
1. Calculerb = Ex. Quelle est I'ogration effectée sur les lignes de lorsque I'on effectue le produifx ?
2. SoitF' = [; ﬂ . Calculerc = F'b. Décrire (en Francais...) 'opration effectée sur les lignes dielorsque

la matrice F' multiplie le vecteub.

Exercice 15 (Une proprité surprenante,a premiere vue) Soient(a, b) et (c,d) € R?.
1. On suppose que, c) et (b, d) sont colireaires. Montrer qu’alorga, b) et (c, d) sont colireaires.

2. Soitd = |¢
C

A le sont.

b L : .
K montrer que les vecteurs colonnesdeont liés si et seulement si les vecteurs lignes de
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2.3 Meéthode du pivot de Gauss

2.3.1 Ecriture vectorielle et matricielle des systmes lireaires

Considérons le systeme de deux équations a deux inesnnu

r+2y=4
{ 9 — 3y = 1 (2.3.4)

Regardons ce qui se passe ligne par ligne. Chaque ligne dégoeation d’une droite, qu’on représente dans la
figure 2.1. Pour que le couple, y) vérifie les deux équations, il faut donc que le point de doonées: ety soit
l'intersection des deux droites. C'est ce qu’on appellei&ion “par lignes” du systeme : la solution du systeme
(2.3.4) est l'intersection de deux droites. Voyons maiatgrun peu ce qui se passe si on regarde les choses “par

Y

r+2y=4

FIGURE 2.1 —Vision par lignes la solution du systéme est 'intersection des droites

colonnes”. On va maintenantlire le systeme (2.3.4) comnesagjuation vectorielle faisant intervernir les vecteurs

e[ [3] o= ]

Avec ces vecteurs, on peut réécrire le systeme (2.3mpmmune seule équation vectorielle
zu +yv =b.

On cherche la “bonne” combinaison linéairewet v (c.a.d. les bons coefficientsety) qui va donneb, comme
on le voit sur la figure 2.2 ; ceci s’écrit aussi avec les vateolonnes :

o[-

Avec le choixx = 2 ety = 1, on retrouve biem : on va donc multiplier le vecteur parx = 2 et le vecteuw par
y = 1 puis additionner les vecteu2s etwv pour trouverb.

) [3)- [0

On réécrit maintenant I'eéquation vectorielle sous fermatricielle. La matricel est un tableau d2 x 2 nombres,
dont la premiere colonne est le vecteuet la deuxieme colonne le vectewr

A= B _23}
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| df[g}

FIGURE 2.2 —Vision par colonnes

Dans la vision par colonnes, le produit de la matricpar le vecteurr = (z, y) est égal a la combinaison linéaire

e ww=[b 2] [ <o ]3]

Dans la vision par lignes, le produit de la matridepar le vecteurr = (z,y) est un vecteub dont la premiere
composante est le produit scalaire de la premiére ligna dealrice avec le vecteuret la deuxieme composante
le produit scalaire de la deuxieme ligne de la matrice age@tteure. Lorsqu’on regarde les lignes de on a la
vision “par lignes”, et lorsqu’on regarde les colonnes, da @sion “par colonnes”. Le systeme d’équations sous

forme matricielle s’écrit alors :
1 2 x| |4
2 =3 ly| — [1]”

On effectue la multiplication matrice vecteur soit en effiemt le produit scalaire des lignes avec le vecteur de
composanteéz, y) soit par combinaison linéaire des colonnesAleéOn a vu que la solution de ce systeme est
r=2ety=1.
Dans le chapitre suivant, on va résoudre des systemesétgiations & inconnues, et la matrice du systeme
sera donc un tableau dex n nombres. Mais donnons maintenant un exemple &n©n considere le systeme
linéaire :

x +y +z =3

r +2y +3z =9 (2.3.5)

r —2y 44z =12

qui s’écrit sous forme matricielle :

1 1 1 z 3
1 2 3 yl =19
1 -2 4 z 12

Donnons les visions “par lignes” et “par colonnes” pour ocedraple.

Vision “lignes” Chaque ligne du systéme est I'équation d’un plan dahsLe systeme (2.3.5) posséde une
unique solution si les plans se coupent en un point. Le ptotluis’effectue par lignes en prenant les produits
scalaires :

x (lignel) - x
Az = A |y| = |(ligne2) -z
z (ligne 3) - x
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Vision “colonnes” Reésoudre le systeme revient & trouver les bons coefficieny et z d’'une combinaison
linéairexu + yv + zw des vecteurs, v etw pour queru + yv + zw = b, avec :

1 1 1
1 -2 4

Le produitA«x s’effectue par colonnes en calculant la combinaison ireéa
Az = x (colonne 1) + y (colonne2) + z (colonne 3).

Avec la matriceA ci-dessus, on remarque gbie= 3(colonne 3). On en déduit que la solution du systeme est
(z,y,2) = (0,0, 3) (mais les choses ne sont évidemment pas toujours aussesip

2.3.2 Elimination
Un exemple2 x 2

\Vous avez vu en secondaire comment résoudre un systen@ipamation et substitution. On va étudier cette
année une procédure systématique d’éliminationeagli est utilisée dans les programmes informatiques @our |
résolution des systémes linéaires, et qui est connuelscwm de méthode de GadsSur le systéme précédent,

{ r+2y=4 devient{ x+2y=4 (multiplier la premiére équation par 2)

2r -3y =1 —Ty = -7  (puis soustraire a la deuxieme) (2.3.6)

La deuxieme équation donne alays= 1, puis en substituant cette valeur dans la premiere 2. L'étape
d’élimination produit un systeme dont la matrice estrtgalaire supérieure (les coefficients sous la diagonaile so
nuls). Une fois que la matrice du systéeme est sous formegtiaire supérieure, il est tres facile de le résoudre pa
substitution.

La solution du systeme d’origine et du systeme aprésigéition est la méme, comme on peut le voir sur la vision
“en ligne” des figures 2.1 et 2.3.

r+2y=4

Ty = -7

FIGURE 2.3 — le systeme apres élimination dans la deuxiematému: Vision par lignes la solution du systeme
est I'intersection des droites, elle n'a pas changé.

Méme si ce systeme est tres simple a résoudre et queawmiez tres certainement réussi a le faire sans ce cours
d’algebre linéaire, cela vaut le coup d’analyser lesrapéns qu’on a effectuées pour comprendre la méthode et
I'appliquer dans des cas plus compliqués.

Pour éliminerz dans la deuxieme équation, on a multiplié la premi&reation par 2 et on I'a soustraite a la
deuxieéme. On a utilisé pour cela le fait que le premier icieht de la premiére ligne est 1, et en particulier non

3. Johann Carl Friedrich Gauss (30 avril 1777 — 23 févri&g5)&st un mathématicien, astronome et physicien allemast considéeré
comme I'un des plus grands mathématiciens de tous les temps
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nul : on dit que c’est lepivot. Comme le coefficient devantdans la deuxiéme équation est 2, le multiplicateur
pour I'élimination est donc aussi 2.

Prenons le méme systeme, mais ou on a multiplié la gentigne par 5 : I'élimination va se faire maintenant de
la maniére suivante :

{Sx + 10y =20

50 + 10y =20  (multiplier la premiére équation pgr
20 — 3y =1 —

Ty = -7 (puis soustraire a la deuxieme) (2:3.7)

devient {

La solution reste évidemment la méme, mais maintenaptgmier coefficient de la premiére ligne est 5. Comme
le coefficient devant dans la deuxieme équation reste égal 2, le muItipIicraieUmaintenar%.

La deuxieme équation a elle aussi un pivot, qui est égdl &t qui permet d’obtenir la solution (on I'utiliserait
pour éliminery dans la troiseme équation s'il y en avait une). Pour réspun systeme de deux équations a deux
inconnues, on a utilisé 2 pivots. Pour résoudre un systden équations an inconnues, on aura besoin de
pivots. Notez qu’'a la fin de I'élimination, le systeme @bt a une forme triangulaire, et que les pivots sont sur la
diagonale du “triangle”.

Voyons maintenant si les choses peuvent se passer plustroai.(eelles le peuvent!)

Echecs possibles deélimination de Gauss

Si on programme I'algorithme de Gauss comme expliqué aagpaphe précédent et qu’on I'applique a n'importe
quelle matrice, il est possible que le résultat sbiN' ce qui veut dire en décodé “Not a Number” : I'ordinateur

vous répond que vous essayez de diviser par zéro et qusiaingas faire... petite explication sur trois exemples
faciles, déduits du précédent.

Exemple 2.6 (Echec total de Blimination : pas de solution) Avec le sygtme suivant :

{x — 2y —4 devient{ r — 2y =4 (multiplier la premeére équation par 2) (2.3.8)

20 — 4y =1 Oy = —7 (puis soustraired la deuxeme)

I'élimination ne marche pas parce qu'a&sgeélimination dez, la deuxemeéquation a uné&ro devant lgy, et on ne
peut pas diviser par 0 (comme votre ordinateur vous le fex@Bai vous essayez. ..); on dit aussi qu’'on a “un
Zéro en position pivotale”, mais il est absolument interditdire “un pivot nul”, parce quun pivot n’est jamais
nul.

Cetéchec peugtre interpété geonetriquement (vision “lignes”) par le fait que les deéguations du sgime sont
leséquations de deux droites paraliés et non confondues, et donc ont une intersection vide.

On peut aussi l'interpeter vectoriellement (vision “colonnes”) par le fait qu’ore peut pas atteindre le vecteur
(4,1) par une combinaison ligaire des vecteurd, 2) et(—2, —4)

Exemple 2.7 (Echec de Blimination, mais infinité de solution) Dans I'exemple grccdent, on remplace le se-
cond membré4, 1) par (4, 8) :

x 4+ 2y =4 . x + 2y =4 (multiplier la premereéquation par 2)

{ 2 + 4y =38 dewent{ Oy =0 (puis soustraireéd la deuxeme) (2:3.9)

La encore on a un&o en position pivotale, et votre ordinateur risque de ns paner si vous n'avez pas mis
de test dans votre programme. ... Mais contrairermégetiexemple pécdent, on a maintenant une solution au
syseéme, et rame une infiné de solutions : en effet, toyte R satisfait la deux@meéquation et une fois qu'on a
choisi uny, on obtientz par la premere. Dans la vision “lignes”, les droites q@taient paraléles dans I'exemple
précadent sont maintenant confondues. Dans la vision “colohhesecond membré = (4, 8) est maintenant
sur la méme droite que les vecteurs coloniie2) et (2, 4) de la matrice du sysme.

Exemple 2.8 (Echec temporaire de &limination : deux pivots obtenus paréchange de ligne)
Supposons qu’on ait ureér en position pivotale de la preare ligne :

{03: + 2y

2w 3y —1 (2.3.10)

. L . 2 — 3y =1
(devient, apéséchange) (desdeuxllgne%)oa7 ooy =4

Le nouveau sy8mme est sous forme triangulaire, et il est donétgrour I'étape de substitution, dite augtape de
remonée. La deuxdmeéquation donng = 2 puis la premérex = % Les pivots du sy8me sont 2 et 2, mais pour
les obtenir on a @ échanger les lignes.
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Les deux premiers exemples sont des systemes non inesrgdal singuliers) : dans les deux cas on n’a pas de
pivot pour la seconde équation (zéro en position pivdtdles systemes singuliers ont soit 0 solution, soit une
infinité de solutions. Le deuxieme exemple fait appaeain systeme inversible (ou régulier). On obtient lesxdeu
pivots souhaités (parce qu'on a deux équations et dewxnimees) et on a une solution unique.

Théorie genérale pour les sysemes2 x 2

Lemme 2.9 Soienta, b, ¢, d, «, B des Eels. On suppose=# 0. Alors le systme

ax+ by =«
cx+ dy =0

estéquivalent au sygme
{ ax+ by =«
(d-F)y =B~ ¢a

Démonstration : Soit (x,y) € R?. Si(z,y) est solution du premier systéme, alors dans ce premigzragston
multiplie la premiére équation pafc/a (on a le droit cam # 0) et on I'additionne a la seconde équation. On
vérifie ainsi quez, y) est solution du second systeme. Réciproquemeft, g est solution du second systeme,
alors dans ce second systéme, on multiplie la premiaratém parc/a et on I' additionne a la seconde équation.
On vérifie ainsi quéz, y) est solution du premier systéme. On conclut que les deu&rsgs ont méme ensemble
de solution. lls sont donc équivalents. (]

d
toutb € R? si et seulement si la matricé admet deux pivots lors deglimination de Gauss.

Théoreme 2.10Soienta, b, ¢, d des eels etA = [Z b]. Le systmeAx = b admet une solution unique pour

Démonstration : Dire que la matriced admet deux pivots lors de I'Elimination de Gauss signifie,quuitte a

échanger les deux lignes de

¢ le premier coefficient de la premiére ligne deest non nul, et que

e apres avoir fait apparaitre ren premiere position de la seconde ligneddée coefficient en deuxieme position
est non nul.

Par le Lemme 2.9, on peut résumer cela en

e soita # 0 etd — be/a # 0,

e soita = 0, et dans ce cas on intervertit les deux lignes et o0 etb — da/c # 0.

Dans chacun de ces deux cas, I'étape de remontée montewparocédé constructif qu'il existe une unique

solution au systeme. On a ainsi montré que I'existencesd& givots entraine I'existence et unicité de la solution

du systeme.

Montrons maintenant que si on n’a pas deux pivots alors opaseexistence et unicité. Si on n'a pas deux pivots

en sortie de I'élimination, on n’est donc dans aucun descedgssus, et alors on est dans I'une des situations

suivantes :
e a = 0 = c:onestramené au systeme

by =«

dy =

qui a0 ou une infinité de solution,
e a #0etd—bc/a=0:o0nestramené au systeme
ax+ by =«
0y =8-‘a

qui a0 ou une infinité de solution,
e c£0etb—da/c=0:o0nestramené au systeme

cx+ dy =0
0y =a—2p

qui a0 ou une infinité de solution.
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Deéfinition 2.11 Soienta, b, ¢, d des Eels. On appelledéterminant de la matriced = [Z Z] et on notelet(A)
le réel cefini pardet(A) = ad — be.

Z a deux pivots lors de &limination de Gauss, le&derminant de la
matrice A estégal au produit des pivots. Si le nombre de pivots est strietd inérieura 2,det(A) = 0.
Le systmeAx = b admet donc une solution unique pour tdut R? si et seulement slet(A) # 0.

Proposition 2.12 Si la matriceA =

Démonstration : \Voir exercice 21. ]

2.3.3 Unsyséme3 x 3

On va maintenant effectuer I'élimination de Gauss sur &ésye3 x 3 suivant :

2:171 + 4$2 — 2:173 =2
4r1 + 9x9 — 3x3=28 (2311)
—2x1 — 3wy + Txz3 =10

Le premier pivot est le premier coefficient non nul de la pgmaiigne, c.a.d. 2. On utilise ce pivot pour annuler
les coefficients de:;; dans les lignes 2 et 3. On soustrait 2 fois la ligne 1 a la lgnet on soustrait (-1) fois la
ligne1alaligne 3:

2:171 + 4$2 — 2:173 =2 — 2:171 + 4$2 — 2:173 =2
41 + 99 — 3x3=28 gsﬁZEEZEf)lgl 2 + z3=4
—2x1 — 3zy + Txz3 =10 X9 + bSr3 =12

Dans les formules ci-dessus la phrése~ ¢, — 2¢; est a comprendre par “la ligne 2 est remplacée par la la Byn
- deux fois la ligne 1”. On cherche maintenant le pivot de laxd&me équation, il se trouve que c’est le coefficient
dexs, €gal a 1. On utilise ce pivot pour annuler le coefficientgdelans la ligne 3 :

2.(61 + 41’2 - 2163 =2 N 21‘1 + 4562 - 21‘3 =2
1$2 + a3 = 4 L3~lz—Lo 1:172 + x3 = 4
To 4+ 5:173 =12 4$3 =8

La troisieme ligne comporte un pivot égal a 4 devantet donc le systeme est transformé par I'€limination de
Gauss en un systeme triangulaire supérieur :

21’1 + 4562 - 21‘3 =2 . N 2.(61 + 4562 - 2.(63 =2
Ary + 91y — 3ws—28 gﬁr‘gﬁg{iggrgj Gauss ey + lus—4  (2.3.12)
—2r1 — 3x2 + Tx3=10 4xs = 8.

ou les pivots sont écrits en gras. Ceci peut encore s&cri

Az =b<— Ux = c,

2 4 =2 2 2 4 =2 2
avecA = | 4 9 =3[,b=|8|,C=1]0 1 1/|, etec= |4
-2 -3 7 10 0 0 4 8

On effectue ensuite une remontée pour trouver la solutido systeme :

La troisieme équationzs = 8 donnexz = 2

La deuxieme équation, + x3 = 4 donnexy = 2

La premiere équatiofr; + 4xo — 2x3 = 2 donnex; = —1.

Dans la vision en lignes, ceci veut dire que l'intersecties ttois plans dont les équations sont celles du systeme
(2.3.12). est le point—1, 2, 2). Dans la vision en colonnes, ceci veut dire qu’une combameiséaire de vecteurs
colonnes donne le second membre

2 4 —2 2
Ar=(-1) |4 |+2|9|+2|-3|=|8|=b
—2 -3 7 10
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ce qui s’écrit sous forme matricielle :

2 4 =2| -1 2
Ax = | 4 9 =3 2| =1(8]=hb
-2 -3 7 2 10

Dans le cas d’'un systemex 4 oun x n, la méthode d’élimination de Gauss fonctionne selon léses principes;;
on part d'une matrice, et de colonne en colonne, on trangfotran une matrice triangulaif€, si I'élimination
marche jusqu’au bout, selon le schéma suivant :

Etape 1 Utiliser la premiere équation pour créer deesz8ous le premier pivot dans la colonne 1.

Etape 2 Utiliser la nouvelle équation 2 pour créer deszéous le deuxieme pivot dans la colonne 2.

Etape 3 &. Continuer a chercher lespivots et la matrice triangulait@ pour les colonnes 3.

* k % *
€ K 1 0 * k %
Apres I'etape 2, on a une matrice de laforme
0 0 x =x

* k * *

et on cherche une matrice de la for % E‘) I :

0 0 0 =

2.3.4 CGeometrie affine et vectorielle

Points et vecteurs Les points sont des éléements du plan ou de I'espace. LéswrsdeR? sont les élements de
R?, c'est-a dire des couples de nombres. Les vecteuRs’dmnt les triplets de nombres.

Restons pour l'instant dans le plan et donnons-nous urredpk ¢, j). Etant donnés deux pointd et B de
coordonnée$x 4,y4) et (xp,yn), on peut définir le vecteuUAB = (x5 — 24,y — ya). Notez que(za,ya)
désigne & la fois les coordonnéeslet le vecteuOA.. De plus, on a

OA =zt +yaj.

\Vous saurez généraliser a I'espace. Le mot “droite” pi&signer objets differents : lorsque c’est un ensemble de
points alignés, on parle de droite affine. Lorsque c’estnsemble de vecteurs tous colinéaires a un vecteur fixé
u, on parle de droite vectorielle. Comri@ = 0, on voit que toute droite vectorielle contient le vecteur. nul

On distingue de méme les plans affines et les plans veddtielplan vectoriel est 'ensemble des combinaisons
linéaires de vecteurs non colinéaires).

Dans les systmes... Considérons le systeme
axr +by =«
(%) { cx+dy=p

On sait le réécrire sous la formder = b avec

ot §oef) -l

Etla, s'agit-il de points ou de vecteurs ? Comme c’est@erigras, vous aurez deving est un vecteur d&2. On

est en train de chercher les= (z,y) qui vérifientAz = b. La matriceA agit sur un vecteur d&? et le résultat

est un vecteur di?.

Mais (x, y) désigne aussi les coordonnées d’un pdihtjui (étant donné un repére) appartient aux deux droites
dont les équations sontr + by = a etcx + dy = (. Dans la lecture en ligne du systeme (S), on a donc des
équations de droiteaffinesdu plan.

Encore une fois, ce qui est un peu perturbant, c’est(qug) désigne a la fois un vecteur et les coordonnées
d’'un pointM tel queOM = .

Dans la lecture en ligne d’'un systeme3equations & inconnues, chaque équation est I'équation d'un planeffin
(constitué de points donc!). Dans ce cas, les inconfwigg z) sont les coordonnées d’un point (s'il en existe )
qui appartient a cesplans. Mais(z, y, z) est aussi un vecteur = (z,y, z) élement deR3.
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Une pause pour voir si on a compris Dans le plan muni d’'un repére, I'équatiarx + by + ¢ = 0 désigne
(lorsque(a, b) # (0,0) ) une droite affine : I'ensemble desints M de coordonnées:, y) tels que(x, y) vérifie
cette équation.

Mais rien n'empéche de se demander quel est 'ensembleetésurse = (z,y), €léements d&?, qui vérifient
'équationaz + by + ¢ = 0. Ce n’est pas une droite vectorielle saut:sE 0 (souvenez-vous qué appartient
toujours a une droite vectorielle!). C’est tout simplerignsemble des vecteu€@M lorsqueM décrit la droite
affine d’équatioruz + by + ¢ = 0.

Passer des droites affines aux droites vectoriellesSi D est une droite affine, on définit la droite vectoride
associeée comme I'ensemble
D:={AB: A, B e D}.

Notez queD est I'ensemble des vecteurs directeurg£dauquel on a ajouté.

La méme définition vaut pour passer des plans affines ams plectoriels.

Par exemple, dans I'espace muni d'un repére, considéeopkan affineP d’équationax + by + cz +d = 0
(avec(a, b, c) # (0,0,0)). Prenong pointsA et B deP. On note(z a,y4,24) €t(xp,ys, z5) leurs coordonnées
respectives. Alors le vecterB associé aux pointd et B, qui est dans le plan vectoriB®l est(zp — x4, yp —
ya, 2B — 24). On vérifie que

a(xp —xa) +b(yp —ya) +c(zp —2a) = 0.

Réciproquement, soit = (z, y, z) un vecteur tel quex + by + cz = 0. Fixons un poinC' dansP de coordonnées
(ze,yco, zc)- On définit alors le poinD par ses coordonnéésp, yp, 2p) = (z,y, 2) + (xc, Yo, 2¢). On vérifie
que

axrp +bxp +cxp +d=0.

Donc D estdans$P. De plus,
u = (zp —xc,Yp — Yo, 2p — 2c) = CD.

Ainsi u s’écrit bien sous la form€D ou les2 pointsC' et D appartiennent ®.
Conclusion: Le plan vectorielP associé & admet pour équationax + by + ¢z = 0. Pour trouver des vecteurs
directeurs déP, il suffit donc de prendre n’importe quel vecteur (non Hul)y, z) qui vérifieazx + by + ¢z = 0.

Questionsa se poser facé un exercice de gométrie  Demandez-vous si vous savez bien :

i) Quelle est I'equation cartésienne/paramétriquend’droite dans le plan / dans I'espace ? Comment passer de
'une a l'autre ?

ii) Idem pour les plans.

i) Comment en déduire un vecteur directeur, un vecteamab? (Et si vous savez justifier pourquoi il s'agit bien
d’un vecteur directeur, normal ?)

2.3.5 Exercices
Elimination par Gauss

Exercice 16 (Pivots)

1. SiAestla matriceﬁ é} , quels sont ses pivots lors délimination par Gauss ?

2. Méme question poud = [(6) é]

3. Méme question poud =

DO = =
= DN
S Ot W

Exercice 17 (Un systme particulier) Soienta, « et 3 des Eels. On consigre le systme suivant :

ar+1yY =«
r+ay=p

Donner les valeurs de, « et 5 pour lesquelles le sy&stne admet :
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1. une solution unique,
2. une infinié de solutions,
3. pas de solution.

Exercice 18 (Un petit peu de Eflexion) Montrer qu’ un systme lircaire 2 x 2 (ou 3 x 3) ne peut pas avoir
exactement deux solutions.

. Pour quelles valeurs del’ élimination de Gauss va-t-elechouer ?

QW N

a 1
Exercice 19 SoitA = |a a
a a

Exercice 20 (MatricesA et U dans I'algorithme de Gauss)On suppose quedlimination de Gauss stz = b
a produit le systme triangulaire su@rieur (quivalent)yx = ¢ sans permutation de ligne.

1. De quelleslignes dd la lignei deU est-elle une combinaison Baire ?
2. SiAz =0,a-tonUz =07

3. SiAz = b, a-t-onUxz =b"?

4. SiA esttriangulaire inérieure, comment est la matri¢é?

Pour aller plus loin

Exercice 21 (systme linéaire et determinant) Soient, b, ¢, d « et 3 des els. On consigre le systme suivant :

axr +by =«
cx+dy=7p
1. Ecrire le systme sous forme matricielléx = b.

2. Montrer que sk = 0 etc = 0, il existe des seconds membtepour lesquels le sysme n'admet pas de
solution.

3. Montrer que la matrice admet deux pivots (lors ddithination par Gauss) si et seulementdi— bc # 0.
On appelle éterminant de la matricel le nombread — be.

4. En ceduire que le sysime admet une solution unique pour tout second membre siletrsent si le 8terminant
de la matrice est non nul.

Algebre linéaire et geométrie

Exercice 22 (Intersection de droites dan®?) Déterminer parmi les couples de droites suivantes, lesesiell
sont £cantes, paradlles ou confondues. Si elles soatantes, dterminer les coordorées du point d’intersection,
si elles sont paradélles ou confondues donner un vecteur directeur et un veotegaral. Ecrire pour chaque couple
de droites la vision “par colonnes”, &.d. enécrivant les sysimes ligairesa resoudre sous forme de combinaisons
linéaires, puis sous forme matricielle.

1. Dy :3x+by—2=0etDy :x—2y+3=0

2.Dy :2x—4y+1=0etDy : —bx+10y+3=0

3. D, ;{ r=3+4 , CRetp, :{ T=5-5 cR

y=2-—t y=2+3s
4. D, ;{ ;:;f?ﬂf .t eRetD, ;{ ;:i;fzs ,seR
5Dy :x—2y+3=0etD, :{ ;:;j;t ,teR
6. D) :3u—2y+1=06tD, :{ z:;:g; tER

Exercice 23 (Equations de droites dan®?) On consi@re les droiteD : 2 + 2y = 5etD’ : 3z —y = 1 eton
note A le point d’intersection des deux droitesi@tle point de coordonees(5, 2).

1. Donner uneéequation carésienne de la droitéAB).
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2. Donner uneéequation carésienne de la droite perpendiculageD et passant paB.
3. Donner unéquation carésienne de la droite paralea D’ et passant pai.

4. SoitC le point de coordonges(2, —7). Donner uneequation carésienne de la Ediatrice (A) du segment
[B, C]. La droite(A) est elle paraklea D ? eta D’ ?

Exercice 24 (Plans et droites d&®?) On consi@re le planP d’équationz —y—z—2 = 0 et le planP’ d’équation
r—2y—32+1=0.
1. Donner les composantes de deux vecteurs non&ailes de chacun des plans vectoriels ags®eiux plans
PetP.
2. Donner les composantes d’'un vecteur nordnghacun de ces plans. Efeduire que ces deux plans sont
sécants. On not®; l'intersection de ces deux plans.
3. Donner un vecteur directeur de cette drdite et \érifier que le pointd = (5, 3, 0) appartienta cette droite.
En déduire uneéquation pararatrique de cette droite.
4. Ecrire I'equation du plan orthogonai la droite D; et passant par le poinB = (1,1, 1).
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Chapitre 3

Sysemes lireaires et matrices

3.1 Matrices et ogerations sur les matrices

Jusqu’'a présent, on n'a introduit que des matriceseggtl.a..d avec des coefficients d&ndlais on peut trés bien
aussi vouloir travailler avec des matrices complexes; tlauntsce qui suit)K est un corps qui est soit 'ensemble
des nombres réeR soit I'ensemble des nombres complegas

3.1.1 DEfinitions

Définition 3.1 Pour tous entiers strictement positifiset p, on appellematrice de taille n X p a coefficients
dansK un tableata n lignes etp colonnes :

a/l,l ooo aLp

an,l ooo an7p

Lesa; ; s'appellent lexoefficients de la matrice Le premier indice est celui de la ligne et le second celuiede |
colonne.

On noteM,, ,(K) 'ensemble des matriceséignes efp colonnes. Lorsque = p, on note simplememi,, (K) =
M., »(K) et on parle alors de matriagarrée Pourn # p, les matrices seront dites “rectangulaires”nSi> p,
la forme de la matrice sera celle d’'un rectangle “deboutigdiaut que large), alors quersi< p, ce sera un
rectangle “couché” (plus large que haut).

Quelques matrices particuleres :

0O --- 0
¢ lamatrice nulle O, , = |: 1| € My, ,(K), qui peut étre rectangulaire ou carrée sk p.
0O --- 0
¢ Les matrices suivantes sont toutes des matrices caireekes élements da/,, (K).
1 0 -0
e - o 1 . o
— lamatrice identitéId, = ,
0 0 1
ai 1 0 0
. . 0 as o .. :
— lesmatrices diagonalesA = ' ,
0 0 ann
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*  x * *~ 0 0
. . . , . 0 * P * :
— lesmatrices triangulaires superieuresU = , etinférieures L = :
* 0
0 0 * * * %

Des matrices “tres rectangulaires” :

o les élements dd 1, ,(K) sont appelématrices lignesouvecteurs lignes

e les éléements da1,, ; (K) sont appelématrices colonnesou vecteurs colonnes

On peut extraire des matrices lignes ou colonnes de matiplssieurs lignes et colonnes :

Définition 3.2

— On appellei® * ligne de la matriced = (a; ;) € M, ,(K) la matrice ligne[a;1 -+ a;p| noeel;(A).
C’est unélement de\1; ,(K).
alyj
— On appellej®™* colonne de la matricel = (a; ;) € M,, ,(K) la matrice colonne| : | noteec;(A). C'est
an,j

unélement de\,, ; (K).

3.1.2 Ogerations sur les matrices
Somme de matrices

Définition 3.3 — La somme de deux matricesA = (a; ;) € M, ,(K) etB = (b; ;) € M, ,(K) de néme taille
n x p estlamatriceC’ = A+ B = B+ A= (¢;;) € My ,(K) avece; ; = a; ; + b; ;.

— Le produit d’'une matrice A = (a; ;) € M, ,(K) par un scalaire A € K est la matriceB = \A = A\ =
(b@j) S M’VLP(K) avecbi,j = )\am.

Remarque 3.4 (Attention aux tailles des matrices pour la some!) On ne peut pasé&finir la somme de deux
matrices de tailles diffrentes.

Produit de matrices Au premier chapitre, on a défini le produit d’'une matri¢gpar un vecteurr comme la
combinaison linéaire des colonnes deavec comme coefficients les composantes dear exemple, soil une
matrice3 x 3 de coefficients; ;,i =1,...,3,7 = 1,...,3;l'indice i représente la ligne, et I'indicereprésente la
colonne. On note; (A), c2(A), c3(A) les colonnes de la matricé. Soitx € R?, et(x1, 72, 23) les composantes
dex, alorsAx = x1¢1(A) + x2¢c2(A) + z3c3(A). On peut a partir de 1a définir facilement le produit dexdeu
matrices. Soit la matric® = (b; ;)i-1,....3 € M3(K) dontles colonnes sont

j=1 3

.....

J=1,

bl,l b1,2 b1,3
Cl(B) = b271 R CQ(B) = b272 R etC3(B) = b2_’3
b3 1 b3 2 b3 3

On peut alors considérer chaque colomnéB) , j = 1,2, 3, comme un vecteur et effectuer le produit matrice
vecteurAc;(B) :
ACj(B) = blyjcl(A) + b2_’j02(A) + bg_’ng(A).

Chaque produit donne un vecteur colonne, qu'il est natwel&inir comme Ig-éme colonne de la matricéB.
Chaque colonne de la matriced B est donc une combinaison ligaire des colonnes de la matricd. Calculons
le coefficient(s, j) c.a.d de la-éme ligne etj-me colonne de la matricéB, qu’on va notef(AB); ;. Il s’agit
donc de lai-eme composante du vecteur colontie;(B) = by jc1(A) + by jca(A) + bs jes(A) On a donc
(AB); ; = b1 ja;1 + ba ja; 2 + b3 ja; 3. Ceci peut encore s’écrire :

3
(AB)i,j = aiabij + a;2bzj + aizbs j = E i kbr, ;-
k=1

De maniére plus générale, on définit donc le produit dexdheatrices quelconques de la maniére suivante :

Université Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 28 avril 2012 28 Algebre linéaire, Maths générales Il



3.1. Matrices et opérations sur les matrices 3. Systéimesites et matrices

Définition 3.5 Le produit de deux matrices A = (a; ;) € M, ,(K) et B = (b; ;) € M, 4(K) est la matrice
C = (ci,5) € My 4(K) avec

p
Cij = aiylbl,j S oo0 gF ai,pbp,j = Z ai,kbkyj
k=1

Remarque 3.6 (Attention aux tailles des matrices pour le prduit!)

- Sid e M, ,(K) etB € M, ((K) on ne peut effectuer le produitB que sip = ¢ et le produitBA que si
{=n.

— Encgréral, memesp =n=(¢=q, AB # BA.

De la méme facon qu'on a remarqué que les colonnes de lacmatB sont des combinaisons linéaires des
colonnes de la matricd, on peut aussi remarquer maintenant tpgelignes de la matriceA B sont des combi-
naisons linkaires des lignes de la matricé. C’est cette propriété qu’on utilise dans les procéddtemination

du style de la méthode de Gauss, qu’on verra prochainePanexemple, pour le produit des deux matri¢es3

A et B vues précédemment, on(dB); ; = a;,1b1,; + a; 202 ; + a; 3b3 ;, et donc, en notart;(AB) et£;(B) les
lignes respectives déB et B, on a:

El(AB) = ai,1£1 (B) + ai,gfg (B) + ai,3£3 (B),

ce qui montre bien que la lignede AB est une combinaison linéaire des lignesitle

En résume, la multiplication dé a droite par une matrice opére sur leslonnesde la matriced, tandis qu’une
multiplication deA a gauchepar une matrice opére sur lkgnesde A.

Une quatrieme facon de voir le produit de deux matridest B est de dire que le produit dé et B est la somme
des produits des colonnes depar les lignes dé3, voir a ce sujet I'exercice 28.

Remarque 3.7 (Quelques produits particuliers)

Z1
e SiA = (a;;) € Mp,(K)etX = | 1 | € M, 1(K) est un vecteur colonne, le produltX est un vecteur
Tp
Y
colonneY = | : | € M, ;(K) avec
Yn
p
Yi = Zai,kmk, t1=1,...,n.
k=1
® SiA = (a;;) € Mpp(K)etX = [z -+ x,] € My,(K) estun vecteur ligne, le produit A est un

vecteur ligney” = [y Yp] € M1,(K) avec

n

i =Y arakj, j=1,...,p.
k=1

Y1

e SiX = [:c1 mn] € My »(K) est un vecteur ligne &t = | : | € M, ;(K) est un vecteur colonne

Yn
alors le produitXY” € M, ;(K) est un nombre dorénpar

n
T1y1 + ot TnYn = szyz
i=1

On reconné le produit scalaire deg vecteurse = (21, ...,2,) €ty = (y1,...,Yn)-
T
e SimaintenantX = | : | € M, 1(K) est un vecteur colonne & = [y1 -+ ] € My ,(K) estun
T

vecteur colonne alors le produkY € M,, ,(K) est une matrice dont le coefficiefit'Y"); ; estégala z;y;.
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3.1. Matrices et opérations sur les matrices 3. Systemesites et matrices

La matrice XY ainsi obtenue est une matriceét sg@ciale, dont toutes les colonnes sont des multipleX’ a
toutes les lignes des multiples &

1 4 5
Parexemple:|2| [4 5] = |8 10
3 12 15

o SoitA = (a;,;) € M, p(K), onnoteE; € M, 1(K), F; € M, (K) les matrices

0

Ej= |1| +j™ligne, F;=[0 -~ 0 1 0 --- 0.
T

i¢me colonne

0

Alors on aAE; = c;(A), c'esta-dire laj°™¢ colonne de la matricel et F; A = ¢;(A), c’esta-dire la ;¢
ligne de la matriceA.

Proposition 3.8 (Propriétés de I'addition et de la multiplication) On se donned, B,C' € M,, ,(K), D, E €
My o(K), F e Mg, (K) et peK.
1. A+ (B+C)=(A+B)+C,
2. A+ B=B+ A,
.A+0=A,A—-—A=0,
. AMA+ B) =) A+ B,
- (A)A = AuA),
Id, A = A, Ald, = A,
AMAD) = (M)D = A(AD),
. (A+ B)E = AE + BEetA(D + E) = AD + AE,
. A(EF) = (AE)F.

© © N o U AW

Définition 3.9 (Puissance d’'une matrice carée) Soit A une matrice deM,,(K) etk € N. On c&finit les puis-
sances de la matricd de la fagcon suivante :

A° =1d,,, A*¥ = AA*~pour tout entierk > 1.

3.1.3 Matrice inverse et matrice transpoge
Définition 3.10 On dit qu’une matriced € M,,(K) est inversible s'il existe une matride € M, (K) telle que
AB = BA =1d,.

Si B existe, elle est unique et on ndfe= A~! et A~! est apped I'inverse ded. On noteraG'L,,(K) 2 'ensemble
des matrices inversibles de taittex n.

a. La notationG L veut dire “groupe linéaire”, et provient du fait que I'ensgle des matrices inversibles muni de la multiplication des
matrices est un groupenon commutatif dont 'éléement neutre edtl,, ; voir 'exercice 57 & ce sujet.

Démonstration : Il y a un point & montrer : 'unicité de l'inverse. SoieBY, Bo € M, (K) telles queAB; =

By A =1d,,. On multiplie a droite I'égalitéB. A = 1d,, parBy . llvient (B2 A) B, = 1d,, By = B;. Par associativité

de la multiplication dans le membre de gauche, @84 B;) = B; etdoncB,; = B;. D’ou l'unicité (on a en fait

montré un peu mieux : s'il existe un inverse a gauche et verge a droite, alors ces deux matrices sont égales).
|
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3.1. Matrices et opérations sur les matrices 3. Systéimesites et matrices

Remarque 3.11 (Groupe lireaire) La notationG L veut dire “groupe lireaire”, et provient du fait que 'ensemble
des matrices inversibles muni de la multiplication des ia# est un groupenon commutatifdont I'element
neutre esld,, ; voir I'exercice 57a ce sujet.

Remarque 3.12 (Inversea gauche et droite) En fait on peut montrer que si est une matrice cage et s'l
existe une matrice “inversigauche”’A~! telle queA—!A = 1d, alors A~! est aussi une “inversa droite”,c.a..d
AA~! = Id. La démonstration de ceésultat recessite des outils qu'on ne verra qu’un peu plus tard. Il est
cependant bien pratique car il permet, lorsqu’on veut cldcliinverse d’'une matrice, de ne calculer que l'inverse
a gauche (par I'algorithme de Gauss-Jordan qu’on verra pi@iaement) sansévifier que c’est aussi un inverse
a droite.

Attention. On ne parle de matrices inversibles que pour des mirices carrées!!!

Proposition 3.13 SoientA, B € GL, (K). Alors la matriceAB est inversible et

(AB)"'=B7'A™!

Démonstration : Par associativité de la multiplication matricielle, on 87'A"'AB = B~ '1dB = Id =
ABB~1A-1, n

Définition 3.14 (Matrice transposte) On appelletranspose d'une matrice A € M, ,(K), la matrice de
M, (K) que I'on noteA’ = («; ;)i j=1,....» dont les coefficients sonéfinis para; ; = a; ;.

Proposition 3.15 (Transposition et autres oprations)
1. Soient4, B € M,, ,(K), alors (A + B)! € M, »,(K) et(A+ B)! = A" + B*.
2. Soientd € M,, ,(K), B € M,, ,(K). Alors (AB)" € M,.»(K) et(AB)" = Bt A".
3. SiA € M, (K) estinversible, alor§ A=1)! = (A?)~L.

Démonstration : Le premier point est immédiat. Pour le deuxieme point, on a

p p
[(AB)']i; = (AB)ji = Y ajibei = » _(A)k;(B")ix = (B'A"); ;.
k=1 k=1

Enfin, si A est inversible alorsiA=! = Id. Donc (AA~1)t = (Id)! = 1d. Par le point précédentAA—1)! =
(A~1)tA'. Donc A* est inversible efA")~! = (A1)t -

Définition 3.16 (Matrices synétrique et antisymétrique) SoitA € M,, ,(K), on dit queA estsynétrique si
A? = A etantisynetriquesi A' = —A.

Définition 3.17 (Matrice de permutation) SoitP € M, (R). On dit queP est une matrice de permutationBi
a exactement un coefficieegala 1 dans chaque ligne et chaque colonne, et que tous ses aogfients sont
nuls. Une matrice de permutation a donc ledmes lignes que la matrice idegtinais dans un ordre qui peétre
different.

Quelques proprétés des matrices de permutation :
1. le produit de matrices de permutation est une matrice deytation,

2. toute matrice de permutatidhest inversible eP~! = P?.

1. Rappel : un groupe est un ensemble non vide muni d’'une lobd®osition interne (ou opération) associative, qui admegléement
neutre et telle que chaque élément de I'ensemble admeverse relativement a cette loi. Le groupe est dit comrifisida loi est commutative.
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3.1. Matrices et opérations sur les matrices 3. Systemesites et matrices

3.1.4 Exercices

Opérations sur les matrices

Exercice 25 (Peut-on le faire ? si oui, on le fait!)

SoientA une matrice3 x 7, B une matrice7 x 3, C' une matrice7 x 1, et D une matrice3 x 1, dont tous
les coefficients sorigauxa 1 (On les appelle matrices d’Attila. .., voir aussi exeecitr). Parmi les ofrations
suivantes, dire lesquelles sont auté@es, et dans ce cas, calculer la matriésultante.

AB BA ABD DBA A(B+C)

Exercice 26 (Produits de matrices particuleres)
CalculerPA et EA avec

0 1 a b 1 0
p=|V o] asle der=] 5 ]

Quelles sont les actions deet I sur les lignes ded lorsqu’on effectue ces produits ?
Calculer maintenani P et AE. Quelles sont les actions de et £ sur les colonnes dd lorsqu’on effectue ces
produits ?

Exercice 27 (Matrice d’élimination) SoitA une matrice carée d’ordre 3. Ecrire la matricd% ;(—3) qui, lors-
qu’on effectue le produil: ;(—3)A, soustrait 3 fois la ligne 1 de la ligne 2 ? Ecrire ensuite latnee P; » qui
permute les lignes 2 et 3.

Effectuer ensuite les produitsls 1 (—3) et AP; o et cecrire la matrice Esultante.
On consiére le sysgtmeAx = b avec

1 1
A=13 3 b=
0 2

— = e
== 00 Do

Ecrire le systmeTs 1(—3)Ax = T51(—3)b puis le sygmeP; 275 1(—3)Ax = P3 275 1(—3)b. Calculer le
produitC = P; T4 1(—3) puisécrire le systmeC Az = Cb.

Exercice 28 (Une autre facon de calculer le produit de matdes)
Un exempleSoientC, Cy € M3 1(R) des matrices colonnes £t et L, € M, 2(R) des matrices lignesafinies
par
1
Ci=|0|, Cy=
2
CalCUIerClLl, CyLs, C1Ly + CoyLo.
SoitA = [Cl 02] S Mg_]g etB = |:
Compatrer.

Le cas gnéral. Soientd € M,, ,(R) et B € M, ,(R). Montrer queAB = Y 7_, cx(A)lx(B), ol cx(A) €
M., 1(R) est lak-ieme colonne dd et/ (B) € M 4(R) la k-ieme ligne des.

JLi=[2 1], L=[3 2].

T W

Ly

] € My 5. CalculerAB.
Lo )

Exercice 29 (Matrices qui commutent) Soientz etb deux nombreséels non nuls. Trouver les matrices qui com-
mutent avec la matrice

a b
A[O }
Exercice 30 (Produits de grosses matrices !LCalculer les produits de matrices suivants :
1 0 -3 8 3 2 -1 4
0 0 1 3 2 4 00
2 -5 -1 3 0 -1 2 3
0 0 1 0 1 1 1 1
-3 1 -3 1
11 -3 7 12 0 12 0 11 -3 7
-2 0 4 =3 2 0 20 -2 0 4 -3
-1 3 -1 3
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3.1. Matrices et opérations sur les matrices 3. Systéimesites et matrices

Exercice 31 (Produit de matrices)Calculer la matrice(A — Id)(A — 21d)(A — 31d) avec

1 00
A= -3 2 0
-1 2 3
Exercice 32 (Produit de matrices triangulaires)
1 2 1 2 1 -1
Un exemple SoitA= |0 1 2| etB=|0 3 2 |.CalculerAB etBA.
0 01 0 0 2

Cas ¢eréral : SoientA et B des matrices triangulaires ségeures (resp. irérieures), montrer que leur produit
est une matrice triangulaire sépieure (inkrieure).

Exercice 33 (Un moele de piedationa deux niveaux) Dans la chdne alimentaire, sur unegsiode, le lion con-
sommel gazellesp gnous e® antilopes. Le gépard, plus agile, consomniggazelles et antilope. Pour ne pas
se laisser abattre, les gazelles, gnous et antilopes comsarhquelquesagetaux : arbres, pelouses, herbes hautes
et racines. Une gazelle consomni@g de feuilles d’arbres300g de pelouse]50g d’herbes hautes €t0g de
racines. Un gnou consommB0g de feuilles d’arbres]100g de pelouse750g d’herbes hautes et pas de racines.
Une antilope consomm2)0g de feuilles d’arbres400g de pelouse250g d’herbes hautes et50¢g de racines.
Malheureusement la pollution a affédies arbres et la pelouse. La concentration de pesticiddest = 30 par
gramme de feuille d’arbre et de = 50 par gramme de pelouse. Bien heureusement les racines etllbesh
hautes sont @sengees. Calculer la masse totale de pesticidetigg par le lion et le gépard en effectuant le
produit de trois matrices que I'on explicitera.

Exercice 34 (Puissance de matricePn consi@re la matrice

0 v =p
M= —v 0 «@
8 —a 0

ol «, 3 et~ sont des nombregels. Etablir une relation simple entid et M3.

Exercice 35 (Identitts remarquables ?)Quelles sont parmi les matrices suivantes celles qui 8gatesa (A —
B)?2, pour toutes les matriced et B carrées d’ordren ?

A? - B* (B—-A)? A*-24AB+B* (A-B)A—-(A—-B)B A* - AB - BA+ B

Exercice 36 (Matrices nilpotentes)On dit qu'une matriced € M,,(K) est nilpotentd d’'ordre ¢ si A7~ # 0 et
A% = 0. Donner un exemple de matrices caes2 x 2 et3 x 3 nilpotentes d’ordre 2. Donner ensuite un exemple
de matrice carée nilpotente d’ordre 3.

Exercice 37 Déterminer deux matriced et B de M»(R) tels que :AB = 0 et BA # 0.

Exercice 38 Montrer que toute matrice cage est la somme d’'une matrice $tngue et d’'une matrice anti-
synétrique.

Exercice 39 (Matrice d’adjacence d’'un graphe)Un graphe est un ensemble de points, dont certaines paires
sont directement redies par un “lien”. Ces liens peuveBtre orienés, c'esta-dire qu’un lien entre deux points

etw relie soitu versv, soitv versu : dans ce cas, le graphe est dit oriénSSinon, les liens sont setiques, et le
graphe est non-orieét Les points sontayéralement appéls sommets, et les liens ‘@es”. On peut repgsenter

le graphe par une matrice, qu’on appelle matrice d’adjacenle coefficient de la-€me ligne ef-eme colonne est

1 s'il existe une agte entre les sommet®t 7, et 0 sinon. Remarquer que si le graphe est non ogiesd matrice
d’'adjacence est sy@trique.

1 10
On consiére un graphe trois sommets, dont la matrice d’adjacencedést |1 0 0.
1 0 1

Dessiner le graphe. Calculed?. Expliquer pourquoi le coefficierit j de deA? donne le nombre de chemias
deux aktes entre et j. Que donnent les coefficients dé ?

2. nilpotente : du latimihil : rien etpoterepouvoir
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3.1. Matrices et opérations sur les matrices 3. Systemesites et matrices

Matrices inverses

Exercice 40 Justifier si les assertions suivantes sont vraies ou faussass cet exerciced et B sont 2 matrices
deM,, ,(K)):

1. SiAX = BX pour toute matriceX € M, ;(K), alors A = B.

2. La matriceld,, estinversible mais la matriog, ne I'est pas.

3. SiA et B sontinversibles, alorsl 4+ B est inversible. Et&ciproquement.
Exercice 41 (Inverse d’'une matrice délimination) SoitFE la matrice3 x 3 qui lorsqu’on effectue le produif A

soustrait la prenire lignea la deuxéme, etP la matrice quiéchange les lignes 2 et 3. Quelle est Bogation qui
va ramener la matricé sonétat initial ? Ecrire E et E~ 1. Verifier queEE~! = E~'E = Ids.

Exercice 42 (systme lingaire et matrice inverse) Soit A une matrice3 x 3. Supposons qu’on sache trouver
y etz tels que

o

1 0
Az = |0 Ay = |1 Az =10
0

o
—

SoitX =[x y z].CalculerAX.

Exercice 43 (CNS d'inversibilite d’'une matrice2 x 2) Soit
a b
a=[2

aveca, b, ¢, d € K. On suppose que cette matrice est inversible. Calculer l@iogad ! en fonction dex, b, c, et
d par identification. Exprimer la condition sur, b, ¢, etd pour que la matrice soit inversible.

Exercice 44 SoitA € M,,(K).

1) On suppose qu’il existe un vecteur colomXie= M,, 1(K) non nul tel queAX = 0. Montrer queA n’est pas
inversible.

2) On suppose qu'il existe un vecteur coloithe M, 1(K) qui n’est pas combinaison laire des colonnes de
A. Montrer queA n’est pas inversible (on pourra raisonner par I'absurdegetire Y = A(A~1Y)).

Exercice 45 (Calcul de I'inverse d’une matrice par une puisance) Soit
-3 -2
=[]
Calculer A% et montrer qued? = 2Id, — A, en ceduire queA est inversible et calculed .

Exercice 46 (Calcul de I'inverse d’une matrice par produit de matrice et produit scalaire) SoitA une matrice
carrée d'ordren. On appelle trace dél, qu'on notél'r(A), la somme de se&dements diagonaux. Soltla matrice
carrée d’ordre 3 suivante :

1 2 3
A=14 3 1
2 1 1

CalculerBy = A — Tr(A)Ids.
CalculerB; = By A
CalculerBy = B; — %Idg
CalculerBs = B2 A

5. En ceduireA—!

Cet algorithmé de calcul de I'inverse @l & Jean-Marie Souriafi ne récessite donc qu’un seul produit matrice
vecteur et deux calculs de trace. Il peut gfraliser & une matricen x n et on peut @montrer gu’il donne
effectivement l'inverse d’une matrice si celle-ci est isise®.

e

3. On appelle algorithme de calcul une méthode consteidi/calcul d’'un objet mathématique, utilisant un nombriedfinstructions.

4. Jean-Marie Souriau est un mathématicien marseill@gm1922. Il est principalement connu pour ses travauxasgebmétrie sym-
plectique dont il a &té I'un des pionniers. Il a été pssteur a 'université d’Aix Marseille 1 depuis 1958 jusgjsa retraite.

5. Voir Calcul linéaire de J.-M. Souriau, Tome 1, deuxieme édition, “Euclidetréduction aux études scientifiques, Presses Univeesita
de France, Paris, 1964, bitp://www.cmi.univ-mrs.fr/ ~herbin/L1/algo-souriau.pdf pour un texte introductif.
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3.1. Matrices et opérations sur les matrices 3. Systéimesites et matrices

Exercice 47 (Puissance et inverse$oitA une matrice carge d’ordren ; on suppose qud? est une combinaison
lineaire ded etld, : A?> = aA + Bld,,.

1. Montrer queA? estégalement une combinaison&aire deA etld,, pour toutp € N*.
2. Montrer que sj3 est non nul, alorsA est inversible et quel—! est encore combinaison aire deA etld,,.

3. Application 1 : soitd = J,, — 1d,,, ou J,, est la matrice Attila (envahie par les uns...), avez 1. Montrer
queA? = (n —2) A+ (n — 1)1d, ; en deduire qued est inversible, et&terminer son inverse.

4. Application 2 : montrer que si = 2, A2 est toujours une combinaison &iaire deA etId,, et retrouver la
formule donnant—! en utilisant 2.

Exercice 48 On rappelle que la trac&r A d’'une matriced € M,,(K) est la somme de sé€ments diagonaux.
Soient4, B € M,,(K).

1. Montrer quel'r A = Tr At

Montrer quev\ € R, TrAA = XTr AetTr (A+ B)=Tr A+ TrB.

Montrer quel'r AB = Tr BA. A-t-onTr AB = (T'r A)(Tr B) ?

SoitP € GL,(K). Montrer queTr (PAP~) = Tr A.

On suppose dans cette questios: 2. Montrer queA? — (Tr A)A + (det A)Id = 0.

ok~ DN

Transposition, permutation

Exercice 49 (Sans calcul...Effectuer le produit matriciel
0O 0 1|1 2 3|10 0 1
0 1 0|14 5 6/|0 1 O
1 0 0|7 8 9/|1L 0 O

Exercice 50 (Decomposition synétrique-antisymétrique d’'une matrice carrée) Montrer que toute matrice cage
est la somme d’'une matrice sgtrique et d’une matrice antisyatrique.

Exercice 51 Verifier par le calcul sur les matrices suivantes queB)" = B* A® mais# A" B'.

3 6 1 —6
SR
Exercice 52 (Transposition et produit scalaire) SoientX € R™ etY € R™. On peut donc aussi voik etY

comme des vecteurs colonnes € M, ;(R) etY € M,, 1(R). Montrer queX - Y = X' Y.
Calculer ensuiteX Y?.

Exercice 53 (Ogerations sur les matrices syratriques) SoientA et B deux matrices ca@es syratriques. Les
matricesA?, AB, A2 — B?, (A + B)(A — B), BAB et BABA sont elles sygtriques ? (si oui, justifier, sinon,
contreexemple).

Exercice 54 (Transposition et syratrie) Soit A une matricen x p.

1. Quelles sont les tailles respectives4ld’ et A'A?

2. Montrer que les coefficients diagonaux4ld® et A* A sont for&ément positifs ou nuls.
3. SoitB une matricep x p synetriqgue. Montrer que la matricel BA? est syratrique.

Exercice 55 (Matrices rigolotes)
Ecrire la matriceA € M4 (RR) dont les coefficients sonétinis para; ; = i + j et la matriceB € M(R) dont
les coefficients sontadinis parb; ; = ¢ — j. Calculer AB et BA, en utilisant les deux techniques pour le produit

(combinaison ligaire des colonnes, produit scalaire des lignes).
Ecrire les matricesd et B sous la forme” + C* etC — C* ou C est une matrice bien choisie.

Montrer que pour n'importe quelle matricg@ € M,,(R),siA =C + C* etB = C — C* alors BA = —(AB)".
Dans quel cas a -t-ollB = BA? (rép. : siC et C* commuteny
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Exercice 56 (Permutations et matrices)Soitn > 1. On noteX,, 'ensemble des bijections dd,...,n} dans
lui-méme. A toutlementr € ¥,,, on associe la matricé, € M,,(K) dont les colonnes sotii, 1), ..., Ey(,)-
(On rappelle quer; est la matrice deM,, ; (K) donc tous les coefficients sont tous nuls, saifme, qui eségal
al)

1) Dans cette question seulement, on suppose2. Ecrire toutes les matrices de la fornig .

2) Méme question avec = 3.

3) Montrer queve € %, P, est une matrice de permutation.

4) Montrer que siP est une matrice de permutation, alors il existe 3, tel queP = P,.

5) Montrer que

Tl IL'Ufl(l)
B|:|=
Tn To—1(n)

6) Montrer que sby, 0, € X, alors P,, P,, = P,,.,,. En déduire que le produit de 2 matrices de permutation
est une matrice de permutation.

7) Montrer queP,-1 = (P,)t. En déduire que toute matrice de permutation est inversibleywdise sa trans-
pose.

Exercice 57 (Groupe lirtaire et sous groupesMontrer que I'ensemble des matrices inversibies,,(R) muni
de la multiplication des matrices est un groupe. Quel ested@ament neutre ? Ce groupe est-il commutatif ?
Parmi les sous ensembles suivants\dg (R), dire quels sont ceux qui sont des sous-groGpkesG L, (R) :

les matrices triangulaires s@pieures,

les matrices triangulaires iéfieures dont tous les coefficient s@gauxa 1,

les matrices diagonales dont tous les coefficients sonhnts

les matrices sy#atriques inversibles,

— les matrices inversibleg telles queR—! = Q*.

Pour les ensembles qui sont des sous-groupes, dire ceurmfui@mmutatifs.

Trouver d'autres ensembles de matrice qui sont des souspgsdez L, (R).

Exercice 58 On noteO,,(R) I'ensemble des matrice$ de GL,,(R) telles qued=! = A?.
1. Montrer que c’est un sous-groupe @&, (R).
2. SoitA € GL,(R). Montrer quec;(A) - ¢;(A) = ;5,1 <4,j < n.
3. On suppose dans cette questioa: 2. Montrer qu’il existed € R tel que

cos) —sinf cost) sinf
A= ( sinf cos@ ) oud = ( sinf —cosf )
3.2 Elimination par les matrices

3.2.1 Echelonnement d’'une matrice x 3 et décompositionLU

Commencgons par un exemple.
On considere le systemér = b, avec

1 0 1 2
A=10 2 -1 b=|1
-1 1 -2 —2

On écrit lamatrice augmengeg constituée de la matricé et du second membie

) 1 0 1 2
A=[A b=]0 2 -1 1
-1 1 -2 -2

6. Un sous-groupe d&'L,, (R) est un sous-ensemble non vide@é,, (R) qui est stable par multiplication et inverse.
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3.2. Elimination par les matrices 3. Systémes linéaires et matrices

Gauss et oferations matricielles Allons y pour Gauss :

La premiere ligne a un 1 en premiére position (en gras dansalrice), on dit que c’est ysivot. On va pouvoir
diviser toute la premiére ligne par ce nombre pour en sainstan multiple a toutes les lignes d'apres, dans le but
de faire apparaitre des 0 dans tout le bas de la colonne.

La deuxieme équation a déja un 0 dessous, donc on n'e&sain de faire. On veut ensuite annuler le premier
coefficient de la troisieme ligne. On retranche donc (-i9 ka premiére ligne a la troisiénfe

1 0 1 2 1 0 1 2

0 2 -1 1[|%2%% 0 2 -1 1

-1 1 -2 =2 0O 1 -1 0
i 100
Ceci revient & multiplied a gauche par la matricg; (1) = {0 1 0
1 0 1

La deuxiéme ligne a un terme non nul en deuxiéme positipn kst un pivot. On va maintenant annuler le
deuxiéme terme de la troisieme ligne ; pour cela, on retrari/2 fois la ligne 2 a la ligne 3 :

11 1 2 et 1720 1 0 1 2
0 02 —1 1| °7ETe 00 2 1
01 -1 0 o0 -1 -1
1 0 0
Ceci revient & multiplier la matrice précédente & gaysdr la matricds;(—3) = |0 1 0| .Onaici obtenu
0 -1 1
2

une matrice sous forme triangulaire supérieure a traistpi: on peut donc faire la remontée pour obtenir la
solution du systeme, et on obtient (en notanies composantes dé : x3 = 1 puisze = 1 et enfinz; = 1.

On a ainsi résolu le systeme linéaire.

Le fait de travailler sur la matrice augmentée est extemement pratique car il permet de travailler simul-
tanément sur les coefficients du sysme lingaire et sur le second membre.

Finalement, au moyen des opérations décrites ci-dessustransformé le systeme linéaire

1

1 N
)Tgl(l)b, ouU = T32(7§

Az =b enUx :T32(7§

)T31(1)A

est une matrice triangulaire supérieure.

Factorisation LU Tout va donc trés bien pour ce systeme, mais supposongenairt qu'on ait a résoudre
3089 systémes avec la méme matricenais 3089 seconds membrigslifferents. Il serait un peu dommage
de recommencer les opérations ci-dessus 3089 fois, alkwa geut en éviter une bonne partie. Comment faire ?
L'idée est de “factoriser” la matricd, c.a.d de I'écrire comme un produit= LU, ou L est triangulaire inférieure
(lower triangular) et triangulaire supérieure (upper triangular). On reforenaibrs le systemdx = b sous la
forme LUx = b et on résout maintenant deux systemes faciles a rés@adtriangulairesLy = betUx = y.

La factorisationLU de la matrice découle immédiatement de I'algorithme dessavoyons comment sur I'exemple
précédent.

1/ On remarque qUE = Ts2(—3)T51(1) A peut aussi s'écrirel = LU , avecL = (Ts2(—3)T51(1)) L.

2/ On sait qUE{T32(—%)T31(1))_1 = (Tgl(l))_l(ng(—%)_l.

3/ Les matrices inverseé; (1) ! etT3,(—5) ! sont faciles & déterminer : comriig;(—1)~! consiste & retran-
cher 1/2 fois la ligne 2 a la ligne 3, I'opération inversé@sajouter 1/2 fois la ligne 2 & la ligne 3, et donc

1 1 1 0 0

T32(—§)*1=T32(5)= 01 0

0 1 1
1 0 0 1 0 O
De mémels; (1)~ =T5(—-1)=| 0 1 0| etdoncL = T3 (1) 'Tse(—3)"'=|0 1 0
-1 0 1 -1 11

7. Bien sdr, ceci revient a ajouter la premiére ligne sil @pendant préféerable de parler systématiquemerti@acher car c’est ce qu'on
fait conceptuellement : pour I'€limination on enléve unltiple de la ligne du pivot a la ligne courante.

8. Ceci est courant dans les applications. Par exemple drvpeloir calculer la réponse d’'une structure de génié ai8089 chargements
différents.
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La matriceL est une matrice triangulaire inférieure (et c’est d’aitepour cela qu’on I'appell&, pour “lowe” in
English...) dont les coefficients sont particulieremémidesa trouver : les termes diagonaux sont tous égamx & u
et chaque terme non nul sous-diagabgj est égal au coefficient par lequel on a multiplié la ligneopi avant de

la retrancher a la ligng.

4/ On a bien doncd = LU avecL triangulaire inférieure (lower triangular) &t triangulaire supérieure (upper
triangular).

La procédure qu'on vient d’expliquer s’appeliméthode LU pour la résolution des systemes linéaires, et elle
est d’une importance considérable dans les sciencesndgiiieur, puisqu’elle est utilisée dans les programmes
informatiques pour la résolution des systemes lin&aire

Dans I'exemple que nous avons étudié, tout se passaibtem car on n'a pas eu de zéro en position pivotale.
Si on a un zéro en position pivotale, la factorisation pewgrgd méme se faire, mais au prix d’'une permutation.
Le résultat général que I'on peut démontrer est que siddrice A est inversible, alors il existe une matrice de
permutationP, une matrice triangulaire inférieufeet une matrice triangulaire supériedfeelles quePA = LU

Théoreme 3.18 (Factorisation LU) Soit A une matrice inversible, alors il existe une matriede permutation,
une matricel triangulaire inferieure et/ une matrice triangulaire sujrieure telle quePA = LU.

Le petit miracle de la décompositidil/ est que la permutatio® n'a pas besoin d’étre connue avant de mettre
en oeuvre la factorisation ; elle est calculée au coursalgdtithme, voir les algorithmes en annexe a la fin du
polycopié.

Factorisation LDU On peut aussi procéder a une factorisation fif&/ en remarquant que si on divise chaque
ligne de la matricd/ obtenue par la décompositidilV par son coefficient diagonal (qui est non nul puisque la
matrice est inversible) alors on obtient une matrice tridaige supérieur& avec que des 1 sur la diagonale, et on
peut écrird/ = DU, ou D est la matrice diagonale contenant les pivots.

Lorsqu’on parle de factorisatiohDU on sous entend donc toujours que la mattice des 1 sur la diagonale. Sur
I'exemple précédent, cette nouvelle décompositieast”

1 0 1 1 0 0]t o o[t o 1
A=|0 2 -1 |=LDU= 1 0/{02 o0]f0 1 —3
-1 1 -2 -1 4 1][0 0 —=4] [0 0 1
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3.2.2 Matricesélementaires deM,,(K)

Définition 3.19 — Soiti € {1,...,n}, on c&finit poura € K, a # 0 la matrice D;(a) € M, (K) qui est
diagonale et dont tous les coefficients diagonaux gégatixa 1 excepé lei®™¢ qui estégala a :

D T O
0
1
Di(a) = |: a s L] — ™ ligne
1
: i 0
o -+ - . .0 1
— Soient, j deux entiers distincts de., ..., n} (¢ # j), on cefinit la matriceE; ; comme la matrice dont tous les

coefficients sont nuls sauf le coefficient qui est egah 1.
— Soient, j deux entiers distincts dl, ..., n} (i # j), pour touth € K la matriceT; ;(\) =1Id,, + \E; ; :

Tl @ oco oce ooo ocoo (0
0
T,;(0)=10 X 0 1 0 0| —i®™me ligne
SR
L0 0 1]

jeme colonne

Proposition 3.20 On a
1. (Di(a))* = Di(a), (Ti; ()" = Tji(N).
2. Sia #0, (Di(a))™t = D; (2), (T3,;(N) ™ = Ty ;(— ).

Démonstration : Le premier point est immédiat. Montrons le deuxieme pdiaur les dilatations, on remarque
gue le produit de deux matrices diagonaleset D, est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux
sont les produits des coefficients diagonauxXteet D,. Effectuons le produit des matric&%;(\)7; ;(—A). On
a

T, i NT;(=N) = (dy, + AE; ;) (Idy, — AE; ;) = 1d,, — N2 E; ;E; j = 1d,

car lorsque # j, E; ; E; ; = 0. [ ]

Lemme 3.21Si E € M, (K) est le produit de matriceglémentaires, alorgZ est inversible et son inverse est
encore un produit de matricédementaires.

Démonstration : On montre le résultat par récurrence sur le nombre dedestdu produit, en utilisant la Pro-
position 3.13 et le fait que chaque matrice €lémentaiténgsrsible et son inverse est une matrice élémentaire.
|

Théoréme 3.22 (Ogrations élémentaires sur les lignes d’'une matrice)SoitA € M,, ,(K).
1. La matriceD;(a)A est la matrice obtenu& partir de A en multipliant lai™* ligne deA par a.

2. La matriceT; ;(A\)A est la matrice obtenua partir de A en ajoutant la i*™¢ ligne de A, X fois la j*™*
ligne.
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Démonstration : On rappelle que la multiplication des matrices peut s'¢ffecpar lignes. Si on notg,(A) les
lignes d’'une matriced, chaque ligne du produit de matric6A s'écrit{;(MA) = > _;_, M; 1lx(A), oun estle
nombre de colonnes d¥ (et de lignes ded). Avec M = D;,(a) qui est diagonale, on a donc :

n

6i(Dig(a)A) = > (Diy(a))ikli(A) = Djy(a));ili(A) = {

k=1

a&u (A) Sii = 10,
4;i(A) sinon.

En prenant maintenadt = T;, ;, (), on obtient :

)‘gjo (A) + Eio (A) Sii = i(),

Ui(Tiy 50 (NA) = 0:(A) sinon.

NE

(Tio,jo (N))i, 6l (A) = {

=~
Il

1

3.2.3 Matriceséchelonrees et pivot de Gauss
Définition 3.23 (Matrice échelonrée) Soit A une matrice deM,, ,(K). On dit que la matriced estéchelonrée
si elle \érifie les deux conditions suivantes :

1. Siune ligne est nulle, toutes les suivantes le sont.

2. Sila lignei a son premier coefficient non nul sur la colonpealors le premier coefficient non nul de la
lignei + 1 se trouve sur une colonrie> j.

Autrement dit, une matrice x p est sous forme échelonnée si les deux conditions suivant# vérifiees :
1. s'il existe des lignes de zéros, alors elles sont toutdsas de la matrice ;
2. sideux lignes successives sont non nulles, alors la dea@plus de zéros a gauche que la premiére.

Voici a quoi ressemblent des matrices échelonnées :

0... coefficients

coefficients
quelconques|

(=)
(=)
[}

quelconques

(=)

(=T
o

(=)
(=)

Oou encore :

coefficients
quelconques|

coefficients

quelconques

Exemple 3.24 (Matricesechelonrees) Dans toutes les matrices ci desseudesigne n’'importe quelgel.

— DansM;»(K)
2 x 1 * 0 3 0 0
0O 1|’(0 0|’]0 O|”|0 Of"
— DansM;3(K)
1 * * 5 % % 0 3 x 0 2 =« 0 0 1 0 0 0
01 %x|,(0 O 4,0 0 2|,1(0 0 0,0 O Of,]0 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
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— DansM(K)
1 x * % 0 8 % % 0 2 % % 0 0 2 « 0 0 0 5 00 0 O
0 3 % % 0 0 1 « 0 0 0 4 0 0 0O 0 0 0O 00 0 O
0 0 4 «x|/”|0 0 0 1 0 0 0 0|]’|]0 OO O/”|]0 O O O[”|0 OO O
0 0 0 5 0 0 0O 0 0 0O 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O

n'est pasechelonge.

0
2
2

Dans le cas des matrices carrées, une matrice échelestigmngulaire supérieure :

1 0
— Enrevanche, la matrice 0 1
0 1

Proposition 3.25 Une matriced € M,,(K) échelonie est triangulaire sugrieure.

Démonstration : Soit doncA = (a; ;) € M, (K) une matrice échelonnée. On montre par récurrenc sui <
nquea; ; = 0Sij <.

Pouri = 2, si la ligne2 est nulle, la propriété est trivialement vraie. Si la Bghn’est pas nulle, le point 2. de
la définition des matrices échelonnées montre que sigra 2 le premier coefficient non nul se trouve sur une
colonnek > 1, autrement ditio; = 0. La propriété est donc vraie poiue 2.

Supposons la propriété vraie pauK i < n — 1 et montrons-la pour+ 1. Si la lignei + 1 est nulle, la propriété
est trivialement vraie. Si la ligne+ 1 n'est pas nulle, la lignén’est pas nulle (par le point 1. de la définition des
matrices échelonnées). Alors, commeg = 0 si j < ¢ par hypothése de récurrence, le premier terme non nul de
la lignei se trouve sur une colonng > i. D’apres le point 2., le premier terme non nul de la ligrel se trouve
donc sur une colonng> jo + 1 > ¢ + 1. Ainsi, a;11; = 0 pour toutj < ¢+ 1.

La propriété est donc vraie pour tautla matriceA est donc triangulaire supérieure. L]

3.2.4 Existence de la formé&chelonree, algorithme déchelonnement

Théoréme 3.26 (Echelonnement d’une matriceoitA € M,, ,(K). Il existe une matric& € M,,(K) produit
de matricelémentaires telle que la matridéA estéchelonge.

Pour démontrer le théoreme, on décrit un algorithmedgmine explicitement la matric8. Avant de traiter le cas
général, on va décrire I'algorithme sur un exemple.
On veut échelonner la matrice

1 2 -2 4 11
01 3 —4 21
A= 10 -8 0 01
11 -5 0 01

L'idée est de procéder colonne par colonne. A I'étage I'algorithme, la matrice formée dépremiéres colonnes
est échelonnée. Lorsqu’on arrive a I'étdpe= le nombre de colonnes dé), la matrice obtenue est échelonnée.
On commence par I'étape Il s’agit d’échelonner le premier vecteur colonne :

C =

== O =

Comme il est non nul, cela signifie qu’on veut, par des maaipis de lignes (c'est-a-dire en multipliaAta
gauche par des matrices €lementaires), se ramener aurect

oo o

(Si le premier vecteur colonne était nul, en particuliesdtait échelonné, on ne le modifierait pas et on passerait
au vecteur colonne suivant). La premiére lignegdeest unl donc on ne la change pas. Ensuite, en se servant de
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cel, on fait apparaitre dessur les lignes suivantes d§ . On commence par retrancher a la troisieme ligheis
la premiére. Pour cela, on multiplie la matrideparT5s, (—1) avec

1 0 0 0
0 1 0 O
T31(71) = -1 0 1 0
0 0 0 1

On obtient la matriced; = T5:(—1)A, c’est-a-dire :

1 2 -2 4 1
0 1 3 -4 2
0 -2 -6 -4 -1
1 1 -5 0 0

Ay =

_= O = =

(pour obtenirA; a partir deA, on a effectivement ajouté a la troisieme ligaé fois la premiére). On a obtenu ce
gu’on voulait : un0 sur la troisieme ligne du premier vecteur colonne. Pouemibun zéro sur la quatrieme ligne
du premier vecteur colonne, on ajoute a la quatrieme lighéois la premiere, c'est-a-dire on multiplie la matrice
ApparTy(—1):

1 0 0 O
0O 1 0 O
T41(71) = 0 01 0
-1 0 0 1

On obtient la matricely, = T41(—1)A1 = T41(—1)T31(—1)A :

1 2 -2 4 1
0 1 3 -4 2
0 -2 -6 —4 -1
0 -1 -3 -4 -1

Ay =

O O = =

La premiére colonne dé, est de la forme
1
0
0
0

et donc on en a fini avec la premiére colonne, car celle-&@astlonnée. De plus, on note qu’elld Bgnes nulles.
La deuxieme étape consiste a échelonner la matricedfeies deux premiéres colonnesAle Pour cela, on va
échelonner le deuxiéme vecteur colonnedded partir de la deux@me ligne(noter que la deuxieme ligne est la
premiére ligne nulle de la premiére colonne). On verraguee modifie pas la premiére colonne. La deuxiéme
colonne deA; est
2
1
-2
-1
Echelonner ce vecteur colonne a partir de la deuxieme liggut dire qu'on se ramene par des combinaisons
linéaires de lignes a une deuxiéme colonne du type

O = %

0

oux* représente un nombre quelconque. Cette opération tévienltiplier A, a gauche par des matrices élémentaires).
Il'y a déja unl sur la deuxiéme ligne. Pour faire apparaitredwsur la troisieme ligne, on retranche a la troisieme
ligne —2 fois la seconde (on se sert ainsi Hgui est sur la deuxieme ligne). On obtient

1 2 -2 4 1
0 1 3 -4 2
0 O 0 -12 3
0o -1 -3 -4 -1

Ag = T32(2)A2 = T32(2)T41(*1)T31(*1)A =

SN ==
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Noter qu’on n’a pas modifié la premiére colonne. Ceci @stad Tait gu'il y a un0 sur la deuxiéme ligne de la
premiere colonne.

On poursuit le travail sur la deuxieéme colonne, en gagnantsur la quatrieme ligne. Pour cela, on retranche a la
quatrieme ligne-1 fois la deuxiéme, autrement dit, on multiplig parT42(1) pour obtenir

12 -2 4 11
01 3 -4 21
00 0 -—-12 3 2
00 0 -8 11

La deuxieme colonne a bien la forme qu’on attendait. La jpregrcolonne n’'a pas été modifiée. La matrice formée
des deux premieres colonnesdgest échelonnée, et on note qu’elle a deux lignes nulles.

Passons a la troisieme étape : on travaille sur la gwisicolonne. Il s’agit de I'échelonn&partir de la troiseme
ligne (qui est la premiére ligne nulle de la matrice formée desgwemiéres colonnes dé,). La matrice formée
des trois premieres colonnes dg sera ainsi échelonnée. Comme le vecteur colonne comstés2 derniéres
lignes de la troisieme colonne est nul, on n'a rien a faimda troisieme colonne : elle est déja échelonnéertirpa
de la troisieme ligne. On remarque que la matrice formédrmbés premieres colonnes dg a encore deux lignes
nulles.

On passe a la quatrieme colonne, qu’on veut échelcapartir de la troiseme lignecar c’est la premiére ligne
nulle de la matrice formée des trois premieres colonneg,ddinsi, on veut ramener le quatrieme vecteur colonne
a un vecteur colonne de la forme :

A4 = T42(1)T32(2)T41(71)T31(71)A =

L ¥ x

0

aveca non nul. On voit que pour cela, il suffit de retrancher a latqemne ligne2/3 fois la troisieme, autrement
dit de multiplier A4 parTy3(—2/3). On obtient

1 2 -2 4 1 1
01 3 -4 2 1
A5 =TT Tn@Tu(-DTa(-DA= | ¢ o o 19 3 5

o

0 0 0 -1 —1/3

Ceci acheve le travail sur la quatrieme colonne : la matiicmée ded premieres colonnes est échelonnée. De
plus, elle al ligne nulle. Pour la cinquiéme étape : le cinquieme wactolonne est échelonné & partir de la
guatrieme ligne. Donc on n'y touche pas. La matrice foro&sh premieres colonnes est échelonnée et n'a pas de
ligne nulle. L'algorithme s’arréte donc ici : la matriek elle-méme est échelonnée.

De plus, on 45 = EA avec

E :=Ty3(—2/3)Tuo(1)T52(2)Tu1 (—1)T31(—1).

Pour calculer simplemer#, on part de la matric&s; (—1),

1 000
0 1 0 0
Tn=D=1 4 ¢ 19
0 001
On sait quely; (—1)T3;(—1) est obtenue & partir d&, (—1) en retranchant & la quatriéme lighéois la premiere

(parce que c’est I'effet de la multiplication a gauche par(—1)). On obtient donc :

1 0 0 O
0 1
-1 0
-1 0

Tin(—1)Ts5:(—1) =

S = O

0
0
1

De mémeTs2(2)Ty1(—1)T31(—1) est obtenue a partir d&; (—1)731(—1) en retranchant a la troisieme ligre
fois la deuxieme (parce que c’est I'effet de la multiplioata gauche péafs2(2)). On obtient donc :

1
0
-1
-1

o

T52(2)Ta1(—1)T51(—1) =

o = O
o = O O
_ o O

Université Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 28 avril 2012 43 Algeébre linéaire, Maths générales Il



3.2. Elimination par les matrices 3. Systemes linéaires et matrices

Et ainsi de suite. On trouve finalement

1 0 0 0
0 1 0 0
E=1 0 1 0
-1/3 -1/3 —2/3 1

Pour obtenirE en méme temps qu’une matrice échelonnée a partid ,den peut aussi &chelonner directement
la matriceaugmente [A Id4} jusgu’'a la derniere colonne dé. Mais ceci n’est jamais effectué en pratique.
D’abord la matricely n’est pas trés intéressante en soi; c’est la maffiee £~! qui est utile en pratique : dans
le cas ol on n'a pas besoin de permutation de lignes, onnbidi¢actorisationd = LU de la matrice avec une
matrice L = E~! triangulaire inférieure et une matriéé triangulaire supérieure. Dans le cas de I'exemple ci-
dessus, la matrice s'écrit: L = E—1 = (Ts2(2)Tu1 (—1)Ts1(—1)) " = Ts1(1)Tu1 (1) Ts2(—2). Les coefficients
de la matricel. s'obtiennent donc tres facilement a partir des coeffisienilisés lors de I'échelonnement pour la
construction de la matricg.

On va maintenant démontrer le Théoreme 3.26 en dédiadgorithme d’échelonnement dans le cas général. On
commence par considérer le cas d’'une matrice colonne<{a-dgep = 1).
Algorithme d’ échelonnement d’un vecteur colonne

Lemme 3.27 Soit A = (a;)i=1,...n € M, 1(K) un vecteur non nul. Alors il existe une matrieee M,,(K)
a

0
produit de matriceglémentaires et € K, a # 0, tels queF' A =

Démonstration :

» Sia; # 0alorson utiliser; pour éliminer les coefficients qui sont en-dessous, dd'dies matrices élémentaires.
On commence par retrancher & la deuxieme ligrye; fois la premiére :

ai

0
T271 (7(12/(11)14: as
an,
On procede de méme avec les lignes suivantes :
ai
0
Toi(—an/ar)---Toq(—az/a1) A= :
0
» Sia; = 0, il existei > 2 tel quea; # 0 car on a supposé # 0. Auquel cas, si on ajoute a la premiere lighe
fois lai’*™¢ ligne, on obtient
a;
az

T,(1)A=

Qan

On est alors ramené au cas précédent.

Tni(—an/a;)---Toi(—az/a;)Th,; (1) A=
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Dans le cas ou, est nul, on aurait aussi pu intervertir les ligriesti au lieu d’ajouter a la premiére ligned&™e.
Pour passer au cas général, on a besoin de la généaailisatvante. On dit qu’un vecteut € M,, 1(K) est
échelonné a partir de la ligrie< ¢ < n si le vecteurd’ € M,,_;411 constitué des lignes. .., n du vecteutX
est échelonné (au sens de la Définition 3.23). En paiticuin vecteur est échelonné s'il est échelonné arpist
la lignel.

L'algorithme d’échelonnement d’un vecteur colonne pette généralisé pour obtenir un vecteur échelonratirp
d’'une ligne quelconquie < ¢ < n — 1. Pour cela, il suffit d’éliminer les lignes qui sont au-dassdei en utilisant
le coefficient qui est sur la ligne Plus précisément,

Lemme 3.28 SoitA = (ag)k=1,..n € Mp1(K)etl <i
A n’est pas nulle. Alors il existe une matrigee M,,(K)
aj

< n — 1. On suppose que l'une des lignes. ., n de
produit de matrice&lementaires et € K, a # 0, tels

aj—1

queEA=| a

0

Démonstration : C’est la méme preuve que pour le lemme précédent sauhqeaegarde que les lignes qui
sont au-dessous dedd™e.

» Sia; # 0 alors en retranchant & (a+ 1)¥™¢ ligne a;, 1 /a; fois lai**™¢ ligne, on obtient

ai

ai—1

Tiy1,i (_aiﬂ) A= %i
a;

Qi42

QAp

et en faisant de méme pour toutes les lignes suivantes,t@nbbnalement

ai

—a —a Qi—1
T (—n) Ty ( Hl) A= a
a; a; 0

0

» Sia; =0, il existej > i + 1 tel quea; # 0. Auquel cas, si on ajoute [ ligne a lai**™* ligne, on obtient

ai

ai—1
Tiyj(l)A = aj
Qi1

Qn
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On est alors ramené au cas précédent. Finalement,

aj
ai—1
Tni(=an/a;) - Tixri(—aiv1/a;)Ti; (1) A= | a;
0
L 0 -
|
On observe que dans cet algorithme, on modifie seulemerdtesl, . . ., n de A. En effet, les matrices élémentaires

par lesquelles on multipliel n'agissent que sur ces lignes : les coefficients non diagoetmon nuls étant tous
placés sur ces lignes-la.

Algorithme d’ échelonnement d’'une matrice et preuve du thoreme 3.26. On rappelle que sd est une ma-
trice, c;(A) désigne lg*“¢ colonne ded. On noteralci(4) ... ¢;(A)] la matrice constituée dgspremieres
colonnes de la matricd.

Soit A € M,, ,(K). On montre par récurrence sur< k£ < p qu’il existe une matricéZ, € M,,(K) produit de

matrices elémentaires telle q{xg(EkA) e ck(EkA)] est une matrice échelonnée.
» Pourk = 1,sic;(A) = 0, la propriété est trivialement vraie avég = Id. Sic;(A) # 0, on applique le lemme
a
. . 0 .
3.28 ac1(A) aveci = 1 : il existe E telle queE¢1(A) = | .| . Alors [e1(E1A)] = Eici(A) est bien une
0

matrice échelonnée.

» Supposons la propriété vraie a I'ordre< p — 1 et montrons-la a I'ordré + 1. Par hypothése de récurrence, il
existe une matric&;, € M,,(K) produit de matrices élémentaires telle que la mattige= [c1 (E A) e cr(ErA)]
est une matrice échelonnée.

On distingue plusieurs cas.

e Si A, n'a aucune ligne nulle, on posB,,; = FEj et on vérifie que[cl(Ek+1A) ckH(EkHA)}
= [Ar  cks1(ERA)| est bien une matrice échelonnée.

e Sinon,A; a une ligne nulle. Notong, I'indice de la premiére ligne nulle déy,. Alors les lignesix41,...,n
de A, sont nulles, card;, est échelonnée. Si les ligneés ..., n deciy1(ErA) sont aussi toutes nulles,
on peut posef, 1 = Ej, et on a bien[ci(Er14) ... cey1(Exp1A)] = [Ar  crs1(ErA)] qui est
échelonnée.

Si au contrairez; 11 (ExA) @ au moins une ligne non nulle parmi les ligrigs. . ., n, alors on applique le
lemme 3.28 &1 (E A) aveci = iy. Il existe une matricé’,; € M, (K) produit de matrices élémentaires

telle que
o T
Qi —1
Fk+1ck+1(EkA) = a
0
L 0 -
On a déja observé dans la preuve du lemme 3.28 que meiftiplie matrice a gauche pBx.; ne modifiait
pas les lignes < i. Comme les lignesy, . .., n de A, sont nulles, on en déduft, . ; A = Ay. Donc
[e1(Fr1ERA) oo 1 (Fe1ERA)] = [A i1 (Fr1ERA)]

est bien une matrice échelonnée. Dans ce cas, on poséiQnc= Fy 1 Fk.
» La propriété est vraie pour tolit en particulier pouk = p. Le Théoreme 3.26 est démontré.
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Remarque 3.29 Lorsque I'on rencontre unézo en position pivotale (et non pas un “pivot nul”, car, pa&fthition,
un pivot n’est jamais nul) durantéchelonnement de la matrice on peut, au lieu de transforaigre en question,
permuter la ligne @ se trouve ce&o avec une des lignes qui se trouve en dessous de ¢efle touve ce&o.
C’est dailleurs ce qui est effedtuen pratique dans les programmes informatiques qui e#attia néthode de
Gauss, ou qui effectuent l&&domposition.U d’une matrice telle qu'on I'a introduite dans la preéme partie de
ce chapitre.

La matrice de permutatio®; ; des ligneg et j est la matrice ident&, sauf pour les lignesetj : la ligne i a des
zéros partout sauf en colonrjeot il y a un 1; la lignej a des &ros partout sauf en colonrieou il y a un 1. Elle
peut encore €crire : P; ; = 1d, — E;; — E; ; + E; ; + E; ;. Par exemple poun = 2 :

0 1
P12—[10]
et pourn =6 :

1 00 00O 100 000
001000 000010
01000 0 001000
Ps=10 001 0 0 Ps=10 001 0 0
000O0T1O0 010000
000001 00000 1

On peut erifier facilement que multiplier une matricé € M,, ,(K) par la matrice P; ; revienta intervertir
les lignesi et j. Evidemment lorsqu’on permute les lignes de la matrice diesye lireaire, on doittgalement
permuter les lignes correspondantes du vecteur second radarbqu’on ©sout un sysime lireaire. Ceci se fait
de manére automatique lorsqu’on travaille sur la matrice augnésnt

Dans la suite, il sera utile de repérer quelles sont lesnels pivotales d’une matrice échelonnée, dont on a déja
parlé lors de I'élimination de Gauss. En voici une déimtpour une matrice échelonnée rectangulaise p.

Définition 3.30 (Pivots, colonnes pivotales, rangidn noter le nombre de lignes non nulles d’'une matrice p
échelonée. On appellgpivot le premier terme non nul de chaque ligne non nulle de la mag&thelonige. On
appelle colonnes pivotales d’'une matriéehelonge les colonnes dans lesquelles apparaissent les pivots des
lignes non nulles (attention ce ne sont pas énent les: premeres colonnes de la matrice). On ndtg . . . , &,

les indices de ces colonnes. On appelle colonnes non pastas autres colonnes, dont les indices sonésot
krg1,. .., kp.

Les colonnes pivotales sont donc les colonnédl) telles quej € J, ot J = {ki,...,k.} est 'ensemble des
indices des colonnes dans lesquelles apparaissent letspivo

On cefinit le rang de la matrice comme le nombre de lignes non sfdia de colonnes pivotales).

3.2.5 Exercices

Exercice 59 (Des petits sysimes gentils)Resoudre les sysines ligaires suivants en utilisantdthelonnement :

r + y = 2 3. — 2y = 1
xr — y = 0 6z + y = 1/2

Exercice 60 (Echelonnement et factorisatiod.U et LDU) Echelonnerles matrices suivantes, etlorsqu’elle existe,
donner leur &composition.U et LDU

1 3 1
HER R
-1 -3 -3

Exercice 61 (Des sygmes un peu plus gros)Résoudre en utilisant I'algorithme du pivot de Gauss ( @cHelonnement)
les systmes suivants :

r 4y +z =2 r +2y —2z =1
5r 44y +3z =2 —r 43y =0
6r 43y +2z = —4 -2y 4z = -3
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r 42y -2z 44t =2 Ty =22 4t 4w =0
e u — o y 432 —4t +2u =0

Y . o - 0 T +z =2t +3u =0

B B r 4y +4z —6t +b5u =0

z  +y z 42t =2 3y Lo — 0

Exercice 62 (Matricea parameétre) Echelonner pout € R la matrice suivante :

1 1 1-¢
1+t -1 2
2 -t 3

Pour quelles valeurs du paragtret, la matrice est-elle inversible ?

Exercice 63 (Exemples de matriceschelonrées)
1. Ecrire une matricé&&chelon&e qui n’a que des colonnes pivotales.
2. Ecrire une matricé&chelonge qui n’a que des colonnes non pivotales.
3. Ecrire une matricé&cheloniee deM;(R) dont les colonnes pivotales sont Efi¢ et 3™ positions.
4

. Une matriceechelonie peut-elle avoir plus de colonnes pivotales que de ligitetiggfus de colonnes non
pivotales que de lignes ?

Ecrire une matricé&chelonge qui a 1 colonne non pivotale @tigne nulle.
6. Une matriceecheloni&e peut-elle avoir 0 colonne non pivotale et 1 ligne nulle BiElle est caree ?

o

3.3 Calcul de l'inverse d’'une matrice,echelonnement total

Soit A une matrice carrée d’ordreinversible, dont on veut calculer I'inverse. On chercheaone matriced —!
telle queAA~! = Id,. Les colonnes d&d,, sont les vecteurs (colonngg; dont lai-eme composante est égale
a 1 et toutes les autres nulles. Supposons qu’on conndisseQuand on multiplied par la premiére colonne de
A~1, on obtient la premiére colonne de la matritd —*, qui est égale a la matridd,, ; cette premiére colonne
est le vecteue;. De méme, quand on multipli¢ par lai-eme colonne del—!, on obtient lai-eme colonne de
AA~! =1d,, c.a.d. le vecteue;. On a donc, en notaie (A~1) lai-€me colonne del —! :

Aci(A ) =e;, i=1,...,n.

Le calcul ded~! peut donc s’effectuer en résolvant lesystemes linéaires avec matrideinconnuec; (A~1) et
second membre;.

Remarquons donc tout de suite que l'inversion d’'une maegtebeaucoup plus chere que la résolution d’'un
systeme linéairer( fois, trés précisément...). Il est donc idiot d’'invars@e matrice pour résoudre un systeme
linéaire. Par contre, il est intéressant de savoir contimepeut trouver l'inverse d’'une matrice par la méthode de
Gauss-Jordan, en s'inspirant de celle effectuée pooudis le systeme linéaire.

Au lieu d'introduire une matrice augmentée avec la mattieelépart et un vecteur second membre, on introduit
maintenant une matrice augmentée avec la matrice detdétpavecteurs second membre (les vecta})s ceci
revient a considérer la matrice augmentée 2n constituée de la matricé et la matricdd,, :

A=[A 1d,].

Si la matriceA est inversible, en appliquant I'algorithme de Gauss-Jorlaon décrit si dessous, on obtient alors
l'inverse de la matrice dans la partie droite (ou se troithagaravant la matrice identité) de la forme “totalement
échelonné” de la matrice augmentée.

Si A estinversible, sa forme totalement échelonRé&stld,,, et I'algorithme de Gauss-Jordan sUe= [A Idn] =

[A e ... e,]donne:

R=[R c(A™Y) ... cu(A™Y)] =[ld, A7'].

Voyons ceci d’abord sur un exemple.

9. Quand on dit vecteur sans préciser c’est toujours vectlonne ; de méme, on identifie les élementsRéfed 'ensembleM,, 1 des
matrices an lignes et 1 colonne.
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3.3.1 Exemple de calcul de l'inverse d’'une matrice 2 2

Exemple 3.31Prenons une matricé x 2 : A = [3 .

L 2] . On écrit la matrice augmege : A = [A 1ds] =

[:1)) 3 (1) ﬂ , et on applique Gauss-Jordan. On commence par Gauss :

121042—%_2—)3@11210
3 7 0 1 01 -3 1

et on effectue ensuite la partie Jordan, qui consistendre la matrice diagonale :
1 2 1 0 elae_ﬁ)% 1 0 7 =2
0 1 -3 1 01 -3 1

7T =2

Gauss Jordan donne doot ! = {3 )

] . On \erifie qu’on a biendA A1 = Id,.

3.3.2 Inversion d’'une matrice 3 3

1 0 1 10 1 1 00
Exemple 3.32 Consiceronslamatrice] 0 2 —1 |.Onécritlamatriceaugmege| 0 2 -1 0 1 0
1 1 0 11 0 0 0 1
On commence par appliquer I'algorithme de Gauss, c&slife se ramenea une matriceechelonie :
10 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0
02 -10 10|02 -1 0 10
11 0 0 0 1 01 -1 -1 0 1

0 1 1 0 0
2 -1 0 1 0
0o 0 -1/2 -1 -1/2 1
On a obtenu une matricecheloni&e. On reprend alors I'algorithma la fin de Gauss, et oécrit maintenant la
partie “Jordan” 10 de I'algorithme dit de Gauss-Jordan.
Pour cela, on fait apparidre des0 au-dessus des pivots en commencant par les colonnes &3 gloite, et en
progressant vers la gauche.
On multiplie la dernére ligne par -2 pour obtenir le pivot 1 :

l3—03—(1/2)l2

10 1 1 0 0 , , 10 1 1 0 O
02 -1 0 1 0/[®2=*lo2 -101 0
0 0 -1/2 -1 -1/2 1 o0 1 2 1 =2
Puis on me#& Zro le troiseme coefficient de la dedxne ligne & I'aide de la troiseme) :
10 1 1 0 O 101 10 O
02 -1 01 0 |?225%]102022 -2
o0 1 2 1 -2 0 01 2 1 -2
On annule ensuite le troisme coefficient de la predne ligne (toujours I'aide de la troiseme) :
1 01 10 O 100 -1 -1 2
02022 —2|725%020 2 2 -2
001 2 1 =2 0O 0 1 2 1 =2
On multiplie enfin la deukime ligne par 1/2 pour obtenir le pivot 1 :
100 -1 -1 2 Py 1 00 -1 -1 2
020 2 2 2|22 1010 1 1 -1
00 1 2 1 -2 00 1 2 1 -2

Les trois prenires colonnes forment la matrice ideétitElle constitue la forme totalemeéthelonée de la
matrice A : c’est le cas pour toute matrice inversible. On verra pluslgue la ieciproque eségalement vraie : si
la forme totalemengéchelonie de la matriced est I'identig, alors A est inversible.

10. Marie Ennemond Camille Jordan, né le 5 janvier 1838anL{Rhone) et mort le 22 janvier 1922, est un mathématitem;ais, connu
a la fois pour son travail fondamental dans la théorie desges et pour son cours d’analyse.
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3.3.3 Echelonnement total

Définition 3.33 (Matrice totalementéchelonree)
SoitA € M,, ,(K). On dit queA est totalemenéchelonge si :

1. A estéchelonie,
2. le premier coefficient non nul de chaque ligne non nullégata 1,

3. tous le€léments qui sont dans la colonne au dessus du premier coeffficia nul (egala 1) d’une ligne
sont nuls.

Notons que dans une forme totalement &chelonnée, lets@uat toujours égaux a 1, ce qu'on n'a pas demandé
pour les matrices échelonnées.

Exemple 3.34 (Matrices totalemen&chelonrées ou non)

— La matrice ident# Id,, est totalemengéchelonge et an colonnes pivotalesr = n.
La matrice nulleD,, est totalemenichelonge et n’a aucune colonne pivotale = 0.
La matrice suivante est totalemestheloniée :

1 00
0 0 1
0 0O
Elle a deux colonnes pivotales : la pre#re, k; = 1, et la troiséme :k, = 3, et une colonne non pivotale, la

seconde k3 = 2.
La matrice4 x 6 :

o O O
o O O -
S O O N
OO = O

_ o O
S W N

0 0

est sous forme totaleme@thelonie, et a trois colonnes pivotalés = 2, ks = 4, k3 = 5, et trois colonnes
non pivotales k¥4, = 1, k5 = 3, kg = 6.
La matrice suivante egéichelonie, mais pas totalemeathelonie :

1
0
0

o~ O
e V=)

La matrice suivante n’est ni totalemesthelonge ni némeéchelonge :

coo 3

1 0
0 0
0 1

Théoréme 3.35 (Echelonnement totalSoit A € M,, ,(K). Il existe une matriceE produit de matrices
élémentaires telle que la matridéA est totalemengéchelonie.

Encore une fois, la preuve du théoreme donne un algoritiumpermet de calculer explicitemeht D’apres le
Théoreme 3.26, on peut supposer guest une matrice échelonnée.

Algorithme d’ échelonnement total On commence par le cas d’'une matrice colonne:(1).

a1

Lemme 3.36 Soit A = € M, 1(K) un vecteurechelon@ aveca; # 0. Alors il existe une matric& <
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M., (K) produit de matrice@lementaires telle quEA = | 1|, le 1 étant sur la ligne.

0

Il suffit de prendreE = Tl,i(—al) Ce Ti_u(—ai_l)Di(l/ai).
Une remarque importante pour la suite de I'algorithme : Iglitir une matriceB a gauche par cette matriéene
modifie pas ses lignes+ 1, ...,n. Side plus la ligne de B est nulle, EB = B.

On traite maintenant le cas général d’'une matrice éciméleA € M,, ,,(K) qu’on veut totalement échelonner. |l
s'agit de repérer les “colonnes pivotales” pour faire apfiee de9) au-dessus des pivots. On commence par les
colonnes pivotales les plus a droite, et on progresse aggauche. Comme on va le voir, cela permet, lorsqu’on
s'occupe de la colonne pivotalede ne pas modifier les colonnes situées a gauche de la ealpehde ne pas
modifier non plus les colonnes pivotales situées a dra@ti&adolonne. La raison en est simple : lorsqu’on fait
des manipulations sur la coloniedont le pivot est sur la ligne noté&e on ajoute un multiple de cette lignea
des lignes situées au-dessus de la lignBoutes les colonnes a gaucheidmt un0 sur la lignej (car la matrice
est échelonnée) donc ces colonnes ne sont pas modifiagesTies colonnes pivotales situées a droité det

un 0 sur la lignej (car on les a totalement échelonnées aux étapes métEs) donc elles ne sont pas modifiées.
Voyons I'algorithme en détail.

On noteJ = (ji,...,j) 'ensemble des indices des colonnes pivotalesidgangés par ordre croissant). On
définit par récurrence slr< [ < r — 1 des matrices!,._; échelonnées et telles que : pour tdut ¢ < r, A; est

de la formeFE; A, ou E; est un produit de matrices élémentairds,a pour ensemble de colonnes pivotales celui
indexé par/ et A; a ses colonnes pivotalgs . . ., j, totalement échelonnée.

Pour construired,., on applique le Lemme 3.364,.(A) : il existe E,. produit de matrices éléementaires telle que

E,cj (A) = [0 ... 001 0 ... O}t ou lel est situé sur la ligne. Alors la matriceAd, := E,. A a ses lignes
r+1,...,négales a celles de la matrideet sont donc nulles. De plus, comme la matficg4) ... ¢;,_,(A)]
a ses lignes, ..., n nulles, la matriced,. a ses colonnes, ... ., j._; égales a celles d&. En particulier,A,. est

une matrice échelonnée.

Supposons que les matricds, . .., A;+1 ont &té construites. On définit alads := F; A, ou F; est la matrice
du Lemme 3.36 appliquéd, (A;+1). Comme précédemment, les colonies. ., j;,_; de A; sont égales a celles
de A,;1. De plus, c’est aussi le cas des colonnes pivotales . . ., j, (car elles ont ur) sur la lignei). Donc A;
vérifie bien les conditions exigées et on pdge= F; F;. 1. La matriceA; est alors totalement échelonnée et de la
forme E1 A, ou E; est un produit de matrices élémentaires. Le ThéoreB®eeast demontreé.

3.3.4 Exercices

Exercice 64 (Matrices2 x 2 totalementéchelonrees) Donner toutes les matricesx 2 de coefficientégauxa
0 ou 1 et qui soient totalemeéthelonies.

Exercice 65 (Inverse de matrices paéchelonnement total) Echelonner les matrices suivantes et dire si elles
sont inversibles ; le cascheant calculer leurs inverses pachelonnement total :

3 1 1 3 0 1 1 1 1

2 -1 1], 2 —1 1], 5 4 3

-1 1 -2 1 1 -2 6 3 2

et pour ceux qui en veulent encore...

1 2 =2 4 1
(1) f _3 —i 1 2 -2 01 3 —4 2
00 1 ot 3 of 10 1 -23
L1 1 o9 0 -2 1 11 4 -6 5
0 3 0 2 0
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Exercice 66 (Matrices2 x 2 totalementéchelonrées) Soit A € GLy(R). Montrer que les formes totalement
échelonies ded et A~! sont identiques.

Exercice 67 (Une matrice connue en&métrie) Soitd un nombre eel dans[0, 27[. On consiére la matrice

cosf) —sinf
Ro = [sin@ cos ] pourd € R.

1. Montrer queRy est inversible et calculer son inverse.

2. CalculerRy pourn € Z.
3. On consiére la matrice

Verifier queA est inversible et que son inverde! s’écrit

~1_ [(Re)™" Onz
=]

Quelle est la nature@pnétrique de I'applicatioru — Au?

Exercice 68 Soit A une matrice caree échelonge (et donc triangulaire sugsieure) qui n'a que des colonnes

pivotales.
1. Montrer que le€léments diagonaux dé sont non nuls.
2. On applique l'algorithme dchelonnement total A. Quelle matrice obtient-on ?

3. En ceduire queA est inversible.
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Chapitre 4

Espaces et sous espaces vectoriels

4.1 Espaces et sous-espaces

On a déja beaucoup parlé dans les chapitres précédentsous-espaces Bé etR? : les droites et plans passant
par I'origine sont des sous-espaces vectoriels, au seils sont stables par combinaison linéaire. M&I% lui-
méme est aussi stable par combinaison linéaire : muniadiglifion et de la multiplication par un scalaire, on dit
gu’il a une structure d’espace vectoriel, dont on va mait¢donner une définition précise.

4.1.1 Definitions

Définition 4.1 (Espace vectoriel)SoitK un corps,K = R ouC. On dit queF est un espace vectoriel SKrsi

1. E muni d’une loi de composition interne appekeaddition (c.a.d. une application d& x £ — E) estun
groupe commutatif, i.e. les projgtes suivantes songvifiées :

(@) Il existe urelement app@élement neutre pour I'addition 0 € E tel que pourtouts € E,Og+u =
u—+0g =u.

(b) Pourtousu,v € E,onau+v=v+u € E.
(c) Pourtousu,v,w € E, (u+v)+w=u+ (v+ w).
(d) Pourtoutu € FE, il existe unv € F tel queu + v = v + u = 0g. Un telv est unique et on le note
vV =—U.
2. F est muni d’'une loi de composition externe ajgaehultiplication , c.a.d. une application d& x K — E
(\x € E,VX € K,Vz € FE) telle que pour toust, v € E, \, u € K,

(a) Il existe urélement app@élément neutre pour la multiplicatiotkx € K tel quelgu = ulg = u,
(b) AMu +v) = Au + v,

©) A+ p)u = I + pu,

(d) AMpu) = (An)u.

On dira plus brievement quE est unK-espace vectoriel oi-ev. Cette définition parait longue et compliquée...
en fait il suffit de retenir qu'un espace vectoriel est un emse sur lequel on a défini 2 opérations : I'addition
entre 2 éléments de cet ensemble et la multiplicatioreeh&lément et 1 nombre (réel ou complexe selon le cas).
Il'y a 8 propriétés a vérifier, 4 liées a I'addition (lesopriétés de groupe commutatif) et 4 liées a la muttgilon

par un scalaire (€lement neutre, distributivité “dagsdeux sens”, associativite).

Exemple 4.2

— Quelques exemples typiques d’ espaces vectoriels :
o R, R? et plus gréeralemeniR™, n > 1 sont deR-ev lorsqu’on les munit de I'addition habituelle de 2 veetgu
et de la multiplication d’un vecteur par un nombre.
e De mremeC", n > 1 est unC-ev et unR-ev.
o M3 (K), M2 1(K), M 2(K), M, ,(K) munis de I'addition des matrices et de la multiplication parscalaire
(deK = R ouC) sont dek-ev.
e L’'ensemble des polgimesa coefficients dank est un espace vectoriel sk (pour I'addition et la multipli-
cation habituelles).
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e L'ensemble des fonctions continues sur un intervillé] est un espace vectoriel siit ('addition de 2
fonctionsf et g continues sufa, b] étant la fonctiom : [a, b] — R définie parh(z) = f(z) 4+ g(z) pour tout
x € [a,b]. On c&finit similairement la multiplication d’'une fonction panunombre).
e L'ensemble des fonctions: R — R solutions de lequationu” + v’ +u = 0 (pour les némes oprations que
dans I'exemple ci-dessus).

— Ensembles qui ne sont pas des espaces vectoriels :
e Z muni de I'addition est un groupe, mais n’est paskuev lorsqu’on rajoute la multiplication par les nombres
reels.e (R, )2 n'est pas urR-ev pour les oprations habituelles,
e L'ensemble des fonctions @&edansR qui valent 1 en 0 pour les @pations habituelles,
e L'ensemble des fonctions: R — R solutions de equationu” + «' +u = 1 pour les orations habituelles.

Définition 4.3 (Sous-espace vectorielpoit £ un K-espace vectoriel. On dit quE C FE est un sous-espace
vectoriel deF si0 € F et si I’ est stable par combinaison Baire, ca.d pour tousu,v € F, A\, u € K|
Au+ pv € F.

Proposition 4.4 Un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel est un esgaatoriel.

Cette proposition est facile a demontrer et laisséeexdiexercice, mais elle est extremement utile : dansupauit

des cas, lorsqu’on vous demandera de montrer qu’un ensesibla espace vectoriel, il suffira de montrer que
c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel que &arez bien choisi et dans lequel cet ensemble est
inclus. Par exemple, si on vous demande de montrer que Hesleades couplegr, y) deR? vérifiantz +y = 0

est unR-espace vectoriel, il vous suffira de montrer que c’est us-sspace vectoriel dg?.

Définition 4.5 (Espace vectoriel engendr) Soientu, . . ., uy k €lements d’urkK-espace vectorigl. On appelle
espace vectoriel engendr par la famille (u;);=1,... 1 la partie de E constitiee des combinaisons &aires des
elementsay; :

k
d
Vect(uq, ... ug) = {er,x:alul—i—---—i—akuk :Zaiui,al,...,ak ER}.
i=1

Soit P une partie deF, on appelle sous-espace vectoriel engénolair P I'ensemble des combinaisonséaires
deséléements de°.

La terminologie et la notation suggérent que I'ensembeatenbinaisons linéaires d’une famille de vecteurs est
un sous-espace vectoriel : c’est effectivement le cas ¢eet).

4.1.2 Espace des colonnes ou image d’'une matrice

Définition 4.6 (Espace des colonnes d’une matrice$oit une matriced d'ordre n x p. On appelle espace des
colonnes de del € M,, ,(K), noe C(A), 'ensemble des combinaisonséaires des colonnes de la matrige
L'ensemble”’(A) est donc le sous-espace vectorielfe engende par les vecteurs colonnes de

C(A) = Vect{ci(A), ... cp(A)}.

C’est donc un sous-espace vectoriel.

Définition 4.7 (Image d’'une matrice) Soit une matriced d’ordre n x p. On appelle image del € M,, ,(K),
notIm(A), lensemble deg € K™ tels qu'il existex € K? vérifiant Az = y.

Proposition 4.8 Soit A € M,, ,(K). Alors I'imageIm(A) de la matriceA est un sous-espace vectoriel de
M1 (K).

Démonstration : Soienty,,y, € Im(A4) et \,p € K. Il existe 1, z2 € M, 1(K) tels quedx; = y, et
Axg = y,. Alors Ay, + uy, = A(Ax; + pas), ce qui montre quey, + py, € Im(A). [

En fait 'espace des colonnes d’'une matri¢et son image sont un seul et méme sous-espace vectoriehe&om
nous allons maintenant le voir.
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En fait I'espace des colonnes d’une matri¢est son image sont un seul et méme sous-espace vectoriel. Pou
T
montrer ceci, on rappelle quedic M, ,(K),z= | : | e Mpn(K)ety=[y1 - yp] € M1,(K),alors
Lp
le vecteur colonnelx est la combinaison linéaire des vecteurs colonnes de lagmat associée aux coefficients
Lly.--3Tp-

Proposition 4.9 Soit une matrice de taille x p. L'image deA € M,, ,(K) estégala I'espace des colonnes
C(A).

Démonstration : Pour montrer que les ensembles(A) et C'(A) sont égaux, il faut montrer qug(A4) C Tm(A)
etIm(4) C C(A). Soite;(A) la i-me colonne del. Alors ¢;(A) = Ae;, ol e; est le vecteur d&? dont
les composantes sont toutes nulles saufdme qui est égale a 1. On a donc bigfd) € Im(A) pour tout
i =1,...,p. Toutes les colonnes désont donc dankn(A) et commdm(A) est un sous-espace vectoriel, toutes
les combinaisons linéaires de ces colonnes aussi. On aoiEm€'(A) C Im(A).
Réciproquement, gy € Im(A), alors il exister € KP tel quey = Az, et doncy est une combinaison linéaire
des colonnes dd, ce qui prouve qug € C(A). On a donc bien monten(A) C C(A) etdoncm(A) = C(A).

|

LimageIm(A) de la matriced est I'ensembl&’(A) des combinaisons linéaires des vecteurs colonnets @Géest
donc aussi le sous-espace vectoriel engendré par lesnedale la matricd.

Exemple Deéterminons I'image des matrices suivantes :
1 0 1 2 1 2 3
1z = [0 1}"1_ {3 6}’3_ [0 0 3]

Im(Ids) = R?, Im(A) est la droite passant par I'origine et de vecteur direct{éﬂ .

Tm(A) = {)\ m A GR}.
Tm(B) — {)\ H +u H A GR} —R?,

4.1.3 Exercices
Espaces et sous-espaces

Exercice 69 (LeR-espace vectorieC.) Montrer que I'espac€ muni de I'addition de 2 complexes, et de la mul-
tiplication d’'un complexe par uréel, est urR-espace vectoriel.

Exercice 70 (Espace vectoriel : oui ou hon ?Pour les ensemble& et F' suivants, peciser siF’ est un sous
espace vectoriel d& (qui est muni des dations d’addition et de multiplication usuelles)

- E=R3etF = {z = (v1,22,23) € R3 tels querz > 0}.

E=R2etF =R?\ {(0,0)}.

Un cercleF’ dans le plan¥, une spkre F' dans I'espacédv, un rectangleF’ dans le planE.

L'union F' de deux droites du plaf.

Un planF passant par l'origine dan& = R3.

Exercice 71 (Et si on changeait de lois ?)

e Onremplace I'addition habituelle dar? par (z1, x2) + (y1, y2) = (x1 +y2, x2 + 1), €n gardant la éfinition
habituelle pour la multiplication par un scalaireci(z1, z2) = (a1, axs). PourquoiR? muni de ces deux lois
n’est’il pas un sous espace vectoriel ?

e On remplace la multiplication par un scalaire habituellerp&(x;, x2) = (a1, 0), en gardant I'addition “nor-
male”. PourquoiR? muni de ces deux lois n’est’il pas un sous espace vectoriel ?

Exercice 72 (Sous espaces vectoriels : oui ou non s ensembles suivants sont-ils des sous-espaces visctorie
(préciser de quel espace vectoriel) ?
—{(x,y,2) ER®; z+y+2 =0}
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{(z,y,2) € R3; 4m+y—z-0}
—{(my,zt€R4 —y+2=0}
{(x,y,2,t) ERY; 2 +y+2=0,t—xz=1}
{(x,y,2,t) ERY; 2 +y+2=0,t—y =0}
{(z,y,2) ER®; 4o +y—2=0, v — 4y + 2z = 0}
Le sous ensemble des matrices inversiblestJgR).
Le sous ensemble des matrices non inversiblestd¢R).
Le sous ensemble des matrices&yimgues deM., (R).
Le sous ensemble des matrices anti@yiques deM,, (R).
Le sous ensemble des matrices non&yiques deM., (R).

Exercice 73 (Construction de sous-espace®our chacun des espaces vectoriélssuivants, trouver un sous-
espaceF' de ¥ puis un sous-espace de F'.

1 1 1
1. E estl'ensemble des combinaison$fiires des vecteur (1) , } et 1
0 0 1
2. F estl'ensemble des matrices $tnques2 x 2 (rappel, une matrice: x n est syrédtrique si ses coefficients

sont tels que; ; = a;,; pours,j =1,...,n)
3. F estl'ensemble des fonctiopsle R dansR dont la cerivée troiseme est nulle.

Décrire chacun des espacésprécedents de deux manes diferentes : “E est 'ensemble de toutes les combi-
naisons lirgaires de .... "et 'F est 'ensemble de toutes les solutions éegliation ... "

Exercice 74 (Droite dansR?) Donner unegquation carésienne et unéquation pararatrique de la droiteD de
R? qui passe pad et qui a pour vecteur directeuil, —3). Montrer queD est un sous-espace vectoriel Re.

Exercice 75 (Espace vectoriel des polyimes) Soit £ I'ensemble des polyimes éels de dedr inferieur ouégal
a 4. Montrer queF est un espace vectoriel. Montrer que I'ensemble des pohgs admettant les racines= a et
x = b # a est un sous-espace vectorielde £.

Exercice 76 (Commutant d’une matrice) Soit A € M;(R). On nomme commutant dé et on noteCom(A)
'ensemble de® € M, (R) telles queAB = BA.

1. Montrer queCom(A) est un sous-espace vectoriel 8 (R).
2. Montrer que, pour touk € N, A*¥ € Com(A).
3. DéterminerCom(A) pour

100
A=10 1 1
3 1 2
Exercice 77 (Sous-espaces engeéd) Dans R® montrer que les vecteurs; = (1,2,3) et Vo = (2,-1,1)
engendrent le @me sous-espace vectoriel que les vect&yrs: (1,0,1) etU; = (0,1, 1).
Exercice 78 (Espace engenérdansC) On noteFE le R-espace vectoriel des nombres complexes. On ceresid

les partiesH, Ho, H3, H4 ci-dessous, et pour= 1, .. .4, on noteF; le sous-espace vectoriel d&engende par

H = {z€C, |z|=3}

Hy, = {z€C, Arg(z) =7/30uAryz) =—2m/3}
H; = {z €eC, z= zE}

Hy = {2€C,z+z€R}

1. Repésenter graphiguement les sous-ensemblgs =1, ...4.
2. Déterminer lesquels sont des sous-espaces vectoridls de
3. Déterminer les sous-espacesi = 1,...4.
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Espace des colonnes etimage d’'une matrice

Exercice 79 (Espace des colonnes de matriceg 3) Décrire I'espace des colonnes (droite ou plan) pour les ma-
trices suivantes :

1 -1 10 1 0
A=10 0 A= [0 —1 C=1]-1 0
0 0 0 0 0 0

Exercice 80 (Systmes lireaires) Pour quels seconds membres (trouver une conditionasbiyc) ces systmes
linéaires admettent ils au moins une solution ?

1 4 2 x a 1 4 a
2 8 4| lyl=1b 2 9 mz b
1 -4 —2| |z c 1 4| ¥ c

Exercice 81 (Ajout de colonne)Si on ajoute une colonrtea une matricel, dans quel cas I'espace des colonnes
devient-il plus grand ? Donner un exemple pour lequel il davplus grand, et un exemplé oe n’est pas le cas.

Exercice 82 (Image d’'une matrice) On suppose dor@s trois vecteurs dR” : by, by et bs. On se demande si
on peut construire une matricé (dont on peut choisir les dimensions) telle que lesesyss ligairesAx = by
et Ax = b, admettent une solution, et le syste Az = bz n’en admette pas. Commer#rifier que ceci est
possible ? Comment construire?

Prendre comme exemples :

1 0 0

1.n=3,b = 0 |,by = 1 etb3: 0
| 0] | 0] | 1]
[ 1] [0 ] [ 1]

2.n=3,b; = 0 [,by = 1 etb3: 1
| 0 ] | 0 ] | 0 ]

Exercice 83 (Sous espace vectorieBoitA € M,, ,(R). L'ensemblgxz € R";x ¢ C(A)} estil un sous-espace
vectoriel ?

Exercice 84 (Espace des colonne§goientd € M,, ,(R) etB € M, ,(R).
1. Montrer queC'(AB) C C(A).

2. Donner un exemple pour lequé(AB) # C(A)

3. Montrer que les matriced et [A AB| ont néme espaces colonnes.
4.SiA € M,(R),a-t-onC(A?) = C(A)?

Exercice 85 (Somme de deux sous-espaces vectoriéhg)ientEl un espace vectoriel’ et G des sous-espaces
vectoriels deis. On noteF' + G I'ensemble des vecteurs d&qui s'écrivent comme la somme d’un vecteuride
et d’'un vecteur dé.

1. Montrer queF' + G est un sous-espace vectoriel He

2. Montrer par un contre exemple (daR$) que I'ensemblé” U G n’est pas forement un sous-espace vectoriel.
3. Montrer que I'ensemble des combinaisonédiites des vecteurs d@UG qu’on notera Vectf UG) (pourquoi ?)
estégala F' + G (rappel : pour montrer [egalitt de deux ensembles il faut montrer I'inclusion dans les dens).
4. Soientd et B € M,, ,(R), E = C(A) etF' = C(B). De quelle matriceZ + F est il I'espace des colonnes?

4.2 Sysemes lireaires homognes

Un systeme linéaire homogene est un systeme de la fdrme- 0. On a déja vu que sil est une matrice carrée
inversible, alors la seule solution de ce systemerest0. Mais si A n'est pas inversible, ou sl n’est méme pas
carrée, il peut exister dasnon nuls tels quelxz = 0. Ces vecteurs constituent le noyau de la matdcBésoudre

le systtmedx = 0 revient a déterminer le noyau de
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4.2.1 Noyau d'une matrice

Définition 4.10 (Noyau d’une matrice) Soit A une matrice de taille: x p. On appelle noyau dd € M,, ,(K),
note Ker(A), I'ensemble deg € KP tels queAx = 0 (ou 0 désigne le vecteur colonne @& dont toutes les
composantes sont nulles).

Proposition 4.11 Soit une matrice de taille x p. Le noyau ded € M,, ,,(K) est un sous-espace vectoriele.

Remarquez que le noyau d’'une matri¢es M., ,(K) est un sous-espace vectoriell§e alors que son image (ou
espace des colonnes) est un sous-espace vectokeél.dgar contre, sb £ 0, I'ensemble des solutions du systeme
linéaire Az = b, qui est donc I'ensembléx € R? tels queAx = b} n'est pas un sous-espace vectoriel, @ar
n'est pas solution du sysemer = b.

Déterminer le noyau dd revient a résoudre le systeme linéaite = 0. On appelle systeme linéaire homogene
un tel systeme linéaire, dont le second membre est nulysieme linéaire homogene admet toujours au moins
une solution, le vecteur nul (d&”) puisqueA0, = 0,,. D'autre part, lorsqu’on multiplie une matrieex p par

un vecteur colonng x 1, on obtient un vecteus x 1 qui est une combinaison linéaire des colonnegidBonc,
résoudredx = 0, c’est trouver les combinaisons linéaires des colonned dgi donnent un vecteur nul; les
composantes; des solutiong: sont les coefficients des combinaisons linéaires qui emmént.

Il sera trés utile, pour trouver le noyau d’'une matrice ftiflser sa forme totalement échelonnée que nous avons
introduite au chapitre précédent. A ce propos, on rappglE le rang d’une matrice échelonnée est le nombee
colonnes pivotales de la matrice. Une matriecel@nes etp colonnes a donc colonnes pivotales et—r colonnes
non pivotales.

Remarquons que les noyaux deet de sa forme totalement écheloniésont identiques. En effet, les lignes de
R sont obtenues par combinaisons linéaires des lignes deles systemes linéaireke = 0 et Rz = 0 sont
équivalents. Plus précisement :

Proposition 4.12 SoitA € M,, ,(K) et R sa forme totalemeréichelonie. AlorsKerA = KerR.

Démonstration : Par le théoréme 3.3% = FA ou E est une matrice inversible et donc dire gie = 0 est
équivalent a dire qu&x = 0. L]

On verra plus loin (Proposition 4.18) que si on connait iesethsions: etp d’'une matriceA et son noyatKerA,
alors on peut déterminer complétement la forme totaléreemelonnée del. En particulier, la forme totalement
échelonnée d’'une matrice est unique.

4.2.2 Determination du noyau

On va maintenant voir comment on peut déterminer le noyamed’'matrice a partir de sa forme totalement
échelonnée. Commencons par le cas d’'une matticarrée ¢ = p).

Cas d’'une matrice A carrée {» = p) inversible On a déja vu dans le chapitre precédent qué st inversible,

la seule solution du systemer = 0 estxz = 0. En effet, en mutipliant les deux membres du systeme4par,

on obtient immédiatement = 0. On verra que la matricd est inversible si et seulement si la forme totalement
échelonnée del estR = 1d,, (voir Lemme 4.28 et Corollaire 4.29). Dans ce cas, la matfice doncr = n
colonnes pivotales et aucune colonne non pivotale, et dameasg est = n.

Le systemedx = 0 est équivalent au systenf&e = 0, ce qui donne encore que= 0 estl’'unique solution du
systeme linéairelez = 0. On a donder(A) = {0}.

Cas d'une matrice A carrée fu = p) non inversible Dans ce cas, la forme totalement échelonnéel dsst
R # 1d,,, et son rang (le nombre de colonnes pivotaies) » : la matriceR possede au moins une ligne de 0 (en
bas), et la matrice augment&e2galement (puisque le second membre est nul).

Exemple 4.13 Consicerons par exemple la matricé = ; ﬂ , et cherchong déterminer le noyau dd. C’est

'ensemble deg: tels queAx = 0, ca.d. les solutions du syshe :

1+ 229 =0
2rx1 + 429 =0
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Faisons lelimination : ¢, — ¢5 — 2¢,. On obtient :

xr1 + 2$2 =0
0=0

La deuxemeéquation est toujours satisfaite, et donc il n'y a en faitune seuléquation. Le noyau dd est la

droite d’équationz; + 2z, = 0.

Un moyen simple deédrire cette droite de solutions est de choisir un point dedaite : si on conn# un tel
point, on conn#@ donc une solution deax = 0, qu’on appelle solution fxiale. Alors les points de la droite sont
tous des multiples de ce point (parce que la droite passedpaChoisissons par exemple = 1, dans ce cas

on ax; = —2, et donc une solution particdie ests = [12] . Le noyau deA contient tous les multiples de

s {ﬂ .
Ker(A) — {t [ﬂ te R}.

Cas d’'une matrice rectangulaire quelconque Si on connait une solution spécialele Ax = 0, alors tous les
multiples des (c.a.d. les vecteurs de la forma avec) € R) sont solutions delx = 0.

Exemple 4.14 Le syskme lireairead 1 inconnue et &quationse, + x2 + x3 = 0, S'écrit aussidxz = 0 ou A est
une matricea une ligne et 3 colonnes4 = [1 1 1], dont la forme totalemer@ichelonie estk = [1 1 1],
qui n’a donc qu’un pivotf{ = 1). Le noyau ded est le plarP deR3 d’équationz; + z2 + 3 = 0, dont on peut
trouver deux solutions &giales non coligaires, qu’on trouve en choissant d’abargd = 1 etxs = 0 puiszy = 0
etxg =1:

-1 -1

S1 = 1 etsy = 0
0 1

Notons que les variables, etx3 correspondant aux colonnes non pivotales, que nous appetierariables non
pivotales, peuverditre choisies de madie arbitraires. Mais une fois qu’elles sont choisies, laipere (et unique)
ligne de la matrice totalemeéichelonge R nous donne:; = —xy — x3.

La premere colonne ded contient le pivot, et donc la pregre composante n’est pas arbitraire. On choisit des
solutions spciales gace aux variables non pivotales, correspondant aux colsmoa pivotales.

Remarquons enfin ga’'partir des solutions frialess; etss, on peut obtenir, par combinaison &aire, tout le

Ty
planP d’'équationz; + x5 + x5 = 0. En effet, pour n'importe quel vecteur:. | du plan’, on peutcrire
€3
X1 -1 -1
T2 | = T2 1 + x3 0 = T281 + r382,
I3 0 1

grace au fait que-zo — x3 = x1. Les vecteurs; etss “engendrent” le plan, au senstole sous-espace vectoriel
engende pars; ets; estle planP d’équationz; + x2 + x3 = 0.

On peut donc écrire KerA (le plan?) comme I'ensemble des combinaisongdimes des solutions épiales
gu’on vient de calculer :
-1 -1
KerA=<A| 0| +p| 1|, AeRpueR
1 0

Les solutions spéciales dér = 0 peuvent en fait se calculer trés simplement a partir dedaé totalement
échelonnéd? de A : Si on regarde comment sont faites les colonneR den se rend compte qu’une colonne non
pivotale peut s'écrire comme combinaison linéaire ddgrates pivotales précédentes comme on va le démontrer
dans la proposition suivante. Et ce sont justement les caaffs de cette combinaison linéaire qui donnent une
solution dedx = 0 (qu’on appelle solution spéciale), puisque (rappel) Epit Az est une combinaison linéaire
des colonnes d4 !
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Proposition 4.15 SoitA € M,, ,(K) une matriceechelonie. Alors toute colonne non pivotale est
1) nulle si elle est siteed gauche de la prerare colonne pivotale,
2) combinaison libaire des colonnes pivotales qui legeedent sinon.

Démonstration : On commence par le cas oliest totalement échelonnée. On notle nombre de lignes non
nulles. SoitJ = (j1,...,J) les indices de ses colonnes pivotales (plus précisérgeatlonnej; est celle qui
contient le premier terme non nul de la ligile Le point 2. de la définition des matrices échelonnéesjaé
j1 < -+ < jp. Alors

0

¢ (4) = |1 (4.2.1)

ou lel est sur la eme ligne. En effet,

1) il y a desO en dessous du, car le premier terme non nul de la ligne- 1 est sur la colonng;1 > j;, le
premier terme non nul de la ligrie+ 2 est sur la colonng;» > j;, etc...

2) ily a des0 en-dessus dii car dans une matrice totalement échelonnée, il y @ dasdessus d’un pivot (= le
premier terme non nul d'une ligne).

at,j

Soitj ¢ J. Sij < ji, ¢;(A) = 0 et le résultat est trivial. Si > j., ¢;(A) est de la forme aaj (car seules les

0
ou le résultat dans ce

premiéres lignes sont non nulles). On peut éarj(el) = a1 jc;, (A) + - - - + a,j¢; (A), o
cas.

a1,j

Qg5

Enfin, dans le cas ogivérifie j; < j < jit+1, ¢;(A) est de la forme 0

. En effet, toutes les lignes a partir de

0
i + 1 sont nulles puisque le premier terme non nul de la lignel est sur la colonng, ., > j, le premier terme
non nul de la ligne + 2 est sur la colonng; 1, > 7, etc.... On peut écrire; (A) = a1 j¢j, (A) +- - - +a; ¢4, (A).
Dans ce cas aussi;(A) s’écrit comme combinaison linéaire des colonnes quiéz@dent.

On considere maintenant le cas dtest simplement (et pas forcément totalement) échekrérs I'algorithme
d’échelonnement total montre qu'il existe une matricensibleE telle queE A soit totalement échelonnée et de
plus A et EA ont les mémes indices de colonnes pivotales (puisquadidanement total consiste simplement
a faire apparaitre des au-dessus des premiers termes non nuls de chaque ligde: dies colonnes contenant
le premier terme non nul d’'une ligne restent donc les mént@s)noteJ I'ensemble des indices des colonnes
pivotales et soifj ¢ J. Sij < j1, alorsc;(FA) = 0 et donce;(A) = E~'¢;(EA) = 0. Sinon soientjy, ... ., jk
'ensemble des indices d&qui sont inférieurs §. Par le cas précédent, il existq, .. ., a4 tels quec; (EA) =
Q1Cj, (EA) + -4 agey, (EA) Donc

cj(A) = cj(ET'EA) = E7'¢;(FA) = E™" (i, (EA) + - + agej (EA)) .
= E7 e, (EA) + -+ apE e (EA) = ajej, (A) + - - - + agej, (A).

Exemple 4.16 Prenons par exemple la matriex 4 sous forme totalemeéthelonie

1 2 0 3
R=1({0 0 1 -1
00 0 O
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ol on aécrit en gras les colonne®n pivotales. Notong; (R), j = 1, ..., 4 les 4 colonnes d&.

Les deux colonnes pivotales seatR) etcs(R), et les deux non pivotales (R) etcs(R).

Chercherz tel queRx = 0 revienta chercherzy, . . ., x4 tels quez‘;:1 z;c;(R) = 0. Or la lecture de la matrice
totalemenéchelongeR donne

c2(R) = 2¢1(R) etey(R) = 3e1(R) — e3(R)
ce qui sécrit aussi (pour bien faire appafte le produit matrice vecteur) :
—2c¢c1(R)+c2(R)+0c3(R)+0cy(R)=0et —3c1(R)+0c2(R)+c3(R)+1ecs(R) =0.
On a donc trou@ ainsi deux solutions quévifient Az = 0, qui sont
—2 -3

S1 = etsy =

S O =
_ =0

Ici encore, on peut remarquer que tout vecteugui erifie Az = 0 peut sécrire comme combinaison Baire de
s1 etss. En effet, pour n'importe quel vectewr= (z1, 22, x3, z4) Verifiant Az = 0, ona :ax; = —2x9 — 34 €t
x3 = x4 ; On peut doné&crire

X1 —2 -3
o 1 0
T = = I + 14 = I981 + X4832.
I3 0 1
Xq 0 1

Les vecteurs; etss “engendrent” 'espace des solutions der = 0.

Le noyau ded (ou de margre équivalente, 'ensemble des solutions dussystAx = 0) s’écrit alors :
—2 -3
1 0
KerA=<A 0 +p 1 AeER, peR
0 1

Rappelons que sk est la forme totalement échelonnéedldes systemesgle = 0 et Rz = 0 sont équivalents.
Les noyaux ded et deR sont donc identiques (voir proposition 4.12) et égauxeasemble des combinaisons
linéaires des solutions spéciales obtenues comme eptigns I'exemple précédent a partir des colonnes non
pivotales de la matric®&.

Il'y a autant de solutions spécialegla = 0 que de colonnes non pivotales, c.@.d.r. Dans I'exemple ci-dessus :

p =4,r =2,doncily a2 solutions spéciales.

Cas d’'une matricen x p avecp > n Remarquons que dans le dernier exemple ci-dessus, on a urieema
rectangulaire “couchée”, c.a.d. avec plus d’'inconnuesdg lignes p > n. Dans ce cas, le noyau de la matrice
est forcément non réduit@ En effet le nombre de pivots (ou de lignes non nulles) est forcément inférieu
aux nombres de lignes, Commep > n, il existe au moins une colonne non pivotale, et cette caast une
combinaison linéaire d’autres colonnes de Ce qui montre qu’il existes non nul (ses composantes sont les
coefficients de la combinaison linéaire écrite sous lanfofcombinaison = 0”) tel quélz = 0. Il y a donc une
infinité de solutions au systemkr = 0 (tous les multiples de), comme dans I'exemple 4.16 ci-dessus.

Unicité de la forme totalementechelonree Question : la forme totalement échelonnée d’'une mattiest elle
unique ? La réponse est oui, et on a méme un résultat ptugde cela : une matrice totalement échelonnée est
entierement déterminée par ses dimensions et son noyau.

Exemple 4.17 Soit A une matrice3 x 4 dont le noyau est I'ensembfer € R?; 21 = 24 = 0,22 — 223 = 0}.

Construisons sa forme totalemeithelonie. La prenéire colonne dek est donc non nulle, sinon le vecteur
1

(1,0,0,0) serait dansKerS. On a donc forémentc; (R) = | 0| . Pour la méme raison, la deugme colonne
0
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0
est aussi non nulle. De plus, le vectdlir—1,0,0) n'est pas dans le noyau. Donc férmentcy(R) = |1] . La
0
troisieme colonne est ertement étermiree par I'equation du noyau ¢5(R) = 2¢2(R). Enfin, la quatreme
colonne ne dpend pas des trois preaénes puisque:, n'est pas le aux autres variables dans légjuations du
noyau deA. On a donc un seul choix possible paar.
1000
R=1[0 1 2 0
0 001
La construction qu’on vient de faire dans cet exemple pegéséraliser a n'importe quelle matrice.

Proposition 4.18 SoientA, B € M,, ,(K) deux matrices de &me noyau efR, S des matrices totalement
échelongesa partir de A et B respectivement. AlorB = S.

Démonstration : Dans la suite, on not&; € M, 1(K) le vecteur colonne qui a déspartout sauf url sur la

lignei. CommeKerA = KerR etKerB = KerS, il suffit de montrer que si deux matrices totalement échedes

R et S ont méme noyau, alors elles sont égales. On montre parrgdce sui < j < p que pourtoull < k < 7,

1) Pourj = 1, sic1(R) = 0, alors le vecteurE; est dans le noyau d&, donc dans le noyau d&, donc
c1(S) = 0. Méme observation en échangeant les roleka@t.S. Donccs (R) eteq (S) sont simultanément nuls
ou simultanément non nuls. Dans fesas, ils sont égaux.

2) Supposons la propriété vraie jusqu’a l'orgre p — 1 et montrons-la pouj + 1. Par hypothése de récurrence,
ckx(R) = ¢,(S) pour toutk < j. Notons! le nombre de colonnes pivotales a droitejde 1 etk < --- < k&
les indices de ces colonnes (pduiet poursS). Sic;41 (R) est non pivotale, alors c’est une combinaison linéaire
des colonnes pivotales précédentes :

l
¢jt1(R) =Y Rijsick,(R).
=1

On en déduit que le vectedr; := Zﬁzl R; j+1E,, — Ej41 est dans le noyau dg (on utilise queRE; =
¢i(R)). Doncs;41 est dans le noyau d& Donc (en faisant le calcul dans le sens contraire),

l
¢j11(8) =Y Rij1ck, ().
=1

Donce;41(S) = ¢;jy1(R). Méme observation en échangedhet S. Doncc;1(R) etc;41(S) sont simul-
tanément non pivotales ou simulatnément pivotales. Dapsemier cas, le calcul précédent montre qu’elles
sont égales. Dans le second cas, elles sont aussi égalqa@u’est la colonne pivotale- 1 (qui a des) partout
sauf unl sur la lignel + 1).

3) Conclusion : pourtout < j < p, ¢;(R) = ¢;(S). Autrement dit,R = S.

On déduit immédiatement de la Proposition 4.18 que pauetmatriced, il existe une unique matrice totalement

échelonnéd telle qu'il existeE € GL,,(K) vérifiantEA = R. [

Cette proposition permet également de définir le rangealfaatrice quelconqué (qu’on n’a défini jusqu’a présent
que pour des matrices échelonnées).

Définition 4.19 Le rang deA est le rang déa matrice totalemengéchelon@eR assocéea A (c.a.d. le nombre de
lignes non nulles ou de colonnes pivotales de la mathke

4.2.3 Familles libres, Independance des colonnes pivotales

Définition 4.20 Soientz,, . . ., z, p éléements d’'un espace vectoril On dit que la famillgx,, . .., x,) estlibre
(ou encore que les vecteuts, . . ., z, sont lirkairement independants) si pour tdat, . . ., a;) € KP,
Oq:Bl—l—----i-Oép:Bp:OﬁOél=---=ap:0-

Autrement dit, une famille de vecteurs est libre si la seudmigre d’écrire une combinaison linéaire nulle de ces
vecteurs est de prendre tous les coefficients égauxiarevient au méme de dire qu’aucun des vecteurs de la
famille ne peut s’écrire comme combinaison linéaire deges vecteurs de la famille.

Université Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 28 avril 2012 62 Algebre linéaire, Maths générales Il



4.2. Systemes linéaires homogénes 4. Espaces et sous espaces vectoriels

Exemples

1) Les vecteurs colonnéds; € M,, ;(K) (composés dé a I'exception d’unl sur lai®™* ligne) sont linéairement
independants dankt,, ; (K).

2) Les matrices éléementairés ; € M,, ,(K) forment une famille libre deV,, ,,(K).

3) Lafamille{X"}<;<, estlibre dans I'ensemble des polyndmes de degré

Proposition 4.21 SoitA € M,, ,(K). Alors les vecteurs colonnes deforment une famille libre si et seulement
siKer(A) = 0.

Z1
Démonstration : Pour toutX = | : | dansM, (K), on aX € Ker(A) ssiAX = 0ssizici(4) + -+
Tp
xpcp(A) = 0. DoncKer(A) = {0} ssi la seule combinaison linéaire dg A), ..., c,(A) égale & est celle ou
tous les coefficients sont nuls, autrement dit ssi les vestmlonnes:; (A4), ..., ¢,(A) sont indépendants.

Proposition 4.22 SoitA € M,, ,(K) une matriceechelon@e non nulle. Alors les colonnes pivotalesdi®rment
une famille libre.

Démonstration : Soit1 < r < n le nombre de lignes non nulles de Pourl < ¢ < r, on notey; I'indice de la
colonne qui contient le premier terme non nul de la ligrRar le point 2. de la définition d’'une matrice échelonnée,

a1,
Jj1 < --- < jp. Pourl <4 < r, lacolonne d'indicej; est de la forme;, (A) = ai(’)ji aveca; ;, # 0. Soient
L 0 -
ai, ..., € Ktels que le vecteur colonm€ := «ay¢j, (A) + - - - + ¢, (4) soit nul. La ligner de X esta,-a, ...
Donca, = 0. On montre de méme (par récurrence) gque; = --- = «; = 0. Donc la famille des colonnes
pivotales est libre. L]

4.2.4 Construction du noyau par les solutions sgriales

Proposition 4.23 Soit A € M,, ,(K). Soitr le nombre de colonnes pivotales (ou de lignes non nullespde |
matrice totalemenéchelongea partir de A (c.a.d le rang deA) et J’' 'ensemble des indices des colonnes non
pivotales. Alors il existe — r vecteurs colonneS; € M; ,(K), 7 € J' qui sont de€léments du noyau dé, et
gu’on appelle “solutions spciales” du systme lireaire homogneAX = 0 tels que

(1) toutélement déler(A) peut sécrire comme une combinaisondire de la famille(S;) e,

(2) la famille(S;);ec s est libre.

Démonstration : Il existe E € GL,(K) telle queR := E A soit totalement échelonnée. On a vu a la proposition
4.12 queKer(A) = Ker(R).

Maintenant, on note le nombre de colonnes pivotales (ou rangylet.J = (ji, ..., j-) les indices des colonnes
pivotales,J’ les indices des colonnes non pivotales. On note égalefeat. M, ; (K) le vecteur colonne (qui a
doncp lignes) dont tous les coefficients sont nuls sauflé® qui est égal &. On note enfink; ; les coefficients
deR.

Etape 1 - Construction de la famille des solutiongaples(S;);c.;». On reproduit ici dans le cas général la
construction effectuée dans les exemples 4.13, 4.14 6t BPdur chaque colonne non pivotglez J’ , on va
construire une solution spéciae du systéme linéaire homogereX = 0. Soit doncj € J'.

1. Considéronsd’abord le cas g j; ; comme la matrice est totalement &chelonnée, efigast la premiere
colonne pivotale, la colonng (A) est donc nulle. En posast = E;, on obtient :AS; = ¢;(A) = 0.

2. Supposons maintenant giest tel qu’il existel < i < r —1tel quej; < j < ji41 ; alors on sait que; (R)
peut s’écrire comme combinaison linéaire des colonnestales précédentes;(R) = Ry jc;, (R)+-- -+
Rmcji (R) On d'eflnltSj = _Rl,jEj1 e Ri,jqu-, + Ej- Alors

RS]' = 7(117]'6]'1 (R) — e — ai,jcj-; (R) + Cj(R) = 0
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3. Enfin, sij > j,, on définitS; = — R, ;E;, —--- — R, ;E;, + E; eton vérifie de méme qukS; = 0.

Etape 2 - La famille des solutions&giales(S;) < est libre.CommeKer(A) = Ker(R), la famille (S;);¢.; est
une famille de vecteurs dé€er(A). Montrons que la famill€ S, . . ., S, } estlibre. Soient; € K, j € J' tels que

Z Oéij =0.
jeJ’!

Fixonsi € J'. Laligne: de S; estl alors que pour tout # ¢, la lignei de S; est0. On obtient donc en calculant
la lignei dans I'égalité précédente que = 0. Comme cela est vrai pour touton a bien montré que la famille
(Si)iejl est libre.

Etape 3 - La famille des solutionsé&giales(S;) jc ;- engendré&er A. Montrons que la famillg Sy, . . ., S, } vérifie
la condition (1). SoitX € M,, ;1 (K). On va d’abord montrer qu'il existes, . .., «,, € K tels que
X=> a;Si+> aE; (4.2.2)
jeT’ jed
T
En effet, notonsY = | : | = >>"_, x;F;. Pour chaqug € J', S; est de la formd?; + >, ; 61 E;. Donc il
Tp

existe des nombreg pourj € J tels que
Z $ij = Z JIjEj + Z’)/jEj.
jeJ! jeJ’ jeJ
On en déduit que
p
X = 2B =Y @B+ Y wEj= (> 28 =Y vE)+ Y aE
Jj=1 jeJ’ JjeJ jeJ’ jeJ jeJ

ce qui prouve (4.2.2).
Si on suppose de plus qué € Ker(A), alors (4.2.2) implique

0=RX =Y o;RS;+) o;RE; =Y a;RE,
jeJ’ JjeJ jeJ

puisqu’on a vu que les; étaient dans le noyau de Ainsi, 0 = >, ; a;c;(R). Or les colonnes pivotales de
forment une famille libre, donc on@; = 0 pour toutj € J. En reportant dans (4.2.2), il vient

X = Z Oéij,
JjeJ!

ce qui est exactement la condition (1).

4.2.5 Exercices
Résolution de systmes lirtaires homo@nes et noyau

Exercice 86 (Solutions spciales et noyau)Pour les trois matrices suivantes,

0000 -
A=10 0 0 0 B:[ ] C=[B B
12
0000

1. Donner les colonnes pivotales et non pivotales
2. Donner les solutions &giales du sysime lireaire homogne assoé.
3. Donner le noyau de la matrice.
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Exercice 87 (Resolution de systme) Soit les matrices :

1 1 2 -1 1 10 2 -1 1
-1 0 1 0 -1 01 0 0 1
A= 0 01 -1 B= 0 01 1 -1 1
0 1 0 1 0 101 0 1

1. Quelles sont les colonnes pivotales et les colonnes notgbés ?

2. Determiner des solutions épiales deAx = 0 en prenant 1 pour chaque variable non pivotale et 0 pour ®ute
les autres variables.

3. Déterminer le noyau del en I'écrivant comme I'ensemble des combinaisonidires de solutions &giales
puis en donnant le8quations qui le &finissent.

Exercice 88 (Resolution de systmes homognes) Résoudre les syBines ligaires suivants, en prédant de la
méme facon que dans I'exercice 87 :

T -z = 0
{ii 1L z - ; 8 Yy 4+ 2z — w = 0
r + 2y + 3z — w = 0
r — y + =z =0
Y + w = 0 a — b + 3¢ + d — e =0
3 — 2y 4+ 32z + w = 0 {2(1 — b + ¢ + d + e =0
—y - w = 0

Exercice 89 (Noyau et matrice totalemenéchelonrée) Construire la matrice totalemegchelongeR des ma-
trices suivantes, donc on corihkes dimensions et le noyau.

1. A€ M3(R),Ker(A) = {0}

1
2. Ae M3(R),Ker(A) ={t |2]| ,t € R}
3

3. Ae M3(R),Ker(A) = {x = (11, 22,23) € R3 ;21 + 22 + 23 =0}
4. A e M35R),Ker(A) = {x = (1,72, 23, 24,75) € R® ;21 + 22 + 23 + 24 + 25 = 0}

1 0
5. Ae Mys(R),Ker(A) ={X [1]| +p |[0] , A\, u€R}
0 1

Exercice 90 (Construction de matrices) Construire une matrice dont le noyau contient le vecteur ai@mmo-
santeq1, 2,0) et 'image les vecteurs de composanted, 1) et (0,0, 1)

Exercice 91 (Noyau et image)

1. Construire une matricel carrée d’ordre 2 dont le noyau eéggala son image.

2. Peut-on construire une matricé carrée d’ordre 3 dont le noyau eégjala son image ?
4.3 Résolution d'un syseéme lineaire genéral

Soit le systéme linéairesaéquations ep inconnues :

1,171 + @1,2%2 + ...+ a1,pTp = by
A2,1T1 + G2,2T2 + ... + a2 px, = b2

a; 11 + a; 2X2 + ...+ A pTp = bz

n1T1 + poTo + ...+ appTp = by

Université Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 28 avril 2012 65 Algeébre linéaire, Maths générales Il



4.3. Résolution d’un systeme linéaire général 4. Eep&t sous espaces vectoriels

(11_]1 a172 e al.,p
N .. a a e Qa
On met le systéme sous forme matricielléz = b, avecA = |2 2 2P A e M,y ,(K).
Gn,1 An2 ... QApp

Rappelons que résoudree = b revient également a demander dusoit une combinaison linéaire des colonnes
de A; en effet, le produitde s’écrit aussicicy (A) + zac2(A) + - - -+ z,¢,(A) Ol ¢ (A) désigne la-eme colonne
de A.

Donc le syseme Az = b admet une solution si et seulement si le second memhbeest danslm(A).
1 0 1 0 1 0
Exemple 4.24SoitA= | 2 1 |.Alorsdz=| 2 1 [ 1 ] =a1 | 2 | 42| 1

3 2 3 2| L™ 3 2
DoncIm(A) est un plan dan&?. Pour unb quelconque, il N’y pas de raison qu'il y ait une solution astsyne
Ax = b, sauf sib est dans le pladm(A). Par contre sib = 0, alors il y a une solution, ca® € Im(A) car

(rappel) A0 = 0. On rappelle d'ailleurs en passant qley(A) est un sous-espace vectorielzete titre, doit
contenir le vecteur nul.

ATTENTION : ne pas confondrén(A) avec I'ensemble des solutions dec = b, Im(A) est un sous-espace
vectoriel deR™, alors que I'ensemble des solutionsAle = b est un sous ensemble B& qui n’est un sous-espace
vectoriel deRP que sib = 0.

L'étude du noyau de la matrice nous permet d’énoncerdeltét suivant :

Proposition 4.25 (Solutions du sysime ¢gréral Ax = b) SoitA € M,, ,(R) une matrice eellea n lignes etp
colonnes. Soib € R™. Alors :

1. Sib € Im(A), le syskme lireaire admet au moins une solution.

2. Sib ¢ Im(A), le syseme lireaire n'admet aucune solution.

3. SiKer(A) = {0}, toutes les colonnes sont pivotaless p et le systme lireaire admet au plus une solution.
4

. Sib € Im(A) etKer(A) = {0}, toutes les colonnes sont pivotales= p et le systme lireaire admet une
solution unique.

5. Sib € Im(A) etKer(A) # {0}, le syseme lireaire admet une infirétde solutions.

Démonstration : Dire qu'il existex € R? tel queAx = b est équivalent a dire queest une combinaison linéaire
des colonnes dd, et donc qué € C(A) oub € Im(A). Ceci démontre les points 1 et 2.
Supposons que ety sont des solutions dédx = b. Alors A(x — y) = 0, c.a.d.x — y € Ker(A) On en déduit
le point 3.
Le point 4 découle des points 1 et 3.
Supposons maintenant ghec Im(A) et Ker(4) # {0}. Donc par le point 1, il existec, qu'on va appeler
solution particuliere, telle qudxz, = b. Par hypothése, il existe, # 0 tel queAx,, = 0. Il est alors facile de
Voir quex,, + sx, est solution dedx = b pour touts € R.

|

Pour résoudre pratiquement le systeAwe = b dans le cas général, on va procéder comme dans le cAtait
inversible, c.a.d. par élimination (ou échelonnememfice au résultat suivant :

Proposition 4.26 SoitA € M,, ,(K), E € GL,(K) etb € M,, 1(K) (ca.d.R" dans le caX = R). Alorsz €
M, 1(K) (ca.d.RP dans le cak = R)est solution du sysme lireaire Az = b si et seulement s¥ € M, 1 (K)
est solution du systne lireaire EAx = Eb.

Le plan d’action pour résoudre pratiquement le systelwe= b est le suivant : on commence par échelonner
totalement la matrice augmentfaé b]. La forme totalement échelonnée de la matrice augme[m'eec] nous
permet de vérifier si le second membre est dans I'image£eSt 2 cas, elle nous permet de construire une solution
particulierex,, € R? telle queRx,, = ¢, ce qui est équivalent (par la proposition 4.263#,, = b.

Ensuite, la forme totalement échelonnée de la mafRic®us permet de construire les solutions spéciales et donc
tout le noyau, comme on I'a vu au paragraphe précédent.

On a ainsi construit I'ensemblg des solutions du systeme :
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p—r
S ={xp + n, x, € Ker(A)} = {x, + Zaksk},
k=1

ou les vecteurs;, sont les solutions spéciales du systteme homogdéne- 0 construites au paragraphe précédent.
Nous allons maintenant etudier quelques exemples pogtrdr cette démarche.

4.3.1 Exemples de&solution de systmes

Exemple 4.27
2IE1+2$272$3:5
Tx1+ Txo + 23 = 10
51 4+ dxo —x3 =05
2 2 =2
Onaicin = p = 3, etla matrice du sysme estdond = |7 7 1 |.
5 5 —1
2 2 -2 5 1 1 0 0
Lamatrice augmegeest:A= |7 7 1 10|, etsaforme totalemeéthelonge(exo)R= [0 0 1 0
55 -1 5 0 0 01

La dernire ligne ded demande 0 = 1 : on “lit” dans cette deraie ligne de la matrice que le vectelin’est pas
dans I'image ded, et que le sysime n'admet pas de solution.

Dans le cas ob est dans I'image del, on sait qu’'on a au moins une solution au systeme linéRivar trouver

les solutions d’un systeme linéaireX = b, 'idée est de chercher une solution particuliggepar I'algorithme
d’échelonnement total. Une fois cette solution calcutreremarque ensuite que si on a une autre soldtido
méme systemdx = b, alorsA(x — x,) = Ax — Az, = b— b = 0. La differencer — x;, est donc dans le noyau
de A.

On obtient donc toutes les solutions du systéme linéadite= b sous la formex, + z,, z, € Ker(A). En
particulier, il existe une unique solution lorsolder(A4) = {0} (etb € Im(A)).

Il est facile de trouver une solution particulie#g du systemelax = b a partir de sa forme totalement échelonnée::
on met toutes les variables correspondant aux colonnesivatales & 0, et on résout (si c’est possible) le systeme
des variables pivotales : on obtient ainsi une solutioni@ai®rex,,.

Soit A la matrice augmentée du systéme, d’ordre (p + 1) (n lignes,p + 1 colonnes), définie par

1,1 ai,2 e a1,p b1
e as 1 as o e as bg
A= [A b] — ) ) P

(n,1 Gn2 ... Gnp by

On effectue I'algorithme d’échelonnement total sur la nicatA = [A b} pour arriver a la forme totalement
échelonné& = [R  d].

Examinons les différents cas possibles selon les valeairs glet r, ou r est le rang de la matricd (c.a.d. le
nombre de lignes non nulles d&et donc aussi de colonnes pivotales) .

1. Cas d’'une matrice carrée :n = p, avecRk = Id,,, i.e.r = n, alors la matriced est inversible et le systeme
admet une solution unique = d.

Exemple
$1+2$2:4
3$1+7$2:13
Forme matricielle Az = b avecA = 12 etb = 4 Matrice augmentéeeA = 124 Forme
*= =13 7/°°= 13| 9 =13 7 13

totalement échelonnée (exal:= [1 0 2]

0 1 1
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On a donck = 1d,, (R est la forme totalement échelonnée@ief% est la forme totalement échelonnée de
A) et on “lit” donc une solutior,, du systeme dans la matri¢gqui représente le systeme linéaire :

xr1 = 2
T = 1
Remarquons que la matrice est inversible et que son noyaédast a{0}. La solution unique du systéeme

2
estdoncX =z, + 0 = [ 1 ] .
2. Cas d’'une matrice carrée telle queR # Id,, r < n alorsR a au moins une ligne nulle. Si toutes les
composantes dé correspondantes aux lignes nullesilaont nulles, les équations sont compatibles et le
systeme admet une infinité de solutions (parce que le ndgalin’est pas réduit §0}). S'il existe une
composante dd non nulle et qui correspond a une ligne nulle Blealors le systeme n’a pas de solution

(parce quel ¢ Im(A)).
Exemple
1+ 23 =0
1+ 23 = ba
x3 = b3
1 0 2 by
Le systéeme s’écrit sous forme matricielleX = b, avecA = {1 0 1| etb = |by|. La matrice
0 0 1 b3
102 b
augmentée du systeme s’éctit=|1 0 1 by|.Lalgorithme d’échelonnement total donne :
0 0 1 b3
1 0 2 b 1 0 2 by 1 0 2 by
101 b 250 0 -1 bo—t| ™Y 0 0 -1 b0
0 0 1 bs 0 0 1 b3 0 0 0 bz3+ba—0

A ce stade, on a effectué seulement I'echelonnement deatdam. En écrivant I'équation donnée par la
derniéere ligne de la matrice augmenté@:0 0 bs + by — by), on voit déja que pour espérer avoir une
solution, il faut queb satisfasse la condition de compatibilité= b3 + b — b;.

(a) Sib ne satisfait pas cette condition, alérs’est pas dankn(A) et le systeme linéaire’admet pas
de solution

(b) Simaintenanb satisfait la condition de compatibilite= b3 + b2 — b, (b estdandm(A)), on continue
la procédure d’échelonnement total pour calculer latsmiudu systeme :

1 0 2 by Da(et) 1 0 2 by () 1 0 0 2by—b
00 -1 by — by 25710 0 1 by — bo 25710 001 by — bs
0 0 0 bg+by—01 0 0 0 b3+by—0b 0 0 0 by3+by—0

On “it” alors une solution dans les deux premieres lignesadmatrice totalement échelonnée qu’on
a ainsi obtenuex; = 2by — by, 3 = by — ba. Notons que I'on peut choisirs de maniéere arbitraire.
2by — by
Si on choisitry = 0, on obtient une solution particuliéng, = 0 du systemedx = b, a la-
b1 — bo
quelle on peut ajouter n'importe quel élémentdeKer(A). On détermine alors la solution spéciale du
systeme homogene (c’est-a-dire avec second membremudmarquant qu'il n’y a qu’une seule co-
lonne non pivotale, la deuxiéme, et on peut écrire la comibbn linéairdc, (R) + ca(R) +0c3(R) =

0
0. Une solution spéciale est dorc= [1| . Le systeme admet une infinité de solutions, qui sont de la
0
forme:
2by — by
Tp+ As = A , AeR.
b1 — by
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Exemple Résoudre le systeme :
201 4+ 229 — 223 =5
Tx1+ Txo + 23 =10
51‘14’51‘2*1‘3:5

2 2 -2 5
Onaicin = p = 3, et la matrice augmentée du systémedst |7 7 1 10|, et saforme totalement
5 5 —1 5
1 1 0 0
échelonée (exo) R = [0 0 1 0] .On “lit" alors dans la forme totalement &chelonnée queesknad
0 0 01
membre n’est pas dans I'image de(parce que la derniere ligne dontie= 1) donc le systeme n'a pas de
solution.
Remarquons que les solutions du systeddé = 0 se trouvent en remarquant que la matritéotalement
échelonnée dd (les 3 premiéres colonnes @ a 2 colonnes pivotales et une non pivotale, la seconde. On
remarque quex(R) = ¢1(R) (la seconde colonne est identique & la premiére) ce quieloomme solution
-1

spéciale . Les solutions delxz = 0 sont les multiples de cette solution spéciale.

1
0
0

-1

Ker(4) =< A ,AER

1
0
0
3. Casn > p etr = p. On a dans ce cas une matrice rectangulaire “debout”, plu lyaue large, et aucune

ligne nulle. Donc on n'a aucune colonne non pivotale (pwesge p). Le noyau de la matrice est réduit a
{0}. Prenons un exemple :

11 by
A= |1 0| etb= |b,
2 3 by

Cherchons pour quél le systtmedx = b admet une solution. L'échelonnement total de la matrigg au
mentée s'écrit :

L1 ob] AR o] o [P0 by
1 0 by 25710 =1 bo—by| 25710 =1 by—by
2 3 by 2 3 bs 0 1 by—2h
1 1 by 1 0 Do 10 ba
O g 1 b | P00 210 be—b 2S5V 01 b —by
0 0 b3—3by+0bs 0 0 b3—3by+0bs 0 0 b3—3by+ by

La lecture de la forme totalement échelonnée donne que :
(a) Les deux colonnes sont pivotales, donc le noyau de ldceaast réduit 0} .
(b) Le second membiteest dans I'image dd si I'équation de compatibilités — 3b; + by = 0 est vérifiée.

b1 — b
4. Casn < p etr = n. |l s'agit d'une matrice plus large que haute “rectangulawachée”, dont toutes les
lignes sont non nulles. Il y a donc forcément des colonnespigotales, et le noyau de la matrice n'est
donc pas réduit & Commer = n, toutes les lignes sont non nulles, et il n'y a donc pas diéiqa de
compatibilité ; le second membre est dans I'imageddet on a donc une infinité de solutions, de la forme
Tp + Ty, Ty € Ker(A).

(c) Sib e Im(A) alors il y a une unique solution = { b2 ] .

Exemple Résoudre le systeme :
1 +x3 =2
T+ xa+ a3 =4
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0 1 2
1 1 4
On lit alors dans la matrice totalement échelonnée :

La matrice augmentée du systeme est al r}s : 1 01 2}

].L’échelonnementtotaldonn[eO 10 2l

(a) Une solution particuliere du systeme est donné paetmnd membre (I'inconnue arbitraire est

2
gu’on prend égale a Oy, = |2
0
(b) Le noyau de la matrice du systeme s’obtient en rematgquanla troisieme colonne est non pivotale
-1
et égale a la premiere. On a donc comme solution spéiesysteme homogerte= | 0
1

(c) On a donc une infinité de solutions, qui sont de la forme

2 -1
T=Tp,+As= (2| +A| 0|, AeR
0 1

En résumé, il y a quatre possiblités pour les solutions dysteme linéaire, selon le range la matrice :

r=n et r=p matrice carrée inversible Az = b a une solution unique

r=n et r<p matricerectangulaire “couchée”Ax = b a une infinité de solutions
r<n et r=p matricerectangulaire “debout” Az = ba 0 ou 1 solution (unique)
r<n et r<p matricequelconque Ax = b a0 ou uneinfinité de solutions

4.3.2 Caracerisation d’'une matrice inversible
Lemme 4.28 SoitA € M,,(K) une matrice totalemeréichelonie telle quéler(A) = {0}. Alors A = Id,,.

Démonstration : Par la proposition 4.234 n’a pas de colonne non pivotale. Donc I'ensemble des indicgss
07

colonnes pivotales est= (1,...,n) (autrement ditj; = ¢ pour tout). De plus, on a (voir (4.2.1));(A) = |1

ou le1 est sur laj éme ligne. DoncA = 1d,,. m

Corollaire 4.29 SoitA € M,,(K), on aéquivalence des prof@iés suivantes
1. A estinversible.
2. Ker(A) = {0}.
3. Im(4) = M,,1(K) (= R™ dans le cas de matricegelles).

Démonstration : Supposons! inversible. Montrons quEer(A4) = {0}. Soit X € Ker(A). Alors AX = 0, donc
AT1AX =0,dou X =0.

Montrons qu’on a ausdin(A4) = M,, 1(K). NotonsB l'inverse deA. SoitY € M,, ;1(K). AlorsY = A(BY)
ce qui montre qué&” € Im(A). DoncIm(A) = M,, ;(K).

Supposons maintenant gier(A) = {0} et montrons quel est inversible. Soitl € GL,,(K) telle queE A soit
totalement échelonnée. Comrier(E) = {0} (car E est inversible), on &er(EA) = Ker(A) = {0}. On en
déduit par le Lemme 4.28 queA = 1d,,, doncA = E-'EA = E~! est inversible.

Supposons enfin quen(4) = M, 1(K) et montrons qued est inversible. Soi? € GL,(K) telle queEA
soit totalement échelonnée. Comme(E) = M, 1(K) (car E est inversible), on dm(FA) = M, 1(K).
Donc EA n’a pas de lignes nulles ; autrement dit, teignes deE A ont un premier coefficient non nul. On en
déduit, en notant comme toujoujs < --- < j, les indices des colonnes pivotales, gye= 1,...,j, = n
(car il y a exactement lignes non nulles et colonnes dans la matrice). Comrhel est totalement échelonnée,
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¢;(EA) = |1| oulel estsur lgj @me ligne (voir (4.2.1) ). Don& A = 1d,,, ce qui montre quel est inversible.

|
On déduit des deux précédents corollairesiga’'matrice carrée est inversible si et seulement si elle admet une
forme totalementéchelonreeégalea I'identit &.

Corollaire 4.30 SoitA € GL,(K). Alors A peut sécrire comme le produit de matricémentaires.

Démonstration : L'algorithme d’échelonnement total (Théoreme 3.35)wne qu'il existeP produit de matrices
élémentaires telle quB A soit totalement échelonnée. Commiel est inversible, on en déduA = 1d,, par le
Corollaire 4.28. Donet = P~1. On conclut par le corollaire 3.21. L]

4.3.3 Exercices

Exercice 92 (Ecrire une matrice et €soudre un systme) Ecrire sous forme matricielle le probine suivant
Trouver deux quadruplets diffents del entiersa, b, c etd tels que :

La moyenne de etb est35,
la moyenne dé etc est—22,
la moyenne de etd est—39,
et la moyenne de etd est18.

Exercice 93 Calculer le rang des matrices

1 2 3
1 -1 3 5 1 -1 0 -1
A=|(2 0 -1 3 1 |et B=| 3 -1 2
3 -1 2 8 2 5 3 8
1 1 2
Exercice 94 Calculer le rang des matrices
11 2 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 3 1 1 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1 0 0 O o 2 1 1 2 0o 2 1 1 2
T 112 1},y12010O0{,{1 1 122,11 1 1 2 2
21 1 11 1 0 01 0 2 1 1 1 3 2 1 1 1 3
1 1 1 1 2 1 0 0 0 1 1 -1 1 1 0 1 -1 1 1 0
1 1 2 -1
. . , . . . -1 0 1 0
Exercice 95 (Suite de I'exercice 87)0it la matrice :A = 0 0 1 -1
0 1 0 1
(a) Quel est le rang de la matricg ?
(b) Soith € R*. Resoudre le sysme lireaire Az = b.
1 ¢t 1 1 1 ¢
Exercice 96 Calculer, pour tout € R le rang des matriced/; = |¢ 1{etN,= (1 t 1
1 ¢t 1 t 1 1

Exercice 97 (Ligne Attila) Si une matrice totalemeithelonie a toute sa preraie ligne remplie de 1, quel est
son rang?
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2 4 6 4 b1
Exercice 98 SoitA= {2 5 7 6| etb= |by
2 3 5 2 b3

1. Echelonner la matrice augmé&®[A  b] pour la transformer effU  ¢| oul U estéchelonie.

2. Trouver les conditions su, bs etbs pour queAx = b ait une solution.

3. DécrireImA (plan ? droite ? tout I'espace ?)

4. Décrire Ker A. Trouver les solutions §tiales dedx = 0.

5. Trouver une solution particie au systmeAxz = b = (4,3,5).

6. Trouver la forme totalemeitheloni&e [R d} ety lire directement les solutionsésgiales et particuire.

Exercice 99 Résoudre les sysines ligaires suivants :

T -z =1
{iifz - y + 22 - w = 3
r 4+ 2y + 3z — w = T
r -y + =z =1
y + w = 2 a — b 4+ 3¢ + d — e =1
3x — 2y + 3z + w = 3 {2a—b+c+d+e:3
—y - w = 4

Exercice 100 (Solution spciale et forme totalemeng&chelonrée) Soit A € M3 4(R) telle que le vecteus =
(3,2,1,0) soit la seule solution $ziale du systme lireaire homogneAx = 0.

1. Quel est le rang de la matricé ?
2. Quelle est la forme totalemeithelonige deA ?
3. Existe-t-il une solution au sysheAx = b pour toutb € R? ?

Exercice 101 (Meme ensemble de solutions &me matrice ? ) SoientA et B des matrices telles que que les
systhesAxz = b et Bx = b ont le néme ensemble de solutions pour thuEst ce qued = B ?
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Chapitre 5

Bases, dimension et sous-espaces

On s'intéresse ici a ldimensiordes espaces et sous espaces et aux relations entre cantaespaces. Vous avez
déja une idée assez claire de ce qu’on entend par 2D (dmendions d'espace) ou 3D (ne serait-ce que par les
jeux video!) : en 2D, on est dans un plan, en 3D, on est daspdee. On va maintenant relier cette notion de
dimension a celle de vecteurs libres et liés (ou lin&aést indépendants et linéairement dépendants). En gjros
I'on dispose de vecteurs libres (ou linéairement ind@aeits) d’un espace vectoriel, cela veut dire qu'il n’y en a
pas “trop”; si I'on dispose de vecteurs liés (ou linéaishdépendants) , cela veut dire qu’il y en a “assez”. Pas
trop ou assez pour quoi ? Pour former ce qu’on appelle une basa exactement le “bon nombre” de vecteurs, et
ce bon nombre est la dimension de I'espace. Vous connaissileuts bien la baséi, 7, k) deR? : trois vecteurs

de base pour un espace de dimension 3.

5.1 Bases et dimension

5.1.1 Familles libres, lees, @nératrices, bases

On a déja vu au chapitre précédent que des vecteurdémeats d’'un espace vectorigl sont dits linéairement
indépendants si la seule combinaison linéaire de cegwecégale &5 (le vecteur nul de I'espace vectoriel) est
la combinaison linéaire dont tous les coefficients sons.nuhe autre maniere équivalente de le dire : aucun des
vecteurs ne peut s’écrire comme combinaison linéaireadees vecteurs.

En particulier, les vecteurs colonnes d’'une matrcgont linéairement indépendants si la seule solution di¢gye

Az = 0 estx = 0, c.a.d. si le noyau de la matrice est réedu{tld, qui est ici le vecteur nul d&?, si A est une
matricen x p. Il n'y a aucune autre combinaison linéaire des colonnesigane le vecteur nul. Sinon, ils sont
linéairement dépendants.

Définition 5.1 (Indépendance et @pendance lireaire) Soit E un K-espace vectoriel. Sofe;, ..., e,) une fa-
mille d’élements dev.

1. Ondit que la famill€e, ..., e,) estlibre, ou que les vecteuss, . . ., e,, sont linkairement inépendants,
si(ag,...,an) € K" etaje; + -+ - + ane, =0entrdnea; =--- = a,, = 0.

2. On dit que la famille(e,...,e,) estliéesi elle n'est pas libre, ou que les vectews,...,e, sont
linéairement @pendants s’ils ne sont pas#airement inépendants.

Si on prend trois vecteurs daRg, ils sont forcement dépendants. De maniére généiadeetv € E, la famille
(u,v) estliée si, et seulement si,= 0 ouv = 0, ou il existea € K tel quev = awu : on dit aussi que: etv sont
colinéaires.

Si maintenant on prend trois vecteurs dds et si 'un d’entre eux est multiple d’'un autre, alors ils son
dépendants. Mais s'ils sont coplanaires, ils sont ausseddants, parce qu’on peut &crire I'un d’entre eux comme
combinaison linéaire des deux autres.

Si on prend trois vecteurs non coplanaires, la seule consioindinéaire de ces trois vecteurs qui domnest la
combinaison nulle, et donc ils sont libres.

Pour voir si une famille de vecteurs deR™ est libre ou liée, on met chacun des vecteurs comme coldone d
matricen x p, et on cherche le noyau d& ou, de maniere équivalente, on cherche a résoudresiermgAx = 0.
On a vu cela en détail au paragraphe 4.2.
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Dans le chapitre précédent, on a vu également que lesrmedpivotales d’'une matrice échelonnée sont linéairgm
indépendantes. Donc les colonnes d’une matrice échetogui n'a que des colonnes pivotales sont linéairement
indépendantes. On va voir dans la suite de ce chapitre qr&so#at reste vrai pour toutes les matrices : les co-
lonnes d'une matricel € M,, ,(K) sont linéairement indépendantes lorsque toutes leswnekd’'une matrice
échelonnée a partir dé sont pivotales, autrement dit lorsque= r, (r étant le rang de la matrice, c’est-a-dire le
nombre de colonnes pivotales ou encore le nombre de ligrmresurtes).

Dans le cas op > n, alors forcément les vecteurs sont linéairement dépetisd En effet, dans ce cas le rang de
la matricer, i.e. le nombre de lignes non nulles, est forcément iaférstrictement @, puisquer < n < p. Donc

il existe des colonnes non pivotales qui permettent de idégmsolutions spéciales associées du systéme- 0.

En particulier, le noyau dd n’est pas réduit &0} et il existe une combinaison linéaire des colonnes qui dénn
La famille est liee.

Définition 5.2 (Famille gérératrice) On dit que la famillees, . .., e,,) estgérératrice si Vectes,...,e,) = E.
Ceci revient dire que pour toutc € E, il existeay, .. ., a, € Ktels que
n
T =o€ +- - t+ape, = Zakek.
k=1

On a vu au chapitre précédent que les colonnes d’une ratrengendrent I'espace des colonnesdlic’est la
définition deC'(A)), et donc engendrent I'image de(carIm(A) = C(A)).
On définit maintenant un nouvel espace associé a la matriqui est I'espace des lignes de la matrite

Définition 5.3 (Espace des lignes d’'une matriceBoit une matriced d'ordre n x p. On appelle espace des lignes
deA € M, ,(K), no€ L(A), le sous-espace vectoriel #& engende par les vecteurs lignes dé

L(A) = Vect{t1(A),. .. £,(A)},

ou /;(A) représente la-eme ligne de la matricd.
Il est facile de voir queL(A) = C(A").

Attention, I'ensembleC'(4) (= Im(A)) est un sous-espace vectoriel B&, alors que I'ensembld.(A) (=
C(A") = Im(A")) est un sous-espace vectorielRie

Exemple 5.4 (Espace des colonnes et espace des lignékgrchons”(A) et L(A) pour la matriceA € M3 2(R)

10
définie parA = |0 1|.La matrice transpase deA est doncA? = [(1) (1) 8] . L'espaceC(A) = Im(4) =
0 0

L(A?) est un sous-espace vectoriel @& qui est engendr par les colonnes dd, ca.d. les vecteur§l, 0,0) et
(0,1,0). C'est un plan der3.

L'espaceL(A) = C(A?) = Im(A") est un sous-espace vectorielR&qui est engendrpar les lignes del, ca.d.
les vecteurg1, 0), (0,1) et (0, 0). C'estR? tout entier.

Les familles génératrices sont utiles pour décrire yraes vectoriel comme I'ensemble des combinaisons liegair
des vecteurs de cette famille. Par exemple, le plan hoatafEnsR? est engendré par la famill§(1,0,0),
(0,1,0)}. Enfait, il est aussi engendré par la famifig, 0, 0), (0,1,0), (1,1,0)}; et aussi par la famill¢(1, 0, 0),
(0,1,0), (1,1,0), (2,6,0)}... d’ou la question naturelle : peut-on trouver des famillesé&ratrices les plus petites
possibles? On aura alors le “bon hombre” de vecteurs quigigent d’obtenir tous les vecteurs de I'espace par
combinaison linéaire. Pour cet exemple, on se convainlefaent qu’'on a besoin au minimum devecteurs pour
engendrer le plan horizontal. Pour traiter le cas généralitilise la notion suivante.

Définition 5.5 (Base) On dit que la famillgey, . . ., e,,) est unebasesi elle libre et gérératrice.

Exemple 5.6 (Base canonique d&") Les vecteurs = (1,0) etj = (0, 1) forment une base d&?. De néme,
les vecteurs = (1,0,0), 5 = (0,1,0) etk = (0,0,1) forment une base d&3. Plus ¢g¢neralement, on appelle
base canonique d&™ la famille de vecteursge;);—1.... », avece; = (0,...,0,1,0,...,0), o le 1 est plaé en
i-eme position. Les vecteurs de la base canonique sont lesuwecblonnes de la matrice ideidtitd,, .

La base canonique est une bas&fdemais ce n’est pas la seule ! En fait, on peut observer que
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Exemple 5.7 (Base d®™ et matrice inversible) Les colonnes d’'une matrieex n forment une base de” si et
seulement si la matrice est inversible (exercice : voir daie 4.29). On voit donc quR™ a un nombre de bases
infini.

Exemple 5.8 (Base d&er(A)) SoitA € M,, ,(R). La proposition 4.23 dit exactement que les solutioksides
de Az = 0 forment une famille libre et&rératrice de I'espace des solutions de: = 0. Les solutions sgriales
sont donc une base dérA. Comptons le nombre de vecteurs dans cette baser; foitang de la matrice, é&.d.
le nombre de lignes non nulles de la matrigeotalemengcheloniea partir de A. Le rangr est aussi le nombre
de colonnes pivotales de. On a donc dong — r colonnes non pivotaleg,— r solutions sgcialesp — r vecteurs
de base pouier(A).

Dans le cas d’'une matrice échelonnée, ce sont les colgivmales de la matrice qui forment une base’tiel) :

Proposition 5.9 SoitA € M,, ,(K) une matriceechelonie. Alors les colonnes pivotales ddorment une base
deIm(A).

Démonstration : On se souvient (proposition 4.22) que les colonnes pivetglg€A), . .., ¢;,.(A) forment une
famille libre. De plus (proposition 4.15), les colonnes rpivotales sont soit nulles soit combinaison linéaire
des colonnes pivotales. Donc toutes les colonnes appagti¢@Vect(c;, (4),...,c;, (A)). Donc I'espace des
colonnes est égal¥ect(c;, (4),...,¢;.(A4)). Autrement dit{c;, (4),...,¢;, (A)} est une famille génératrice de
Im(A). En résumé, c’est une baselde(A). [

En fait, cette propriété est “conservée” par échelomewt, c.a.d. que les colonnes de la matrdodont les indices
sont ceux des colonnes pivotales de sa forme échelonn&@erit €galement une base 6¢A4) ou Im(A). On
démontre ce résultat grace au petit lemme suivant, geaatiailleurs utiliser plusieurs fois par la suite.

Lemme 5.10 SoientA € M,, ,(K), P € GL,(K) etl < i3 < -+ < i < p. Si(¢;,(A),...,¢,(A))
est une famille libre, resp.ggératrice, resp. une base den(A), alors (c;, (PA),...,c;, (PA)) est une famille
libre, resp. @grératrice, resp. une base dey(PA).

Démonstration : Il suffit de remarquer que;(PA) = Pc;(A) puis d'appliquer les définitions de famille libre,
génératrice, base. [

Proposition 5.11 Soientd € M,, ,(K) etP € GL,(K) telle queP A soitéchelonie. Notond <i; < --- <4,
les indices des colonnes pivotales®d. Alors (¢;, (A), ..., ;. (A)) est une base den(A).

Démonstration : Par le lemme 5.10, il suffit d’observer qe, (PA),...,c;. (PA)) est une base den(PA),
ce qui est le cas puisque dans une matrice échelonnéeltemes pivotales forment une base de I'espace des
colonnes. L]

L'intérét principal de trouver une base d’'un espace vietest que I'on peut décrire précisément tout élénuen
I'espace vectoriel grace a la base. On écrit le vectemmge combinaison linéaire des vecteurs de la base. Cette
combinaison linéaire donne les composantes du vectew lddmase, de maniere unique, comme on le montre
maintenant.

Proposition 5.12 (Composantes d’un vecteur dans une bas&oientE’ unK-espace vectoriel €8 = (e, ...,
en) une base dé&. Pour toutz € E, il existe un unique.—uplet(a;, ..., a,) € K™ appek lescomposantes de
x dans la baseB tel que

n
r=oq1e| + -+ a,e, = Zakek.
k=1
Démonstration : Lexistence des composantes provient du caracteére générateur de la famille. L'udidu
caractere libre. Plus précisément :

La famille (ey, ..., e,) étant une base, elle est génératrice. Par conséquentqax € F, il existe unn—uplet
a=(ay,...,a,) € K" tel que

n
ac:alel—i----—i-anenzg apeg.
k=1
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Soit3 = (51,...,0n) € K" tel que

T = ﬁlel + - +Bnen = Zﬁkek-
k=1

Ona .
(al - ﬁl)el +---+ (an - Bn)en = Z(ak - ﬁk)ek =0.
k=1
Or la famille(ey, ..., e,) estlibre. Donay; — 3, = 0 pour toutk = 1,...,n. On en déduit I'unicité dw—uplet
. |

Remarque 5.13 (Famille @rératrice et espace engendy) Par définition, toute famille(f;)1<i<, de vecteurs
est une famille grératrice de I'espace vectoriel engedvect(f,..., f,) (qui est 'ensemble des combinai-
sons lireaires def ..., f,). C'est une base d€ect(f, ..., f,) si et seulement si la famille est libre.

Soit (u1,...,u,) une base d®", etvy, ..., v, p vecteurs d&R"™. Puisque(u, ..., u,) est une base, on peut
écrire chaque vectew; comme combinaison linéaire des vecteuys

v = Zak,juj ou encoré/ = [1;1 vp] = [ul un] A=UA.
k=1
On appelleA la matrice de la de la famill¢v,, ..., v,) dans la bas¢u,...,u,). Attention a I'ordre de la

multiplication des matrices dans I'égalité ci-dessusteM que les matrices
Plus généralement, on peut définir la matrice d’'une fizntié vecteurs dans une base d’un espace vectoriel qui
n'est pas forcémerR™ de la maniére suivante :

Définition 5.14 (Matrice d’'une famille de vecteurs dans une bse) Soit (es, . .., e,) une base d'urK-espace

vectorielE.

— Soientf,,..., f, p élements def. La matrice A € M, ,(K) de la famille (f,,..., f,) dans la base
(e1,...,e,) estla matrice dont la eme colonne est constite des coordoréres du vecteuf, dans la base
(e1,...,e,). Explicitement, sif; = ZZ:1 ax,je; pour toutl < j < p, anr;A = (qk,j). _

— Réciproguement, si on se donne une matutec M, ,(K), on peut lui associer une famille de vecteurs
(f1,--- f,) dontles composantes dans la bése, . . ., e,,) sont les vecteurs colonnes de la matrite

Exemple 5.15 (Matrice d’'une familles de polyi®mes) Consicerons I'espace vectoriel des pofmes de degr
< 3. La famille {1, X, X2, X3} en est une base. SoieR(X) = X3 +2X — 1, Q(X) = X? -~ 1 etR =
3X3 +2X2+ X + 1. Alors la matriceA assoceea la famille { P, Q, R} dans la basg1, X, X2, X3} est

1 1

W N = =

0
1
0

HO[\D'

La proposition suivante est treés importante en pratiquepssons donnée une famille de vecteurs. On se demande
si elle est libre ou génératrice. On est ramené a largiation du noyau ou de I'image d’'une matrice construite
a partir de cette famille de vecteurs :

Proposition 5.16 Soit(es, . . ., e,) une base d'urkK-espace vectoriel. Soientf,, ..., f, p éléements de- et
A € M, ,(K) la matrice de la famillg f+, ..., f,) dans la basée, . .., e,). Alors

1. lafamille(fy,..., f,) estlibre ssiKer(A) = {0} ssi(c1(A),---,c,(A)) estlibre.

2. lafamille(f,,..., f,) est @reratrice ssilm(A) = K" ssi(c1(4),--- ,c,(A)) est gerératrice deK™.

Démonstration : Pour le point 1., le fait que la famille des vecteurs colonfg$A4), ..., c,(A)) est libre ssi
Ker(A) = {0} résulte de la proposition 4.21. Il reste donc a voir quéA), ..., c,(A)) estlibre ss{ fy,..., f,)
estlibre. Soi{a, ..., ap) € KP.Alors Y0 f; =0 Y0 (37 aijei) =0 30 (300 ajai ;e =
0 < pourtoutl < i < n, 37 aja;; = 0 (car la famille(e;) est libre)< 3", a;c;(A) = 0. Ainsi,
(c1(A),...,cp(A)) estlibre ssi fy,..., f,) estlibre.

Université Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 28 avril 2012 76 Algebre linéaire, Maths générales Il



5.1. Bases et dimension 5. Bases, dimension et sous-espaces

Montrons le point 2. On a vu au chapitre précédent fuéA) est 'ensemble des combinaisons linéaires des
h
c1(A),...,cp(A). DoncIm(A) = K” ssi la famille(ci(A), ..., cp(A)) est génératrice d&”. SoitY :=

Yn
dansk” ety = yiei + -~ +yne, € E. Alors il existe (a1, ...,a,) € KP tel quey = 37 a;f; & y =
Z?:l 0‘]‘(2?:1 al-_’jel-) = 2?21(2221 ozjaiyj)ei = Yy <> pour toutl S 7 S n, Yy, = Z?:l Qi Q; 5 s Y =
> Py ajei(A). Donc (ci(A), ..., cp(A)) est génératrice daris” ssi(fy,..., f,) est génératrice danks. Le
point 2. est démontré. =
Ainsi, pour savoir si la famill¢ P, Q, R) donnée dans I'exemple précédant la proposition es blorgénératrice, on
calcule le noyau et I'image de la matrige par exemple en I'échelonnant. Ici, on trouve (exercice lgunoyau
est nul donc les colonnes de la matrice sont linéairemel@pendantes, donc la famill@®, Q, R) est libre. En
revanche, I'image de la matrice n’est pas tBdt(par exemple(1,0,0,0) n'y est pas). Donc la familléP, Q, R)
n'est pas génératrice de I'ensemble des polyndmes de de@ (les polyndmes constants ne peuvent s’écrire
comme combinaison linéaire d& @ et R).

5.1.2 Dimension d'un espace vectoriel

Définition 5.17 (Dimension finie) Soit £ un K-espace vectoriel. S'il existe une famillérgratrice finie deF,
alors on dit queF est de dimension finie. Sinon on dit qu’il est de dimensioni@fi

Par exemple, I'espace vectorie!" est de dimension finie, et 'espace vectoriel des fonctiomicues deR dans
R est de dimension infinie.

Théoreme 5.18 (Existence d'une base$oit F unK-espace vectoriel de dimension finie. Alors il existe unebas
(finie) deE.

Démonstration : On commence par I'observation suivante. Sbit= {f,, ..., f,} une famille génératrice finie
de E qui n'est pas libre. Alors I'un des vecteufsc F s’écrit comme combinaison linéaire des autres vectears d
F. On en déduit que tous les vecteursBl@ppartiennent &ect(fy,..., f;_1, fir1,-- -, f,). Donc

VeCt(fla"'afp):VeCt(fla--.7fi717fi+15"'afp)'

Donc la familleFy = {f,..., f;_1, fiy1,-- -, F,} estencore génératrice.

On prouve alors le théoreme. On montre par récurrenceé suk que pour tout espace vectoriglcontenant une
famille génératricee = {f,,..., f;} deE, il existe une base dE. Pourk = 1 : soit E tel qu'il existeF = { f,}
génératrice, alors ou biefy, # 0 auquel casF est libre et donc une base, ou bign = 0 ce qui veut dire que
E = {0} et la famille a0 éléements est une base Bgc’est une convention).

Supposons le résultat vrai pokir montrons-le pouk + 1. Soit E' un espace vectoriel qui contient une famille
génératrice & + 1 élementsF = {f,,..., f,,1}. Sielle est libre, c’est une base, et I'hypothése est &eriiu
rangk + 1. Si elle n’est pas libre, par I'observation préliminaitexiste f, tel que la familleF; := F\ {f,} soit
encore génératrice. On applique I'hypothése de recae a I'ordré:. On en déduit I'existence d’une base.
Conclusion : S'il existe une famille génératrice finiegiiste une base. L]

Théoreme 5.19 (Dimension et basesyoit £ unK-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases@nem
nombre déléments. Ce nombre est appdimensionde I'espace vectoriek.

Démonstration : Notons(e, ..., e,) et(fy,..., f,) deux bases d&. Montrons quen = p. On introduit la

matriceA € M, ,(K) de la famille(f,, ..., f,) dans la basge, ..., e,). Par la Proposition 5.16er(A) =

{0} etIm(A) = K". Soit E € GL,(K) telle queE A soit totalement échelonnée. Aldker(EA) = {0}. Donc

les colonnes dé&’ A forment une famille libre. Donc il n’y pas de colonne non pale (par la Proposition 4.15).

Donc le nombre de colonnes pivotales estOn a aussim(EA) = K. Donc E A n’a pas de ligne nulle (sinon
0

ne serait pas dafds(EA)). Doncr = n. On en déduip = n. [

1

Dans la preuve précédente, on a montré que si une matrieeM,, ,(K) vérifie Ker(A) = {0} etIm(A4) = K™
alorsn = p.
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Exemples :
— K" est unK-espace vectoriel de dimensiar{(penser a la base canonique!).

— L'espaceM(RR) est unR-espace vectoriel de dimensiddont une base est formée des matriegs= Ll) 8} ,

Eiy = 8 (1) , Eay = [(1) 8},E22 = [8 ?].Cette baséF11, E12, Eo1, F22) est appelébase canonique
— K, [X] est I'espace des polyndmes de degré:. Une base est formée par les polynéneX, ..., X". La

dimension d&,,[ X ] est donau + 1.

Remarque 5.20Un sous espace vectoriel d'ifrespace vectoriel est U-espace vectoriel. On peut donc parler
de dimension d’'un sous espace vectoriel.

Définition 5.21 Soit £ unK-espace vectoriel de dimension

— Les sous espaces vectoriels de dimensisont appets dedroites.

— Les sous espaces vectoriels de dimengisont appeds degplans.

— Les sous espaces vectoriels de dimensienl sont appets desyperplans.

5.1.3 Theoreme de la base incomgite et congquences

Théoreme 5.22 (Tleoreme de la base incomgite) Soitp un entier positif,(f,, ..., f,) une famille libre d'un
espace vectorieE! de dimensiom. Soit (g4,...,g,) une famille @rératrice de £. Alors il existe une base
(e1,...,e,) deE telle quee; = f, pourtouti < p ete; € {g;,...,g,} pour touti > p.

Démonstration : Soit B une base de&/. On noteA; la matrice de la famillg f,, ..., f,) dansB, A, celle
de (g;,.-.,9,) et A celle de(fy,...,f,,91,--.,9,)- |l existe P € GL,(K) telle que PA soit totalement
échelonnée. On noté := (j1, ..., j,) I'ensemble des indices des colonnes pivotale$de Alors (Proposition
5.9) (¢j, (PA),...,c;,(PA)) est une base den(PA), donc(cj, (A),...,c;,.(A)) est une base deu(A) (par
le lemme 5.10). Comméf,, ..., f,) estlibre, les colonnes dé; forment une famille libre (Proposition 5.16)
donc aussi celles dBA; (par le lemme 5.10), donc toutes les colonne®dg sont pivotales (Proposition 4.15).
Ainsi j; = 1,...,j, = p, c'est-a-direc;, (A) = c1(A1),...,¢;,(A) = cp(A1). Comme(gy,...,gq) €St une
famille génératricelm(A,) = K™. L'espace des colonnes dé contient I'espace des colonnes dg. Donc
Im(A) D Im(Az) = K". Donc(cj, (A),...,¢;.(A)) = (c1(A1), ..., cp(A1), ¢, (A),...,cj.(A)) estune base
deK". On en déduitquef,, ..., f,, Gjpir—pr - ,gj.—p) €stune base d& (Proposition 5.16). m

La preuve donne un moyen pratique pour choisir des vecteums damille (g, . . ., g,) permettant de compléter
une famille libre(f,, ..., f,) en une base d&. Il suffit d’écrire la matriceA des coordonnées d¢f,, ..., f,,
g1;---»9,) dans une base et de ne retenir que les colonnes pivotalesm@nsatrice échelonnée a partir de

Corollaire 5.23 Soit E un espace vectoriel de dimension

1. Si(fy,..., f,) estune famille libre dé, alorsp < n. Side plugp = n, alors (f,, ..., f,) est une base.

2. Si(gy,---,9,) est une famille grératrice deE, alors ¢ > n et il existe une sous-famille dg;,...,g,)
formant une base d&. Si de plus; = n, alors (g, .. .,g,) est une base d&.

Démonstration : Pour 1., appliquer le Théoréme 5.22#, ..., f,) et a une base quelconq(e,, . . .,g,) de
E. Pour 2., c'est le cag = 0 dans I'énoncé du théoreme. L]

Corollaire 5.24 Soit E un espace vectoriel de dimension> 1. Soit F' un sous-espace de. Alors
1) F est de dimension finie.

2) dim F <n.

3) Sidim F'=n,alorsE = F.

Démonstration : Toutes les familles libres d€' ont un cardinak n, d'apres le corollaire précédent. Spite
nombre maximal d’éléments que peut contenir une faniieelde F. On a doncy < n et en particulier, toute
famille deF quiap+1 éléments est nécessairementliée. §pbjt .. ., f,,) une famille libre dg” ap éléements. On

va montrer qu’elle est génératrice Hec'est-a-dire que tout élément deest combinaison linéaire dg,, . . . , f,.
Soitxz € I et considérons la familléf,,..., f,,»). Elle est liee car elle @ + 1 élements. Donc il existe
AL, ..., Ap, i NON tous nuls tels que

Mfi+. o+ A S, Fpux=0.
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Nécessairement # 0 car sinon)_, \;f; = 0 avec les); non tous nuls, ce qui contredit que la famille
(f1,---, fp) estlibre. On peut donc écrire

w:%()\lf1+...+)\pfp).

Donc la famille(f,..., f,) est génératrice. Comme elle est libre, c’est donc une Bade Donc I est de
dimension finiep, avecp < n. Sip = n, alors(f4, ..., f,,) est une famille libre d& qui an éléments, donc est
une base dé& par le corollaire précédent. Donc tout élémentrpeut s’écrire comme combinaison linéaire des
£ qui sont des éléments dé Donc tout élément d& est dang’. DoncE = F. L]

5.1.4 Rang d’'une famille de vecteurs

Au chapitre précédent, on a déja introduit le rang d'orarice. En particulier, pour une matrice échelonnée, il
s’agit du nombre de colonnes pivotales, c’est-a-direialitsaombre de lignes non nulles. On a vu a la proposition
5.11 que les colonngg;, (A),. .., ¢, (A)) d'une matriceA dont les indiced < i; < --- < 4, sont les indices
des colonnes pivotales d’'une de ses formes écheloriédesl £/ est une matrice inversible, forment une base de
C(A) ouIm(A). En particulien = rg(PA) est la dimension dan(A).

On en déduit une autre définition possible du rang :

Corollaire 5.25 Le rang d'une matriced est la dimension dé'(A) = Im(A).

L'échelonnement (partiel ou total) d’'une matridégpermet donc de déterminer son rang et son image (en comptant
le nombre de colonnes pivotales d’'une matrice échelohéassociée &). De plus, on obtient en méme temps
une base de I'image dé en sélectionnant les colonnes deayant les indices des colonnes pivotales.

Proposition 5.26 SoitA € M,, ,(K) etP € GL,(K), @ € GL,(K) deux matrices inversibles. Alors le rang des
matricesA, PA et AQ sontégaux :

rg(A) = rg(PA) = rg(AQ).

Démonstration : Notonsr le rang deA. Il existe une sous-famille de la famille des colonnesAd®rmant une
base ddm(A). Soientl < j; < --- < j, tels que(cy, (A4),...,c;.(A)) est une base den(A). Alors par le
lemme 5.10(c;, (PA),...,c;, (PA)) est une base den(PA). Doncrg(A) = rg(PA).

Remarquons ensuite qle(AQ) C Im(A) etIm(A) = Im(AQQ~!) C Im(AQ). La premiére inclusion donne
rg(AQ) < rg(A) etla deuxieme donng(A) < rg(AQ). D’'ou le résultat. [

On définit maintenant le rang d’une famille de vecteurs :

Définition 5.27 (Rang d’une famille de vecteurs)Soit(f, ..., f,) une famille dep vecteurs d’un espace vec-
toriel E. On appellerang de la famille (f;);, la dimension de I'espace vectoriékct(f, ..., f,)-.

Remarque 5.28Lerang de lafamill€f,,. .., f,) estau pluggalap (car(f,, ..., f,) estune famille grératrice
deVect(fy,..., f,)). Une famille dep vecteurs est libre si le rang de cette famille égala p.

Comment déterminer en pratique le rang d’'une famille deéetes ? Si on connait les coordonnées de ces vecteurs
dans une base, il suffit d’écrire la matrice de cette fandl@ecteurs dans cette base, et de calculer le rang de cette
matrice en I'échelonnant. C’est ce que dit la propositigimante :

Proposition 5.29 Soit B une base déz. Le rang de la famille(f4, ..., f,,) estégal au rang de la matrice des
composantes des vecteyfsdans la bases.

Démonstration : On rappelle (proposition 5.16) qu’une famille de vectewstdibre ssi les colonnes de la matrice
de cette famille dans une base sont linéairement indégees.

On noteX; le vecteur colonne des composantesfjedans la basés et A la matrice[X; ... X,]. Soitr le
rang deA. Il existel < j; < --- < j. < ptels queX;,,..., X, soit une base dém(A). En particulier,
c’est une famille libre. Alors les vecteu($; , ..., f; ) forment une famille libre. Soif ¢ {j1,...,j.}. Alors
(Xj,,...,X;,,X;) nest pas libre, donc les vecteL(rﬁjl,...,fjr, f;) forment une famille liée. On en déduit

quef; € Vect(f;,,..., f; )etfinalementquéf, ,..., f, ) est génératrice. Dongf, ,..., f; ) est une base

deVect(fy,..., f,) etfinalementg(Xy,..., X,) =rg(fy,..., f,) [

La preuve précédente donne en plus un moyen de trouveraseedaVect(f, ..., f,). On écrit la matriced de
{f1,---, f,} dans une base. On I'échelonne. On repere les indices temes pivotaleg; < --- < j,.. Alors la
famille {f; ,..., f; } estune base déect(f,,..., f,).
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Proposition 5.30 Le rang deA € M,, ,(K) estégal au rang ded’ € M,, ,(K). Le rang deA est aussegala la
dimension de I'espace vectorib( A) engende par les vecteurs lignes dé

Démonstration : On peut supposer quéest totalement échelonnée. En effetd si'est pas totalement échelonnée,
soit P € M, (K) telle queP A soit totalement échelonnée. Alarg(PA) = rg(A) etrg(A!P?) = rg(A*). On
suppose donc désormaistotalement échelonnée.

Montrons que la famille des lignes non nulles ddorment une base de I'ensemble des vecteurs ligned.de
Notonsr le nombre de lignes non nulles deet1 < j; < --- < j,. < p les indices des colonnes pivotales. Alors
pourk € {1,...,r}, la k-ieme ligne/;(A) est de la forme/,(4) = [0 --- 0 1 % --- x| ollel est
placé sur la colonngy. De plus, les nombres a droite dwsont nuls lorsqu’ils sont sur une colonne pivotale (car
la matrice est totalement échelonnée). Soient . ., a, € K tels quex41(A) + - - - + .4 (A) = 0. Montrons

quea; = --- = a, = 0. Le vecteur lignex; ¢1(A4) + - - - 4+ «.¢,-(A) a dans sa colonne d’indige le nombren;,
dans sa colonne d’indicg le nombrexs,, etc...Donc on a bien; = --- = a,. = 0.

Comme les lignes non nulles dedonnent par transposition une base des colonnet de= rg(A?). Maisr est
aussi le nombre de colonnes pivotalesAlest doncr = rg(A). Doncrg(A4) = rg(A?). [

5.1.5 Exercices

Exercice 102 Les familles de vecteurs suivantes sont-elles libreséms P
1. {(1,1), (1,-1),(0,1)} dansR?.
2. {(1,1), (1,3)} dansR?.
3. {(1,2,-1), (-2,1,1),(1,—1,2)} dansR3.
4. {(1,2,-1), (=2,1,1)} dansR3.

5. {0, w1, ... un}, u; € R™
6. {u1, w1, ... un}, u; € R
7. {e1, ...e,} avece; les vecteurs canoniques &&.

Exercice 103 Soientu;, uy etug trois vecteurs likairement inépendants d&™. Soita € R. On pose :

V1 = U+ U2
Vo = U1 + 2uz + u3

V3 = Uz + aus

1. Pour quelles valeurs de les vecteurs, v, v3, sontils lirtairement indpendants ?

SoitU = [u; uy wus| etV =[vy wvy ws].EcrireV souslaformé’ = UM ou M estune matrice caée
d’ordre 3, et montrer que les vectews, vo, v3 sont lirkairement inépendants si et seulement si la matride
est inversible.

Exercice 104 Trouver le plus grand nombre possible de vecteurédirement inépendants parmi les vecteurs
suivants :

1 1 1 0 0 0
u; = -1 Ug = 0 us = 0 Uy = 1 us = 1 Ug = 0
0 -1 0 -1 0 1
0 0 -1 0 -1 -1

Exercice 105 SoientE un espace vectoriel et;, v,, vg trois vecteurs non nuls.

1. Montrer que si les sous-espaces vectoriels engendrspectivement par, v. et parvy, vs coincident,
alors la famille{wv;, vo, v3} estliée.

2. Laréciproque est elle vraie ?

Exercice 106 DansR? vérifier que les vecteurga, b, ¢} forment une base :
1l.a=(21-3),b=(3,2-5),c=(1,-1,1)
2.a=(1,1,1),b=(1,1,2),c = (1,2,3)
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Exprimer les vecteur&, 2, —7) et (6,9, 14) dans ces bases.

Exercice 107 Dans I'espace vectoridk?, les vecteurs suivants constituent-ils une base ? (On pautitiser la

méthode de Bchelonnement)

1wy =(1,-1,0),  wy=(1,0,1),  uz=(1,2,3).
2wy =(1,0,—-1),  wuy=(0,1,0),  wuz=(1,1,0).
3w =(1,2,3), up;=(2,3,1), us=(0,0,0).

4. uy =(1,0,0), wy=(1,1,0),  ws=(1,1,1).
5.uy=(1,1,-1), wy=(1,-1,1), wug=(-1,1,1).

Exercice 108 Montrer que siuy, . . ., u, ) estune base de" et A est une matrice inversible, alofglu, . . ., Au,)

est aussi une bage™.
Exercice 109 Montrer que les vecteurs
u; =(0,1,1,1), us =(1,0,1,1), us = (1,1,0,1), uy = (1,1,1,0)
forment une base dg*. Dans cette base, calculer les composantes des vecteurs
u=(1,1,1,1) et w=(1,0,0,0).
Exercice 110 On consigre, dans I'espace vectori&?, la famille de vecteurs suivants :
(1,1,a), (1,0,1), (v, 1,1).

Déterminer en fonction de le rang de cette famille de vecteurs.

Exercice 111 Quel est le rang des syshes de vecteurs suivants ? (On pourra utiliser &hmnde de Echelonnement).

Dire si les vecteurs sont lgairement inépendants et s'ils forment une base.

1. u; = (1,0,1),us = (1,1,0),u3 = (0,1,1).
1,0,0,1),us = (1,1,0,0), u3 = (0,1,1,0), uqg = (0,0,1,1).
1,1,0,1), up = (—1,1,1,0), uz = (0, —1,1,1), ug = (1,1,1,0).
1,-1,0,1),us = (1,1,-1,1),u3 = (0,1,1,1), uy = (1,0,1,0).
1,0,0,2,5), us = (0,1,0,3,4), uz = (0,0,1,4,7), ug = (2, —3,4,11,12).

(
(
(
(

uy
Ui
uy
uy

a > D

Exercice 112 Déterminer la dimension des sous-espaces vectoriels ergepdr chacune des 4 familles de vec-
teurs ci-dessous. Donnez en une base et exprimer les co@dsile chacun des vecteurs de la famille dans la

base trouee.

1. lafamille{u;, w2, us, us, us} avec:

1 2 3 4 5
2 BE |4 5 e
uy = 3 ) U2 = 4 ) Uz = 5 3 Uy = 6 3 us = 7 )
4 5 6 7 8
2. lafamille{vy,vs,v3,v4} avec:
1 1 0 1
- 3 ]2 ] -1 . 0
v = 0 ) Vo = 3 ) V3 = 0 ’ V4 = 0 )

-1 0 —4 —13
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3. lafamille{w;, w2, w3, w4, ws} avec:

5 2 20 —2 8
BE |2 10 o | -6
w1 = ) ’ wo = 2 ) w3 = 2 ’ Wy —1 ’ ws -3 )
3 -1 5 1 0
4. lafamille{z1, z2, z3, 24} avec:

1 1 -1 2
s ! o 1
zZ1 = 1 ’ Z2 = -1 ) z3 = 3 ) Z4 = -3
4 2 0 8

Exercice 113 (Bases et dimension de sous-espaces de masjice

1 0f [0 1] |0 0] {0 O , S
1. Montrer que{ [0 0] , {0 O] , L 0} , {0 J} est une base de 'espace des matrices &asréelles

d’ordre 2; en céduire la dimension de cet espace.

Donner une base et la dimension des matricesézsd’ordren.

Donner une base et la dimension des matriceséssd’ordren diagonales.

Donner une base et la dimension des matriceséessd’ordren synétriques.

Donner une base et la dimension des matriceséessd’ordren triangulaires su@rieures.

o~ wN

Exercice 114 (Familles de fonctions)Soit E I'espace vectoriel des fonctions dkedansR . Dire parmi les fa-
milles suivantes celles qui sont libres et celles qui s@&&di Ici les vecteurs (au seeléments d’'un espace vecto-
riel) sont donc des fonctions...

1. {f,g,h},avecf(x) = 2, g(x) = 4sin®*(z), h(z) = cos?(x)

2. {f,g,h}, avecf(z) =1, g(x) = sin(x),h(x) = sin(2x).

3. {f,9}, avecf(z) = =, g(x) = cos(z).

4. {f g,h k}, avecf(x) = (1+z)?, g(z) = 2% + 22, h(z) = 3 etk(z) = =.
5. {f,g,h},avecf(z) = cos(2z) , g(z) = sin®(z) ; h(z) = cos?(z).

6. {f,g,h},avecf(z) =0, g(x) = z, h(z) = 2°.

Exercice 115 (Sous espaces vectoriels et bas&g)ientE un espace vectoriel” et G des sous espaces vecto-
riels.

8]

1. Montrer queF' N G est un sous espace vectoriel He
2. OnprendiciE = R3, F = Vect (u,v) etG = Vect (w, z) avec :

1 1 0
u=|1|,v=|1|,w=|1|,etz=] 1
0 1 1

(a) Trouver des bases déetG.
(b) Déterminer le sous espaé¢eén G et en donner une base.

1 2
3. On prend toujoursy = R3, F = Vect (u,v) etG = Vect (w,z) maisavecu = | 0 |,v=| 0 |,
0 0
0 0
w=|1],etz=1] 0
1 1

(a) Trouver des bases deetG
(b) Déterminer le sous espadeén G. Ce sous espace admet-il une base ?
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Exercice 116 (Sous espace vectoriel de pofymes) Soit £ 'ensemble des polynmes eels de dedr inferieur
ou égala 4. On a monté dans I'exercice 75 quE est un espace vectoriel.

1. Donner une base dg.

Soit F' 'ensemble des polynmes admettant les racines= a etz = b # a. On a monté dans I'exercice 75 que
F est un sous espace vectoriel He

2. Donner une base de.

3. Etudier le cast = b.

Exercice 117 Quelle partie du plan écrivent les point$z, y) € R? tels que les vecteufd, 1 + z) et(1 — x,y)
forment une base de I'espace vectoRg&|?

Exercice 118 SoitE' un espace vectoriel @, P’ deux familles finies d&. On suppose que’ C P.
Montrez que sP est libre alorsP’ est libre. Montrer que sP’ est gerératrice alorsP est gerératrice.
Peut-on avoir une&ciproque ? Donner uneanonstration ou un contre exemple.

Exercice 119 Proposer une preuve dué&breme 5.22 inspée de celle du #oreme 5.18.

Exercice 120 (Solutions d’'uneequation differentielle)
1. Montrer que I'ensemble des solutioSsde I'eéquation diférentielley” = y est un sous espace vectoriel de
'ensemble des fonctions continuesRieansR.

2. On admettra (thoreme de Cauchy Lipschitz) que la fonction identiquementeraslt la seule solution de
I’ équation avec dorées initiales :

y'(t) =y(t),t € Ry
y(0) =0, y'(0) = 0.

En déduire la solution (unique) deéguation diférentielle avec dor&es initiales :

y'(t) = y(t),t € Ry
y(O) =a, y'(O) =b.

Trouver la solution grérale de lequationy” = y.
3. En ceduire quesS est un sous espace vectoriel de dimension 2 dont on donnerbase.
4. Trouver une solution particuélie de lequationy” = y+1. Donner la solution du prome de Cauchysuivant :

y'(t) =yt)+1,t e Ry
y(0) =1, y'(0) = 1.

Exercice 121 (Sous espace de matriceg) Quelle est la dimension de I'espace vectangg (R) ?

2. Donner les six matrices de permutationié; (R) .

3. Montrer quel ds est une combinaison laire des cing autres matrices de permutation, qu’on gte. . , Ps.
3. Montrer que{ Py, . .., Ps} est une famille libre de I'espace vectorigl3(R).

4. Montrer que{ Py, .. ., Ps} engendre le sous-espaSedes matrices dont toutes les sommes de coefficients par
ligne et colonne sorégales.

5. En ceduire la dimension d#§.

Exercice 122 (Intersection de deux sous espaceSpientE et F' deux sous espaces vectorielstie On suppose
quedim(E) 4+ dim(F') > n. Montrer queE N F' n’est pas eduit au vecteur nul.

1. En analyse, un probléme de Cauchy est un probleme tansfiune équation différentielle avec condition ialé.
Augustin Louis Cauchy, mathématicien francais 1789%1853n lui doit en particulier la notion de fonction holomoephkt des criteres de
convergence des suites et des séries entieres. Sesxtrmvales permutations furent précurseurs de la théorsegdeupes. Il a également
travaillé sur la propagation des ondes électromagnésiq
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5.2 Sous espaces vectoriels sugphentaires, orthogonalie

5.2.1 Somme et intersection de deux espaces vectoriels
Proposition 5.31 (Intersection de sous espaces vectorielSoient/’ et G deux sous espaces vectoriels dikin
espace vectoriely, alors H = F' N G est un sous espace vectoriel e

Démonstration : On remarque tout d’abord q@e; € F N G. Soitz,y € F NG et(\, 1) € K2. CommeF etG
sont des sous espaces vectorielggen sait que\z+puy € F et \xz+puy € G. Par conséqueniz+puy € FNG,
doncF' N G est bien un sous espace vectorielkle L]

On rappelle que I'union de deux sous espaces vectorielspaegorcément un sous espace vectoriel, voir exercice
85. Mais on a vu au méme exercice qu’on peut définir la somendetix sous espaces vectoriels, qui est aussi
I'espace engendré par I'union des deux sous espaces.

Deéfinition 5.32 (Somme de sous espaces vectorieBpientF’ et G deux sous espaces vectoriels dKirespace
vectoriel E. On note

H=F+G={x<c Etelsquer =y + zavecy € F, z € G}.
L'espaceH est un sous espace vectoriel Heppek somme deF et G.

Démonstration : CommeOr € FF'N G, on a bien0g +0r = 0 € F + G. Soitzy,20 € F+G.Ona
z1 = + 1y, etze = 3 +y, avecCz, 2 € F, y,,y, € G. On a alors pour tout\, ;1) € K2,

Az1+ pza = Nz + Y1) + p(®e +ys) = (Axy + pza) + (Ay; + pys) € F+ G,

€EF €eG

On conclut quer + G est un sous espace vectoriel Ee L]

Proposition 5.33 (Famille gerératrice de F' + ) SoientF et G deux sous espaces vectoriels dKrespace

vectoriel E. Si (fy, ..., f,) est une famille grératrice def" et (g,,...,g,) est une famille grératrice deGG
alors la famille(f, ..., f,. g1, --,g,) estune famille grératrice deH = F' + G.

Démonstration : Soitz € F'+ G.Onaz =z +y avecz € I' ety € G. Comme(f, ..., f,) estune famille
génératrice dé" et(g,, ..., g,) est une famille génératrice d¢ on a

r=ofi+ - +topf,ety=p0ig; + -+ 549,

Par suite, on peut écrire
z=afr++apf, + 5191+ + B9,
Lafamille (fy,..., f,,91,---,9,) estdonc une famille génératrice le= F' + G. [

Définition 5.34 (Somme directe)SoientF’ et G deux sous espaces vectoriels dkirespace vectoriel’. On dit
queF etG sont ensomme directesi F' N G = {0}.

Deéfinition 5.35 (Sous-espaces sugphentaires) SoientF et G deux sous espaces vectoriels direspace vec-
toriel £. On dit queF et G sontsupplementairesdansE, etonnoteE = F & G, SiE = F + G etsi F etG sont
en somme directe.

Proposition 5.36 (Premére CNS pour les sous-espaces supphentaires) Soient /' et G deux sous espaces
vectoriels d'unK-espace vectorieE. Les espace$’ et G sont sup@mentaires si et seulement si tout vecteur
x € F s'écrit de fagon unigue comme somme d’un vecteur @&t d’un vecteur dé&;.

Démonstration : Supposons que tout vectenre E s'écrit de fagon unique comme somme d’'un vecteurde

et d’'un vecteur d& et montrons qué’ et G sont supplémentaires. On a biéh= F + G. De plus, supposons

par I'absurde qu’il existe € F NG # {0g}. Alors on peut écrire de deux fagons differentes= z + Og
~  ~~

eFr e
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etz = Og +_z ce qui contredit I'unicité de I'écriture. Par conséquydnn G = {0z }. Réciproquement si
~—

er €G
E=F+GetFNG = {0g}, toutz € E s'écrit sous la forme = x + y avecx € F ety € G. Si cette
décomposition n'est pas unique, orza= x; + y; = x2 + y, . On en déduit que; — x2 = y, — Y;.
N~ N~ N—— ——
er G €EF eq €EF e

CommeF NG = {0g}, on en déduit quez; — 2 = y, — y; = 0p. La décomposition de est donc unique.
N—— N—_——

€F €eqG
AinsiE = F & G. ]

Proposition 5.37 (Sous espaces sug@phentaires et dimension)Soient I et G deux sous espaces vectoriels
suppEmentaires d’'urk-espace vectoriell de dimension finie. On a

dim(F) = dim(F) + dim(G).

Démonstration : Soit (f4,..., f,) une base dé" et (g,,...,g,) une base dé:. On a vu que(fy, ..., f,,
g1;---»9,) estune famille génératrice de= I’ + G. Montrons que c’est aussi une famille libre. On suppose que

arfi+-+anf, +5g1 + -+ Bpg, =0g.

Par conséquent,

o fi+-tonf,=-Pgr— - —Ppg, € FNG = {0g}.
€F e
Par suite
arfi+--+anf, =0getbig, +---+ Bpg, = 0p.
Comme(fy,..., f,) est une base d€ et (g,,...,g,) est une base dé, ce sont des familles libres et par
conséquent,
= =a,=pf=--=B,=0.
On conclut quelim(E) = n + p = dim(F) + dim(G). L]

Proposition 5.38 (Existence d’un sup@mentaire) Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie Etun
sous-espace vectoriel d& Alors il existe un sous-espace vectorietle £ tel queF’ et G soient sup@mentaires.

Démonstration : Soient(ey, .. .,e,) une base dé& et (f;,..., f,) une base dé'. La famille (f,,..., f,)
est une famille libre d&v. Le théoréeme de la base incompléte (on applique le &raer5.22 a la famille libre
(f1,--., f,) etalafamille génératricges, . . ., e,)) nous dit que I'on peut compléter la famillg,, ..., f,) par
€i,,--.,€;,_, pour en faire une base de. On vérifie alors qué&r = Vect(e;,,...,e;, ) €st un sous espace
supplémentaire dé' dansFE. L]

Proposition 5.39 (Sous espaces et dimensiospientF’ et G deux sous espaces vectoriels dKirespace vecto-
riel £.Ona
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Démonstration : SoientF; un supplémentaire d8 N G dansF etG; un supplémentaire d€ N G dansG. Alors
F=F & (FNG)etG =G, ® (FnNG).On en déduit
F+G=F &G @ (FNG).

Par conséquent,
dim(F + G) = dim(Fy) + dim(G;) + dim(F N G)

= (dim(F) — dim(F N G)) + (dim(G) — dim(F N G)) + dim(F N G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).

Proposition 5.40 (Deuxéme CNS pour les sous espaces suppientaires) SoientF’ etG des sous espaces vec-
toriels deE. AlorsE = F @ G si et seulement N G = {0g} etdim F' + dim G = dim E.
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Démonstration : On a déja demontré le sens direct (proposition 5.37gdle a démontrer la réciproque. Suppo-
sons queél N G = {0g} etdim F + dim G = dim E. Il reste a voir quéZ = F + G. Par la proposition 5.39, on
adim(F + G) = dim F' + dim G = dim E. DoncF' + G est un sous espace @equi a méme dimension que.
Cela montre qués = F' + G (voir Proposition 5.24). L]

5.2.2 Sous espace€h aux matrices

SoitA € M,, ,(K). On va étudier dans ce paragraphe les relations entre lesespaces suivants liés & la matrice
A. On a déja introduit :

1) I'espace des colonné& A), qui est égal dm(A), sous espace d&",

2) I'espace des ligneb(A), qui est égal dm(A*) sous espace de?,

3) le noyauKer(A), sous espace de®.

On introduit de plus le noyau de la transpogger( A?), qui est un sous espace H&.

On peut établir des relations importantes entre cesrdifits espaces.

On a déja vu quéim C(A) = dim L(A) = r < n (c’est une réécriture du fait qu'une matrice et sa trargpo
ont méme rang).

Avec les résultats qu'on a déja obtenus, on peut facifgrlktenir une relation entre les dimensiondde(A) et
Im(A).

Théoréme 5.41 (Tleoréme du rang, version matricielle) SoitA € M,, ,(K). Alors
dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = p.

Démonstration : Ce résultat est une conséquence du fait que les solufi@usades forment une base Her(A),

ce qu’on a démontré a la proposition 4.23 (sans utilisenbt “base” car a I'époque on n'avait pas introduit les
bases).

En effet, on sait que st est le rang ded, il existe p — r solutions spéciales formant une baselde A. On
rappelle que les colonnes pivotales dd forment une base den(A) et qu'on adimIm(A) = r. On a donc
dimKer A + dimIm(A) =p—r+r =p. [

Définition 5.42 (Orthogonalité) On dit que deux sous espadé®tG deRR? sont orthogonaux si pour tout € F'
etveG,u-v=0.

Un vecteurr deKer(A) est orthogonal & n'importe quelle ligne decar Az = 0, ce qui est équivalent a dire que
i(A)-x=0pouri=1,...,n.

Proposition 5.43 (Somme de sous espaces orthogonawBdientF' et G deR"™ des sous espaces orthogonaux de
RP, alors ils sont en somme directe. On parle dans ce cas de sainecée orthogonale.

Démonstration : Soitu € F N G. CommeF etG sont orthogonaux, on a dorc- u = |Ju||? = 0. (On rappelle
que||u|| désigne la norme euclidienne du vectayr On en déduit ques = 0. [

En particulier on ne peut avoir deux plans orthogonaux dens.

Théoreme 5.44 (Orthogonalié deKer(A) etIm(A*)) Soit A € M, ,(R). Alors les ensembleKer(4) et
Im(A?) sont des sous espaces vectoriels stimentaires orthogonaux .

De plus, les ensembléger(A*) etIm(A) sont des sous espaces vectoriels seipgintaires orthogonaux d&".

Démonstration : On a déja vu que tout vectenr € Ker(A) est orthogonal & n'importe quelle ligne decar
Az = 0. Donc les sous espacBer(A) et L(A) = Im(A?) sont orthogonaux, et leur intersection reduitga }.

De plusdim Im(A?) = dim Im(A) = r, et donc par le theéoréme du rarigm Ker(A) + dim Im(A?) = p. Onen
déduit par la proposition 5.40 qlier(A) etIm(A?) sont des sous espaces vectoriels supplémentaire®dans
Par transposition, on obtient immédiatement que les eblesifer( A?) etIm(A) sont des sous espaces vectoriels
supplémentaires orthogonaux®e. L]

Les applications de ce théoréme sont multiples. Pousthint, nous remarquerons simplement que s R”,
alorsx se décompose de maniére uniqueaen= xx + x, ol xx € Ker(A) etx;, € L(A). On a donc
Ax = Axg + Ax; = Azy. Donc tout vecteub € Im(A) peut s’écrire commelx;, oux;, € L(A) On a
méme unicité : tout vectedr € Im(A) peut s’écrire de maniére unique comme, ouxz; € L(A); en effet si
b= Ax; = Ax}, alorsz;, — x; € Ker(A). Oron sait qué&er(A)NL(A) = {0g}. On en déduitc;, — 2} = 0.

Université Aix-Marseille 1,PEIP-L1, 28 avril 2012 86 Algebre linéaire, Maths générales Il



5.2. Sous espaces vectoriels supplémentaires, orthligona 5. Bases, dimension et sous-espaces

5.2.3 Les sous-espaces @&
Les droites dansR?

On rappelle que les droites sont les sous espaces vectigidimensiorl, donc engendrés par un vecteue R?.

Ce sont aussi les noyaux de matrices@lonnes et de rang— 1. En effet, par le théoréme du rang kst une

matrice de rang — 1, son noyau est de dimension 1.

— L' équation paramétrique d’'une droite es{x = e, A € R}, ole est une solution (spéciale, par exemple) du
systemedx = 0.

— Leséquations carésiennedle cette droite sont constituéesyde 1 équations linéaires qu’on peut par exemple
obtenir en écrivanke = 0, ou R est la forme échelonnée dg qui an — 1 lignes non nulles.

Exemple 5.45 (Exemple dan®?) Leséquations caésiennes d’une droite sont dares par

/

ar+by+cz=0 “ “
/
{w, Vy+cz=0 avec I; A lcvl #0.

Notons gu’une droite vectorielle est I'intersection de xiplans vectoriels distincts.

Leséquations ci dessus peuvéte écrites sous la formex = 0 avecA = [s, bb,

est donc bien le noyau dé. Un vecteur directeur de cette droite est un vecteur qui gebgonal aux deux lignes
de la matriceA ; il peut étre obtenu en prenant par exemple le produit vectoriel

Cc, . La droite en question

a a’ be’ — b’
e= [b| AV ]| = |ca —ac
c c ab’ — ba’

8

Réciproquement on obtient facilement &zpuations caésiennes partir de I'équation pararétriquex = |y

I\

(6%
Ae = X [ 5] :il suffit d’€liminer \ pour obtenir degquations cagésiennes de la droite.
Y

Les hyperplans dansR?
Proposition 5.46 Soitp > 2 etay, ..., a, € R non tous nuls. L'ensemble défini par
F={zeR’, z=(x1,...,2p), telquezia; + z2a2 + ...+ zpa, = 0}

est un sous-espace vectoriel&e de dimensiop — 1. On dit queF’ est unhyperplan deR?.

Démonstration : SoitA = [a1 ... a,] € My ,(R). Cette matrice est de rang 1. Par le théoréme du rang, son
noyau est de rang — 1, et c'est justement I'ensemble. L]
L'équationa;z1 + agze + - -+ + apz, = 0 est appeléeéquation cartésiennede I'hyperplan. S f4,..., f,_1)

est une base dE, par exemple obtenue en calculant les solutions spéaields: = 0, alors
zelFerz=Mf1+ -+ Nafp1
C’est I' equation parameétrique de F.

Proposition 5.47 (Droite et plan suppémentaires) Si F' est un sous-espace vectoriel #&, alors F' est un hy-
perplan si et seulement si il existe une drditdelle queF et D soient sup@mentaires.

Démonstration : Le sous espacé’ est un hyperplan d&™ d'équationa;z; + a2z + ... + apz, = 0 SSi

F =Ker(A) oA = [a1 ... ap] € My,(R). On en déduit par le theoreme 5.44 des Im(A*) = R? (en
fait les sous espacdéetIm(A?) sont orthogonaux), et par le theéoréme du ratigy Im(A?) = 1 : le sous-espace
vectoriellm(A?) est donc une droite. La réciproque est immédiate. [
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Exemple 5.48 (Le cas particulier d’'un plan deR3) On considere le plan(?) dansR?® d’équation :z — 2y —

3z = 0. Ceci peut encore &trire Ax = 0,00 A = [1 -2 73] . Cette matrice est sous forme totalement
écheloge (on I'a fait expes...) Les solutions épiales dedx = 0 sonts; = (2,1,0) etsy = (3,0,1). Le plan
(P) est engendr par les vecteurs; et s, L'équation pararatrique du plan est donc

x 2)\1 + 3)\2
T =\ 81 + \asyca. d. Yyl = A
z )\2

Notons que si I'on conritles vecteurs; et s, qui engendrent le plan, on retrouve facilemeguation du plan
en posanfa, b, c) = s1 A s3 qui est orthogonah s, et s, (le \erifier avec notre exemple).

5.2.4 Exercices

Exercice 123 (Suite de I'exercice 87 Hoit la matrice :

1 1 2 -1
-1 0 1 0
A= 0 01 -1
0 1 0 1

(a) Déterminer une base du noyau de
(b) Déterminer une base de I'image de

Exercice 124 Donner un systme déquations pour caraétiser la droite deR? qui passe pa0 et qui a pour
vecteur directeuf2, —1,4).

Méme question avec le plan &8 qui passe pad et qui a pour vecteurs directeu(g, —1,4) et(1,2,1).
Exercice 125 Soit F' le sous-espace vectoriel @& engende par les vecteurs$l, 1,1), (1,0,—1) et (4,2,0).

Quelle est la dimension dE ? Faire un dessin.
Trouver un sup@mentaire d&” dansR3.

Exercice 126 SoitF’ le sous-espace vectoriel & donreé par :
F={(z,y,2),z+y+z=0et3z = 2z}.

Donner uneequation pararétrique der'.

Méme question avec
G={(z,y,2,t) ER* x+y—2=0ety + 2z =t}.

Exercice 127 Dans I'espace vectoriék* on consiere le sous-espace vectoriélengende par les vecteurg, =
(1,0,1,0), f, = (1,1,0,1) et f; = (1,2,0,1). On consi@re aussi le sous-espace vectoKiglengende par
g1 = (15 27 717 2)! gs = (05 07 15 0)! gs = (17 35 725 3) etg4 = (07 15 07 1) Verifier que

dim(F + G) + dim(F N G) = dim(F) + dim(G).

Exercice 128 Déterminer si les sous-espaces vectoriel®deuivants sont suppmentaires, en somme directe :
F ={(x,y,z) telsquer + 2y + z =0, x — z = 0} etG = Vect{(1, a,b)}, selon le choix de, b € R.
F = Vect{(1,2,-1),(1,0,1)} etG = Vect{(0, 1, 2)}.
F ={(z,y,2) tels quer + 2y + z = 0} etG = Vect{(1,0,—1)}.
F ={(z,y,2) telsquer + 2y + z = 0} etG = Vect{(1,2,1)}.

Exercice 129 Soientr, y, u, v desélements d®*. On noteF et les sous-espaces vectoriels engésdespec-
tivement pafx,y} et{u,v}. Dans quels cas a-t-of & G = R*?

1. z=(1,1,0,0),y =(1,0,1,0),w = (0,1,0,1),v = (0,0,1,1)

2. z=(-1,1,1,0),y = (0,1,-1,1),» = (1,0,0,0), v = (0,0,0, 1)

3.z =(1,0,0,1),y = (0,1,1,0),w = (1,0,1,0),v = (0,1,0,1)
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Exercice 130 Soit F un sous-espace vectoriel de dimension 4 de I'espace vecioe: R”.

1. SoitG un sous-espace vectoriel deorthogonala E. Quelles sont les dimensions possibleg:d2

2. Méme question si maintenafitest un sup@mentaire orthogonal F'.

3. Quelle est la plus petite taille possible d’'une matriceont I'espace des lignes eBt?

4. Dans ce cas, combien de vecteurs a une baséedd, et combien de composantes ont ces vecteurs de base ?

Exercice 131 Soit P le plan vectoriel déquationz — 2y — 3z = 0 dansR3.

1. Trouver la matriced € M, 3(R) dontP est le noyau.

2. Trouver une base foree par des solutions épiales du planP.

3. Trouver une base dé*.

4. Decomposer le vecteur = (5,4,3) enz = y + z, ol y € Ker(A) etz € L(A)(= Im(AY)).

Exercice 132 (Noyau ded’ A) SoitA € M,, ,(R). Montrer queKer(A*A) = Ker(A).

Exercice 133 (Base d’un hyperplan)Soit P I'nyperplan deR* dequationz, + x5 + 3 + x4 = 0. Donner une
base deP et une base de la droite orthogonale’.
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Chapitre 6

Applications lineaires

6.1 Definitions et exemples

On a vu a l'exercice 13 la propriété de linéarité du piibchatrice vecteur : S est une matricé x 2 etu etwv.
deux vecteurs dB?, eta et 3 des réels, alorsd(au + Bv) = aAu + BAv. Il est facile de voir que cette propriété
est vérifiée pour n'importe quelle matrieex p, u etwv étant alors des vecteurs &&. On dit que I'application
T : R? — R” définie parT'(u) = Awu est une application linéaire. On peut généraliser ceit®n d’application
linéaire a des espaces vectoriglet F' quelconques.

6.1.1 Application linéaire deF dans I’

Définition 6.1 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels. On dit qu'une applicatibn E — F estlinéairesi
1. Pourtoute,y € E, T(xz +y) = T(x) + T(y).
2. Pourtoutr € E ettouth € K, T'(A\x) = \T'(x).

On noteL(E, F) 'ensemble des applications Baires deE’ dansF'. Si E = F', on parle dendomorphismede
E et on note simplemerl}(E, F') = L(E).

On remarque tout de suite quelsiest une application linéaire, aldf§0y) = OF ; en effet,7(0g) = T'(0xx) =
L'application

E —F
IdE{
X = X

est une application linéaire appelédentit é.

Exemple 6.2 (Produit scalaire et norme)Soita € R? fixe, alors I'application deR? dansR définie paru
u - a est une application ligaire. Par contre, I'applications — ||u|| ne I'est pas.

Exemple 6.3 (Transposition) L'application de M (R) dansM(R) définie parA — A! est une application
linéaire.

Exemple 6.4 (CErivation et intégration) L'application “dérivation”de C([0, 1]) dansC([0, 1]) définie parf —
f’ est une application ligaire. De néme I'application “inggration” de C([0, 1]) dansC([0,1]) définie par
f = [y f(y)dy est une application ligaire.

Proposition 6.5 (Propriétés de lirearité) SoientE et F deuxK-espaces vectoriels &t: £ — F une application
de F dansF'. AlorsT est une application lieaire deE’ dansF’ si et seulement si, pourtousy € K, etx,y € FE,
T(A\x + py) = NT () + uT'(y).

De plus, siE est de dimension fini€es, ..., e,) une base dé&’ et T' une application ligaire deE dansF’,
alors pour toutr € E, on aT(z) = 1T (e1) + ...z,T(ey) OU lesz; sont les composantes dedans la base

(61, oo .,en).
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6.1. Définitions et exemples 6. Applications linéaires

Démonstration : Preuve laissée a titre d’exercice... ]

On montre facilement par récurrence sugue sil” est une application linéaire dedansF', alors pour tout, € N
ettous)y,...,\, e Ketxy,...,xz, € E,0na

i=1 i=1

Proposition 6.6 (L'espace vectoriell(E, F')) SoientE, F' desK-espaces vectoriels. L'ensemHléF, F') est un
espace vectoriel. En particulier,
— la somme de deux applicationséares est une application lgaire :
siS, T e L(E,F),alorsS+T € L(E,F),
— Le produit d'une application ligaire par un scalaire est une applicationé&aire :
SiT € L(E,F)etacK, alorsaT € L(E, F).

Démonstration : On va montrer qu&(E, F') est un sous espace vectoriel de 'ensemble des applicat®hs
dansF'. On remarque que I'application nulle € E — 0r) est bien un élément d&(E, F').
— Soientr,y € Eet\,ucKetS,T € L(E,F).Ona

(S+T)(Az+py) = SAx+py)+T (Ax+py) = AS(x)+uS (y)+AT () +p1 (y) = A(S+T) (z)+u(S+T)(y).

Par conséquens + T € L(E, F).
— Soientr,y € Eeta,\,u € KetT € L(E,F).Ona

(@T)(Ax + py) = oT (Ao + py) = a (AT (x) + uT(y)) = MaT)(x) + p(aT)(y).

Par conséquentyT’ € L(E, F).
|

Proposition 6.7 (Compoge de deux applications ligaires) SoientFE, F, G trois K-espaces vectoriels. La com-
pose de deux applications Emires est une application lgaire : si S € L(F,G), T € L(E,F), alors
SoT e L(E,G)avecSoT(x) = S(T(x)),Vr € E.

Démonstration : Soientz,y € FetA\,u € K.SiS € L(F,G), T € L(E,F),ona

SoT(Ax+py) =S (TAx+ uy)) =S | AT(x)+uT(y) | = AS(T(x))+pS(T(y)) = ASoT (x)+uSoT (y).
o e

Par conséquenf o T € L(E, G). [

Attention, en général, les applications linéaires ne commutest(pamme les matrices...) : §i € L(E) et
T € L(E),
SoT #TolS.

Prendre par exemple = R? et S(x1,22) = (1 + 22, 12) €tT (21, 12) = (0, 2).

6.1.2 Image, noyau et rang

Deéfinition 6.8 SoitE et F' deuxK-espaces vectoriels. Sditune application liaire deE dansFE. On appelle
— Noyau deT I'ensemble ndé KerT' defini par

KerT = {x € E'telqueT'(z) = 0r}.
— Image deT I'ensemble nd@ Im7T" defini par
ImT = {y € F tel qu'il existex € E tel quey = T'(x)}.

Proposition 6.9 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels. Sditune application ligaire deE dansF'. L'espace
KerT est un sous-espace vectoriel Heet 'espacdm1’ est sous-espace vectoriel fle
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Démonstration :
— Onsaitqué’(0g) = 0r. DoncOg € KerT. Pour montrer qu&er? est un sous-espace vectorielElgil reste
donc a montrer que pour tousy € KerT, A\, u € K, on alx + y € KerT.

T(A\x + py) = XT'(z) + pT(y) = AOF + pOF = OF.

Par conséquentz + py € KerT.
— Soienty,,y, € ImT C F. |l existex,, z2 € E tels quey, = T'(x;) ety, = T(x2). On remarque alors que

T(Axy + pwe) = AT (x1) + pT'(22) = Ayy + 1y,

DoncAy, + py, € ImT.

Deéfinition 6.10 Soit E et F' deuxK-espaces vectoriels. Sdit une application ligaire deE sur F'. On appelle
rang de T' la dimension de 'espace vectorieh(7') et on le noteg(T).

On donne maintenant le théoréme du rang pour les applicatinéaires. Il peut se démontrer a partir de celui
sur les matrices (voir remarque 6.18 plus loin) mais on docingne démonstration directe, sans passer par les
matrices.

Théoreme 6.11 (Tkeoreme du rang) SoientE, F' deuxK-espaces vectoriels de dimension finid'et L(E, F),
ona
dim(F) = dim(Ker(T)) + dim(Im(T")).

Démonstration : Soient(uq, ..., u,) une base deer T et (wq, ..., w,) une base dém(7"). On veut montrer
quep + ¢ = dim(E). Soientvy, ..., v, € E des antécédentsde,, ..., w, parT : T'(v;) = w;. Montrons que
la famille (w1, ..., up, v1,...,v,) €stune base dB. Sic’est le cas on aura bien montré qué¢ ¢ = dim(E).

— Montrons que la familléuw,, . .., u,, v1, ..., v,) estlibre. Supposons ui +. . .+apup+H1v1+. ..+ L0 =

0g. On aalors
p q

p q
T <Z a;u; + Z ﬂﬂh‘) = Z o T'(u;) + Z BiT(v;) = Op,
=1 =1 i=1 i=1
et commel (u;) = 0p etT(v;) = w;,

q
Z Biw; = Op.
i=1

Mais (w1, ..., w,) est une base den(T), c’est donc une famille libre. On en dédyit = 0 pour touti =
1,...,¢. On écrit alors quev;u; + ... + a,u, = 0g, et comme la famill§u,, ..., u,) est libre, on a aussi
a1 =...=ap = 0. Conclusion (u1,...,u,,v1,...,v4) estlibre.

— Montrons maintenant que la famille, ..., u,,v1,...,v,) est génératrice. Sait € E. Notonsy = T'(x) €
Im(T"). Onadoncy = Y7 | v;w;, ol les sont les; sont les composantes gedans la baséw;, ..., w,).
Posons alors .

Ty = Z%‘Uz‘ etry =x — xg.
=1
Par linéarité, on a

T(wk)=T(x)—T(xr) =y — > %T(v:) =y — Z%wi —0p,

=1
etdoncer i € kerT'. On en déduit que
q
T=TK + Z%Uz‘,
=1
et commer i peut s’écrire comme combinaison linéaire ags. . ., u,, la famille (u, ..., up, v1,...,v4) €st

génératrice.
|
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Proposition 6.12 Soit E et F' deuxK-espaces vectoriels. Sditune application liaire deFE dansF'.

— L’applicationT estinjective si et seulement ${er7 = {0y }.

— L'applicationT estsurjective si et seulement $im7T" = F.

— L’applicationT estbijective si et seulement §lerT = {Og} etIm7 = F'. On parle alors disomorphisme
et d’ automorphismesi F' = E.

Démonstration :

— L'applicationT est injective si et seulement si pour taugy € E tels queT'(x) = T'(y) alorsxz = y, c.a.d.
si et seulement §I'(x — y) = Op impliqguex — y = Og, soit encore si et seulementB{z) = 0 implique
z = 0p, ce qui équivaut EerT = {0g}.

— L'applicationT est surjective si et seulement si pour tgut F, il existex € E tel queT' () = y, c.a.d. si et
seulement st' = Im7T.

— Par conséquert, est bijective si et seulementKierT = {0g} etImT = F.

On déduit alors du théoreme du rang que :

‘ Sidim(E) = dim(F'), T bijective< T injective< T surjective

6.1.3 Exercices

Exercice 134 (Applications lireaires ou non ?) 1. Determiner parmi les applicationséfinies deR? — R sui-
vantes, celles qui sont lgaires :

1. My (z,y) =z, Ua(z,y) =y,

2. Ti(x,y) = ay, Tao(a,y) =2 +y, Ti(z,y) =z +y+1, Ti(a,y) = 2% -y

3. Ts(z,y) = |z +y|, Te(x,y) =sinz, Tr(z,y) =  — 3y.
2. Determiner parmi les applicationsfinies deR? — R? suivantes, celles qui sont Baires : S (2, y) = (y, z),
Sa(z,y) = (2,9%) , S3(z,y) = (1, 2).

Exercice 135 (ApplicationsR? dansR? ) Parmi les applicationd” deR? dansR? ou dansR suivantes, quelles
sont celles qui satisforft(Axz) = AT'(x), et quelles sont celles qui satisfdfitz + y) = T'(z) + T'(y) ?

xTr

T(x) = m,

T(x) =21+ 22, T(x)=(221,322), T(x)=max(x1,x2).

Exercice 136 (Application linéaire dansR?) SoitT" une application ligaire deR? dansR? telle queT'(1,1) =
(2,2),T(2,0) = (0,0). DéterminerI’(u) pour les vecteurs suivants :

u=1(2,2), v=(3,1), uw=(-1,1), u=(a,b).
Exercice 137 DansR?, verifier que les vecteurs suivants forment une base :
a = (472)0)7 b: (]‘)27 73)7 Cc= (05275)

Trouver les images de la base canonique par I'applicatiogdireT : R3 — R définie par :

Exercice 138 (Composition d’applications liaires) SoientS et T' les deux applications ligaires deR? dans
R? définies par :
S(,y) =z —y,z—y) et T(zy) =(r+y2z—y).

CalculerS o T etT o S. Et\érifier (rapidement!) que ces applications sonélaires.
Exercice 139 SoientS et T les deux applications l@aires deR? dansR? définies par :
S(,y)=(@+y,x) et T(zy) =5z —4y,6x + 5y).

Montrer que ce sont des automorphisme®ddc.a.d. des applications lieaires bijectives d&? dansR?).
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Exercice 140 (Lirgarité et continuite) Verifier gu’'une application ligaire deR dansR est continue.
SoitT" une application continue d& dansR telle que :

T(x+y)=T(x)+T(y)  pourtoutz,y € R.
Montrer queT est lingaire.
Exercice 141 (Noyau et image d’applications liaires) Pour chacune des applications &airesT suivantes,
répondre aux questions suivantes :

1. Verifier que I'application!” est lirgaire.
2. Deéterminer le noyau et I'image dB. Donner la dimension et une base de chacun des sous-espaces.

(@) T : R? — R? définie parl'(z,y) = 3z + v,z — y).

(b) T : R? — R? définie parl'(z,y) = (x + 2y, 2z + 4y).

(c) T, : R? — R? définie parl, (x,y) = (z + ay, 2 + 4y), (selon les valeurs de € R).
(d) T : R?® — R? définie parl'(z, y, z) = (2,y,0).

(e) T : R? — R3 définie parT'(x,y,2) = (v — y,x + y,x + 2y).

Exercice 142 (Image éciproque) Déterminer l'application liaire T : R? — R? telle que, sie;, es, e3
désignent les vecteurs de la base canonique, on ait :

T(el) = (17 1)) T(eQ) = (07 1)) T(e3) = (_1’ 1)'

Trouver une base dger (7).
Quelle est 'image &ciproque du vecteuyr, 0) ?
Quelle est 'image &ciproque du sous espace vectoriel engérghr(1,0) ?

Exercice 143 On consigre I'application lirtaireT deR* dansR® donrée par :

7(1,0,0,0) = (-1,-1,-1,0,0,0)
7T(0,1,0,0) = (1,0,0,—1,-1,0)
7(0,0,1,0) = (0,1,0,1,0,—1)
7(0,0,0,1) = (0,0,1,0,1,1)

Déterminer 'image d'un vecteur;, xo, 3, v4) deR*. Déterminer le rang d4’.

6.2 Applications linéaires et matrices

6.2.1 Matrice d’'une application linéaire

On peut construire une matrice pour toute applicatiorglirge En effet sil” est une application linéaire de dans

F, ou E est de dimensiop et F' de dimensiom, on peut choisir des basés;, ..., ep,) et(f,,..., f,) deE et
F. La matriceM représentant I'application linéaif€ sera alors une matrice x p, dont la premiére colonne se
trouve en calculant I'image du premier vecteur de basB garT, dans la baséf,, ..., f,,) :

T(el) = a171f1 + ...+ an,lfn-

La premiére colonne de la matridé est donc la colonne constituée des coefficients, . . ., a, 1. De méme, la
j-ieme colonne dé/ se trouve en calculafi(e;) dans la basef,..., f,) :

T(Ej) = al,jf1 + ...+ an,jfn-

Définition 6.13 SoientE et F deuxK-espaces vectoriels de dimensjoatn. On se donnd = (e, ..., e,) une
base deF etB’ = (f4,..., f,) une base dé". SoitT € L(E, F). On appellenatrice de T dans les base8, B’
la matrice noéeMp 5/ (T) € M, ,(K) dont les coefficients de lg™¢ colonne sont les composantesTge;)
dans la bas&3’ :

Mg, (T) = (ai;), avecT (e;) = a1 ;f1 + -+ an; fr.-

SiE = F etB = B’ on notera simplemeM (7).
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Calculons cette matrice sur un exemple. Considéronsd@sgdes polyndmes de degré inférieur ou égal a 3, noté
R5[X] et I'applicationT qui a un polyndmeP associe sa dérived. Cette application est évidemment linéaire
(le vérifier). Si on considére la base canoniqu&®ggX ] , constituée des polyndmes

Proposition 6.14 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels de dimensjprtn. On se donné8 = (ey, ..., e;)
une base d& etB’ = (f,,..., f,) une base dé&'. SoitM € M,, ,(K). Alors il existe une unique application
linéaireT € L(E, F) telle queM = Mp 5 (T).

Proposition 6.15 SoientE, F, G trois K-espaces vectoriels de dimension finie. On se ddhre (eq,. .., e,)
une base de&Z, B = (fy,..., f,) une base d&' et 3" = (g,,...,g,) une base d&. SoitR € L(E, F),
SeL(E,F),TeL(FG) etreK.Ona

1. MB,B/(R aF S) = Mg (R) + Mg (S)
2. Mp g (AR) = AMg 5 (R).
3. MB,B” (T ] R) = MB’,B” (T) . MB,B/ (R)

Corollaire 6.16 SoientE, F' deuxK-espaces vectoriels deéme dimension, B une base d&’, B’ une base de
F,etT € L(E, F) inversible. Alors

Mg 5(T™) = (Mps(T)) .
Réciproquement, SVl 5 (T') est inversible, alorg” est inversible.

Démonstration : Pour le sens direct, on applique la proposition préc&dean ald,, = Mg(Idg) = Mp(T o
T=1) = Mp(T) - Ms(T~1). Pour la réciproque, soif € L(F, E) telle queMp 5(S) = (Mp_s (T)) " (I'exis-
tence deS est assurée par la Proposition 6.14). On a aldgs 5/ (7' o S) = Mg/ 5(S)Mp s (T) = 1d,. Par la
Proposition 6.14, le seul endomorphisme de maliigadans la basg est I'application identité. Don§oT = Idg.
De mémel o S = Idr. DoncT estinversible. [ ]

Lemme 6.17 SoientE et F' des espaces vectoriels de dimensions respegtiees, etT une application ligaire
de E dansF'. Soient3 = (eq,...,e,) une base dé&, B’ = (f,,..., f,) une base dé’ et A la matrice deT’
dans les baseB et5’. Alorsdim(Ker(A4)) = dim(Ker (7)) etrg(A4) = rg(T).

Démonstration : La matrice A a p colonnes et lignes. Montrons par exemple la premiére égalité. Nston

g = dim(Ker(A)) et soit(sq,...,s,) une base d&er(A). Notonss, ; les composantes de¢; dans la base
canonique d®? : s; = (s1j,. .., Sp,j). On définita,; := >""_, s, je; pourl < j <gq.
Alors pour toute = (z1,...,z,) € RP,ona

p n p
Ar =0& Vi = 1,.. .,n,Zam—zj =0« Z(Zai’jzj)'fi =0
j=1

i=1 j=1
p n p P
&Y O aiif)r=0e> 2;T(e;) =0 T() xje)=0. (6.22)
j=1 i=1 j=1 j=1

Doncz = (z1,...,xp) € Ker(A) ssiT(a) = 0 aveca = Z§:1 zje;. En particulier, la famillga,, ..., a,) est
contenue danKer(7"). On vérifie comme ci-dessus quesi,..., A\, € K, alors>"7 , \;s; = 0ssid ¢ | \a; =
0. Donc la famille(ay, . . ., a,) est libre. Par le méme argument, pour teut (z1,...x,) € RP, (s1,...,84, )
estlibre ssiai,...,a,,a) estlibre, ola = ¥ | x;e;. On en déduit que la familléa,, . . ., a,) est génératrice
deKer(T'). Finalement(a,...,a,) est une base d€er(T"), doncdim(Ker(7')) = g. On montre de méme que
dim(Im(A)) = dim(Im(T")). Le théoreme est démontré. [

Remarque 6.18 (Tteoremes du rang pour les applications ligaires et pour les matrices)Par le lemme pece-
dent, on @montre facilement le #oreme du rang pour les applications &aires (tfeoreme 6.11)a partir du
théoréme du rang pour les matrices. En effet, supposongtest une application lidaire del’ dansF', et soient
B =(e1,...,e,) unebased&, B’ = (f,,..., f,) une base dé" et A la matrice deT’ dans les baseB et5’;
alors, par le tteoreme 5.41 on a dim(F) = dim(Ker(A)) + rg(A4). On en e&duit par le lemme ci-dessus que
dim(F) = dim(Ker(T')) + rg(T).
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6.2.2 Changement de bases

Définition 6.19 (Matrice de passage)Si B et B’ sont deux bases d&, alorsMp' 5(Idg) s'appelle la matrice de
passageP 3 de B a B’. C'est la matrice dont les colonnes sont congtés des composantes des vecteurs de la
baseB’ dans la bases.

Par le Corollaire 6.16, on Bz 5 = (PB/VB)_l )

Théoreme 6.20Soit £ un K-espace vectoriel3 et B’ deux bases d& etx € E. Alors si X et X’ désignent les
composantes de dans respectivement la baBeet la base3’ et si P g désigne la matrice de passage de la base
B alabaseB’, alors X = Pg 5 X'.

Théoreme 6.21Soit E un K-espace vectoriel3 et B’ deux bases d& etT € L(E), alors si Pg 5 désigne la
matrice de passage de la baBe la base5’, on a

Mp/(T') = Pg pMp(T)Ps s = Ps sMp(T) P 5.

On a aussi
Mp,p/(T) = Pg s Mp(T) = Pg sMp(T) etMp 5/ (T) = Mp: (T) Pg' 5.

(E,B) L~ (E,B) o (£8)2DEp)

IdEl TIdE PB,B/\L TPB;g/—PB’,B

(B.B) —— (E.B) (B,5) s (E.B)
(B,B) L= (E,B) < B,8) =" g B
Tl - MB(T)l A
(E,B) (E,B)

6.2.3 Exercices
Exercice 144 (Changement de basepansRR?, on consigére les vecteurs
a=(1,0,1), b=(1,-1,1), c=(1,2,-1).

1. SoitT une application ligaire T telle queT'(a) = (2,3,—1), T'(b) = (3,0,—-2), T(c) = (2,7,—1). Pour
(x,y,x) € R3, exprimerT (z,y, z) en fonction d€z, y, 2).

2. Méme question pour I'application laaire T telle queT(a) = 2a — 2b,  T(b) = 2¢, T(c) =
a—b-—c.

3. Déterminer le noyau et I'image de ces deux applicationsdires ainsi que des bases de ces sous espaces.

Exercice 145 (Isomorphisme)SoitT : R? — R? I'application linéaire cfinie par :
T(1,0,0) = (1,1), 7(0,1,0) = (0,1), T(0,0,1) = (—1,1).

Trouver une base dEer(7'). Déterminer un sup@imentaire déker(7) dansR? et \erifier qu'il est isomorphe
aIm(T) (ca.d gu'il existe un isomorphisme, i.e. une applicatioréire bijective du suppmentaire d&er(T")
danslm(7)).

Exercice 146 (Famille d’applications lirtaires deR3) Soitm un parangtre ieel. On considre I'application lingaire
T,, deR3 dansR? définie parl,,(z,y,2) = (X,Y, Z) avec :

X = (m—2)x + 2 -z
Y = 2z + my + 2z
Z = 2mzx + 2m+4+1ly + (m+1)z

Montrer que le rang d€,, estégala 3 sauf pour des valeurs particélies dem que I'on determinera. Pour ces
valeurs particuleres, peciser la valeur du rang et donner légjuations caésiennes des sous espabes (7., )
etIm(7,,) ainsi que des bases de chacun d’eux.
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Exercice 147 (Application linéaire sur un espace des matricespoit F I'espace vectoriel des matricegelles
2 x 2. Dans cet espace on conéig le vecteur (au seridément de I'espace vectoriel, qui est donc ici une matrice)

11
P
On va consiérer 'endomorphismé de E (application lirtaire deE dansE) donré par la multiplication &

gauche) parP. C'esta dire T'(A) = PA. (Vérifier que c’est bien une application Baire).
On rappelle que la base canonique Beest I'ensemble des matrices :

10 0 1 00 00
o= (o0 )ome= (0 )= (0 0) = (0 1))

Quelles sont les images des matridéspar I'applicationT' ? En ceduire alors la matrice de I'applicatio’ dans
la base5 (qui est donc une matrice x 4 ; pourquoi ?)
Faire la méme chose pour 'endomorphisfiale £ qui est la multiplicatiora droite parP.

Matrice d'une application lin €aire, changement de bases

Exercice 148 (Changements de base)n consi@re I'application lintaire T : R? — R? définie parl’(z1, x2) =
(22, 21).
1. Ecrire la matriceA de I'application lireaire T dans la basé& = (e, e2) canonique.
2. (a) Montrer que la famille de vecteu = (e}, e}) avece; = (0, 1), e = (1,0) est une base d&?.
(b) Ecrire la matrice de passage de la baseB a la baseB’ et calculer son invers@—!.
(c) Ecrire la matriceA’ de I'application lincaireT dans la basés’.
(d) Verifier qued’ = P~1AP.
3. Mémes questions avec la famille de vectéiifs= (e, e})) avece! = (1,1), e5 = (1,-1).

Exercice 149 (Changements de base, encore...)
On consi@re I'application lircaireT : R? — R? définie par

T($1,$2) = ($1 + 2$2,£171).

Ecrire la matriceA de I'application lirtaire T’ dans la basé3 = (eq, e2) canonique.

Montrer que la famille de vecteu® = (e}, e;) avece| = (2,1), €}, = (1, —1) est une base d&?.
Ecrire la matriceMp 5 (1d2) de I'application identique déR?, B) dangR?, B).

En ceduire la matrice de passagede la baseB a la baseB’ et calculer son invers@—!.

Ecrire la matriceA’ de I'application lincaireT dans la baseé3'.

Verifier qued’ = P~1AP.

2B S o

Exercice 150 (Changements de base, toujours...DansR?, on consiére les vecteurs
u:(lvilvo)a U:(lalvl)a w:(oalvl)

1. Montrer que la famillg{u, v, w} forme une basg’ deR3.
2. Ecrire la matrice de passage de la base canoniquB a la baseB’. Calculer P—1.
3. On consiére I'application lincaire T définie surR? par

T(m,y,z) = (1’+3y—3271’—y+2,$+y—2)
3.a. Determiner la matrice d&" dans la base canonique.
3.b. Determiner la matrice d& dans la basé3’.

3.c. DeterminerKer(T'). Quelle est sa dimension ?
3.d. En @duire le rang d&” et donner une base den(T').
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6.3 Applications linéaires remarguables : formes lirgaires, projecteurs

6.3.1 Homotleties

Définition 6.22 Pour \ € K, on appellehomothétie de rapportA I'endomorphismé&’ € L(F) quiatoutz € E
associel (z) = Az.

Proposition 6.23 Soit £ un K-espace vectoriel de dimensienPour toute basés, la matrice d’'une homottie
T de rapport\ est donie par
Mp(Ty) = Ad,,.

Démonstration : |l suffit d’écrire que pour tout élemeetde la baseé3, H(e) = Xe. L]

6.3.2 Formes lireaires
Définition 6.24 Soit E unK-espace vectoriel. On appelle formedaire surE, une application d&£(E, K).

Proposition 6.25 Soit E un K-espace vectoriel & une forme ligaire surE. Soit5 = (ey, ..., e,) une base de
E, il existe(ay, ... a,) € K" tel que pour toute = z1e1 + - - - + 2, €, ON ait

T(x) =o121 + -+ + anky.

Notons que sK = R, f(x) est le produit scalaire danR™ des deux vecteur@yy, ..., a;,) et (z1,...,z,).
Attention de ne pas confondre le vectaeue E et le vecteufzy, ..., x,) € R™.

Démonstration : On notex; = f(e;). On a donc
T(x)=T(x1e1+ -+ ane,) =x1T(e1) + -+, T(en) = x100 + -+ + Tpan.

Proposition 6.26 Soit £ un K-espace vectoriel de dimensianet 7' une forme ligaire non nulle surZ. On a
dim(Im(7")) = 1 etdim(Ker(T")) = n — 1.

Démonstration : On sait qudm(7") est un sous-espace vectorielld@on réduit & 0}. Par conséqueflitn(7") =
K. On en déduit qudim(Im(7")) = 1 et par le theoreme du rang qdan(Ker(7)) =n — 1 [

Ainsi, le noyau d'une forme linéaire non nulle sirest un hyperplan d&. Réciproquement, di' est un hyperplan
de FE, il existe une forme linéaire non nulle sBrdont le noyau esk'.

Exemple 6.27 (Forme lirgaire deR?®) La forme lirtaire cefinie par?'(z,y, 2) = = + y + » peut aussi €crire
Az = 0avecA = [1 1 1] etx = (z,y,2) et on a &ja vu que le noyau del est I'hyperplan déquation
x +y+ z = 0. La forme lireaireT a donc aussi pour noyau le pldh d’équationz + y + z = 0.

6.3.3 Projecteur
Définition 6.28 Soit E unK-espace vectoriel. On dit quec £L(F) est un projecteur gho p = p.

Si E est un ensemble &t un sous-ensemble de et siT est une application d& dans un ensembl&, on appelle
restriction del” au sous ensembl€ I'application deF’ dansG qui au € F associ€l'(u) € G. On noteT], cette

restriction. C’est donc la méme application diiesauf qu’on la considére maintenant sur un espace detg#psr
petit.

Proposition 6.29 Soit E unKK-espace vectoriel. $i € £(E) est un projecteur alors
o £ =1Im(p) ® Ker(p).
* 1wy = L) ou Idyy, () désigne I'endomorphisme iderétisur I'espace vectoridin(p) .

On dit aussi que est une projection suim(p) parallelemeng Ker(p) :

Vo € E, = Z1m + TKer, aVECZIy € Im(p), Tker € Ker(p) etp(z) = Zim.
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Démonstration : Soitz € E on peutécrire: = p(z)+xz—p(z). Il est clair quep(z) € Im(p) etz —p(z) € Ker(p)
carp(z — p(x)) = p(z) — p*(x) = 0. On en déduit quém(p) + Ker(p) = E. Soitz € Ker(p) N Im(p), on a
x = p(y) etp(z) = 0 ou encore(p(y)) = p(y) = 0 = z. On en déduit quém(p) etKer(p) sont supplémentaires
danskE. De plus, siv € Im(p), = = p(y) etp(z) = p*(y) = p(y) = . Doncpy,,.. ., = Ldim(p)- m

Exemples dansR?
— Projectionp sur une droiteD de vecteur directeuf, : dim(Im(7")) = 1. Il existe alors deux vecteurs,, f
linéairement indépendants 8er(p) tel queB’ = (f;, f», f5) Soit une base d&3. De plus

100
Mg (p)=10 0 0
00 0

Exemple 6.30si f, = (1,—1,0), f5, = (0,1,1) f3 = (1,0, —1), la matrice de cette projection dans la base
canonique est dorée par

1 1 -1 1
Mgp(p) = 3 -1 1 -1
0 0 0
En effet, M (p) = Ps,5 Mp (p)Ps' 5 avec
1 0 1 i 1 -1 1
Psy=|-1 1 0|etPys=(Psp) =5 |1 1 1
0 1 -1 11 -1

— Projectionp sur un planP parallelement a une droite. On note(f;, f,) une base d& et f; un vecteur
directeur deD. La famille B’ = (f, f, f5) est alors une base @& et

1 0 0
Mg(p)={0 1 0
0 0 0

Exemple 6.31si f, = (1,—1,0), f, = (0,1,1) f5 = (1,0, —1), la matrice de cette projection dans la base
canonique est dor@e par

11—11
Ms(p) =3[0 2 0
1 1 1

6.3.4 Synetrie
Définition 6.32 SoitE unK-espace vectoriel. On dit que € L(E) est une sy#trie siS o .S = Id.

Exemples dansR?
— SymeétrieS par rapport & un plafP parallelement & une droi®. On note(f,, f,) une base d& et f5 un
vecteur directeur d®. La famille B’ = (f, f,, f5) est alors une base @& et

0
0
-1

Mg (S) =

O O =
o = O

Exemple 6.33si f, = (1,—1,0), f, = (0,1,1) f5 = (1,0, —1), la matrice de cette projection dans la base
canonique est dor@e par

0 -1 1
Mg(S)=10 1 0
1 1 0

— Onremarquera ques est alors la symétrie par rapport a la drditgarallelement au plaR.
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6.3.5 Exercices
Exercice 151 (Homotletie) Soit £ unK-espace vectoriel et € K donré. On considre 'homotletie de rapport
a H, : E — E définie parH,(z) = az,Vz € E.

1. Verifier queH, € L(E).

2. Montrer queH, est un automorphisme de si et seulement si # 0. Calculer alorsH ;.

3. CalculerH, o Hy, avecs € K.

Exercice 152 (Homotletie) SoientF un espace vectoriel & un endomorphisme dg. Montrer que, si la famille
{z,T(x)} est liée pour toutr € E alors T est une homotttie, c’esta-dire il existe) € R tel queT'(z) = \x
pour toutz € E.

Exercice 153 (Endomorphisme nilpotent)Soit £ un espace vectoriel & un endomorphisme dé tel queT? =
0.

1. Montrer quelm(T") C Ker(T).
2. Montrer queldg + T est un automorphisme de.

Exercice 154 (CNS pour un projecteur) Soit7" une application ligaire duR-espace vectoriel' sur lui-méme.
Montrer queT™? = Id si et seulement sj(T + Idg) est un projecteur.

Exercice 155 (Image d’un projecteur) Soientp etq deux projecteurs d& unK-e.v. Montrer que etq ont néme
image si et seulementgib ¢ = g etq o p = p. Donner une condition&cessaire et suffisante pour quetq aient
méme direction, c.a.d. @&me noyau.

Exercice 156
1. SoitT une application liaire surE’ de dimension finie. Montrer que les progis(1) & (3) sontéquivalentes.

(1) E =Im(T) ® Ker(T)
(2) Im(7) = Im(7T?)
(3) Ker(T) = Ker(T?)

Indications : Si vous souhaitez mont(@) = (1) vous pourrez cons@ter la restriction del” au seMm (7).
Si vous souhaitez montré?) = (3) il peutétre utile d’utiliser la formule du rang.

2. Donner un exemple d’application &aire T" verifiant ImT = ImT? et qui ne soit pas un projecteur.
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Chapitre 7

Déeterminants

Le déterminant d’'une matrice carrée est un nombre réeboplexe, selon que I'on considére les matrices réelles
ou complexes. Il n'est défijuepour les matrices carrées. C'est donc une applicationgK) dansk. On a
déja défini le déterminant (définition 2.11) d’'une nizgrcarrée d’ordre 2.

b} son déterminant esliet(A) = i Z

. a
SiA= L d

‘adbc.

De plus, on a vu qu’une matri@x 2 est inversible (exercice 43) si et seulementsi A) # 0, et dans ce cas son
inverse est
1 d —b
A7l = .
det(A) {—c a ]

En fait, le déterminant est un excellent test pour l'inighte des matrices; dans le cas général d’'une matrice
A € M, (K), le test du déterminant permet aussi de s’assurer de 15ibité de la matrice. Certains d’entre vous
ont peut-étre déja vu des formules donnant le détemmid@ane matrice carrée d’ordre soit par une formule de
récurrence, soit par une formule portant sur les pernonsati

Nous les verrons par la suite, mais, pour plus de clartés abans commencer par définir le déterminant par trois
propriétés fondamentales, desquelles découlentddeseautres.

7.1 Propriétes du ceterminant

7.1.1 Les trois proprieteés fondamentales

SoitA € M,, »(K), ouK = R ouC. On cherche une application qui vérifie :
(D1) Le déterminant de la matrice identité est égal a 1.
(D2) Sila matriced est obtenue a partir dé par échange de deux lignes, aldes A = —detA.
(D3) Le déterminant est une fonction linéaire de chacweglignes de la matrice :
(D3a) (multiplication par un scalaire) i est obtenue & partir dé en multipliant tous les coefficients d’une

ligne par\ € R, alorsdet(A) = Adet(A).
01(A) 01(A) 1 (A)

(D3b) (addition) sid = ek(A) VA = Ek{A) etB = fk(A)JJk(A) , alorsdet(B) = det(A) +

~ £n(A) £(A) £(A4)

det(A).

On peut facilement vérifier que ces trois propriétés sénfiées par le déterminant des matriees2, voir exercice
1. Nous admettrons pour l'instant le résultat suivant

Théoreme 7.1 (Existence et unicét) |l existe une unique application det,, ,,(K) dansk qui vérifie (D1), (D2),
(D3).
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On note souvent pout = (a; ;) € M, (K)

ai1 -0 Qin
det(A) =

an, 1 e an.n

7.1.2 Les autres proprétés principales

De ces trois premieres propriétés, on en déduit lesusiantes :

(D4)

(DS)

(D6)

(D7)

(D8)

(D9)

Si A a deux lignes identiquedet A = 0.

Démonstration : Si une matriced a deux lignee;, et ¢;, identiques, alors la matricd’ obtenue en
échangeant ces deux lignes est égale & la matridéais d’apres la proposition précédente, afeg(A) =
—det(A’) = —det(A). On en déduit qudet(A) = 0. L]

Le déterminant del ne change pas si on ajoute a une lignedde produit par\ d’'une autre ligne del.
On en diuit que siU est une matrice triangulaire obtenue a partirAl@ar élimination de Gauss sans
permutation, alordet(A) = det(U).
Démonstration : On suppose que > 2. SoitA € KetA, A’ € M, (K). On suppose qu'’il exist& et kg
tel queiy # jo

Uy = U, Vi # ig etl = Ly, + My,
on veut montrer que

det(A) = det(A").

La matriceA” dont les lignes telles que pour taug o, £ = ¢; etl] = {y, a deux lignes identiques (les
lignesi, et ko et donc par la propriété (D4), ondat(A”) = 0. On multiplie maintenant cette ligri¢ par
A, la matrice obtenuel”’ est toujours de déterminant nul par la propriété (D3a).ublise maintenant la
propriété (D3b) pour les matrices A’ et A" et on obtient quélet(A) = det(A’) + det(A”") = det(4').

|

Si la matriced a une ligne nulle, alordetA = 0.
Démonstration : Ceci découle de la propriété (D3a) en prenant 0. (]

SiU est une matrice triangulaire, alatstU = []"_, d;, ou lesd; sont les termes diagonaux.

Démonstration : A partir d'une matrice triangulaire, on se raméne a uneisgtliagonale par élimination.
La propriété (D7) découle donc de (D5), (D3a) et (D1). L]

det(A) # 0 ssi la matriced est inversible (réguliére).

det(A) = 0 ssi la matriced est non inversible (singuliere).

Démonstration : Par la propriété (D5), I'algorithme de Gauss appliqué ae change pas le déterminant.
Par la propriété (D7), le déterminant est donc le prodeg termes diagonaux de la matrice triangulaire
obtenue : il est donc égal au produit des pivots de Gausssatece est inversible, et il est nul sinon (car
dans ce cas il y au moins une ligne nulle dans la matrice tilang). (]

Si A et B sont deux matrices carrées d’'ordrealorsdet(AB) = det(A)det(B). En particulier, siA est
inversible det(A™") = -

Démonstration : Dans le cas: = 2, on peut le vérifier a la main. Dans le cas général, c'espeu
plus compliqué... une démonstration est proposée pins(théoreme 7.6). On peut aussi s’en tirer plus
facilement en utilisant I'unicité de I'application deteinant définie par (D1)-(D2)-(D3) (qu'on n'a pas
encore démontrée, mais qui ne dépend que des prap(21§—(D2)—(D3), et pas des suivantes). En effet,
supposonslet(B) # 0 (le casdet(B) = 0 est immédiat car dans ce cB&set AB sont non inversibles et
leurs déterminants sont tous les deux égaux a 0) . On pastdefinird(A) = %. On vérifie ensuite
gue I'applicatiorny satisfait bien les propriétés (D1)—(D2)—(D3) (exercicg, et du coup par unicité de cette
applicationg(A) = det(A), ce qui prouve le résultat.

On déduit par la formule pour le produit qdet(AA~!) = det(A)det(A~), d’ou le résultat. [
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(D10) det(A) = det(A?"). Si A est non inversible, alord’ ne I'est pas non plus, et donc les deux déterminants
sont nuls. Sinon, le théoreme de décomposifibhentraine qu’il existe une matrice de permutati®nune
matrice triangulaird. avec que des uns sur la diagonale et une matrice triangalgiéieurd/ telles que :

PA = LU, etdoncA'P! = U'L'. On a donadet(P)det(A) = det(L)det(U), et det(A")det(P!) =
det(L')det(U"). Les matrices” et P* sont des matrices de permutation, obtenues a partir dmtiié avec

le méme nombre d’échanges de lignes. Donc leur détermnamat égaux (et égaux a 1 ou -1). Les matrices
L et L! sont des matrices triangulaires inférieures dont tougliements diagonaux sont égaux a 1. Leurs
déterminants sont donc égaux a 1 (propriété (D7). Haste plus donc qu’a montrer qdet (U?) = det(U).

Or ceci est encore vrai grace a la propriété (D7). [

7.1.3 Construction du ceterminant dans le ca2 x 2
Voyons sur une matric2 x 2 si I'on peut trouver une formule explicite pour une applioatsatisfaisant (D1)-
(D2)-(D3). SoitA = i Z} . On suppose qu’on ne connait pas la formule du déterminanéednatrice2 x 2 et

on cherche a la retrouver par les propriétés (D1)-(m23)(

Par (D1) on aletlds = (1) (1) =1, et par (D2) onatl) (1)‘ =—1.
Par (D3b), en decomposant b] = [a 0] +[0 b],ona
a bl la 0O + 0 b
c dl |le d c d|’
En faisant la méme chose pour la deuxieme ligne, on a :
a b a 0 a 0 0 b 0 b
¢ d’_c 0’+0 d*lo d Tl 0"
Par les propriétés (D10) et (D f O _Ja ¢ = 0. Par les propriétés (D3a) et (D g 0 = ad 10 =ad
¢ 0 0 0 ' " d 0 1 '
On obtient donc finalement :
a b

d’ = ad — be.

7.1.4 Exercices

Exercice 157 (Proprétés fondamentales du dterminant)

1. Montrer que les propétés (D1) (D2) (D3) sont bienérifiées par le éterminant des matricesx 2 .

2. Soitd I'application de M3 (R) dansR définie pard(A4) = ad + besi A = [Z Z

les propgétes (D1) et (D3) mais pas (D2).

} . Montrer qued vérifie

Exercice 158 (Modifications sur des matrices)
1. SoitA une matrice éelle4 x 4 telle quedetA = 1. Calculerdet(24), det(—A), det(A?), det(A™1).

2. Méme question si est une matriceéelle3 x 3 telle quedetA = —1.
Exercice 159 (Ogerations sur des matrices) SoitA = (a; ;)i j=1,2,3 Une matrice éelle3 x 3. On noteu; ; les

coefficients ded, et (A), £2(A), ¢3(A) les trois lignes ded. On noteK L et M les matrices éfiniesa partir de
A:

1. K = (kz ')i,j:1,2,3 aveck:m = (—1)i+jai,j.
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Expliquer pourquotlet(K) = det(A), det(L) = 0, det(M) = 2det(A).

1—a 1 1
Exercice 160 (Ogerations sur les lignes) Expliquer comment trouver que 1 1—a 1 |=d*(3—-a)
1 1 1—a
en effectuant des @pations sur les lignes et les colonnes.

7.2 Definition par des formules

7.2.1 Formule des pivots

On a vu dans les propriétés ci-dessus que le déterminame dnatrice triangulaire est le produit de ses termes
diagonaux. Une maniére naturelle de calculer le déteantid’'une matrice carréd d’ordren est d'effectuer la
factorisationLU de A (ou l'algorithme de Gauss). On a dofcd = LU, ou P est une matrice de permutatian,
une matrice triangulaire inférieure dont tous les termagahaux sont égaux a 1 Etest une matrice triangulaire
inférieure. On a donc par la propriété (D9) qlg(P)det(A) = det(L)det(U). CommeP est une matrice de
permutation, par la propriété (D2), ondat(P) = +1 selon le nombre d’échanges de lignes par rapport a la
matriceld. Par la propriété (D7), ondet(L) = 1 etdetU =[], d;, ol lesd; sont les termes diagonaux.

On en déduit que :

Proposition 7.2 (Determinant par la formule du pivot) Soit A une matrice inversible etletA défini par le
théoreme 7.1. alors :

1. SiA est non inversiblejetA = 0.

2. SiA estinversibledetA = £ ], d; ou lesd; sont les pivots, et le signe est letdrminant de la matrice
de permutatiorP telle quePA = LU.

Cette proposition est trés importante. En effet, c’estetteananiére qu’est implémenté le calcul de déterntinan
dans n'importe quel logiciel raisonnable. Les formules gaas allons voir par la suite, si elles ont bien sar leur
interét mathématique, ne permettent pas d'aboutiisecdiuls pour des déterminants de “grosses” matrices en un
temps raisonnable.

7.2.2 Formule des permutations

Dans la construction du déterminank 2, on a vu que sur les 4 déterminants qu’on a obtenus par laipteple
a1 air2 ais
multilinéarité, deux d’entre eux sont nuls car ils ont dennes nulles. Soit maintenafit= |a2,1 a2 a23
as;1 az2 0as;3
On se convaincra assez facilement que dans I8 cas, sur les 27 déterminants qu’on aurait a calculer si on
développait chaque ligne

[ai1 a2 ais] =[aix 0 0] 4+[0 a2 0]+[0 0 ais],

il y en a beaucoup qui sont nuls car ils ont des colonnes niiles précisément, il n’en existe que 6 qui sont non
nuls, et qui correspondent d’ailleurs au nombre de pernoutst’'un ensemble & 3 éléments. Ceci est d au fait
gue lorqu’on développe le déterminant, pour qu’un dasm&nants développés soit non nul, il faut que chaque
ligne et chaque colonne de la matridey soit représenté. On peut donc écrire :

a1l ai2 aig a1 0 0 a1 0 0 0 a2 O
az1 Q22 G23| = 0 az 2 0O+] 0 0 a2 3|+ |az,1 0 0
as;1 asz2 ass 0 0 as,3 0 as,2 0 0 0 as,s
0 al,g 0 0 0 a1,3 0 0 a173
+ 0 0 a3 + a1 0 0 + 0 a2 2 0. (721)
as;i 0 0 0 as,2 0 as;i 0 0
Et donc

det(A) = 1,102,203,3 — A1,102,303,2 — 01,202,103 3 + G1,202,303,1 + A1,3042,103,2 — (1,302 203 1- (7-2-2)
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Pour une matrice x n, Si on calcule tous les déterminants par décompositidnutes les lignes, on en aurait.
Mais on ne veut considérer que ceux qui sont non nuls. A lmj@me ligne on a choix possibles de coefficients.
Une fois le premier choisi, a la deuxiéme ligne on n’en apjuen—1, puisqu’on ne peut pas prendre de coefficient
dans la méme que le premier (sinon on se retrouvera avecalmene nulle dans ce déterminant particulier, qui
sera donc nul). De méme, pour la troisieme ligne, on n'anteaiant plus que — 2 colonnes possibles... etc... On
a doncn! déterminants non nuls. La formule du déterminant par péaitions est donnée par :

det(A) = Z (o, B,...,w)a1,402.8 . . . Qun,
(a,B,...,w)
permutation de
(1,2,...,n)

oue(a, 83,...,w) est le signe de la permutation, c.a.d. 1 si la permutatibpase (nombre pair déchanges par
rapport a I'identité) et -1 si la permutation est impameifbre impair déchanges par rapport a l'identité).

7.2.3 Formule des cofacteurs

Reprenons le calcul du déterminant 3 (formule (7.2.2)). Si on met les coefficients de la premiégee en
facteur, on obtient ;

det(A) =  a1,1(az2a33 —az3a32) + a12(—az1a33 + az3031) + a1,3(a2,1a3,2 — a2203.1) (7.2.3)
= al,ldet(Ml,l) —+ +a172(fdet(M172)) —+ alygdet(Ml_rg), (724)

avec

a22 423 a1 Aa23 az;1 a2
M171: ’ ,MLQZ etMLg: .
aszz2 ass as1 ass as1 as?2
La matriceM; ; (resp.M; 2,M; 3) est donc une matric2x 2 obtenue a partir del en supprimant la ligne 1 et la

colonne 1 (resp. 2, 3). On écrit encore cette formule :
det(A) =a1,1C1,1 + G1,2€1,2 + a1,3€1,3, (725)

olc; ;, appelé cofacteur de ; est égal —1)"det(M; ;).

Si on reprend le cas des matricesx 2 étudié au paragraphe précédent, on a la formdlg(A) = ad — bc =
a(d) 4+ b(—c). le termed est le cofacteur de et le terme—c le cofacteur dé.
On peut définir de maniére plus générale le détermidame matricen x n par la formule des cofacteurs :

Proposition 7.3 (Formule des cofacteurs)SoitA = (a; ;) € M, (K), on appelledéterminant de la matriceA
unélement d&K, not det(A) que I'on cefinit par recurrence de la fagon suivante :
— Sin=1etA = (a), alorsdet(4) = a.
— Sin > 2, alors
det(A) = ay1c11 +agaca1 + -+ anicn,
oll ¢; ; est le cofacteur assdeiau coefficient:; ;, défini par :¢;; = (—1)"A,; = (—1)"det(M; ;) et
M;; € M,_1(K) est la matrice obtenua partir de la matriceA en supprimant lai*™¢ ligne et la j*¢
colonne.
Ce ckterminant satisfait les prop@iés (D1)-(D2)-(D3).
Démonstration : Montrons que cette construction du déterminant vérifmbés propriétés (D1)-(D2)-(D3).

(D1) Pourn = 1 on a biendet(Id) = 1. On en déduit quéet(Id,) = 1 par récurrence sur grace a la formule
des cofacteurs.

(D2) On montre le résultat par récurrence sur la dimend®la matrice. Soitl, A’ € M,,(K). On suppose que
A’ est obtenue & partir dé par un échange de lignes. Plus précisément, onfpteles lignes respectives
de ces matrices, et on suppose qu'il exigtet j, tel queig # jo

l; = f;,VZ 7& 10, Jo etéio =/ gjo =/

Jo? 207

On veut montrer quéet(A) = —det(A’). On notec; ; les cofacteurs de la matricgetc; ; les cofacteurs
de la matriced’. Par définition, on a:

! / /
det(A") = ai11¢) 1 +azicy g+ +ajo1Ci,1 + 0+ Qig1Cj,0 o+ A iCn
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Par hypotheése de récurrence, pour {ogt io, jo, onac ;, = —c; 1. Parailleurs¢; | = (—1)°*!det(M] )
ou M , est la matrice extraite dd’ lorsqu’on enleve la ligné, et la colonnel Mais les lignes det’
sont egales a celles dé sauf les lignes et jo qui sont échangées. Domd; , est aussi la matrice ob-
tenue a partir ded lorsqu’ on enléve la premiere colonne etijaéme Ilgne et qu’'on remplace la ligne
¢, par la lignet;,. Pour ramener cette ligng, a sa position il faut alors fairg, — i + 1 échanges
de lignes. Par hypothese de récurrence, on a den@V/; ;) = (—1)7°~“*!det(M}, ;) De méme on a
det(M} ;) = (—1)~Jo*det(M;,1). On en déduit] ; = —cj,1 etc) ; = —ci, 1. On en déduit le
résultat.

(D3a) SoitA € K. On veut montrer que i on multiplie par une ligne d’'une matrice dé1,,(K) alors son
déterminant est multiplié pak.

On montre le résultat par récurence sur la taille de lais®@tPourn = 2 le résultat est immédiat. On
suppose le résultat vrai pour toute matrice de taille 1. Soit A une matrice de taille et A* = D;()\)A.
On utilise la définition du déterminant pour calculiet(D;(A\)A). On a
det(Di(N)A) = a11 831 —az1 A1 + -+ (1) 'aim11A%
+ (=D X1 A+ (D) a1 AN+ (D) e AL
Remarquons qua? ' = A et queA 'L = A1 sij # i en utilisant 'hypothese de réccurence. On en

déduit que
det(D;(A)A) = Adet(A).

(D3b) On considére trois matriceg A’, A” € M, (K). On note/;, ¢, ¢! les lignes respectives de ces matrices.
On suppose qu'il existg, tel que

=0 =0 i+ ig etly, = 1), + 0,

on veut montrer que
det(A) = det(A") + det(A").

On raisonne la encore par récurence sur la taille de laiceatre résultat est vrai pour= 2. On a

det(A) = al,lAf_; — a2_’1A’2471 4+t (71)i0+1ai071Aﬁ)71 4ot (71)n+1an11A£1

. ! " A
Orai,1 = a;, 1 t+aj g, A

Z()l

= A", = A2 De plus sii # 4o, en utilisant la récurrence on a
A A AN
A = AN 4 AR
On en déduitimmédiatement que

det(A) = det(A") + det(A").

Démontrons maintenant quelques autres des propriittement par la formule des cofacteurs :

Proposition 7.4 (Propriété (D7)) Si A € M,,(K) est une matrice triangulaire sépieure ou inérieure, alors le
déterminant ded estégal au produit des coefficients diagonaux de la matrice.

Démonstration : On montre le résultat par récurrence sur la taille de laiceatLorsquen = 2 le résultat est
immédiat. Supposons le résultat vrai pour toute matrieagulaire de taillex — 1.

Si A est une matrice triangulaire supérieure de taill€ommea; ; = 0 pour touti > 2 on adet(A4) = a1,141,1
avecA; ; déterminant d’'une matrice triangulaire supérieure dieta — 1 dont les coefficients diagonaux sont les
coefficients diagonaux dé, a; ; pouri > 2. D’'ou le résultat.

Si la matriceA est triangulaire inférieure, la matricé, ; est une matrice triangulaire inférieure, I'hypothése de
récurrence assure que ; = [[;—, a;,. Sii > 1, alors la matriced; ; a une ligne identiquement nulle, par suite
son déterminand; ; est nul (proppriété (D6)). Le résultat suit immédiatath L]

Corollaire 7.5 Le déterminant de la matric®;(a) estégala a et sii # j, le determinant del’; ;(\) estégala 1.
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Théoreme 7.6 (Proprété (D9)) Si A et B sont deux matrices d#&1,,(K) alors
det(AB) = det(A)det(B).

Démonstration :

— Premiére étape.Notons que ce résultat est démontrélsest une matrice de dilatation (propriété (D3a)) ou si
A est une matrice de transvection (propriété (D5)). Pasequent le résultat est également demontré sst
un produit de matrices de dilatation ou de transvection.

— Deuxiemeétape.Notons que sid est une matrice inversible alors est un produit de matrices élémentaires
(Corollaire 4.30). Donc si est inversiblelet(AB) = det(A)det(B).

— Troisiemeétape.Supposons maintenant que la matriceoit non inversible. Il existe une matriéginversible
telle queE A soit échelonnée, en particulier triangulaire sup&ee0r E A n'est pas inversible. Donc la derniére
ligne de la matricé” A est une ligne de zéros. On déduit de la propriété (D6)igugr A) = 0 et d’apres I'étape
précédente, commE est inversibledet(A) = det(E~1EA) = det(E~1)det(A) = 0. Remarquons alors que
la derniere ligne de la matrid8 A B est nulle de sorte que (propriété (Dpk(EAB) = 0. A nouveau comme
E est inversible on sait quéet(E~1EAB) = det(E~!)det(EAB), on en déduit quéet(AB) = 0 et donc
que I'on a bienlet(AB) = det(A)det(B) = 0.

|
Théoreme 7.7 Si A est une matrice dé,,(K) inversible alors
det(A™1) = ! .
det(A)
Démonstration : On utilise le résultat précédent. On a
det(AA™!) = det(A)det(A™") = det(Id) = 1.
Par suite .
det(A™1) = det(4)"
|

Théoréme 7.8 (Proprété (D10), transpoge) Si A est une matrice dé,,(K) alorsdet(A?) = det(A).

Démonstration : On remarque que le résultat est vrai pour les matriceseiéaires et pour les matrices triangu-
laires. Pour une matricé quelconque on utilise une forme échelonae= £ A. On adet(A’) = det((A")?) car

A’ est triangulaire supérieure étt(E—1) = det((E~!)!) car E est un produit de matrices éléementaires. On en
déduit que

det(A") = det((A)Y(E™HY) = det((A))det(E~1)") = det(A")det(E™!) = det(E~'A’) = det(A).

|
Corollaire 7.9 SoitA = (a;;) € M, (K),onapourtout =1,...,n
det(A) = (—1)j+1 (al,jALj — ag,jAgJ + -+ (—1)"+1an,jAn7j) . (726)
etpourtoutt =1,...,n
det(A) = (—1)i+1 (ai,lAi,l — ai,gAig +---+ (—1)"+1ai7nAi7n) . (727)

Autrement dit, on peuté&Velopper le 8terminant par rapporé n'importe quelle ligne ou colonne.
Démonstration : L'équation 7.2.6 découle de la propriété (D2), tandig ¢jequation 7.2.7 est une conséquence
de la propriété (D10). m

Remarque 7.10Soit A € M,,(K). Le ceterminant(—1)"7A; ; est apped cofacteurdea; ;. La comatrice de
A, noteCo (A) est la matrice deM,, (K) dont le coefficient, j est le cofacteut—1)"t7 A, ;.
Onaenfaitpourtout =1,...,n

det(A) = (—1)i+1Ai,1 ai71 + (—1)i+2Ai,2 ai,g + e + (—1)i+nAi,n ai,n,
etpourtoutj =1,...,n
det(A) = (71)j+1A17j al.,j + (71)j+2A27j a27j —+ 4 (71)j+nAn_’j an,j-
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7.3 Applications du determinant

7.3.1 Resolution de systmes lireaires et formules de Cramer

Les formules de Cramer permettent de calculer le détemhiens procéder a I'élimination. Prenons d’abord un
exemple en dimension 3. On cherche a résoudre le systéme b ou A est une matric8 x 3 etb = (by, ba, b3).
Supposons que det # 0. La matrice est donc inversible. Li'dée pour trouver lesifales de Cramer est de se
souvenir quedx = b veut dire queb est le produit de la matricé par le vecteur. ... On peut donc écrire :

z1 0 0 air a2 aiz| |r1 0 O b1 a2 ais
A x2 1 0| = |as1 a2 az3| [v2 1 0] = |ba a2 a3| =5
zg 0 1 az1 azz ags| |zz 0 1 bs as2 ass
Par la regle du produit des déterminants, on obtient alors
det(Bl)

det{ A)z; = def B;) soit encorer; = det4)

De méme, pour trouver,, on met le vecteur dans la seconde colonne de la matrice identité ; en notéd), c2(A)
etcs(A) les colonnes dél, on obtient :

1 T 0
[c1(A) e2(A) e3(A)] [0 22 0] =[ei(A) b e3(A)] =B,
0 T3 1
On en déduit que
— ; _ det(By)
det(A)x, = detB>) soit encorery = )

Et de méme pours. Dans le cas général > 2, A € M,,(K) inversible eb € M,, ;(K), la solutionz = (z;) €

M, 1(K) du systéme linéairdx = b est donnée par :

det(B;)
r; =
det(A)
1 al,l et a17i71 bl Q17i+1 .. al,n
T det(4)
an71 e (]Jn_’ifl bn an,i«l»l e an,n
1

T det(A) (1) Ay by + (1) Ag by + -+ 4 (—1) " Ay i by)

C’est ce que I'on appelle Idermules de Cramer.

En fait, on n’utilise ces formules que pour= 2 oun = 3. Pourn > 4, il est plus rapide d'utiliser I'algorithme
du pivot de Gauss.

7.3.2 Inversibilité
Proposition 7.11 Soitn > 2 et A € M,,(K). Alors on a

(Co(A)!A = A(Co(A)) = det(A)ld,.
Autrement dit, la matricel € M,,(K) est inversible si et seulementdit(A) # 0 et alors on a

1

-1 _
AT = det(A)

(Co(A))".

Démonstration : On a

((Co(A) A)ij = (—1) Ariar; 4+ (-1 Ag a0+ -+ (=1) " Apian,;
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En utilisant la formule (7.2.6), on déduit quéCo (A))*A4);; = det(A). De plus sii # j, on reconnait dans
((Co(A))tA); ; le determinant de la matrice obtenue en remplagant dams;, . . ., a,; para j,...,an ;, au-
trement dit la matrice obtenue a partir deen remplagant la colonrigoar la colonng. La matrice ainsi obtenue a
deux colonnes identiques, son déterminant est donc nutdPaséquent si # j ((Co (A))*A); ; = 0. On adonc
bien montré quéCo (A))' A = A(Co (A))! = det(A)Id,,.

|

Proposition 7.12 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels de dimensienOn se donnés = (eq,...,e,) une
base de&F etB’ = (e1,...,e,) Une base dé&'. SoitT’ € L(E, F'). AlorsT est bijective d&¥ dansF' si et seulement
Si

det(Mg,5/(f)) # 0.
On rappelle que dans ce cas, on dit dli@st un isomorphisme deé sur F' et queF et I’ sont isomorphes.

Démonstration: On avu dans le Corollaire 6.16 qgifieest un isomorphisme si et seulement si la mat¥igegs. (f)
est inversible. On utilise ensuite la Proposition 7.11. L]

7.3.3 Calculs d’aires et de volumes

L'aire d’'un paralléelogramme dont les deux cotés sorfinie par les vecteuréey,y1) et (x2,y2) est égale au
r1 T2
Y2
Le volume d’'un parallélépipede dont les trois cotagt sigfinis par les vecteu(s:, y1, z1), (2, Y2, 22) €t(xs, ys, 23)
Ir1 X2 I3
est égale au déterminant  y2  ys3|.
Z1 z9 z3

déterminan

SUITE A ECRIRE

7.3.4 Le produit vectoriel

Le produit vectoriel est un outil tri-dimensionnel qui epparenté au déterminant. Le produit vectoriel de deux
vecteursu etwv, qu’'on noteu A v, est un vecteur (contrairement au produit scalairev qui est lui, comme son
nom l'indique, un scalaire.

Définition 7.13 (Produit vectoriel) Soientu = (u1,us, us) etv = (v1, v, v3), Alors on poses A v = (ugv3 —
usva)t + (usvy — uyvs)j + (uive — ugvy)k, ce qu’onécrit aussi (de makire assez itgale il est vrai) :

i j k
UNV=|u; uz us|.
U1 V2 V3

Le vecteurs A v est orthogonal aux deux vecteursetv.

La formule avec le déterminant est assez illegale au selesdéterminant a été défini pour des nombres, pas pour
des vecteurs. Mais elle représente bien la premiére flesnelle est trés facile a retenir et permet également de
retenir facilement les propriétés suivantes :

(PV1)v x u = —u x v puisqu’on échange les deux lignes dans le déterminant.

(PV2) Le produit vectoriels A v est orthogonal aux deux vecteur®t v/ En effet,

u - (U Av) = up(ugvs — usva) + ua(usvy — ugvs) + us(uive — ugvy) = 0.

Le déterminant a maintenant comme lignes: etv et donc il est nul.
(PV3) Le produit vectoriels A u est nul (deux lignes identiques dans le déterminant).
Si u etwv sont paralleles, leur produit vectoriel est nulaSet v sont orthogonaux, c’est leur produit scalaire qui
est nul. De fait, on a:
lu Aol = [ull[[v]]| sin6] et|u - v| = [Jull||v]|| cos b].

Les physiciens préférent cette derniere définitior, ajliavantage de ne pas faire intervenir les composantes.
Supposons que = (u1,us2,u3) donne la position d’'une masse Bt = (F, F,, F3) la force qui s’exerce sur
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celle-ci. SiF est parallele &, alorsu A f = 0 : ¢a ne tourne pas. Le vecteurA F est le couple, c.a.d. la force
qui fait tourner. Sa direction est celle de I'axe de rotatjperpendiculaire & et F'. Sa longueufju|||| F|| sin 6 est
le moment du couple (qui produit la rotation).

Attention, le produit vectoriel se note x v en anglais (cross product).

7.3.5 Produit mixte

Commeu A v est un vecteur, on peut prendre son produit scalaire aveotueaaecteurw. Ceci donne exactement
le déterminant des trois vecteurs, et c’est le volume damaliepipede formé par les trois vecteurs.

w1 Wy wWs U1 ug us
(uAv) - w=|ur u2 ug|=|vy vo2 v3|=w-(uAv)
v1 V2 U3 wp w2 w3

Ce déterminant est nul lorsque les vectewurs et w sont coplanaires. On peut vérifier ce fait de trois masiere
différentes (au moins) :

1. Le vecteum A v est orthogonal a ce plan donc son produit scalaire avest nul.

2. Trois vecteurs dans un méme plan sont forcément l@s; th matrice est non inversible et son déterminant
est nul.

3. Le volume est nul puisque le parallélépipéde estscsar un plan.

7.3.6 Le polyrbme caragristique d’'une matrice : calcul des valeurs propres

Proposition 7.14 On céfinit pour une matriced € M., (R),
Ps(X) = det(4 — X1d,,).
C’est un poly®me de ded¥n appek polyrdome caracéristique.
Démonstration :
I suffit de remarquer par réccurence que le déterminamelmatrice de taille est une somme de produits de

termes distincts de la matrice. Par conséquent c’est iiggolyndme enX. On montre alors par réccurence que
son terme dominant est1)" X", L]

On verra plus loin (next year) que les valeurs propres d’uagioe A sont les racines (darf) du polyndme ca-
ractéristique. Les valeurs propres et vecteurs propregsigs notions treés importantes pour comprendre la strictu
d’'une matrice et de I'application linéaire qui lui est asée.

7.3.7 Exercices
Exercice 161 La famille(2,1,0), (1, 3,1), (5,2, 1) est-elle libre ?

Exercice 162 (Matrices inversibles)Déterminer les valeurs du pardrat € R pour lesquelles matriced/, =
1t 1 1 1 ¢t

t 1 1]|etN,= |1 ¢t 1] sontinversibles.

1 ¢t 1 t 1 1
1 1 1

Exercice 163 (Condition d'inversibilite€) Calculer| z y  z | et determiner la condition d'inversibilé de la
IQ y2 22

matrice.

Exercice 164 (Inverses de matrice par le &erminant) En utilisant la comatrice, inverser les matrices

1 -1 0 O 1 0 1 0
2 1 00 ot 01 0 1
0 0 1 2 10 -1 0
0 0 21 01 0 -1
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ainsi que leurs produits.

Exercice 165 Soit E un espace vectoriebel de dimension finie ety € L(E) telle quep? = —idg.
1. Donner des exemples de telles applications dans lecag ou4.

2. Montrer que de telles applications existent si et seutdrsie: est pair.
[ On pourra utiliser le ceterminant dep.]

Exercice 166 (Applications du éterminant aux syseémes lireaires) Combien de solutions a le sgste lireaire
suivant :

3r 4y +z =1
20—y 4z
—r 4ty —2z =2

I
o

Et ce systme ?
3r +y +z =0

—x 4y -2z =0

Ou bien encore ce sysne ?

+y +z =0
2x +4z =

)

Et celui-la?
+y +z =1
2z +4z =1
—x +y —z = —1
Et pour finir ce systme ?
+ty t+z =2
2z +4z = 2
-z 4y -z =1

7.4 Quelques calculs de germinants

7.4.1 Matrice de Froebenius
Proposition 7.15 (Beterminant d’'une matrice de Frobenius) Le polyrome
P(X) — (_1)n+1 (Xn-i-l _ aan = oo =@y = aO)

est le polyd@me caractristique de la matrice de Frobenius de taitlet 1

M 0 - -« v 0 ag ]
1 0 . © ag
0 1 :
A=
0
0 1 0 an
L0 : 1 an |
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Démonstration : On doit calculer

-X 0 0 ao
1 —-X : ay
0 1 :
A =
0
: 0 1 —-X an—1
0 0 1 an — X

Pour cela on va ajouter a la premiére ligne une combindiséaire des précédentes :

Li = Li+XLy4+ X?Ly4 -+ X" 'L, 1+ X"L,

On obtient

0 0 -0 e 0 art+a X+ +a, 1 X" 1+ (a, — X)X"
1 -X . aj

0 1 :

A:
0
. 0 1 -X Ap—1
0 -+ e ... 0 1 an — X

En développant le déterminant obtenu par rapport a laigre ligne, on a

1 =X 0 --c e 0
0 1
A=(-1)"(ap+ @ X+ +ap 1 X" (@, — X)X [
0
1 —-X
0 0 1
Par suite on a bieh = P(X). [

7.4.2 Determinant de Van der Monde

On s’intéresse pour quatre réels distinefszs, x3, x4 au déterminant suivant :

1 1 1 1
X1 HiD) I3 Xq

A($1,$27$37l’4)=( 2 (x2)2 (x3)2 ($4)2

T

—
8
-
— —
w
—
8
D
=
w
roum)
8
w
N
w
—
8
N
—
w

En developpant ce déterminant par rapport a la premi@@noe on remarque qu&(z, 22, x3,24) €St UN po-
lyndme de degr8 en la variabler;. De plus siz; = x2 OUx; = z3 OUz1 = x4, C'est le déterminant d’'une
matrice qui a deux colonnes identiques et par conséghent zo, 23, x4) = 0 pouri = 2, 3,4. On en déduit que
x9,x3, x4 SONt les racines de ce polyndme de dejek qu'il existe une fonctiod (xs, 3, 24) telle que

A($1,$2,$3,J}4) = 5($2,J]3,$4)(l’1 — $2)($1 — JI3)($1 — .%’4).
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Si on développe par rapport a la premiére colonne cem@tant on vérifie que

1 1 1
0(zo, 3, 24) = — | X2 x3 x4
(22)*  (x3)* (24)*.

On recommence le méme raisonnement

1 1
r3 T4

5(1'2; II,'37:E4) = -

Autrement dit

(2 — x3) (12 — 24) = (X3 — 24) (T2 — T3) (T2 — X4).

1 1 1 1
_ | Tt T2 T3 g | o
Arazsa) =g e (g @p|= L @-o)
(@) (22)® (ws)® (wa)?| TV
Ce résultat se généralise par récurrence a la dimensio
7.4.3 Determinant d’'une matrice tridiagonale
On s’intéresse au déterminant de la matrice tridiagosailente
a b 0 00
b a b 0 0
0 b a b 0
0 0 b a b
0 0 0 b a
On a en développant par rapport a la premiere colonne
; 2 2 8 8 a b 00 b0 o0 O
A5 =10 b a b O :ababO_bbabO
ayb()()bab 0 b a b 0 b a b
000 b a 0 0 b a 0 0 b a
a b 0 0
boab o L* 00
= a —b“lb a b
0 b a b 0 b a
0 0 b a
= aAi,b*bQAi,b
De méme
Ai,b = aAi,b*bQAi,b
Ag,b aAi,b - bQAtlz,b
Alll,b = a
On en déduit que
Ai,b = a(a® —b*) — b*a = a® - 2b%a
Ay, = a(a®—2b%a) — b*(a® — %) = a' — 3b%a® + b*
Ay = a(a® — 3b%a® + b)) — b%(a® — 2b%a) = a® — 4b%a® + 3ab?
Le cas classique egt= —2b, on trouve alors
Ay, = a(d®—2b%a) — b*(a® — b*) = 5b*
A}, = a(a® —3b%a® +b") = b*(a® — 2b%a) = —6b°
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7.4.4 Exercices

Exercice 167 Calculer de plusieurs fagons le&terminant suivant

1 2 1 3
-1 0 2
-1 1 -1 1
0 1 0 2
2 0 4
Exercice 168 Sans calcul, montrer qug 2 7| est divisible par2 et calculer le plus rapidement possible ce
2 5 5
déterminant.
2 1 14
Exercice 169 Sans calcul, montrerqué 5 7 | est divisible pan 7.
7 5 5
1 2 1 4 1 2 1 4
. . . 5 5 7 0 2 4 2 8
Exercice 170 Calculer les @terminants suivan 7 5 5 et0 7 5 5"
1 0 2 0 1 0 2 0
a b c
Exercice 171 Calculer|c a b|.
b ¢ a
Exercice 172 Calculer les @terminants des matrices suivantes :
a c ¢ b c a b ¢ a T Yy =z x Yy oz t
c a b ¢ a ¢ ¢ b b » y z| |-y = -t =z
c b a c|’'lb c c al’lec & o Z|'|—-2 t =z -y
b ¢ ¢ a c b a c d o o 72 -t -z y =z
l1+a b a b a a a® b+c+d 1 0 a d
b 1+a b a a b b c+d+a 0 1 b &2
a b 1+a b "la ¢ & d+a+b]’|1 0 ¢ (2
b b 1+a a d d&® a+b+ec 0 1 d d&
Exercice 173 (Eeterminants de Vandermonde) On noteay, - - - , a,, des Eels. Calculer les &terminants: x n
suivants.
1 1 1 air az asz -+ Qp
al as Qp, ag ag as (47%
2 2 2
Dy = ax as ay , Dy = ag az az - Qan
ay™t ayt an—t L O ¢ 7
Exercice 174 Montrer que
cosa cosb cosc
. . . . . . . c—=b . b—-a  a-c
sina sinb sinc | =sin(c—b) +sin(b— a) + sin (a — ¢) = 4sin 5 sin——sin—

1 1 1

Exercice 175 Soit(a, b) € R? aveca # b. Pourn € N, n > 2, on noteB,, le déterminant suivant :

a+b a 0
B, = b
. . a
0 b a+b
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Montrer quevVn € N,n > 4, B,, = (a + b)B,,—1 — abB,_» Montrer que

an+1 _ bn+1

VneN,n>2 B, =
a—>b

Exercice 176 Calculer le ceterminant de la matrice tridiagonale suivante

2 -1 0 0 0
1 2 -1 0 0
0

Applications du déterminant
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Annexe A

Corrig es d’exercices

A.1 Chapitre 1

Exercice 24 (Plans et droites d&?)

(Corrigé par Maximilien Rigaut)

SoientP etP’ deux plans d’équations respectives- y —z — 2 =0etz — 2y — 3z — 1.

1) Un vecteur appartient au plan (vectoriel associé?d condition que ses composantes soient solution de
'équation du planc — y — z = 0.

On a dondi etb deux vecteurs du plaR non colinéaires, d’équation :

1 . -1
2 eth = 2
-3

fl )
. -1
etd = 1
-1

U
Il

De mémeon & =

N

2. Le vecteuri = i(i A b est normal au plan formé par les vectéetb : P (cara etb ne sont pas colinéaires).
1 1 -1 -1
—1 -3 1

Le vecteurs = 2¢ A d est normal au plan formé par ces derniers it

1 -1 —1
=2 3 | A 1] = 2
0 ~1 3

3. Commei et ¥ ne sont pas colinéaires, les plans sont sécants et serta@rpene droiteD;. Soitw = (z,y, 2)
un vecteur directeur de la droite. Comfle C P on au.w = 0 et commeD; C P’ on av.«w = 0.

{ —-zrz+y+z = 0 @{ —z+y+=z = 0 @{z = -z
—r+2y+3z = 0 20 —y+3z2—2 = 0 y = —2z
On posez = tonadonc:

z = -t

y = —2t

z = t

Le vecteur directeur d®; a pour coefficients -1, -2 et 1 :

-1
@= -2
1
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On cherche I'équation de la droif®, de vecteur directeur et passant par le poit = (5, 3,0). La droiteD; a
pour équation :

r = —t+5

y = —2t+3

z = t

4. Le plan orthogonal a la droi®, et passant paB = (1, 1,1) a pour vecteur normal le vecteur directeurlde
soitw/. On a doncP” d’équation—z — 2y + z + p = 0, ou la constante est determinée par le fait que le pi&f{
passe par par le poif?. L'équation du plarP” estdonc-z — 2y + z + 2 = 0.

A.2 Chapitre 2

Exercice 30 (Grosses matrices)

(Corrigé par Maximilien Rigaut)

1 0 -3 8 3 2 -1 4 11 13 1 3
0 0 1 3 2 4 0 o | 3 2 5 6
2 -5 -1 3 0 -1 2 3| | -1 —-12 -1 8
0 0 1 0 1 1 1 1 0o -1 2 3
-3 1
1 1 -3 7 12 0| [ -4 22
-2 0 4 -3 2 o | 17 -11
-1 3
-3 1 -5 -3 13 -18
12 0 1 1 -3 7] |12 12 -36 84
2 0 -2 0 4 3 2 2 -6 14
-1 3 -7 -1 15 2
Exercice 46
(—4 2 3] 10 1 =7
Bo=|4 -2 1|,Bi=|-2 3 11},
2 1 —4] -2 3 3
(2 1 —7] -8 0 0 R
By=|-2 —5 11|,BsA=|0 -8 0 :A‘lz—g -2 -5 11
-2 3 —5] 0o 0 -8 -2 3 -5

Exercice 39 (Matrice d’adjacence d’'un graphe)

(avec la participation de Maximilien Rigaut)

1 0
SoitA=| 1 0
1 1

o S O =

SoientPy, P, et P; les points d’'un graphe dont la matrice d’adjacencedegilors par définition de la matrice :
— P, estrelié aluiméme et R,,

— P, estrelié aP;,

— Ps estrelie aP; et aps.

ce qui donne le graphe suivant :

CalculonsA? :

AQ

Il
O =N
— ==
_ o O
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G

N

Démontrons que les coefficients dé représentent le nombre de chemin a deux arétes 2etre

En effet soitC = A2, onaC; ; = Zizl A; 1Ay, ;. Or par définition de la matricd, A; , Ax ; = 1 Si et seulement
si il existe une aréte entreet k et une aréte entre et j; doncA4; A, ; = 1 si et seulement si il existe un
chemin & deux arétes entret ;. Sinon,A; ;A ; = 0. CommeC; ; = Zizl A; kA ;, on en déduit qué’; ; est
exactement le nombre de chemin a deux arétes éptre.

CalculonsA?® :

3 20
A2=12 1 0
4 2 1

Par définition,(A%); ; = Zizl(AQ)i,kAk,j. Or (A?), . est le nombre de chemin a deux arétes enétk. Mais
Ay.; = 1 si et seulement si il existe une aréte eritret j. Donc (A4?); Ak ; est le nombre de chemins & trois
arétes entré et j passant pak. On en déduit finalement quet?); ; = S, _ (A%); x A ; est le nombre total de
chemins a trois arétes entret ;.

A.3 Chapitre 3

Exercice 85 (Somme de deux sous-espaces vectoriels)

1. D’abord, on a évidemmeBte F + G. Montrons queF’ + G est stable par combinaison linéaire 46¢tv
€ F+@G, alorson peut écrire. = up +ug etv = vp +vg, avecur, vr € F etug,vg € G . Soientx et
B e€R.Onacu+ v =alur+ug)+ B(vr+vg) = aur + fvrp+aug + fvg . Oraup + fvp € F
etaug + fvg € G. Donc OK.

(1) ) et G la droite de vecteur directeur

2. DansE = R? : on prendF la droite de vecteur directedr= (

J ( (1) ) -Le vecteun + 5 = ( 1 ) n'appartient pas & U G.

Exercice 97 (Une ligne avec que des uns)

Si la premiére ligne est remplie de 1, comme la matrice ¢ateiment échelonnée, il n’y a pas de pivot dans les
autres lignes, qui sont donc toutes nulles. Le rang de laiceatjui est €gal au hombre de pivots, au nombre de
lignes non nulles ou encore au nombre de colonnes pivoedesionc égal a 1.

Exercice 82 (Image d’'une matrice et solution du sy@me linéaire)

Dire gu'il existe une solution au systemfec = b, c’est équivalent a dire qu'il existe tel queb s’écrive comme
le produit de la matriced avec le vecteus, et donc queb soit une combinaison linéaire des colonnesddé.e
plus simple pour obtenir cela poby etb, est de prendre les colonnes de&gales &, etbs.

On veut de plus que le systemer = b3 n'admette pas de solution. Pour cela, il faut digene soit pas dans
I'espaceC(A) (ouIm(A)) des combinaisons linéaires des colonneside

Donc sibz est une combinaison linéaire de et b,, il n'est pas possible de trouver telle que les systemes
linéairesAx = b, et Ax = b, admettent une solution, et le systemie = bs n'en admette pas.

Si bz n'est pas une combinaison linéaireldeet by, alors la matricer x 2 dont la premiere colonne est égalg;a
et la seconde &, convient.
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Exercice 73 (Construction de sous-espaces)

10
1. Exemplel:Lamatricd = | 0 1 | convient.
00

2. Exemple 2 b3 = b; + by et donc il n’existe pas de matricktelle que les systemes linéairds = b, et
Ax = by admettent une solution, et le systedie = b3 n’en admette pas.

1 1
1. F': ensemble des combinaisons lin ?aires des vec ués , et 1
0 0
1
G : ensemble des multiples du vect ur(l)
0
2. F': ensemble des matrices diagonales
G : ensemble des matrices multiples de I'identit 2.
3. F: ensemble des fonctionsdeR dansR dont la d ?riv ?e seconde est nulle
G : ensemble des fonctions constantes.

Exercice 113 (Bases et dimension de sous-espaces de masjice

1. Toute matrice carréex 2 s’écrit de la forme

(ta)=eloa)re(oa)re(Va)ee(or)

La famille est donc génératrice. Il est facile de voir di¢ st libre : c’est donc une base (en fait, c’'est la
base canonique sur I'ev des matrices carrées d’ordre @nquivue en cours). Il y a 4 “vecteurs” (qui sont
en fait des matrices) de base, donc I'espace est de dimehsion

2. Une base de 'ev des matrices carréesn est la base canoniqU&;; )i=1,... » j=1,...» dontles coefficients
sont tous égaux a 0, sauf celui de{@&me ligne etj-eme colonne, qui est égal a 1. Or cald(; ) i=1,....n )

j=1,..., n

=n x n. lly a doncn? vecteurs de base, et donc la dimension de I'espace des esateaées x n estn?.
3. Commencons par le casx 2 : si la matrice est diagonale, elle s'écrit :

(63)=(o0)relo 1)

La famille consituée des matriC({s(l) 8 ) et ( 8 (1) ) est libre, et c’est donc une base de I'espace des

matrices diagonales. On en déduit que le sous-espace desandiagonales est de dimension 2.
Une matrice diagonale de dimensiors’écrit comme combinaisons linéaires dematricesE;; définies a

la premiére question. Ces matrices sont libres, formeniase de I'espace des matrices diagonales, qui est

donc de dimension.
4. Commencons par le casx 2 : si la matrice est symétrique, elle s'écrit :

(ba)=eCon) (b o) (s y)

La famille consituée des matrice{s(l) 8 ) ( (1) (1) ) et( 8 (1) est libre (vérifiez le), et c'est donc

une base de I'espace des matrices symetriques. On ert daédue sous-espace des matrices diagonales est

de dimension 3.
Une matrice symétrique de dimensians’écrit comme combinaisons linéaires desnatricesE;;, i =

1,...,n etdes matrice®;; + E;;, j > ¢, ou lesE;; sont définies a la premiere question. Or le nombre des
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matricesE;; + E;;, j > i est le cardinal de 'ensemble des coupleg) vérifiantj > i. Comptons les :
pouri = 1,ilyena:n — 1. Pouri = 2,ily enan — 2. Pouri = k, il y en an — k (dessinez les matrices
pourn = 3 si vous ne comprenez pas...) Donc en tout,ilyen-al+n—2+...+n — (n— 1), soit
encorey "' (n —i) = n(n — 1) = X0 i = n(n — 1) — 2221 = (221 sj on ajoute les: matrices
diagonales, on a dong+ 2%-1) — n(ntl

Ces matrices sont libres, forment un base de I'espace degesadiagonales, qui est donc de dimension

Exercice 114 (Espace de fonctions)

1.

Ici, vous pouvez avoir un petit doute sur 'indpendanetdamille & cause de la relatioos? z+sin® z = 1.
En effet, on ath(z) = 2f(z) — g(z) pour toutz, etdon2f — g + 4h = 0, ce qui montre que la famille est
liee.

. La, il n’y a pas de relation simple entre les fonctionsyardonc essayer de montrer que c’est une famille

libre : on supposef(x) + Bg(x) + vh(z) = 0, c.a.d.a + Bsin(x) + vsin(2z) pour toutz. En prenant
x = 0 on obtientor = 0. En prenantz = 7 on obtient3 = 0 et en prenant = 7 on obtienty = 0. On a
donc bien une famille libre.

. Méme chose que précédemment; on suppgse Sg = 0, c.a.d.ax + 5 cosz = 0 pour toutz. En prenant

x = 0 on obtient3 = 0. En prenant: = 7 on trouvea = 0.

. On remarque quef(z) = 322 4 6z + 3 = 3(2* + 2z) + 3 = 3g(x) + h(x) pour toutz. Ceci montre que

la famille { f, g, h} est liée et dona fortiori la famille { f, g, h, k}.

. cos(2z) = cos?(x) — sin®(z) pour toutz, donc la famille est liee.
. Lafamille est liee car elle contient le vecteur nul (ebhdon peut mettre n'importe quel coefficient non nul

devant celui-ci et obtenir une combinaison linéaire nulle

Exercice 115

1.

2.

3.

On remarque d’abord qukec F et0 € G; onadond € FNG. Il reste & montrer qué N G est stable
par combinaison linéaire. Soieatetv € F N G et soient\ ety € R. CommeF etG sont des s.e.v, ils ont
stables par combinaison linéaire, et donct pv € F et \u+pv € G, ce qui montre quau+puv € FNG,
qui est donc bien un s.e.v..

(a) On vérifie facilement que les famillés, v} et {w, z} sont libres. Elles sont donc des bases des
espaces qu’elles engendrent. Ddng v} est une base de et {w, z} est une base d&.

(b) Soitez € F NG, alorsz estde laformex = au + fv. etx = 'w + §'z.

a+p 0
z=| a+8 | = /+5
g g
On en déduit que les vecteuesde F' N G sont de la forme :
0 0
x=| 0 |etunebasedENG estlevecteu| 0 | .Lesous-espacENG estdonc de dimension
Jé; 1

(a) Lespacéd’ estune droite (dimesion 1) dont une base est le veateetrl'espaces un plan (dimension
2) dont une base est la famil{ev, z}.

(b) On verifie facilement qué' N G est réduit &0}, dont la base et : on ne peut pas avoid dans la
base et donc il n’yaucun élément dans la base. Le sg¥} est de dimension 0.
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A.3. Chapitre 3 A. Corrigés d’exercices
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Annexe B

Algorithmes et programmes informatiques

B.1 Algorithmes de Gauss et LU

On donne dans ce paragraphe la version “programmable”idgetithme de Gauss et de la maéthddé pour une
matrice carrée d'ordre.
On souhaite résoudrér = b, avecA € M, (R) inversible et un ou plusieurs second membresR™.

M éthode de Gauss sans pivot

1. (Factorisation et descente) Pawllant del an, on effectue les calculs suivants :

(&) On ne change pasia&me ligne

Ui ; = a;j poury =1,...,n,
Yi = b;
(b) Onchange les ligneas+ 1 an (etle second membre) en utilisant la ligh€ourj allantdei + 1 an :
Lii = ZJ (sia;; =0, prendre la méthode avec pivot partiel)
pourk allant dei + 1 an, a;p = a; — l;a; , (noter quen; ; = 0)
bj =bj — iy

2. (Remontée) On calcule
Pouri allant den a1,

1
Wi (yi — Z;’Z:i+1 Ui jT5)

Xr; =

Méthode LU sans pivot

La méthodeL.U se déduit de la méthode de Gauss en remarquant simplemerayant conservé la matriée on
peut effectuer les calculs stiapres les calculs sut. Ce qui donne :

1. (Factorisation) Pourallant del an, on effectue les calculs suivants :
(@) On ne change pasida&me ligne
u; j = a;; pourj =i,...,n,
(b) On change les lignes+ 1 an (et le second membre) en utilisant la ligh@ourj allantdei + 1 an :
lji = ZJ— (sia;; =0, prendre la méthode avec pivot partiel)
pourk dei +1an,a;, = ajr — l;:a:, (noter quez; ; = 0)
2. (Descente) On calcule(avecLy = b)
Pouri allant del an,
yi = b; — S0 li ryi (on aimplicitement; ; = 1)
3. (Remontée) On calcule(avecUx = y)

Pour: allant den a1,

ul (yi — Z;’Z:i+1 Ui,jfl?j)

Xr; =
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B.1. Algorithmes de Gauss et LU B. Algorithmes et programmfssmatiques

M éthode LU avec pivot partiel

La méthodd.U avec pivot partiel consiste simplement a remarquer quedréodans lequel les équations sont prises
n’a aucune importance pour I'algorithme. Au départ degbaithme, on se donne la bijectionle {1, ...,n} dans
{1,...,n} définie part(i) = i, et qui va étre modfiée au cours de 'algorithme pour teampte du choix du
pivot. On écrit I'algorithme précédent avec les nouveadices de ligne (i), ce qui donne :

1. (Factorisation) Pourallant del an, on effectue les calculs suivants :
(@) Choix du pivot (et de(i)) : on cherché: € {i,...,n} t.q. |ayw),:| = max{|a,q)|,l € {i,...,n}}.
On change alorsen prenant(i) = t(k) ett(k) = ¢(i).
On ne change pas la ligng)

ut(i),j = at(im pOUI’j = i, ceey N,

(b) On modifie les lignes(j) autres que les ligneg1),...,t(n) (et le second membre), en utilisant la
ligne t(¢). Donc pourt(j) € {t(i + 1),...,t(n)} (noter gu’on a uniqguement besoin de connaétre
'ensemble , et pas I'ordre) :

— M)

lt(j)vi - Q(i),i
pourk dei + 1 an, a;)r = ag(jy,k — lig),i0 (i), (NOtETr qUEL, (5 ; = 0)

2. (Descente) On calcule
Pouri allant del an,
Yi =iy — oo Le(h).
3. (Remontée) On calcule

Pour; allant den a1,
Ti = ! (yz - Z?:i+1 Ut(i),jxj)

Ut (i),

NB : On a change I'ordre dans lequel les équations sont dérises (le tableatidonne cet ordre). Donc, on a
aussi changé l'ordre dans lequel interviennent les coamtes du second membre. Par contre, on n’a pas touché a
I'ordre dans lequel interviennent les composantes dey.

Il reste maintenant a signaler le “miracle” de cet algari#h. . Il est inutile de connaitre compléetemepour faire
cet algorithme. A I'étapé de l'item 1 (et d’allleurs aussi a I'étapede l'item 2), il suffit de connaitre(j) pour
j allant del a i, les opérations dé(b) se faisant alors sur toutes les autres lignes (dans un ougleanque).
Il suffit donc de partir d'une bijection arbitraire d&,...,n} dans{1,...,n} (par exemple I'identité) et de la
modifier a chaque étape. Pour que I'algorithme aboutibsaffit que a,(;) ; # 0 (ce qui toujours possible cat
est inversible). Pour minimiser des erreurs d’arrondisa @rtérét a choisit(i) pour quea, ;) ;| soit le plus grand
possible. Ceci suggere de faire le choix suivant(dga I'étape: de I'item 1(a) de I'algorithme (et c’est a cette

étape que(i) doit étre défini) :

on chercheé: € {i,...,n} t.q.|ay),:| = max{|a;q)|,l € {i,...,n}}. On change alorsen prenant(i) = t(k)
ett(k) = t(z).

Remarque : Lintroduction des matriced. et U et des vecteurg et x n’est pas nécessaire (tout peut s’écrire
avec la matriced et le vecteub, que I'on modifie au cours de l'algorithme). Lintroductide L, U, x ety peut
toutefois aider a comprendre la méthode. Le principentetest que, dans les algorithmes (Gauss ou LU), on
modifie la matriced et le second membie(en remplacant le systeme a résoudre par un systetieadent) mais

on ne modifie jamaid, U, y eta (qui sont définis au cours de I'algorithme).

Remarque L'algorithme se ramene donc a résoudr&x = b, en faisantLy = b etUxz = y. Quand on fait

Ly = b les equations sont dans l'ordrd ), . . ., t(n) (les composantes desont donc aussi prises dans cet ordre),
mais le vecteuy est bien(yy, ..., y,)¢ (¢ signifie ici “transposé” pour obtenir un vecteur colonr&)is, on fait
Uz = vy, les equations sont toujours dans l'ord(e), ..., ¢(n) mais les vecteurs ety sont(zy,...,z,)" et
(yla e ayn)t'
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