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Examen + corrigé

Durée 2h, sans document

1. Vrai ou Faux?

(A) Est-ce que p(x) = cosx est la fonction caractéristique d’une loi de

probabilité ¢ OUul

(B) Est-ce que p(x) = 2cosx — 1 est la fonction caractéristique d’une loi
de probabilité ? NON

Soit (X,,) variables aléatoires réelles.
(C) Sipx, — 1 surR, alors X, Lo OUI (Thm 17 4+ Ex 67)
(D) Si X;, = 0 p.s., alors Fx, — 1|00 sur R. NON
(E) Si X,, — 0 en loi, alors X, — 0 p.s. NON (Ex 61 + Ex 67)

(F) Si Fx, = 1|j[ sur R, alors ¢x, — 1 sur R. OUI (Thm 14 +
Thm 17)

Exercice 2.

Soit Xy, ..., X, variables aléatoires réelles indépendantes uniformes sur
[0,2]. Soit Y, = (X1-...- X,)Y"™. Trouver la limite p.s. de Y, quand n — co.

Soit H;, = In X},.. Alors H}, sont i.i.d.,

2

Par la loi forte des grands nombres, nous avons p.s.

1 1
B(H,) = /m(t) dt=n2—1, B(H}) = /m?(t) dt < oo, Var(Hy) < oc.

1
— Y Hy— E(H)=m2-1

n
1<k<n
Donc, p.s.

n 2
Vo= [[ X/ = [[ "/ — exp B(H,) = =.
e

1<k<n 1<k<n



Exercice 3.

Trouver des variables aléatoires réelles indépendantes (Z,) telles que
Y ns1 Zn converge p.s. et ), - Var(Z,) = oo.

Par le théoréme des trois séries il nous faut que > o, P(|Z,| > 1) < oo,

>ows1 BE(Z)) < 00, 3, Var(Z)) < oo et Y, o, Var(Z,) = co. Un exemple
possible est Z, ~ n72§, + (1 — n™2)d.

Exercice 4.

Soit R la distance entre deux points choisi au hasard dans un carré de
coté A > 0 dans R%. Trouver E(R?).

Soit (z,y) € R? et (2/,3') € R? deux points choisi au hasard dans le carré
{(z,y) eR:0<z <A, 0<y< A}. Alors

E(R*) = A4/ / / / v —2')’ + (y—y')?) dedy dz’ dy
= —/ T da:——/ / xx' drdx’ = —AQ—— xd:v/ 2 dr =
A Jo

Exercice 5.

Soit (U,) variables aléatoires indépendantes suivantes la loi (1/2)(5-1 +

01),
-1y v

n
1<k<n

Trouver la limite en loi de V,.

Comme @y, (t) = cost et @/, /(1) = cos(vkt/n), pour tout ¢ € R nous



avons

1<k<n 1<k<n

= L ew(-55+0(50)) =ow T

1<k<n 1<k<

:exp<—n(%nzl)t2+0<nn—z>> —>exp<—t—>, n — oo.

Donc, la limite en loi de V,, est N'(0,1/2).

Exercice 6.

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes suivant
la loi N(O,n), n>1, S, =X1+ ...+ X,. Montrer que p.s.

limsup ——— < 1
n—>oop nvinlnn
Comme X, est la somme de n variables aléatoires réelles indépendantes,
X = Thtm-1)/241 + - - - + Tnnt1)/2 suivant la loi N(0,1), nous avons S, =
Wn(n+1)/2 ou Wk = T1 + ...+ Tk
Par la loi du logarithme itéré, p.s.

lim su L =1
n~>oop V2ninlnn
et donc
S, Sy,
1 > limsup = lim sup

nsoo /n(n+1)Inln(n(n +1)/2) n—sco ny/Inlnn



