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Licence Mathématiques 3 : Géométrie différentielle

Exercice 1 (6p) (questions proches du cours)
1. (2p) Soit v : I — R™ une courbe paramétrée réguliére. Démontrer qu’il existe un changement de variable
@ : J — I qui préserve l'orientation tel que v o ¢ soit une courbe normale.

2. (1p) Ecrire les équations de Frenet pour une courbe biréguliére v : I — R3.
3. (3p) Ecrire et démontrer les formules directes pour le calcul de la courbure et de la torsion d'une courbe

biréguliére v : I — R3.

Solution : Voir le cours.

2 2
Exercice 2 (9p) Soit £ C R? Dellipse d’équation (“;gl) + (“25‘2) =1, ot (a1,a2) € R* et ay, as € R
1 2

1. (1p) Donner une paramétrisation réguliére v : R — R? de FE.

2. (2p) Pour tout ¢ € R préciser la droite tangente 7:(y) et la droite normale v4(y). Ecrire une équation
paramétrique et une équation implicite pour chacune de ces droites.

3. (1p) Déterminer le repére mobile de Frenet f(t) = (f1(¢), f2(t)) de v au point t € R.

4. (2p) Calculer la courbure x,(t) avec deux méthode différentes (en utilisant le repére mobile de Frenet et
avec la formule directe).

5. (2p) Préciser la valeur maximale et la valeur minimale de k. (t) pour ¢ € R, et préciser les points ¢ € R ou

ces valeurs sont atteintes. Indication : discussion selon les trois cas ay < g, g < a1, a1 = Q.

6. (1p) Déterminer le rayon de courbure et le cercle osculateur de v au point ¢.

Solution :

1. La plus simple paramétrisation réguliére de F est v : R — R? donnée par

(t) = ( ay + ay cos(t) ) .

ag + ag sin(t)
Il s’agit bien d’'une paramétrisation de E parce que

(11(t) —a1)? i (72(t) — a2)® = cos?(t) +sin?(t) = 1.

2 2
ag Q3

Cette paramétrisation est bien réguliére parce que

1o [ —oausin(t)
Y (t) = < QQCOS(t) ) 7& O]RQ VieR.
En effet, puisque a1 > 0, ay > 0, la condition 4/(¢) = Ogz implique sin(t) = cos(t) = 0, ce qui est impossible
(parce que cos?(t) +sin*(t) = 1).
2. La droite tangente au point ¢t € R est

a1 + aq cos(t) —a sin(t)

T(7) = () + RY'(t) = ( as + g sin(t) ) +R( az cos(t) ) ’



donc la droite d’équation paramétrique

o) =20+ o0 = (LTl ) s (o )

as + s sin(t) g cos(t)
soit
{ z1(s) = a1+ ag(cos(t) — ssin(t)
x2(s) = a2+ as(sin(t) + scos(t))

La droite normale est la droite

) =20+ ’R37'(0) =10 + R (225D ).

donc la droite d’équation paramétrique

e (e ) (et )

as + g sin(t) —a sin(t)
soit
z1(s) = a1+ agcos(t) — sag cos(t)
x2(8) = a2+ agsin(t) — sa sin(t)

L’équation implicite de la tangente 7¢() est

(Rzv'(t),z —~(t)) =0,

et I’équation implicite de la normale v4(7y) est

(' (t),z —~(t)) =0.

(D) = /1 o) 1 - ( —ay sin(t) ) ’

I @ \/a% sin®(t) + o3 cos? a2 cos(t)

. Ona

=300 = (0 D) ()= e () )

donc
F(t) = 1 ( —agsin(t) —ascos(t) >
\/04% sin®(t) + a2 cos2(t) \ 2 cos(t)  —asin(t) ) °
. On a
_ / 1 / "y 1 —aqsin(t) —agcos(t) |
Fa(t) = ||’Y/( )i (alt): f1(0)) = v/ (t )||3 det('(8),7"(8)) = (a? sin?(t) + a3 COSQ(t))% agcos(t)  —agsin(t) |
a0 (sin’(t) 4 cos?(t)) B a1
© (a2sin®(t) + aZcos?(t)):  (a2sin’(t) + a2 cos?(t))?
En utilisant la formule directe on obtient
(1) = de(0.77() 1 I A a1

o

v ()1 (a2 sin?(t) + a3 cos? (t))% ascos(t) —assin(t) (a2 sin?(t) + a3 cos?(t))



5.

Le cercle osculateur de v au point ¢ est le cercle de rayon

Nl

1 (a3 sin?(t) + o3 cos?(t))

By (1) = |k (2)] 10z

et centre

4 (t) =) +—= ;
K Ky (1) az + azsin(t) a1az \/a% sin?(t) + a3 cos?(t)

_ ( aj + aq cos(t) > N o2 sin?(t) + a3 cos?(t) ( —ary cos(t) ) .

as + g sin(t) Qe —a sin(t)

En posant u := cos?(t) (avec u € [0,1]), on obtient sin®(t) = 1 — u, donc

L o 109 o [65YeD) o 109
(1) = (a2sin?(t) + aZcos?(t)):  (@2(1—wu)+a2u)>  (u(a —a?)+a2)s
1 2 1 2 2 Q) 1

Si s =y (donc si E est un cercle), alors k. (t) sera indépendantz de u (donc de t), donc k- sera une fonction

constante. Dans ce cas tout point ¢t € R est point critique de k., et la valeur (constante) de cette fonction est
1 1

ar  az’
Siap >y >0, alors a3 — of > 0, donc le maximum de k. (t) sera atteint pour u = 0 (soit pour t €  + Z)
et le minimum de k- (t) sera atteint pour w = 1 (soit pour ¢ € Zm). Dans ce cas les valeurs extrémales de
k. (t) sont 23 (la valeur maximale) et <% (la valeur minimale).

1 2

Si g > ap > 0, alors a3 — af > 0, donc le minimum de k., (¢) sera atteint pour u = 0 (soit pour ¢ € 5 + Z)

et le maximum de k,(t) sera atteint pour u = 1 (soit pour ¢t € Zx). Dans ce cas les valeurs extrémales de
k- (t) sont 23 (la valeur minimale) et 2% (la valeur maximale).
1 2

Les points de E qui correspondent aux valeurs critiques sont les quatre points d’intersection de E avec les
droites paralléles aux axes de coordonnées qui passent par le centre (a1, az), c’est & dire les points (a1 a1, as),
(a1,as £ as). 1l S’agit donc des 4 "sommets" de Pellipse.

exp(t)

Exercice 3 (7p) On considére la courbe gauche v : R — R3 définie par v(¢) := | exp(—t)

V2t

1p) Calculer +'(¢), v"(t), "' (t), et montrer que la courbe v est triréguliére.
3p) Déterminer le repére mobile de Frenet f = (f1, f2, f3) : R = SO(3) de .
2p) Déterminer la courbure k. et la torsion 7, de 7.

(
(
(
(

1p) Déterminer le rapport ;:((?) et montrer que 'application v : R — R? définie par v(t) := ;:—((tt))fl (t)+ f3(t)
est constante.

Solution :

1.

On a
exp(t) exp(t) exp(t)
V()= —exp(=t) | (W) =| exp(=t) | () =| —exp(=t) |,
V2 0 0
exp(t) exp(t) exp(t)
Y () A" (t) 4" (t)] = | —exp(—t) exp(—t) —exp(—t) | = —2v2exp(t)exp(—t) = —2v2#0 ,
V2 0 0

ce que montre que la famille (7/(¢) v”(t) v"'(t)) est libre, donc ~ est triréguliére (en particulier biréguiére et
réguliére).

1 (a1 +ajcos(t) (a% sin? (t) + Oz% cos? (t))% 1 —ag cos(t)
f2(t) = < ) < —a21 sin(t)

)



2. Pour le repére mobile de Frenet f = (f1, f2, f3) : R — SO(3) de v, on a

1, 1 exp(t)t ! eXP(ﬂt
MO el aresm et \ Vg ) T e rent |y

Pour le calcul du vecteur f2 on utilise la méthode de Gram-Schmidt :

1
exp(t) + exp(—t)

exp(t) — exp(— exp(t)
V() = (Fu(), 7" () 1 (1) = ( exp(—t) ) _ () — exp(~) ( — exp(—t) ) =

exp(t) + exp(—1)

(1(1),7" () =

(exp(2t) — exp(—2t)) = exp(t) — exp(—t) .

0 V2
S (1) vz
_ ( B () ) e ( > )
| T | T e et | )
NG xp(—t) — exp(t)
V2
( V2 ) H = /24 2+ exp(—2t) + exp(2t) — 2 = /2 + exp(—2t) + exp(2t) = exp(—t)+exp(t)
exp(—t) — exp(t)
donc
1 1" 1" ]' \/ﬁ
PO= e remnen OO OO = o ewom | v e )
Pour le 3éme vecteur du repére mobile de Frenet nous obtenons :
1 exp(t) V2 €1
BO=HONEO = o reatP | " o) e 2|
) ( - eXp((;)Qt) N 1 ) 1 ( - exp((;zf)(eip)(t) + eX(p(*))t)) )
= 5 exp(2t) + = 5 exp(t)(exp(t) + exp(—t =
(exp(—t) + exp(t)) V2(exp(t) + exp(—t)) (exp(—t) + exp(t)) V2(exp(t) + exp(—t))

1 - exp(—t)
- exp(—t) + exp(t) ex%t) '

Le repére mobile de Frenet de « est donc

1 exp(t) V2 —exp(—t)
(f1(t), f2(2), f5(1)) = oxp() 1 oxp(—1) —e>i/P§(—t) eXp(_t;/E o) eX\I/’%t) :

3. Pour la courbure x, et la torsion 7., de v, on a

wolt)— () [ P exp(t)
THORR Ve S (—exp<—t> ) * T (exp(‘” ) -

(exp(t) +exp(—0) |~ g Fo(-1)



_ —exp(t) + exp(—t) _e;);{p(t exp(t) + exp(—t) exp(_t) _
~ (exp(t) + exp(—t))? ( p( t) ) (exp(t) + exp(—t))? ( eXp(() 0=
2
= 2
(exp(t) + exp(~ ( V2(exp(—t) — exp(t)) )
o —exp(t) 4 exp(—t) exp(t) + exp(—1) 0 _
f2(t) = (exp(t) +eXp(—t))2 ( eXp —exp ) exp —I—exp( )) ( —exp(_t()) _eXp(t> ) =

xp(t) + exp(—t))
—4

- (exp(t) +exp(— ))2 ( \/5(_ p(t) + exp(—t))

On obtient donc

o0 = 020 = e V2 + 2V VEesp(t) —exp(0))
= ! exXpl— €ex 2y = \/Q
(oxp® + exp(—1 ¥ 2P+ e = e
(1) = T 30, () = fo e (VA1 = exp(=20)) + V(1 — exp(20) — 4V7) =
Y o B
= Tomp@ Fexp(—n)t PO ) =

Ty (t)
~() "

On a évidemment T”((t)) —1.
5. Montrer que I'application v : R — R? définie par v(t) := T”(t) f1( ) + f3(t) est constante.

6. On a

4. Déterminer le rapport

1 — exp(t) — exp(—1) -1
v(t) = —f1(t) + f3(t) = xp () + oxp(—1) exp(t) —Bexp(—t) = é (constant par rapport & t) .

Exercice 4 (6p)
Soient £ € R, 7 : R — R? une courbe paramétrée normale telle que k- (t) = ko pour tout t € R, et f = (f1, f2) :
R — My 2(R) son repére mobile de Frenet.

1. (1p) En utilisant les équations de Frenet montrer que f est une solution d’une equation différentielle de la
forme

en précisant la matrice A.

2. (2p) Preéciser exp(A) et écrire f(t) explicitement en supposant que la valeur initiale f(0) =: By € SO(2) est
connue.

3. (3p) Montrer que v est soit la paramétrisation d’un circle de rayon ﬁ si kg # 0, soit la paramétrisation
d’une droite si kg = 0.



Solution :

1. 1. Les formules de Frenet pour une courbe normale s’écrivent

filt) = k() f2(t)
_“v(t)fl(t) ’

ot
—~
~
N
Il

donc dans notre cas on obtient

(f1(®), f5(8) = (f1(8), fa(£))A

soit
f(t) = f(H)A
ou 0 —r
A = ( Ko 00 )
2. On a (ko) (ko) (Kot) (Kot)
cos(k —sin(k cos(kot) —sin(kot
exp(4) = ( sin(/fg) cos(mo()) )’ exp(tA) = < Sin(’fgt) COS("@O(;) > ’
donc
_ B cos(kot) —sin(kot)
f(t) = f(0)exp(tA) = By ( Sin(mgt) COS(Kog) ) ’

3. Posons

La formule

cos(kot) —sin(mot))
sin(kot)  cos(kot)

(ﬁ@hﬁ@)=ﬂw:Bo<

montre que

(0 = fi0) =B Snfey) )

sin(kot)
Si kg # 0 on obtient par intégration
1

—= sin(kot) ) L cos(kot — Z)
t)=c+ B rq —=c+ B, Ko 2 ’
() 0 < 7%0 cos(kot) 0 ’%0 sin(kot — )

(ot ¢ € R? est une constante) qui est 1’équation paramétrique d’un cercle de centre c et de rayon ﬁ Si

ﬂw%(é):%

(o1 by désigne la premiére colonne de By), donc par intégration

ko = 0 on obtient

V(t) = C+tb03

qui est I’équation paramétrique d’une droite.



