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We give an existence and uniqueness theorem for the solution of a Backward Stochastic Differential 
Equation reflected in a convex domain without regi~larity assumption on rhe domain. First we give 
sufficient conditions for the soiution of a classicai Backward Stochastic Equation to stay in a given convex 
set. We then prove that, if the solution of the reflected problem exists, it is unique and the reflection process 
is absolute$ contini.i.~us if the convex set is some.>!hrit !cguiu!. Fiilaliy ws prc\!t. exisience using 
penaiisation merhod. 

KEY WORDS Backward SDE, penallsaiion method, reflection 

A M S  Classij5crrrion: 60H05, 00H30 

1 INTRODUCTION 

La thtorie des Equations DiEirentie!les Stochastiques Retrogrades (E.D.S.R.) est 
apparue ricemment. Elle a Ctk introduite par Pardoux-Peng [9]. Gette theorie trouve des 
applications el? ?r,athkm:itir;::es financ2res hair DuEe, Epsteir, 131 [i?], E! Karoui, Peng, 
Quenez 15]), pour la construction des Gamma-martingales sur les varietes (Darling [2]). 
Elle permet aussi de donner une interpretation probabiliste de systimes d'iquations 
aiix dtrivkes partidles yLias&liii&aircs peng [gjj. Dans ie cas scaiaire, N, Ei 
K a r ~ u i  et a!. [6] m t  iludik !e cas 06 !a sohtion de l'5.D.S.R. est i-ifikchic a h  dc rester 
toujours au dessus d'un processus donne. Dans ce travail, nous etudions l'existence et 
!'micite de !2 solutior, d'une E.D.S.P. RPfltchie a:: b ~ r d  d'ur, cmvexe de R ~ .  

On a bien hidemment des similarites avec les diffusions classiques refli.ct-iies dans 
un domaine D de R ~ .  EIles ont e t i  Studiees par exemple par Menaldi [8] et Tanaka 
[ I l l  dans le cas ou D est un convexe borne et par Lions et Sznitman [7] sans 
hypothese de convexitt sur D. Cependant, comme nous le verrons plus loini le 
probleme de reflexion semble plus nature1 dans le cas retrograde que dans le cas 
progressif et lorsque !e domaine est convexe regulier, on montre que le processus de 
reflexion K est absolument continu. 

Ce travail se presente comme suit: dans la section 2, nous rassemb:ons les 
propriktts de convexitt utilisees tout au long de notre travail. A la section 3, nous 
donnons une condition suffisante pour que ia solution d'une E.D.S.R. au sens 
classique reste dans un convexe donne de LRk. A la section 4, nous donnons la 
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definition de la solution d'une E.D.S.R. refltchie et nous montrons que si le domaine 
de riflexion est rigulier. le processus de ridexion est absolumeni continu par rapport 
;i la mesure de iebesgile. A ia seciion 5, liotij monirons I'i-xistziicc d'unz soiution par 
I ,I,,, m e  -- ,.,Lthode de pina!isa:ion. 

21 Prrdection, vectcw normal 

Notons n ( x )  la projection sur D du point x de I W k .  Nous allons utiliser les proprietes 
de convexite suivantes (utilisees par Mknaidi [8]j: 

La propriete (2) decoule facilement de (1) et le 7 de (3) depend de la distance de u li 
la frontiZre de D. 

kcteur normal: 
Pour x E dD,  on note v(x)  l'ensemble des vecteurs normaux unitaires sortant de D 

au point x. Par abus de notation, si x @ D ,  on note u(x )  = v(.ir(x)) et lorsque le 
damaine D est rtgu!ier (et donc qce le vecteur norrr?al est unique), on note celui-ci 
u(x )  . 

Nous montrons aussi le resultat suivant qui nous servira i donner un critkre de 
minimalit6 pour le processus de reflexion de l'E.D.S.R. reflechie: 

LEMME 2.1 Soit yt une fonction continue de 10, TI u valeurs duns D et kt une fonction 
2 variation bomCe de [[O, T ]  dms Rk p i  ~2r$ez t  p u r  t m t  zl contin~i et 4 l~&?,~rs dms 
0: 

alors nous avons: J: l I Y r E D ) d k l  = 0 et il existe une Jonction vt h vnleurs clans IWK tel 
yue k t  = Ji c,dkl ,  uvec -us  E u(y , ) .  

DEMONSTRATION DU LEMME 2.1 Supposons qu'il existe to E [O. T] tel que y,, E D. 
Fixons it1 un vecteur non nu1 de Rk. Alors par continuite de il existe E > 0 et h > 0 
tel que simultanement yt + EW E D et yt - EW E D 'dt E [to: to + h] D'apres (4), nous 
avons donc 0 5 /:'h \ti.*dk, 5 0 ce qui entraine la premiere partie de la propriett. 
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REFLECTED BSDEs 113 

Nous savons donc maintenant que k ,  = j i  ~ ' ~ l ~ , . ~ ~ a ~ ? d k , ~ ,  ou est un vecteur 
unitaire. pour montrer que L, est normal rentrant i D en 2,.  ii suffit que pour 2 E aD.  

\ 

si i' virifie ('+ - z i  r. 5 0 h': E D,  alors 4 u(J,) 
En effit, soit le point :c dtfinit par: j'. - :< = l :  alors 

12 On en dkduii que D'z E D ,  ix - zi2 2 1.x - y ce qui impiiqe y = ~jxj. Oil obtient k 
resuitat. 

Nous aurons besoin ci-dessous de !a distance d'un processus au domaine convex D. 
Comme D n'est pas regulier, nous allons approcher D par une suite de convexes 
rkguiiers qui tendent uniformement vers O. En efTet, prenoirs la fonction h ( x )  = 

d j x ,  D ) .  h est convexe et uniformkment continue sur tout R< Or, si (gh)Och<ho est une 
approximation de l'unite a support compact dont le support est inclus dans la boule 
de centre 0 et de rayon 6, alors la suite hb = gh * h est une suite de fonctions rtgulikres 
nnn~mvnc- " 7 , ;  tonrlont ~~nifnrm&ment T i a r a  h nl~ lnr l  fi t p n A  xiere CI Pn~ lr  y > 0 fiXe, bull "..,*%,a y ul L . . , I I C L \ I I I L  U l l l l V l l l l U l l l U l l L  " U l O  , I  Y U ' L I L U  l, L U A l U  I U I  0 V .  L VU. , 
ensembles { x ,  hgr(x) < 7 )  sent des domaines convexes rkguliers qui convergent 
uniformkment vers { x ,  d(x, D )  < q )  quand d tend vers 0. En faisant tendre .rl vers 
0, on voit alors que pour tout E > 0, il existe un convexe regulier D, tel que 

supd(x; D e )  < E et sup d ( x ,  U )  < E 
X E D  XED, 

Pour un tel D, qui approche D, nous pourrons utiliser le 

LEMME 2.2. Si D, est uvl convexe qzri vPrifie (51, alors 3c > 0 [el que YE < 1 .  
V x  € IRk: 

ou r E ( x )  est la projection de x  sur k convexe Di. 

De ce lemme, on dtduit immediatemment le 

COROLLAIRE 2.3 

DEMONSTRATION DU LFMME 2.2 Si x  E D iJ  Dc la demonstration est immkdiate. 
Sinon, comme D, et D ont des propriktks symetriques l'un par rapport a l'autre, on 
peut supposer d ( x ,  D )  5 d ( x ,  D,), et l'on a alors que ~ ( x )  9 D,. 
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1 14 4 GEGOCT-PETIT .\NO E PARUOUX 

La pr~~iection de .jr(.i'i sur D, vkrifie en oilere: ./;,j./;i.;(:i) 1 - T(.Y) / 5 s ce qui entrains: 

Comme Dc a itti choisi tel que: ld(x, D,) - d ( x ,  D)I < E. on en deduit ies deux 
inegalitks du lemme. 0 

2 3 Fonctlon dutunce au convexe D, Formules d'ltd associees 

Bien entendu, lorsque D est convexe, la fonctlon x + d ( x .  D), de W" R, est une 
fonction convexe. Nous pouvons donc lui appliquer le rksultat de Bouleau [I]  qui 
donne m e  formule d'It6 pour les fonctions convexes. 

THEOREMC 2.4 Pour tozlte section horilienne FO du sous-dlfdrentiel de F eet pour 
toute s e m  martingnlc continue1 Y valcur :inns &ld, on n 

ozi Cl = C i ( d ,  d", Y )  e ~ t  un processus croi.rsani coiztiiiu. 

On rappelle que si I'on note 6 d ( y ) ,  le sous-diffirentiel de la fonction convexe d au 
point y alors: 

Bien entendu cette fonction est identiquement nu!le lorsque j. E D. Pour y @ D,  la 
31 un vecteur definition du sous-differentiel nous montre qile si < E Sd(y ) ,  alors { c-' 

normal sortant en ~ ( y )  et I(/ < 1. 

A 2 
Posons maintenant p(x )=(d ,  ( x ,  D))" ilx - .r;(x)I . Si D est convexe, cette fonction 
est convexe. Si D est un domaine rkgulier, la fonction p est deux fois diffkrentiable 

'dans [ I ]  le resultnr est ktendu aux senx-martingales disonrinues 

D
ow

nl
oa

de
d 

by
 [

A
ix

-M
ar

se
ill

e 
U

ni
ve

rs
ité

] 
at

 0
1:

51
 1

0 
A

pr
il 

20
13

 



REFLECTED BSDEs 

Le premier terme all  = 2 s'obtient sans problime a partir de I'expression du V et la 
"sous-matrlce" M est semi-dkfinie positive car la convexite de p est equivalente a la 
positiviti. de sa diffkrentielle seconde. On en diduit 

La positivite de Hess et l'gquivalence des normes donnent aussi 

1 
/2nX (x) i 2  5 C -  trace 

2 ~ 

< C trace [ZZ" fiesscp(xj1 

Formule d Ti6 ciussigue 

D et la frontiire d D  sont caract&rises par o: 
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1 16 A GEGOUT-PETIT AND E P.4RDOUX 

On a alors que ?('Y,) = ( o i ~ , ) - ) ~ .  Si Y, est une semimartingale telle que (iY, = 

JJt - cr:dB,(B est un brownien), en approchant la fonction g(r )  = (s-j2 par une 
. ,  . 

suite (gij,,, croissmte de fonctions (6 ,  on voit que !'on p e ~ t  BUSSI ecrlre une form~de 
d'lt6 pour +{ = f ' ( { j (  yl)) . 

Soit { B , .  0  < t < T)  un mouvement brownien de dimension I defini sur un espace de 
probabiliti. (Q, .F5 P). On note ( F , ,  0  < t  < T) la filtration naturelle de B, compEtte 
par ies ensembles de mesure nulle de F, 

Si z E R"', alors / z 2  = trace(z*z). Si k  est une fonction de [0, T ]  dans LRk, alors 
T 1 lki 1 ,, disigne la variation totaie de k ,  1 Ikll,, = Jo dlki,$. 

Dans toute la suite de ce travail, il est bien entendu que la notation C utilisie dans ., . 
123 miijorations designe une ionsiaiiie fink dont ia valeur peui varier de iigne en 
iigne. 

On se donne les objets suivants: 
- une variable aleatoire terminale [ de L ~ ( R ,  . F T ,  P, IWk) 
- une fonction J' : R x [0, T ]  x FXk x Rkxl + FXqelle que: 

(i) V(y,z) t IWk x FXkxi, (u ,  t )  f(w, t , y ,  Z )  est 9,-progressivement mesurable 
(ii) EL;' 1 ~ i t , 0 , 0 ) 1 ' d r  < xl 

(iii) pour Vu E 0, V t  E [0, Ti, V.y iy ,y l  E LRk* Z ,  Z' E Flkx' 

Pardoux-Peng [ lo]  ont montre l'existence et l'unicite de la solution de cette 
E.D.S.R. et cette solution verifie en outre (voir [6]): 

E sup l Y ,  < K  It<. 1 

D
ow

nl
oa

de
d 

by
 [

A
ix

-M
ar

se
ill

e 
U

ni
ve

rs
ité

] 
at

 0
1:

51
 1

0 
A

pr
il 

20
13

 



REFLECTED BSDEs 

32 Cns ori la solutzon reste dans le conlex-e D 

Lorsqi~s < appartien; presqiie sdremeni $ I'adhtrenze d'iin doiliaiiic convzxc l? dc 
R ~ ,  on peut se poser le proleme de savoir s'il existe des cas ou la solution de (12) reste 

- d- an3 - E.  C'est le cas exemple !arsque,f est !a fonction nu!!e. En eEet, !'E.D.S.R. ( ! 2 )  

devient 

et I'existence d'une solution est obtenue par le theoreme de representation. En effet, 11 
existe un processus jLt)(o<,<_r~S ,-progressivement mesurabie qui verifie: 

Or, si [ E D p.s. et si l'on prend la fonction convexe y = d2(x ,  D) ,  aiors D = 

{Y: p(x) = O?, 2 et ~ a r  - !'iniga!itP de Jensen app!iquPe $ !a fonction p on trouve que la 
- 

, T., r r ,  solurion Yi "i dPi. E.D.S.R. reste dam D presqw sfirement. r!us generaemeni, now 
- 

allons rnontrer que si J '(r ,y ,z)  est "rentrank" dis r1ae -l J 11 9 D, a!cm !a so!u"lor? de 
17E,D.S.R. associCe a [ t D et f ;  reste dans D presque stirement. 

LEMME 3.1 Soit D un domame convexe de R" on suppose que le couple ( E ,  f j  
suri,fLzit les hypothkses ji), ( i i j ,  (iii) et que < E D. De plus, on suppose que 

alors iu solution ( Y ,  Z )  de 2'E. D.S. R. (13) virijie V t  E [O,  TI. Y, E D p.s. 

DEMONSTRATION: La dtmonstration se deduit immtdiatement de la formule d'ItB 
pour d ( i ; ,  D )  jvoir paragraphe 2.3) tcrite dans le sens rttrograde. 0 

Remarque 3.2 Lorsque la fonction f est nulle, nous venons de voir que la 
solution d'une E.D.S.R. reste naturellenint dans un convexe. Ce n'est donc pas ie 
terme en integraie srochastique qui va faire sorrir la soiurion du convexe mais ie 
terme J f (. . .)ds. 

Lorsque f' risque de faire sortir le processus Y, de D, nous allons contraindre Y a 
rester dans D en le rCflCchissant sur la frontilre de D. 

On se donne 
- une variable altatoire terminalc [ de LYQ, FT, P, LRk) 
- un domaine D de Rik convexe tel que E E D p.s. 
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- linz fonztioii ,f : R ,: [G. TI x zk x xKx' - ~"liui i.irifie ICS j;roprikt&s (i); (ii); 
(iii) d1.1 paragrap!%? 3. i 
On se pose ie probieme de i'exisience el de i'~tnicit6 de ia sviuiion de 1'Eqiiatioii 

- . 
lAtferentielle Stochastique Rktrograde Reflechie IE.D.S.R.R!. c'est-a-dlre de 1' 
existence et i7unicitC d'un triplet Fr-progressivement rnesx-abie i !Y , .  %,.K,). 
O < t < Y / de processus a valeurs dans A: x i$-' x R' et yul verihe: 

K ,  est continu, KO = 0. et pour tout processus continu et progressivement z, 

r' 
mesurable a valeurs dans D (Y ,  - z,)"dK, 5 O .I" (1% 

L' hypGthise (19) nous assxre que K r?,inimd &ns le sens el:! i! np c r ~ i t  n,ue 
'larsque Y cst a la frontiire de D et que lorsqu'il croit, il est norma! rentrant a D en Y .  
En efTet, l'intigrale J:(Y, -- zi)*dK1 5 0 est une intkgraie de Stieijes. On peut donc 
raisonner L D ~  par et !'on conchi avec ie lemme 2.1. 

Les hypothises d'intkgrabilite (1 5 )  et (1 6) permettent de montrer facilement que le 
processus de reflexion K, vkrifie: E[~U~,,,,,.]K,~'] - - < cx, et elles assurent l'unicitk de 
ia soiution: 

LEMME 4.1 SOUS les hypothdses (15)(16)(18)(19), il existe au plus une solution 2 
I'e'quation ( 1 7 ) .  

D~MONSTRATION Supposons que ( Y 1 .  z' ,  K ' )  et ( y 2 ,  Z 2 ,  K2) soient deux solutions 
$ 15E.D.S.K.R, par la formule d'lt6, m ~ r s  awns:  
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REFLECTED BSDEs 119 

D'aprZs la propriete (19), la derniire intkgrale du membre de droite est negative 
presque sfiremerit. D'apres (15) et (i6), l'espkrance de l'iniegraie stochastique est 
iluiie. En iitiiljani ie caractire iipschitz dz la fonction f ' ,  on 0kiUl1 ' ~ ' a  > 0: 

D'apris la remarque heuristique 3.2, le processus K; ne contrc qw ie rerme 
,., 
j ' j  ,s, ys, zAjl&, On s'aitefid dollc ce qiie K, jojs plus i&guiier que dans ic cas . n  i 
.- .-:c Lug!tsslr. 

~tMonisrKArioN Galls cette sectioii, iio-us jiipposoiis qiie le domaine fl ejt riigu!ier, 

Si j'on ~ 9 3 ~  ilj(j:) - O& d(.'i) a d&fir,ie en (IG), a!=rs 5 et !a hentiire 2 D  
sont caractkrisks par +: 

On iicrit la formule d'It6 porn d( Y,): 

S; :'on note (L,)(o,,,,) le ieiiipj local en O dc la scmi-martingale !a formule 
d'It6-Tanaka nous donne: 
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120 A GEGOUT-PETIT AND E PARDOLX 

Or, c;[Y,) = u'j!,). En faisant la difference entre (20) et (21) et en identifiant 
partie martingale et partie a variation borne e, on obtienr: 

rr i. T 

i l. trace[Z,Z,: Hess u ( Y s ) ] l j t , l r = ~ ) d s  - , (GT(Y,))tf(s. Y Z.s)l(,(,Tj=ojds 

On voit que les deux membres de droites de (22) sont tout deux des processus 
dkcroissants en t et que lear soinme est absoluinent continue. On en diduit que le 
processus Kt est absolument continu2. 0 

Nous allons maintenant montrer l'existence d'une solution de 1'E.D.S.R.R. par une 
methode de penalisation. Considerons le couple (Yy ,  Zy) solution de 1'E.D.S.R. au 
sens classique: 

On note 

Le terme Kn va ptnaliser la solution lorsqu'elle sort de D et la contraindre de plus 
en plus fortement a rentrer dans D. On va montrer que le triplet (Yn.Zn,  K n )  
converge quand n tend vers l'infini vers la solution de (17). 

Rei?za:.que 5.1 D'apris !a thtorie des E.D.S Rttrogrades au sens classique, 2ous 
avons 

- . ... . - . ... .. --. 

2 N o ~ ~ s  avons aussi montre que le temps local de c ( Y , )  en 0 est absolument continu 
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REFLECTED BSDEs 

5.1 Estimations upriori 

>O grace 4 3 )  

Compte tenu de (12) et de la remarque 5.1 l'esptrance de I'integrale stochastique 
est m!!e et nous lvons b'a > 0: 

I2 7 1 ,  Si & < $, on obiicni. E[i;" - u 2 ]  + ;E[J';' Z;i2] 5 C(i + E [ ! ' , ~  j Y," - 01 m l j .  Ei 
d'apris ie lemme de Gronwall: s ~ p ~ < ~ < ~ E [  Y: - a12] 5 ceCT ,  o t ~  C est une con- 
stante independante de n. On en deduit 

Compte tenu de ces estimations, lorsque I'on prend le sup dans l'equation (24), par 
17inCgalite de Burkholder-Davis-Gundy, on obtient 

Or, la proprittC (3) et l'&quation (24) nous donnent: 
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122 A GEGOUT-PETIT A h D  E PARDOUX 

-1 et u! jI' i _y:' - Y( 1:") Cis = j, r l ,  K"IJ Les estlmarlons precedenteq ~ o u s  permettent 
donc d'obtenir: 

52 Cbz vergenrede la suzte ( Y" ,  L", K")  

Nous allons tout d'abord montrer qae la distance de Yn a D tend vers 0. 

LEMME 5.3 Quand n tend vers l'icfini la distance de Y n  a D tend verJ 0 de la maniive 
mivantr 

I C gc > 0 rei que sup ( d ( ~ : ,  D))' i 5 - 
o<tsr n 1 

Supposozs uri instarit ct: !emme i?km::ntrk. Ccxme  8, a k t k  cho~ci te! qce 
J d ( x ,  D) - d ( x ,  D E ) J  < E ,  alors d" Y,~,  D )  < 2(d2(  Y,. D,) + c2j et si I'on fait tendre 
c vers 0. le lemme 5.3 est demontrk. 0 

D~MONSTRATION DU LEMME 5.4 On Pcrit la Jormule cl'il6 pour p E ( Y ; )  = 

d 2 ( y ; ,  fA): 

Premikrement, comrne ,' E D p.s. et compte tena de la dtfinition de D, par rapport 
i D (cf (5)) on a p ( C )  < z' p.s.. 

D'autre part, comme nous sommes obliges ici de travailier avec une approxi- 
mation de D, le dernier terme de cette expression n'est pas clairement ntgatif. 
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REFLECTED BSDEs 133 

Cependant, comme nous l'avons ~u au le~nme 2.2. pour tout point .Y, la distance 
1xj.x) - 7;;j.~)I est petite. Nous utilisocs cette proprier- ci-dessous en appliquant !es 

+.- A,, , . ~ ? - , , I I ~ > ~ ~ . O  7 2. 
L C J L L l L U L J  U U  b V I V I I U I I b  i.. 2 .  

4 

C ne dEpend oi de E ni de ii. (On s utiiir& 5 I "1 4 p Q E ~  0 = (2)i 'd ( d ( A  yz D ~ ) ) ; )  
Compte tenu de ces estimations, d'apres 1' irquation (31) nous avons que presque 

sGremenr: 
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124 A GEGOLT-PETIT A?D E PARDOLX 

ce qui donne en prenant l'esperance et en utilisan? le caractere lipschitz de J' ((iii)) et 
les propriktks (26) :  

La constante C ne dkpend ni de 5, ni de n Cornrne Hess +(Y:) est une forrne 
definie positive (propriete (8)), nous avons: ~ u p ~ < , < ~ i i ; ' l ~ ~ j  - - Y:)] < C ( i  t E + ncLj et, 
grice ii p j ,  nous avons: 

Prenons maintenant le sup dans l'kquation (34) et utilisons a nouveau l'inegaiitk de 
Burkholder Davis-Gundy: 

E sup yE(Y:) 
[ t J T  ] 

On a utilise (36). Ce qui demontre le iemme 5.4. 0 

De l'kquation (35) de cette demonstration nous pouvons aussi deduire: 

3 ~ ~  > 0, 3 ~ :  > o tel que Y E  < E O ,  tln E d 2 ( q ,  D ) ~ S  < - [it 1 n: 
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REFLECTED BSDEb 

Ce qui nous permet d'inoncer le resultat suivant: 

LEMME 5.5 

DEMONSTRATION &ice  ii la propriete (2), nous avons: 

Or, en utilisant le lemme 5.5: 

Lorsque l'on choisit (h < 1, par le lemme de Gronwall, on obtient: 

En Ccrivant une nouvelles fois la formule d'It6 pour 1 Y,'" - yy2 et en utilisant une 
nouvelles fois les inegalites de Burkholder-Davis-Gundy, les inkgalirks ci-dessus nous 
permettent d'obtenir: 
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A GEGOt T-PETIT XXD E PARDOUS 

Y ,  = lim Y;  
n -,x 

&ins ie seas "h E[J: Zy - Zti2j - G quand f i  - x. 
&ice aux &quatiom (17) et (231, i! est dors  &videfit Y Kn ~ o n ~ e r g e  et !'on 
pose: 

dans le sens r31)L E jsupo,,,,lK~ - K,l" - 0 qquand n --1 x. 

5.3 ?ryritt&s de la ltnzite ( Y ,  Z ,  K) 

I1 est clair que le triplet ( Y ,  Z, K )  satisfait l'equation (17) et les proprietts (15), (16). 
Le lemme 5.3 montre que Y ,  reste dans B. II nous h u t  donc montrer que i'equation 

- ji9j esr vCrifiee. Comme Ia convergence des processus corltiilus (Kr)O<,,T - .. V C I ~  

(K,)o,,5, est uniforme, alors le processus Kt est continu en t. 
B' apres ie iemme de Faiou et ie ieiiiiiie 5.2,  il esi claii qiie le procesjus (Kf)(,,,,,-j 

est p.s. a variation bornke sur 10: T ]  car E[iIKII n] < C oii C es1 ia constante qui 
apparait dans I'inkgalitt (29). 

I1 reste donc i montrer le 

LEMME 5.7 Pour tout processus Z ,  corz_tinu et progressivement mesurable a valeurs 
dans presque su^i.emem, nous avons: J, ( Y ,  - ztj*dKl 5 0. 

On va d'abord montrer le lemme dtterministe suivant: 

LEMME 5.8 Soit y, une suite delefbnctions cle V([O: TI, Fik) p i  converge ziniforrnCnzent 
vers la fonction y. Soit k ,  une suite de ,f'onctions de V ( [ 0 :  TI, Rik) yui converge 
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REFLECTED BSDEs 

DEMONSTRATIO\ Par le lenme de Fstou. 11 est clair que I /k / Ibi  5 C D'autre 
p y t .  

Or, il existe une suite &)b20) de fonctions en escaliers qui convergent uniform&- 
ment vers y. On a donc: 

Pour E > 0 donne, on va donc choisir tout d'abordp tel que: 2Clly - & I 1  < 5 Ensuite, 
on choisit no tel que, 'dP1 > no, on ait a la fois: 

et i'on en dCduit que pour tout n > n,j 1: ydk - J: ynGiiCnj <; E .  

La proprikte (1) nous assure que 

Nous allons montrer que l'on peut extraire une sous-suite de la suite n telle que, le 
.T I long de cette sous-suite, J0 (Y: - z,)"dK.r converge p.s. vers J0 ( Y ,  - z,)2&. On 

aura alors le reiullat. 
On rttcrit ici I'Cquation (28) 

et I'on voit que le membre de droite de cette equation converge en probabilitk vers 
-- a/* + 2 soT(Y, - a )  S(S; Ys, Zs )ds  - 2 J " ~ ( Y ~  - a)Z,dB,. I1 existe donc une sous- 

suite (q5(n))(l,,o) telle que le membre de droite converge p.s. le long de cette sous- 
suite. On obtient alors que la suite I I K Q ( " ) ~ I  vr est bornke p.s. De m h e ,  la 
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128 A GEGOLT-PETIT 4 1 D  E PARDOYX 

con>ergence dan, L' de Y U ~ ~ ~ , ~ ~  Y" - Y1 vers 0 nous permet d'extraire une sous- 
suite de la swte ~ ( n )  telle que preque  sQrernent la suite YL ' "1' converge uniforrne- 
ment \ P I S  Y Le !emme determmste precedent s'appllque done A, pdr d d id suite 

J; ' " '  - -l]Tl!k o ( L ( n , ,  

Le lemme (5.7) est dkrnontrti. 0 

THEOREME 5.9 SOUS les hypotheses ( i ) ,  ( i i ) ,  jiii), il existe une solution unique de 
(17)  qui ve'rifie les proprie'te's 1 I 5 / ,  116)> 118) et ( 1 9 ) .  

[2] R. Darling: Constructing Gamma-martingales with prescribed limits, using Backward SDE's. Ann. 
pros., 1995, 

[3] D. Duffie, L. Epstein: Stochastic differential utility. Econornetrica, 60 (1992), 353-394. 
141 D. Duffie, L. Epstein: A ssset pricing with stochastic differential utility. The Review o f  Financial Studies, . - A - 

5 ( I  992), 41 1-436. 
[5] N. El Karoui, S. Peng, M.  C. Quenez: Backward Stochastic Differential Equations, F~nsnce and Optimi- 

zation, Preprint. 
[6] N. El Karoui, C. Kapoudjian, E. Pardoux, S. Peng, M. C. Quenez: Reflected solutions of backward 

SDEis and reiated obstacie probiems for PDE's. Preprinr. 
[7] P. 2. Lions, A. S. Sznitman: Stochastic Differentia! Equations with Reflecting Boundary Conditions. 

Cotrmzurzications on Puve and Applied Muthernatic~, Vol. XXXVII, 51 1-53?, 1984. 
[S] J .  L. Menaldi: Stochastic Variational Inequality for Reflected Diffusion. Indiana University Mathema- 

tical Journal, Vol. 32, No. 5, 1983. 
[9] E. Pardoux, S. Peng: Adapted solution of a backward stochastic differential equation. Systems and 

Control Letters, 14 (1990), 55-61. 
[lo] E. Pardoux, S. Peng: Backward SDE's and quasilinear PDE's. Stochastic Partial Differential Equations 

and Theiv Applications, B. L. Rozovski, R. B. Sowers Eds., LNCIS 176, Springer 1992. 
ji i j  E. Tanaka: Siochasiic DiRu erriiai Equdtioiis wiih Refleciing Bouiidaiy Condition in C~nvex  Regi~ns.  

Hiroshima Math. J. 9 (1979), 163-177. 

3Si au dipart on h i t  parti d'unc suite extraite de la suite i : (Y:  -- z,)*dKy, on aurait pu en extraire par 

la mime methode une sous-suite qui converge presque scrernent vers J:(); - zr)dK,. Cette proprii-ti- 
implique la convergence en probabilitk de J:(Y: - z(jdK: vers J;[yt - zi)dKt. 
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