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We give an existence and uniqueness theorem for the solution of a Backward Stochastic Differential
Equation reflected in a convex domain without regularity assumption on the domain. First we give
sufficient conditions for the solution of a classical Backward Stochastic Equdtion to stay in a given convex
set. We then prove that, if the solution of the reﬂected problem exists, it is unique and the reflection process

PN o~ cat lq < 1 1
is absolutely continuous if the convex set is somewhat regular. Finally we prove exisience using a

OTLir s prove oxisience using a
peﬁansdtmn method.
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I INTRODUCTION

La theorie des Equations Différentielles Stochastiques Rétrogrades (E.D.S.R.) est
apparue récemment. Eile a été introduite par Pardoux-Peng [9]. Cette theéorie trouve des

to 21741 F1 W@ D
applications en mathématiques financiéres {voir Duffie, Epstein [3][4], El Karoui, Peng,

Quenez [5]), pour la construction des Gamma-martmgales sur les Variétés (Darling [2])

: » ~1 AT ARy r‘r\ rogta
solution A VE.D.S.R. est réfléchic afin de rester

existence et

>

u dessus d’un processus donné. Dans ce travail, nous étudions 1
N .

3 b
e au bord d’un convexe de R*.

On a blen ¢videmment des srmlar;tes avec les diffusions classiques réfléchies dans
un domaine D de R¥. Elles ont été etudlees par exemple par Menaldi [8] et Tanaka
[11] dans le cas ou D est un convexe borné et par Lions et Sznitman [7] sans
hypothése de convexité sur D. Cependant, comme nous le verrons plus loin, le
probléme de reflexion semble plus nature! dans le cas rétrograde que dans le cas
progressif et lorsque le domaine est convexe régulier, on montre que le processus de
réflexion K est absolument continu.

Ce travail se présente comme suit: dans la section 2, nous rassembions les
propri¢tés de convexite utilisées tout au long de notre travail. A la section 3, nous
donnons une condition suffisante pour que la solution dune E.D.S.R. au sens
classique reste dans un convexe donné de RF. A la section 4, nous donnons la
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définition de la solution d’une E.D.S.R. réfléchie et nous montrons que si le domaine
de réflexion est régulier. le processus de réflexion est absolument continu par rapport
a la mesure de Lebesoue A la section 5, nous montrons {'existence d'une solution par
une méthoede de pénalisation.

2 PROPRIETES DE CONVEXITE

Soit D un domaine convexe non vide de R*. Nous rassemblons ici toutes les

oprietés Ldes 4 1a ¢ wité de D et utilisées tout au lone de notre fravai
proprictés liees a la convexite de 2 et utihisées tout au long de notre travail,

21  Projection, vecteur normal

Notons 7(x) la projection sur D du point x de R*. Nous allons utiliser les propriétés
de convexité suivantes (utilisées par Ménaldi [8]):

(X =x)'(x —7(x) <0 vxeRvx'eD )
(X — x)(x = 7(x) < (X = 72X (x = 7(x)) ¥x,x eRF 2)

Jae D, v>0 tel que (x —a) (x — 7(x) > ylx — 7(x)] ¥x e R (3)

La propriété (2) découle facilement de (1) et le v de (3) dépend de la distance de ¢ 4
la frontiere de D.

Vecteur normal:

Pour x € 8D, on note v(x) 'ensemble des vecteurs normaux unitaires sortant de D
au point x. Par abus de notation, si x¢0, on note v(x) = v(x(x)) et lorsque le
domaine D est régulier (et donc que le vecteur normal est unique), on note celui--ci
v(x).

Nous montrons aussi le résultat suivant qui nous servira a donner un critére de
minimalité pour le processus de réflexion de I’E.D.S.R. réfléchie:

LEMME 2.1  Soit y, une fonction continue de [0, T) d valeurs dans D et k, une fonction

a variation bornée de [0, T dans R" qui vérifient pour tout z, continu et 4 valeurs dans
r7
«
[ ==y <0 @
Jo

alors nous avons: fo V) epydk, = 0 et il existe une fonction v, a valeurs dans R rel
que k, = [ vid|k|, avec —uv, € v(py).

DEMONSTRATION DU LEMME 2.1 Supposons qu’il existe 7o € [0, 7] tel que y,, € D.
Fixons w un vecteur non nul de R*. Alors par continuité de y,, ilexistee > 0eth > 0
tel que simultanément y, +<sw € D et y, —ew € D ¥Vt € {15, 1y + h] D’apres (4), nous
avons donc 0 < ‘];;“‘h w*dk; < 0 ce qui entraine la premicre partie de la propriété.
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Nous savons donc maintenant que k; = fj v,y conrd|k], ou v est un vecteur
unitaire, pour montrer que v, est normal rentrant a D en y,, il suffit que pour y € 9D,

\

si v vérifie (y —z)7v <0 ¥z € D, alors v(y)

En effet, soit le point x définit par:

vz e

b
e

\
o
Il
<
|

\

[8¥)

On en déduit que Vz € D, jx — 7|
résuitat.

29 Ar A tinm de
Zz A;J;/lu/\undhuud D

Nous aurons besoin ci-dessous de la distance d’un processus au domaine convexe D.
Comme D n’est pas régulier, nous allons approcher D par une suite de convexes
réguliers qui tendent uniformément vers D. En effet, prenons la fonction A(x) =
d(x, D). h est convexe et uniformément continue sur tout R*. Or, si (5)0-s<s, €St UNE
approximation de 'unité & support compact dont le support est inclus dans la boule

suite s = g5 * h est une suite de fonctions réguliéres
ormément vers s quand 4 tend vers 0. Pour 5 > 0 fixé, les
ensembles {x, hs{x) < n} sont des domaines convexes réguliers qui convergent
uniformément vers {x,d(x, D) < n} quand é tend vers 0. En faisant tendre 7 vers
0, on voit alors que pour tout £ > 0, il existe un convexe régulier D, tel que

supd(x,D.) <¢ et sup d{x, D) <e )
xeD x€D,

Pour un tel D, qui approche D, nous pourrons utiliser le

LemMme 2.2 Si D, est un convexe qui vérifie (5), alors Je > 0 tel que Ve < 1,
Vx € RE:

() = m(¥)] < e/ +ed(x, D) et |m(x) = m(x)] < ey/e + ed(x, D)

ou m.(x) est la projection de x sur le convexe D..
De ce lemme, on déduit immédiatemment le

COROLLAIRE 2.3
Je > 0 tel que Ve < 1,Vx € R* |n(x) — 7.(x)| < ev/e(1 +d(x,D.))
Jc > 0 tel que Ve < 1,Vx € R¥ ¢ |7(x) — (%) [ Ligen. )50}
< eVer/d(x, D) .y}
DEMONSTRATION DU LEMME 2.2 Si x € DU D, la démonstration est immédiate.

Sinon, comme D, et D ont des propriétés symétriques I'un par rapport a 'autre, on
peut supposer d(x, D) < d{x, D.), et 'on a alors que n(x) € D..
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La projection de w(x) sur D. vérifie en outre: 7. (7{x)) — #{x){ < £ ce qui entraine:

i £od : -
|m-{x) — x| <|melwlx)) —xi <dx.D)+¢
Trtie avene dlantre mart anes (o Ll ) N el v - J2 (v M
Nous avons d’auire part que: {7 {mw{x;) ,L} (X - (‘L\> < v.’g(‘f D) —d (.\.D/
fAdais Aa o titha
On déduit de ces trois inégalités
L (%) (V2 < b fx) 2 (V2 ) Ve (x))
Jme (x) — w{x)|” <lma(x) — x|7 + | — w(x})” + 2(m(x) — x)" (x — 7{x})

Comme D, a été choisi tel que: |d{x,D.) —d(x,D)| <&, on en déduit les deux
inégalités du lemme. [

23  Fonction distance au convexe D, Formules d’Ité associées

Bien entendu, lorsque D est convexe, la fonction x — d(x, D), de RF — R, est une
fonction convexe. Nous pouvons donc lui appliquer le résultat de Bouleau [1] qui
donne une formule d’Itd pour les fonctions convexes.

THEOREME 2.4  Pour toute section borélienne F° du sous—différentiel de I et pour
toute semi martingale continue' Y d valeur dans RY, on a

d(Y,D)=F(Yy) + /i(a’O(YS,D))*dYY + (6)
0

ou C;=C,{d,d°, Y) est un processus croissant contiiu.

On rappelle que si 'on note §d(y), le sous-différentiel de la fonction convexe d au
point y alors:

dd(y) = {Ce ROVz e RY, (z—3)"(<d(z)—d(y)}

Bien entendu cette fonction est identiquement nulle lorsque y € D. Pour y ¢ D, la
définition du sous-différentiel nous montre que si ¢ € §d(y), alors ¢ est un vecteur
normal sortant en 7(y) et |{] < 1.

24 Différentielles lorsque D est C*

Posons maintenant (,o(x)é(d, (x, D)) = |x — w(x)|>. Si D est convexe, cette fonction
est convexe. Si D est un domaine régulier, la fonction ¢ est deux fois différentiable

'dans [1] le résultat est étendu aux semi-martingales discontinues
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sur le complémentaire de D. Nous avons:

s - £\

\/ /-(/\) 75 X — wix
Vel - Y.

<1,

xgD

)

Le premier terme ay; = 2 s’obtient sans probléme a partir de Uexpression du V et la
“sous-matrice” M est semi-définie positive car la convexité de ¢ est équivalente a la
positivité de sa différentielle seconde. On en déduit

Vz € R trace [z2* Hess o(x)] > 0 (®)

La positivité de Hess et 'équivalence des normes donnent aussi

/20 ... O\l
[o
7z

,L 0 ) jl ©)

< Ctrace|zz" Hessp(x)]

—~
<
—

Formuie d'it6 ciassique

gale Or la dérivée seconde

>4

commc le domame D est
que, pour x € VN D, il existe un couple unique (¢, ¢
¢ -+ tv{¢) (Lions, Sznitman {7]). Cette propriété est bien sl vraie our x € Rk\D ou
x =7{x)+d(x, D)r(x). On alors ¢ = nw(x) et 1 = d(x
Prenons ¢ une fonction de #(R, R) telle que:

d(x) =1t sixe (R\D)U(YNnD) (10)
. )
¢(x) <0 sinon

D et la frontiére 9D sont caractérisés par ¢:

D= {xeRF o(x) <0} 9D = {xc R ¢(x) =0}
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On a alors que o(7,) = (@(Y,\*)z Si Y, est une semimartingale telle que dY, =
Jfidt + o,dB,(B est un brownien), en approchant la fonction g(x ) (x7 ) par une

AN
< (
suite (g’?)nzO croissante de fonctions ¥, on voit que 'on peut aussi écrire une formule
P \ oy
d’1td pour o Yr) = o Y,})
dp(Y,) = (VoY) fids + 0,dB,| +  trace 0,0, Hess ©o( Yo)]ley 2 pyds (ih

3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

TROGRADES
5‘\ 14 H AN B AN 3 0 8 s |

Soit {B;.0 < ¢ < T} un mouvement brownien de dimension / défini sur un espace de
probabilité (0, 7, P). On note (7, 0 <t < T)la filtration naturelle de B, complétée
par les ensembles de mesure nulle de #.

Si z € R¥, alors |z|” = trace(z*z). Si k est une fonction de [0, T] dans R¥, alors
[|k||,r désigne la variation totale de k, ||k||,+ = fo dlk,.

Dan@ toute la suite de ce travail, il est bien entendu que la notation C utilisée dans

rntior A 1on s
ICy JUldLlUllb UCblgllC une comstante 11111C UUUL ld. vaxcul pcuL var 1C1 uc hguc Uil

Iigne.

31 Définition

On se donne les objets suivants:
— une variable aléatoire terminale £ de L*(, # 7, P, R¥)
—une fonction f: Q x [0, T] x R x R®! — RF telle que:
(1) V(y,z) € RE x R¥ (W, 1) — f(w,1,y,2) est F -progressivement mesurable
(i) E [ 1/(1,0,0)dr < oo ,
(i) pour Yw € Q, Vr € [0, T], ¥y, € BRF, 2,2/ ¢ RF!

[F(6p2) =Sy, D < klly =¥+ 12 =2

On appeue solution de I’ Equauon Différentielie Stochastique Rétrograde (E.D.S.R.)

QLA A O et Ty < <« TV Aa snrnnncorie Jo e OracQiUat et t
associce a \g, j} tout bUlll)lC 1\ lt,a;))U <t < I’y de processus .77 ,-progressivement

mesurables & valeurs RF x R¥* et qui vérifie:

T
EV |Z,|dt| < o (12)
Lo
T (7
"'z:{-i—jf Jis, 7. )av—/ ZdB, 0<1<T (13)

Pardoux—Peng [10] ont montré l’existence et l'unicité de la solution de cette
E.D.S.R. et cette solution vérifie en outre (voir [6]):

E| sup |¥,]’| < o0 (14)

0<t<T
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32  Casoulasolution reste dans le convexe D

e IIe T A rtiant racrIIie O11vot oy

.
LULD\.l‘lC S appmucm prosque surement a i

R*, on peut se poser le proleme de savoir §7 n
ans D. C’est le cas exemple lorsque / est la fonction nulle. En effet, FTE.D.S.R. (12)

avion
devie

1

—t

et lexistence d’une solution est obtenue par le théoréme de représentation. En etfet, il
existe un processus (Z;) <77 -progressivement mesurable qui verifie:

Yr:E[f/yr}:E{ ‘ j{ Z, dB

=
=)
ke
=
o
=
[N
&
g
=
o
j=
Q
]
(]
@]
=]
<
a
>
(¢
f
Q..
[
E
&,
Q
=
w3
o]
Il

olution Y; de "ED.S.R. reste dans D presque strement. Plus généralement, nous
ailon& monftrer que si J 1 3 luti
I’E.D.S.R. associée a £ € D et f, reste dans D presque sﬁrement

LeMME 3.1 Soit D un domaine convexe de R*, on suppose que le couple (£, f)
satisfait les hypothéses (i), (ii), (iii) et que & € D. De plus, on suppose que
Yy e D, YO<t<T, VzeR™ Yyeuly), vifit,y,z) <0

alors la solution (Y,Z) de 'E.D.S.R. (13) vérifie Vt € [0,T), Y, € D p.s..

DEMONSTRATION: La démonstration se déduit immédiatement de la formule d’Itd
pour d(Y,, D) (voir paragraphe 2.3) écrite dans le sens rétrograde. 0

Remarque 3.2 Lorsque la fonction f est nulle, nous venons de voir que la
solution d’une E.D.S.R. reste naturellemnt dans un convexe. Ce n’est donc pas le
terme en intégrale stochastique qui va faire sortir la solution du convexe mais le

terme [f(...)ds

Lorsque / risque de faire sortir le processus ¥, de D, nous allons contraindre Y &
rester dans D en le réfléchissant sur la frontiére de D.

4 EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES
RETROGRADES REFLECHIES

4.1 Définition

On se donne
— une variable aléatoire terminale £ de L2(Q, # 1, P, RF)
— un domaine D de R* convexe tel que £ € D p.s.
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et o

— une fonction f : (2 x [0, 7 x RE x RF L RY qui vérifie les propriétes (1), (i),

(ili) du paragraphe 3.1

On se pose le probieme de P'existence et de Punicité de la solution de U'Equation
Différentielle Stochastique Rétrograde Réfléchie (E.D.S.R.R), clest-a-dire de I’
existence et lunicit? d'un triplet #,-progressivement mesurable {(Y,. 7, . K,).
0 <1< T} de processus a valeurs dans R* x B x R* et qui vérifie:

E| sup D AR (15)
V0=e<T _1
r 7
E/ |Z,7dt < o0, (16)
JO
rT ;T
Yr:§+/ I s, Yy,Zs)ds+Kr~Kﬁ/ ZdB, 0<t<T (17)
JI t
Y,eD, 0<:i<T (18)

K, est continu, K; = 0, et pour tout processus continu et progressivement z,
T

.
- . ) .
mesurable a valeurs dans D/ (Y, —z)dK, <0 (19)

0
L’ hypothése (19) nous assure que X est minimal dans le sens o il ne croit que
lorsque Y est a la frontiére de D et que lorsqu’il croit, il est normal rentranta Den Y

*

En effet, Uintégrale fOT(Y, —z;)7dK, <0 est une intégrale de Stieljes. On peut donc
raisonner w par w et on conclut avec le lemme 2.1,
Les hypotheses d’intégrabilité (15) et (16) permettent de montrer facilement que le
. .. 2 y e
processus de reflexion K; vérifie: Esupy<,«7]|/Ki|"] < oo et elles assurent I'unicité de

la solution:

LemME 4.1 Sous les hypotheses (15)(16)(18)(19), il existe au plus une solution a
léquation (17).

DEMONSTRATION Supposons que (Y1, Z! K') et (Y2, 2%, K?) soient deux solutions
a 'E.D.S.R.R, par la formule d’It6, nous avons:

Y v [ |2 - 22Pas

St

T
=2 [ (= ) (.Y 2 — 5 V2, 2 e

T ‘
w2 [Tz Zyse [ (v ) K - )
/ st
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D’aprés la propriete (19), la derniére intégrale du membre de droite est négative
presque s@irement. D’apres (15) et (16), Pespérance de 1’intég1alc stochastique est
nuile. En utilisant le caractére lipschitz de la fonction f, on obtient Ya > O:
»T nT 7/ I N N\
EY -YP+E ] 1z ~ Z}ds < CE | ({1 1Y — v+ ajz! - 227 | ds
j JroN o) /

Pour « bien choisi, on peut conclure

D’aprés la remarqgue heuristique 3.2, le processus K, ne contre que le terme
nj\s h,/gds On sattend donc 4 ce que X, soit plus régulier que dans Ic cas
progressif.

42 Absolue continuité du processus K, lorsque D est 4°
£ ¢ ‘4

THEOREME 4.2 Si D est un domaine convexe C* et s'il existe une solution a
IV'ED.S.RR. (17) satzsfamam /]5) (]6/ /18) et (19), alors le processus K est

1~ <7

DEMONSTRATION Dans cette section, nous supposons que le domaine D est régulier
SiPon posc ¥(x) = —¢(x), ot ¢(x) a été définie en (10), alers D et la frontiere 9D

D={xeR (x)>0} D= {xeR y(x)=0}

On écrit la formule d’Itd pour ¥(Y,):

LT
W(Y:) + 5 / trace [Z,Z; Hessy(¥)|ds

“~ .t

T T T
=0l + [ (VXY Ais v.zds- [ (VUr) 2B, + [ (Vu(r) K,
i Sl

2
0
(20)
Qi VPain m~te (TN 1o taming 1aeal an e 1o qemi 2
Si Pon note (Ly) g7 le temps local en 0 de la scmi-martingale ¢(Y), la formule

d’It6-Tanaka nous donne:

i : I
»T(Y,) + 3 / trace[Z,Z{ Hess (Y,)|Liy(v,)>o0pds + (L - L9
Jt -~
T T
=Y(§) + / (VY)Y (s, Y, Z) vy »01d5 — / (V(¥5)) Z U y,y=01dBy
I3 St

T
+ / (VoY) Lgy,s0)dK;
¢ e
=0
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Or, ¢[Y:) =v¥7(y,). En faisant la différence entre (20) et (21) et en identifiant

partie martingale et partie 4 variation borné e, on obtient:

AT
£

Ji
rT rT

/ trace[Z,Z; Hess W{ Y{)]1 iy, —0pds — / (VoY) F(8, Y, Zo) Ly, =01ds

Ji

B3| e

SRR

-+ [ K], (22)

!

On voit que les deux membres de droites de (22) sont tout deux des processus
décroissants en 7 et que leur somme est absolument continue. On en déduit que le
processus K, est absolument continu®. 0

5 APPROXIMATION PAR PENALISATION

Nous allons maintenant montrer 'existence d’une solution de I'E.D.S.R.R. par une
méthode de pénalisation. Considérons le couple (Y], Z}) solution de 'E.D.S.R. au
sens classique:

T T

rT I 7
Vit | S Z0ds 0 (Yj‘~7r(){§?))ds—/ Z'dB, 0<:<T (23)
t

t {
On note

' (Y7))ds

iy

o

Le terme K" va pénaliser la solution lorsqu’elle sort de D et la contraindre de plus
en plus fortement 4 rentrer dans D. On va montrer que le triplet (Y, 2" K")
converge quand » tend vers V'infini vers la solution de (17).

Remarque 5.1 D’apres la théorie des E.D.S Rétrogrades au sens classique, nous
avons

Yn>0, 34C,, telque E

sup ‘an‘z} <Gy

0<e<T

2Nous avons aussi montré que le temps local de ¥(Y,) en 0 est absolument continu.
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51 Estimations a priori

Avant de montrer la convergence de la suite, nous allons établir des estimations
uniformes en » sur les processus (¥, 2", K").
Prenons « le point de D qui vérifie la condition (3). Alors par la formule d’Ttb on a

s T

Ly 2 2 e /v n

Yr-al” o+ / 12 ds = |€ — a +2/ (Y —a) f(s, Y1, Z0ds
Ji

i
o

T
‘2”/, (V7 — @' (Y — w(¥™)) ds (24)

>( grace a(3)

Compte tenu de (12) et de la remarque 5.1 'espérance de I'intégrale stochastique
est nulle et nous avons Vo > 0

jeyes Olirs

fom 51 rr7r a2
Bl o] < [ 122

/ T )
< C(HE[/ (f(s,a,o)!‘vLY;”‘—

~|Y” +~|Zﬂ1 )dsb (25)

~Ts s qt: [t xn ‘ r T

Si 7( < .],, on obtient: E[|Y] ~a| Jz iZ;'i ] <t —‘rE[JI in—ai ds}). Et
d’apreés le lemme de Gronwali: sup0<[< EHY}’ a)’] < Ce€T, ou C est une con-
stante indépendante de #n. On en déduit:

T
sup E[|Y7ﬂ < C(T) et EU 1zg|2ds} < C(T) (26)
0<<T 0 ]

Compte tenu de ces estimations, lorsque 'on prend le sup dans I’équation (24), par
I'inégalité de Burkholder—Davis—Gundy, on obtient

E|sup [Y"—al’| < C(T) et E|sup |[Y'|*| < C(T) Q7

0<<T 0<e<T

Or, la propriété (3) et équation (24) nous donnent:
T T
on [ ¥ = n(rlds <le-aP 42 [ -0 v 2
t !

T
- 2/ (Y — a)*Z"dB,, (28)
t
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et n [ |YI —w(Y])ids = | diK"[,. Les estimations précédentes nous permettent
donc d’obtenir:

LemME 5.2 La variation totale de K, est bornée dans L' par une consiante

L/l[ler/ endante de n

¥n >0 (29)

I
ELIK ] = En | ) =l
) iL O

L__..# —

52 Convergencedela suite (Y", Z", K")
Nous allons tout d’abord montrer que la distance de ¥” a D tend vers 0.

LemMe 5.3 Quand n tend vers Uinfini la distance de Y a D tend vers 0 de la maniére
suivante:

r 71 C
AC > 0 rel que [ sup (d(¥Y7, D))" £ — (30)
0<i<T n
sis J
DEMON iRATL)N Ponr montrer la convergence (30), nous allons wutiliser la suite D,
{(voir (5)). Dans la suite, on notera

LEmME 5.4
( . zTI /1 A
e > 0, 3C >0 tel que Ve < £9,¥, E| sup (d(¥], D))" | <Cl=+e+ne |
]og,gr ] \7 /
Supposons un instant ce lemme démontré. Comme D. a été choisi tel que

|d(x,D) —d(x,D.)| <
e vers 0, le lemme 5.3 est démontré.

DEMONSTRATION DU LEMME 5.4 On éerit la formule d'Ité pour . (Y7) =
a*(yr, D.):

L ,
(Y +§/ trace [ZIZ! *Hess @.(Y!)]ds
Jr

= (&) + / (Vo (YN (s, Y7, Z")ds — J/' (Ve (Y™ Z"dB,

—2n / (¥~ m (YD) (Y7 — m(¥D))ds 3D

Premiérement, comme £ 6 D p.s. et compte tenu de la définition de D, par rapport
aD(cf(5) onap.(§ <& ps.

D’autre part, comme nous sommes obligés ici de travailler avec une approxi-
mation de D, le dernier terme de cette expression n’est pas clairement négatif,
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Cependant, comme nous 'avons vu au lemme 2.2, pour tout point x, la distance
jud »
Im{x} — 7.(x)] est petite. Nous utilisons cette propriété ci—dessous en appliquant les

’ 22
LIl

—2n b (YT - (YUY = w(YM)ds
i.

- 271/ (Y2 = (YO (YD) = m(YI ) gy, p.yseyds
{

< C2ne* — 2n / dZ(Yf, D:)Viacyr pysepds
JI

T
s} / o 12ovn oy Ve 7 . 110 /75 N
LR | CNERN X, D jhigiyn Dy>e) S COTOLAIIC(ZL.5))
J1 ) A
nT
2 2/ , ~
< Cne —ﬂj d* (Y], De)lyacyn py>en ds (32)
!

4
— 14 Al .y . s 34, b N s E
C ne dépend ni de e ni de n. (Qn a utilisé ab < + % pour a = ($3(d(Y], De))).
Compte tenu de ces estimations, d’apres I’ équation (31) nous avons que presque
slirement:

o (Y7) +~2~/ trace [Z0Z7 *Hess . (Y)]ds + nj’/ (YO Vagyr p,)y>21ds
St i
<e+ 2/ (@E(Y:l))%l f(s, Y2, 20 ds — 2/ (Y! — (Y1) ZidBg + Cne”
! t
On utilise maintenant la propriété Va > 0,6 >0 2ab <a’-+bh>, avec a=

De la méme maniére:

(- (YR S Y Z0 s oy <5+ 5105 V2000 (33)

s

~

H N

L7 .
@ (Y7) + 5 / trace [Z7Z]  Hess . Y7)|ds + g / @5(Ysrl)l{d(yf’-,D:)/\s}dS
: Ji

T N\ T
gz/ (1 ‘ )if(s, Y?, 70 ds 2/ (Y! =7 (Y Z'dB, + C(z + ns?)  (34)
Jt !

n‘u
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ce qui donne en prenant espérance et en utilisant le caractere lipschitz de f ((iif)) et
les propriétés (26):

T

F/ 0 (Y gryn poysends < C(—»ﬁr5+n£2> (35
; STl \

7/

-+

La constante C ne dénend ni de ¢, ni de n. Comme Hess ©.(Y7) est une forme

n
= ) s i T
definie positive (propriété (8)), nous avons: supgc 7 E[p:(¥Y])] < C(; +¢ +ne’) et,
grace a (9), nous avons:

T\zo(v7 = (Y " :
E/ 055 TR yagpds = E | 1Z00 (YD iy, yds
Y mrf e J{ |Zeve (YO L vren,y

“ N

< C(%Jra—i—naZ) (36)

Prenons maintenant le sup dans ’équation (34) et utilisons & nouveau I'inégalité de
Burkholder Davis—-Gundy:

E[SUP @-(Y7)
0<<T
. . 1
- frn/l A\ | fle VR '7n\12,1‘| .np/ /nrlrvn /vn\\*7n\24\2
= L L Bl S Sy 4oy L Y L4 Lo — el L L as
|J’0 n )U\ ¥ .}\“J*b \/, (AN e\t )) | }
Ao (1 )
+ (i ne +5)§LK—+6+ns)
n
1
v cuf sy oy (BT =P Y
Sup @e yngp,}as
l\ogrgr ! J/l !YS"*’/TE(Y:’)EZ gD} /)
'l 1 /1 \
x—E[sup goE(Y[")} < C(7+5+n62)
2 0<t<T n
2 Tze(yr = w (Y] i
+—,TE/ ‘ le( S ﬂ-/(y .\9]1)' I{YSQDF}dSSC(A—ﬁ‘E—FnEz\
s e (Y ewm(YE T \7 /
On a utilisé (36). Ce qui démontre le lemme 5.4. O

De I’équation (35) de cette démonstration nous pouvons aussi déduire:

[ C
Jeo > 0, 3C > 0 tel que Ve < &g, Vn EU d2(Xf,D)ds} <5
0
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i

LL

20 >0, 3

Ce qui nous permet d’énoncer le résultat suivant:
LEMME 3.3

t
Vi Ei—/ d*(Y", D)ds)|

1J0

L____l
1A\

Ny e M ~ e c1v1 n ny.
Ceci va nous permetire de montrer la convergence de la suite (V" Z"):

LeMuEe 5.6 La suite de processus (Y7 77

~——

est de Cauchy au sens ou:

3

C
§4
n

-
Ym>n E| sup |Y] — Yzm\z +/ |z — Zﬁ”\zd[
0

0<r<T 1

DEMONSTRATION  (Grice a la propriété (2), nous avons:

(37)
Or, en utilisant le lemme 3.5:
) C
E Yﬂ Yﬂ * YH’I ( YVH d‘_ < —_— 38)
" / DI = w(Y))ds < (38)
(37) et (38) donnent donc:
T
E|Y] — Y’”| F(l— Ca) / |Z7 — Z7|"d.
t
< /2\1\17/.7"\‘7”_‘/?11\21&\9\2
< C - r L o] dyr -+
") n o m
Lorsque ’on choisit Ca < 1, par le lemme de Gronwall, on obtient:
C .
AC>0 telque Vm>n sup E|Y! — ¥Y"P <~ (39)
0<i<T n
On en déduit aussi
T 5 C
VmZnE/ zr—zrPds < & (40)
i} n

En écrivant une nouvelles fois la formule d’It6 pour | Y7 — Y{”\z et en utilisant une
nouvelles fois les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy, les inégalités ci-dessus nous
permettent d’obtenir:
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c [ i 2\
E sup. ¥R ¥ < — = CE E| sup [¥] — ¥° / 12 = Z[7ds |
0y il \ 0T /0 J
1 , C ¢t 7 ;
# 7771I~ | 7l L 7,
= sup Y S T TS E ‘Zs - ZS i ds
L g<i<T 7 Z Jo
On obtient alors le lemme grice a (40). i
Finalement, nous pouvons définir les processus
>
Y, = lim ¥7 (41

n—0C
2
dans le sens on E[supge,cr| Y] — Yi[7] — 0 quand n — co.

Z, = lim Z" (42)

A—O0

dans ie sens ou EU‘OT |z} — Z./] — 6 quand n — oo
Grice aux équations (17) et (23), il est alors évident que K" converge et 'on
pose
.
K = nhglon/[ (Y7 —7(Y]))ds (43)

. 2
dans le sens ot £ [supy,<7|K — K|} — 0 quand 7 — oc.

53 Propriéiés delalimite (Y, Z,K)

I est clair que le triplet (Y, Z, K) satisfait 'équation (17) et les propriétés (15), (16).
Le lemme 5 3 montre que Yt reste dans D H nous faut donc montrer que i’équation

(Kt)ogth est umforme, alors le processus Kr est contmu en t.

D’ aprés le lemme de Fatou et le lemme 5.2, il est clair us ( D(0<i<T)
est p.s. a variation bornée sur [0, 7] car [HKH”} < C ou C est la constante qui
apparait dans I'inégalité {29).

Il reste donc & montrer le

,,4. ,\1,. ey Q

que le pro ces 1

LeMME 5.7 Pour tout processus Z, continu et prog; esswemem mesurable a valeurs
dans D presque siirement, nous avons: fo (Y, —z)"dK, <

DEMONSTRATION DU LEMME 5.7
On va d’abord montrer le lemme déterministe suivant:

LEMME 5.8 Soit y, une suite de fonctions de ([0, T}, R*) qui converge uniformément
vers la fonction y. Soit k, une suite de fonctions de €([0, T],R¥) qui converge
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uniformément vers k et telle que 3C tel que lik,|| 7 < C. Alors

T T
HWellyr <C et | yudky —pe | ydk
J0 J0
DemonsTraTION  Par le lemme de Fatou, il est clair que lkl|,, < C. Drautre
par s

.

rT r T rl ri

/' vk — | yndk,z:/’ y(dk — dk,) + I' (v = y)dk,

/‘»

J0 4G

Or, il existe une suite (f,),.,, de fonctions en escaliers qui convergent uniforme-
ment vers y. On a donc:

T

T T
1 / y(dk — dky) (v — o)k — dky) + / o dk — dk,)

1o 0

[ At)

=Sl + WKl + S ek, — K+ K — ke

IA

<2C|y —fill + ep)llk — Kl (44)

Pour e > 0 donné, on va donc choisir tout d’abord p tel que: 2C||y — f,|| < § Ensuite,
on choisit ng tel que, Va > ng, on ait 4 la fois:

kall e <

Clly = yall <5 et e(p)llk -

[FSERO

et 'on en déduit que pour tout n > n,)| yd/c — ’0 ynak,,| <e.

O]

La propriété (1) nous assure que

Nous allons montrer que I'on peut extraire une sous-suite de la suite # telle que, le
long de cette sous-suite, jo — z,)"dK" converge p.s. vers fo Y, — z,)'dK,. On
aura alors le reultat.

On réécrit ici I'équation (28)

-

5 f
2Ky < 8- ‘+2/ (Y7 —a) f(s, Y], Z7) 5“7/ a)Z{dB;  (45)
0

et on voit que le membre de droite de cette equatlon converge en probabilité vers
le—al> +2 [ (Y, —a) f(5, ¥y, Zo)ds — 2 [} (Y, — a)Z,dB,. 1l existe donc une sous-
suite (¢(n)) (n0) telle que le membre de droite converge p.s. le long de cette sous-
suite. On obment alors que la suite ||[K?™|,, est bornée p.s. De méme, la
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convergence dans L de supy<,<7|Y” — Y| vers 0 nous permet d’extraire une sous-

. . N ~ . alutn)) . .
suite de la suite o(n) telle que presque sirement la suite Y2 converge uniformé-
terministe précédent s’applique donc w par w a la suite

-
i

rT r
(YO(“(")) ) Ak o uimyy — 1 — 0 / (Y, —z)dK, p.s.
Jooo» Jo
Le lemme (5.7) est démontré”. ]
Nous avons donc moniré 1'existence et 'unicité dune solution de "Equation
Différentielle Rétrograde Réfiéchic:
THEOREME 5.9  Sous les hypothéses (i), (ii), (iii), il existe une solution unique de
(17) qui vérifie les propriétés (15), (16), (18) et (19).
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3Si au départ on était parti d’une suite extraite de la suite jOT Yy -z )*dK” on aurait pu en extraire par
la méme méthode une sous-suite qui converge presque srement vers fo Y, — z;)dK,. Cette propricté
implique la convergence en probabilité de Jfo (¥? — z,)dK] vers /o Y, — z,)dK,.
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