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We establish equations of non linear filtering, prediction (extrapolation) and smoothing
(interpolation) in the case where the signal is a non degenerate diffusion process, and the
observation is a noisy functional of the signal. We consider both the case of observation
noise correlated with the signal, and the opposite case where we establish “robust” form of
the equations. We study finally the case of unbounded coefficients, and the case where there
is a feedback from the observation to the signal.

1. INTRODUCTION

Soit X, un processus markovien de diffusion. Supposons que I'on observe
le processus:

t
Y= [ X)) ds+W,
0

ou W, est un processus de wiener-éventuellement corrélé avec X,. Soit £
la tribu des observations jusqu’a linstant . Le probléme de filtrage
consiste a calculer la loi conditionnelle de X,, sachant %,. Si s<t, le
probleme de prédiction consiste a calculer la loi conditionnelle de X,,
sachant &, et le probléme de lissage & calculer la loi conditionnelle de X,
sachant #,. Le probleme de filtrage a été étudié par de nombreux
auteurs—voir en particulier Liptzer—Shiryaev [12]. La solution du
probleme de prédiction est un corollaire facile de celle du probléme de
filtrage. Mais le probléme de lissage—dans le cas non-linéaire—a été
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beaucoup moins étudié. On trouvera cependant des résultats dans ce sens
dans [12] et [13].

Le but de cet article est principalement de montrer comment la
méthode que nous avons utilisée en [14] pour établir 'équation de Zakai
du filtrage non-linéaire, permet de résoudre également le probléme du
lissage.

De nouvelles démonstrations—dies a Krylov-Rosovskili [8]—des
résultats essentiels de [12, TI° Partie] sont indiquées; elles sont beaucoup
plus simple que dans [14].

Dans une seconde partie, nous établissons par une méthode directe la
forme dite “robuste” (voir Clark [2], Davis [3]), des équations du
filtrage, de la prédiction et du lissage, dans le cas ou le bruit d’observation
est indépendent du signal X,.

La fin de cet article étudie deux généralisations. L’une concerne le cas
ou certains coefficients sont non bornés, de fagon a inclure comme cas
particulier le cas linéaire. L’autre concerne le cas ou le processus observé
Y, apparait dans les coefficients de I’équation du signal X,.

La plupart des résultats des §1 a 5 sont également décrits dans [16].

2. FORMULATION DU PROBLEME—HYPOTHESES

On consideére le systéme différentiel stochastique:
dX,=b(t,X,)dt+a(t, X,)dW,
dY,=hit, X,)dt +g(r)dW,+ () dW, (2.1)

ou X, prend ses valeurs dans RY, Y, dans R, et (W,/W,) est un wiener
standard a valeurs dans RV *2,
On fait les hypothéses suivantes sur les coefficients:

c=0* est une application mesurable et bornée de R.
x RN, a valeurs matrices N x N (2.2)

x—0o(t,x) est continue, uniformément sur tout compact de
R. xRY (2.3)

5.
gﬂeLw(R+ xRY),ij=1...N (2.4)
x.

i}

Ja>0t.q alt,x)=a00(t, x) Zal,V(t, x). (2.5)

1
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b et h sont mesurables et bornées, de R, xR", a valeurs
dans RV et R” respectivement

g et g sont mesurables, de R, a valeurs matrices D x N et
D x D respectivement.

On suppose que Pon a normalisé le bruit d’observation, i.e.:
g(t)g* () + g()g* (t)=1
On suppose enfin:
>0 t.q. g(6)g*(t)=BI, ¥t =0,

On pose Q=C(R+;R""D),

(Xt(w)

Y,(w))”’(f)’ gi=0(w(6),s$0<1),

G =\/9:,9,=9°9=9°

t2s

195

(2.6)

(2.8)

(29)

11 resulte des hypotheses cidessus—cf. Stroock-Varadhan [18]—que

¥Y(s,x), 3 une unique loi de probabilite Py, sur (L, %) telle que:
) P(X,=x,Y=0)=1

ii) Py, est solution du probléme de martingales associé a (2.1)

Soit 7, une loi de probabilité sur R", de densité py(x). On suppose:

po€ Z(R")

(2.10)

On notera P la probabilite sur (%), solution du probléme de
martingales associté a (2.1), tel que sous P, la loi de X, soit 7,, et ¥,=0
p.s. On supposera que toutes les tribus introduites ci-dessus— et plus

loin— contiennent tous les ensembles de P-mesure nulle de la tribu %.

On pose

Zf-——exp{fh(Xg).dYg—%flh(Xa)lde}s zZ,=27
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et on définit les lois P sur (Q,%) et f’sx sur (Q, @°) par:Vt>s,

dp

-1 sx

" ’dP,,

dP
dP|,

=(Z)™"

H

Alors il existe un P-wiener standard (W,/W;) tel que P ps.:

{dxt=[b([, X) =6 XOh(e X)) di ot Xpdw, )

dY,=g(t)dW, +g(t)dW;
ouc=go*

Dans toute la suite, on écrira Q pour (Q,g,ls)
On pose #;=0{Y,— Y, sSO=t}, #= =F0.
On notera E[resp. E, E,,, Esx] I'esperance suivant la loi P [resp. P, P,
PS,K]

Le résultat suivant est facile a verifier, et permet de ramener I'étude des
lois conditionnelles sous la loi P, a celle des lois conditionnelles sous la loi
P
LemME 2.1 Soient A et u>0. On pose O=Jvu. Alors YV var. 9,
mesurable et bornée,

E(VZ,| #,)

E(W«%FwPS

Introduisons enfin deux opérateurs aux dérivées partielles. On désigne
par L, le générateur infinitésimal du processus de Markov X,:

N 52 N
:l . . I
Zléla“(t,x)éxiaxj_*—i;l bl(t’x)a :
Soient S H'Y(RY)={ue?(RY);(0u/dx,)e IZ(RY), i=1...N} e H™!

=(H'Y. Grace a (2.4), L, peut-étre redéfini comme une famille d’éléments
de (H';H ') dela fagon suivante: Yu, ve HY,

N
(Luvy=—-% 3 | a;, x)—a— (x)ao—v(x)dx

i,J 1RN E

UM;-

f b(t, x);— (x)v(x) dx
1 RN 0X;

i
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ou

q)( (o5

N
=b; %Z
On définit de plus B,e L(H!;(I2(R"))?) par:

N Su
(Bt )(x)=h,(t, xu(x)+ Z c,u-(t,x)éx—(x), k=1,...D

i=1 i

Remarque 2.2 1l nous arrivera dans cet article d’utiliser des processus
du type a(X,), ou a(x) nest défini que pour presque tout xeR™ Les
hypothéses faites ci-dessus entrainent que V¢, la loi de X, admet une
densite par rapport a dx. Donc «(X,) est alors bien défini comme une
classe de variables aléatoires p.s. égales. |

3. LE CAS GENERAL

3.1 Le probleme de filtrage

Nous allons rappeler les résultats de [14] en donnant les démonstrations
proposées depuis par Krylov-Rozovskii [voir [8], ol ces résultats
sont d’ailleurs généralisés au cas ou « et f de (2.5)-(29) peuvent
s'annuler], lesquelles sont beaucoup plus simples que celles de [14].

Introdulsons tout d’abord la notion d’intégrale de Ito rétrograde. (Q, F,
Z, P, Y,) étant un processus de Wiener standard a valeurs dans R”, ﬁxons
t>0—qu1 jouera le role d’instant final.

Posons #;=0{Y,—Y,s<6=1t}. ié Y,—Y est un “#; processus de
Wiener rétrograde”; ie. YOL0<s, ¥,— ¥, est une va. gaussienne centrée,
d’opérateurs de covariance (s—60)I, indépendante de #%. Si {¢,s€[0,1]}
est un processus 4 valeurs dans RP, Z$-adapté, 3 trajectoires continues et
borné, on peut définir l'intégrale de Ito rétrograde.

Iée@dYO P-lim Z ét i+1 (Y;,ﬂ ti)

6nl0 i=1

ou s=t,<t;<.. <t,=t et d,=sup,<,fi—li_,
Cette définition s’étend sans peine comme la définition usuelle.
Si &, est mesurable et & adapté, avec

lt

-

Cs

1/2 t
2ds) ]< o0, alors {fg’g@d};,ogsgt}
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est une #; martingale rétrograde. On a de plus une formule de Ito
rétrograde. Si & et @, sont mesurables et #; adaptés a valeurs dans RP et
R, avec

t t
flef2ds< o et [l ds<oo ps., et si @ C*(R)
0 0

alors avec:
Xs=x+§ée®d}’s+§(p9d9,
on a:
dP(X,)= —D'(X,)p,ds— ¥ (X,)¢, DAY, — 30" (X )& ds
Considrons 'EDP stochastique rétrograde:

{du(s)+st(s)ds+BSv(s)®dYs=0, s<t 51

v(t)=f

ou f e I2(R¥) N [*(RY). On cherche une solution v(s) adaptée a F;. Alors
(3.1) admet une solution unique:

ve 2(Qx10,t[; H') n B(Q; =([0,1; Z(RY)))

On a de plus le résultat suivant—qui est une sorte de géneralisation de
la formule de Feynman-Kac:

THEOREME 3.1 Vse[0,t], on a l'égalite suivant dP x dx pp.:
v(s, x)=E, (£ (X)Z5| F3) (3.2)

Preuve Etant donné ¢ € L*(0,t;RP), on définit le processus:
b t
p*=exp {j ®edYy _%j '990‘2 d@}

@ étant déterministe, I'intégrale stochastique dans I'exponenticlle peut étre
prise en n’importe quel sens. p° est #; adapte, et il résulte de la formule
de Ito rétrograde:

dp*=—p°o,@dY,
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Soient ueV, V(s)=p(s). Appliquant la formule de Ito rétrograde, on
obtient, en désignant—ici et dans toute la suite—par (.,.) le produit
scalaire dans I2(R"):
d(V(s),u)+ LV (s),upds+ (BV(s),u) DdY,
+ o (V(s)u)®dY,+ ¢, (BV(s),u)ds=0

Cette égalité est vraie Yue V. Posons 17(s)=I§[V(s)]. On obtient

d _ - _
n V(s)+LV(s)+ @BV (s)=0, s=t
v(e)y=f
Définissons une nouvelle loi de probabilité P, sur (2, ¥;) par:

apr?.
dpP,,

t
=psexp[—fcpeh(0, Xe)dﬂ]

9
Tl résulte du théoréme de Girsanov qu'il existe un P% Wiener (W[/W))t
—g:

dX,=[b(s,X,)+c*(s, X,)p,Jds +o(s, X) AW
dY,=[h(s, X,)+ @ ds+g(s)dW, +§(s)dW{

La solution V de I'équation ci-dessus peut s'écrire a l'aide de la formule
de Feynmann-Kac:

V(S,X)=E?x[f(Xt)eXp [j @oh (0, Xo)d():l}

Ce résultat est classique (cf. par example Bensoussan—Lions [1]) avec un
peu plus de régularité sur les coefficients. Notre résultat s’en déduit par
passage a la limite (cf. [5]). La formule ci-dessus peut se réécrire:

V(s,x)=E{p°ELLf (X)Z3/F51}

V(s,x)=E[p*v(s,x)]
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Mais lorsqu’on fait varier ¢ dans L°(0, ¢, RP), les combinaisonso linéaires
des p* correspondants forment un ensemble dense dans z2Q.#sp,). 1
On considére alors "EDP stochastique progressive:t

dp(s)=L¥p(s)ds+B]p(s) dY,

p(0)=po (33)

Cette fois, un cherche une solution & -adaptée, et de nouveau (3.3) a
une solution unique:

pe Z(Qx]0,t[ ; H') n IZ(S3; C([0, TT; Z(R™)

Le résultat intéressant est que (3.3) est I'équation adjointe de (3.1), au
sens suivant:

THEOREME 3.2 Le processus {(v(s),p(s)), 0=s=<t} est a trajectoires p.s.
constantes.

Preuve 11 suffit de montrer que Vs,,s,€[0,1],

(0(s, ), p(s1))=(0(s2) P(51))  Pss.

Soient ¢ et p* définis comme dans la preuve du théoreme 3.1. On pose:

P =exp[5 ®5.dY, —%g 90| dﬁ} p=pp,
4]

D’aprés le dernier argument utilis¢€ au Théoreme 3.1, il suffit de montrer
que ¥s;,s,€[0,1],
ELp(v(s,), p(s; )] =E[p(v(5).p(s2))]

i.e. il suffit de montrer que I'application:

s—E[p(v(s), p(s))]

tEn Anglais, forward.
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est constante, de [0,1] dans R. Or:
ELp(v(s), p(s))1=EL(pv(s), p,p(s))]
= (E[p*v(s)1. ELp,p(s)])

=(V(s), P(s))

ou Vet P sont les solutions de:
d - _ _
- V(5)+LV(5)+9,BV(5)=0
V(t)y=f
d - _ _
ZJ;P(S)=L*P(S)+(/)SB*P(S)

P(0)=p,

et il est immédiat que
d . -
—(V(s),Ps))=0 ®&
ds
Il résulte alors des théorémes 3.1 et 3.2:
EGHIZ | F )= [ o) Eoxlf (X)Z,| ) dx

E(X)Z,|F )= p).f) (3.4)

Ceci est vrai Vf e Z(RY¥)~ L*(R"), et Vt >0, donc d’apres le lemme 2.1,
p{t,x) est la “densité conditionnelle non normalisée” de X,, sachant &;
ie.

COROLLAIRE 3.3 p(t,x)(Jgvp(t,x)dx)™! est la densité de la loi
conditionnelle de X,, sachant F,.

Remarque 3.4 L'équation (3.3) est souvent appelée “équation de
Zakai”. Cet auteur l'a en effet établie—voir [19]—dans un cadre un peu
moins général, en particulier en supposant g=0. Le densité conditionnelle

STOCH—C
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satisfait une EDP stochastique non linéaire, appelée équation de
Kushner-Stratonovtich, qui est moins facile a traiter, tant théoriquement
que numeriquement.

3.2 Le probléme de prédiction

Supposons que I'on observe Y jusqu’a linstant s<t; et que 'on cherche la
loi conditionnelle de X,, sachant %, Ce probleme—dit de prediction se
rameéne artificiellement 4 un probleme de filtrage de la fagon suivante.
Posons:

Alors, d’aprés les résultats du §3.1, si p désigne la solution de:

{dﬁ(ﬁ):LZf p(0)d0+ 1<y BFp(0).dY, (3.5)

ﬁ(o)-—-l’o

E(f(X)Z,|#)

E(f(X,)| %)= CYAER

=(p(t).f) (), )"

De plus, puisque &,=F,v #%, et que F3 et F, va(X,) sont
indépendantes sous la loi P,

E(f(X)|F)=E(f(X)|7F,)

On a donc le:

THEOREME 3.5

-1
YO<s <1, plt, x)(j plt, x) dx)
R.\'

est la densité de la loi de X,, conditionnée par %,

Remarquons que la technique que nous venons d’employer permet aussi
de résoudre des problémes de filtrage (ou prédiction, ou lissage) lorsque
I'observation est intermittente.
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3.3 Le probléme de lissage
On cherche maintenant la loi conditionnelle de X, sachant %, (s<t,s et t
fixés dans tout ce paragraphe). On va voir que la solution de ce probléme
s'exprime a 'aide de deux équations de type (3.1»—rétrograde, et (3.3}—
progressive.

L’équation (3.1) n’est plus seulement un outil intermédiaire pour les
démonstrations.

On considére 'EDP stochastique rétrograde:

dv(0)+ Lyv(8)d0+ Bo(0)®dY,=0, 0<¢
v(t,x)=1

On choisit une “fonction poids” p par exemple p(x)=(1+]x))™* telle
que p(x) 20, [0p/ox;(x)| Sep(x) et L*(RY)=I2(RY; p(x)dx). On note L2 et
H} les espaces I2(RY) et H', ou I'on a remplacé la mesure dx par p (x)dx.
Alors la méthode développée dans [14, I° partie] permet de montrer
'existence et I'unicité d’une solution de (3.6):

ve F(Ox]0,¢[; HY) n (€ C([0,¢]; L2))

v() étant F? adapté. De plus, il résulte du théoréme 3.1, par un passage a
la limite monotone:

PROPOSITION 3.6 Légalite suivante a lieu dP x dx p.p.:
o, x)=En(Zi| 7)) ®

On désigne maintenant 4 nouveau par p la solution de I’¢équation (3.3).
On a le:

TutorEME 3.7  VfeCy(RY)T,

ELf (X)Z:| Z]= | pls,x)ols,x)f (x)dx
Admettons un instant ce résultat. Il résulte alors:

COROLLAIRE 3.8 p(s.x)v(s, x)(p(s),v(s))™ ' est la densité de la loi
conditionnelle de X, sachant %,

$Co(R™) désigne Pespace des fonctions de RY dans R, continues a support compact.
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Preuve D’aprés (3.4) et la proposition 3.6, p(s,>c)v(.s,x)§0dlS xdx p.p.
Il résulte alors du théoréme 3.7, par un passage & la limite monotone:

E[Z,/7]=(p(s),0(s))
et cette quantité appartient p.s. a 0, + oo[. Il résulte alors du Lemme 2.1:

(p(s)v(s)f)
E[f(X)/Fl=—
N PTRNIS)

et ceci Vf e Cy(RM). (]
Le démonstration du théoréme utilise les deux Lemmes:

LEMME 3.9 Si feCy(RY),

E[f (X)Z,|F1=E71f (X)Z.EZ(Z)]

Preuve 11 suffit d'établir que Yo v.ar. #, mesurable et bornée, V¢ v.ar.
Z mesurable et bornée, les produits scalaires dans LZ(Q) des deux
membres de I'égalité ci-dessus avec @y coincident. On va utiliser ci-
dessous la propriété de Markov du processus {(Xe, ¥5,5— X)), =0}, dont
I'état & Vinstant 6 =s ne dépend que de X,.

E[E(f(X)Z,| )oYl =E[ f(X)Z@E*Z; )]
=E[f(X)Z,0Ex WETHZY)
=E[fXJZEZZ)ey]l W

On note By la tribu borélienne de RY

LeMME 3.10 Soit (x,w)—~G(x,w) une application %N®%§ mesurable a
valeurs dans R .. Alors:

E[G(X)Z,| #}= | pls.x)G(x)dx ps.

Preuve D’aprés le théoréme des classes monotones, il suffit d’etablir le
résultat pour:

G(x,0)=g(x)14(®)

VAeFS Ng=15BeBy.
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11 suffit donc de montrer que Vo, ¥ comme au lemme précédent,
E[g(X)1.Z,p¥]=E[@¥1,4(p(s), g)]
On va utiliser (3.4):
E[g(X,)Z,1 0] =E[g(X,)Z,@]E[1 4]
=E[o(p(s), 8)]E[114]

=E[ov1,(p(s)g)] MW

Preuve de theoreme 3.7 1l suffit de démontrer le théoréme avec f 0.
On utilise successivement le Lemme 3.9, la Proposition 3.6, et le Lemme
3.10:

E(f(X)Z.| #)=E7(f(X )Z,EZ(Z3)

=EZ(f(X)Z (s, X))

=1§Np(s,x)f(x)v(s,x)dx

4. LE CAS OU LE BRUIT D'OBSERVATION
EST INDEPENDANT DU SIGNAL

On rajoute aux hypothéses du §2:

11 résulte de (4.1) et (2.8) que la seconde équation de (2.1) se réécrit:
T
Y= h(s,X,)ds+ W,
0

De plus, ¢=0 dans (2.11), et dans I'expression de B.
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4.1 Le probléeme de filtrage
v et p étant les quantités définies au §3.1, on considére maintenant:

{u(t, x)=uv(t; x)exp [ Y, h(t, x)] “43)
q(t, x)=plt, x)exp [ — Y. hlt, x)] '

On pourrait déduire de (3.1) et (3.3) les équations pour u et g-comme
'on fait Rozovskii [17] Liptzer-Shiryaev [12] et Clark [2] pour g. Le
changement de variable (4.3) est un cas particulier des changements de
variable proposés par Doss [4] et Sussmann [19], pour ramener la
résolution d’'une équation de Ito 4 celle d'une équation différentielle
ordinaire. Cependant nous allons plutdt indiquer une dérivation directe
des équations du u et g suivant Iexposé [15]. Lintérét est que cette
dérivation est tout a fait élémentaire (sauf en ce qui concerne les notations
"), et se préte & des généralisations commodes, par exemple en théorie du
controle—voir Fleming-Pardoux [5]. Davis [3] a ¢également établi
I'équation de g, dans le cas ou X, appartient a une classe plus générale de
processus de Markov que celle considérée ici.

Remarquons tout d’abord que sous les lois P et lssx, X. et Y. sont
indépendants, i.e.:

P (dX,dY)=P (dX)x W,y (dY)
P(dX,dY)=P(dX)x W(dY)

ou W(resp. W,,] désigne la mesure de Wiener sur C(R+;R”) [resp. C([s,
+x[;RP)], et P, P des solutions du probléme de martingales associées
a:

dX,=b(t,X,)dt+0o(t,X,)dW,
Alors

Ef(X)Z: FH=Ef(X)Z), W,o Ds. (4.4)

Supposons pour l'instant que la fonction h est “réguliere”. Alors, en
intégrant par parties lintégrale stochastique qui se trouve dans
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I'expression de Z;, on obtient:

exp (Y. h(X))Z; =exp (Y. h(X,))

t
Xexp{ jy;, oVh)(Xg)dW,—1[ (aY,. Vh, ;. Vh)(Xe)dB}

t
Xexp{fe 0, X,, Yp) d@}

ou
e(0, X, X)=3(aY.Vh(X), Y.Vh(X)) =Y. (hy+ Lgh)(X ]h(X)[2

Fixons maintenant une trajectoire de Y. On définit alors une nouvelle
mesure P!, sur(Q, o(X,, s<0=Z1)) par:

dP}, :
E :exp{ ng (6Vh)(Xg)dWs—1] aYe.Vh,Ye.Vh)(X(,)dG}.

$X

4.5)

Alors compte tenu de (3.2), (4.3), (4.4), (4.5) et du calcul fait ci-dessus:
t
u(s,x)=E} {f(Xz)eXp [Yt- WX )+ [ e(0, X, Yy) dﬂ]} (4.6)

D’apres la formule de Feyman-Kac, on est amené a considérer TEDP
rétrograde suivante:

du o _ _
d_"FLSU"I‘e(S, SIs)u.;()’ S=t
N

u(r)=f exp (Yh(r))

ou

4.7)
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Aprés intégration par parties, pour faire disparaitre les dérivées
secondes de h, (4.7) devient:

di -
A fa+és Y)a=0, sst
ds

w(t) =/ exp(%h(r)) (4.8)

ou L et é sont définis par: Yu, ve H',

- ¢
(Lyu,vy={La,vy—%y. <(a Y.. Vh),-a—;l—, v>

.
22( aY,. Vhyu Xi>

é(s, Y,, x) sobtient a partir de e(s, Y,,x) en remplagant L par b. Vh

E b _chaij
=h,—L1Y ZH.
i T 2L Ox.

J J

Supnosons que feC,(RY). Alors d’aprés par exemple Bensoussan-—
Lions [1], pour chaque trajectoire de Y. fixée, I'équation (4.8) a une
solution unique:

we I2(0,¢; H') n C([0,7]; Z(RY))

et u dépend continiiment de Y—voir Fleming-Pardoux [5]. De p]ué:

TutoreME 4.1 Vse[0, ], Pégalité suivante a lieu dx X dW,, p.p.
u(s, x)=exp [Yh(s, xE (f (X)Z}/F?) (4.9)

i.e. la solution de (4.8) est bien le quantité définie par (4.3).

Preuve 11 suffit de démontrer le résultat avec des coefficients b, o et h
“réguliers”, puisque a la fois w—solution de (4.8)—et ﬁsx dépendent
continiment de ces coefficients; le résultat général s’obtient alors par
passage & la limite—voir les détails de cet argument dans [5].

Or si he C}3(R. xRY;RP), et si o et b sont un peu plus réguliers que
supposé ci-dessus (par exemple chaque b; et o; dans CY>1(R+ xRYY),
alors d’aprés Bensoussan-Lions [1], la solution de (4.7)- donc aussi de
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(4.8)— est donnée par (4.6), et donc aussi par (4.9), compte tenu du calcul
qui nous a mené a (4.6). |
Considérons maintenant I'équation adjointe de (4.8):

q(0)=p, (4.10)

A nouveau pour chaque trajectoire de Y, cette équation @ une solution
unique:

qe2(0,t;HY) n C([0,t]; I (RY))

et de plus, pour presque tout s [0, 1],

d
75 () q(s)=0

Done (q(t), fexp (1)) = [po (\)Eox(f (X)Z,| F,) dx
(@(0).f exp (V) =E(f(X)Z,] F ). (4.11)
Nous avons démontré le:
THEOREME 4.2 Vtz0
q(t, x)exp (Yh(z, x))q(t), exp (Yh()) ™

est la densité de la loi conditionnelle de X,, sachant F,. |

Remarque 4.3 L’équation (4.10) permet de construire une application:
Y—E[f(X,)/#]

définie sur tout lespace C ([0,t];RP), et continue. Ce résultat trés
important est di a Clark [2]. N

4.2 Le probléme de prédiction

D’aprés (4.2), on ne peut plus ramener le probléme de prédiction 4 un
probléme de filtrage, comme nous I’avons fait au §3.2.
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Mais si s<t, f € Co(RY),
E(f(X)| F)=ETE(f(X))
Or il résulte d’un argument similaire a celui du Théoréme 4.1 que:
ESLf (X )]=u(s, X)

ol # est la solution de:

(4.12)

Et d’aprés le théoreme 4.2, si g désigne & nouveau la solution de (4.10),

7 its. X1 = = (57 exp (V(s))

De plus, si p désigne la solution de:

d
—p=[%¥* >
d@p L¥p, 6zs

pls,x)=gq(s, x)exp (Y.h(s, x)) (4.13)

1l résulte que la dualité entre (4.12) et (4.13):
(q(s)exp (Yh(s)),i(s))=(p(t).f)
De plus, puisque (4.13) est une équation de Fokker-Planck:

(g(s). exp (Xh(s))) = (p(t), 1)

on a montré le:

THEOREME 4.4  Vi>s, la densité de la loi conditionnelle de X,, sachant
F ,, est donnée par p(t, x)(p(t), 1)~ .

4.3 Le probléme de lissage
On cherche maintenant la loi de X, conditionée par F,(s<t) On



Downloaded by [Aix-Marseille Université] at 01:38 10 April 2013

FILTRAGE, PREDICTION ET LISSAGE 211

considére I'équation:

gg+l:614+é(9,)’},)u=0 0t
4.14
u(t) =exp (Y, h(t)) (14)

Si p, Lf, et H}, sont définis comme au §3.3, alors pour toute trajectoire
Y, Péquation (4.14) a une solution unique:

ueI2(0,t; HY) ~ C([0,t]; L?)
Il résulte de Théoréme 4.1, par un passage 2 la limite monotone:
u(s,x)=exp (Lh(s, x))E(Z})

Alors, d’aprés la propriété de Markov du processus X,, et I'égalité E@
=E((p|37,) pour ¢ %, mesurable,

E[f(X)Z)=E[f(X)Z.Ex (Z})]
=E[f(X)Z,exp (= Yh(X,)uls, X,)]
=(g{s), fuls))

d’aprés (4.11), si g désigne toujours la solution de (4.10). Il résulte alors du
Lemme 2.1:

THEOREME 4.5  Vse[0,t], la densité de la loi conditionnelle de X
sachant #,, est donnée par

s°

q(s, XJuls, x)(q(s), u(s)) ~*

ou q désigne la solution de (4.10), u celle de (4.14). [ ]

5. LE CAS DES COEFFICIENTS NON BORNES

5.1 Hypotheses

Parmi les hypothéses faites ci-dessus, 'une des plus génantes est que les
coefficients sont tous supposés bornés. Cela interdit en particulier de
considérer le cas linéaire comme un cas particulier de la théorie faite ci-
dessus. Dans [10], Kunita a considéré une situation assez générale, avec
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des coefficients non bornés. Cependant, il n’obtient qu'un résultat
d’existence locale (en t) pour Iéquation du filtrage. Nous allons nous
limiter & un probléme plus particulier, mais qui inclut le cas linéaire, et
donner un résultat d'existence globale pour les équations du filtrage, du
lissage et de la prédiction.

Nous nous limitons a la situation étudiée au §4. On fait sur les
coefficients de diffusion les mémes hypotheses qu'au §3; i.e. on suppose
vérifides (2.2), (2.3), (2.4), (2.5), (2.8) et (4.1). On suppose en outre:

b, h, ki, sont mesurables de R, x RY a valeurs dans R", R? et R?; et
3e t.q. (5.1)
b, x)] + ke, x)| + R (2, x)| S e (1 +]x]), ¥r, x

ch o%h

(i=1..,N), Z a;; eL“C(R x R¥; RP) (5.2)
6x Lim1
Noo2q, N ob,
1 Yoy —teI*(R, xR 3
Zi,,-‘él@xiéxj izZlﬁie (Ri xRY) (5.3)
poe 2 (RY) (5.4)

5.2 Existence et unicité de solutions aux EDP associées
Considérons tout d’abord I'équation rétrograde (4.7):

(T (s V)i=0
ids iels, h

() =1 exp (Yh(1)) 53)
On suppose f €C,(RY).
On cherche une solution u de la forme (4.6) i.e;
uis, x)=EX { fIX,)exp [ Yh(X, )+je(9 X, Y;)d67} (5.6)

Remarquons que d’aprés les hypothéses ci-dessus, et I'expression de e, 3
une constante C—qui dépend de Sups§9§,‘§§;—telle que:

e(0, Xy, V) SC(1L+|X,), sSOSt (5.7)

b9, Xg, Y) S C(1+(X,), ssO=: (5.8)
ou b=b—a[Y.Vi]
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On peut déduire de (5.6), (5.7) et (5.8), en utilisant une inégalité
exponentielle sur les martingales, que |u(s,x)| est majoré par exp(d
+[x)e?“ "% 1 ou d est une constante qui dépend de Sup,<p< | Yol

On pose alors: :

o(s, x)=exp [(d + |x|)e? s+ 1] (5.9)

LEMME 5.1 Pour toute trajectoire de Y, 3d tel que I'équation (5.5) ait au
plus une solution, parmi les fonctions u(s, x) qui vérifient:

o tuel?2(0,t; HY (5.10)
Preuve Posons
- - X lay
bi=bi—% = J.
j=10%;

Soient u, et u, deux solutions de (5.5) qui vérifient ’hypothése du Lemme,
i=u; —u,, A=¢ . Alors:

i —0p < O 04 o |
"’&“ Os +2;jaxj y 6_xiq0+6xi/L

.| 04 o
*?bf[éz‘“éz

/1:|+e/l =0

On peut diviser cette égalité par ¢, d’ou il résulte que A, e I?(0,t; H™1).
On peut donc multiplier scalairement I'égalité résultante par 4 Or
d’aprés un résultat rappelé dans Bensoussan-Lions [1, p. 1107,

>

d . ,
s |/-|2L2<RN) ={4, AP
On obtient donc aprées calculs:
d . L
%ES— |42 _%g (@jh%s Ax)

+(O+e—d(d+]|x])ed" ™, i2)=0

tLa démonstration de ce résultat, qui m’a été suggérée par W. Fleming, a été le point de
point de départ du raisonnement qui va suivre.
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ou 0 est un coefficient qui vérifie une inégalité de type (5.7). Donc, en
choisissant d assez grand, on obtient, compte tenu de (2.5),

[
—(%Slf’-(s)‘”%lli(s)!lfpé() p.p. (5.11)

Mais /(t)=0, donc A(s)=0, Vse[0,1].

THEOREME 5.2 Pour toute trajectoire de Y, I'équation (5.5) a une solution
unique u vérifiant (5.9)-(5.10), avec d suffisamment grand De plus,
Vse[0,t],dx xdP p.p.

u(s, x) =exp (Yh(x)E, (f (X,)Z}/F) (5.12)

Preuve Soit b,, h, une suite de coefficients qui vérifient les mémes
hypothéses que b et h, sont bornés, et convergent—pour chaque s fixévers
b et h, uniformément sur tout compact. Soit u, la solution de I'équation
(5.5), correspondante, et 4,=u,p "', oil d dans ¢ a €té choisi tel que le
Lemme 5.1 sapplique, et que 4,(r) reste dans un borné de IZ(R"). Alors /,
vérifie (5.11).

Donc /, reste dans un borné de I*(0,¢;H'), et on peut extraire une
sous-suite (encore notée 4,) telle que A,—A dans I*(0,r; H') faible. Soit
veCE (R, x RY). Alors, si (5.5), s*écrit:

(0 00+ ] G (L0

t X t dv
+ { (A @enuv)ds=[{ Ay, 00— |ds
4] 0 ds
On vérifie aisément que:
o(L)*v—@l*v dans 20, T;H" ') fort
pe'v—opev dans I2(0, T;I2(RY)) fort

On peut donc passer & la limite dans I'égalité ci-dessus, d’ou il résulte
que u= @A une solution unique de (5.5)
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Il reste & montrer (5.12).
Fixons se[0,f]. On peut supposer, quitte 4 extraire une sous-suite, que

u,(s)—u(s) dans I?(RY) faible. (5.13)
Il découle du théoréme 4.1:
ty (s, x) =exp [ 1" (s, x)]EL(/ (X, )'Z; | 7%)

11 suffit d’établir (5.12) dans le cas f20. Soit 0 une application continue
de Q dans R, 20, bornée et #; mesurable. On pose O =01,y g, Soit
peCo(RY), p20, fp(x)dx=1. On note P?, la loi |p(x)P"(-)dx et on
définit de méme P,,. On note W la mesure de Wiener sur C(R, ;R?). Il
résulte de I'indépendance entre ¥, et 3, sous la loi P:

p n — n
W[0R<m’“ (S))]—Esp[f(Xt)(?]W(\YsiéR) (5.14)

Mais Pg, converge étroitement vers P, d’apres Stroock—Varadhan [18];
et avec (5.13) et le théoréme de convegence dominée de Lebesque, on peut
passer & la limite dans le terme de gauche de (5.14) quand n— 0. On fait
ensuite tendre R— o0, par convergence monotone, d’ou:

P _
W[9<&m, u(s)>:| = Esp[f(X,)O]

(5.12) découle alors de la latitude de choix de 8 et p, et du fait que

( )),u(s)> est #; mesurable, comme limite de v.a.r.
S

<eXp (Yh

# % mesurables.

5.3 Equations du filtrage, du lissage et de la prédiction
On considére ’équation adjointe de (5.5):
dq

Y _Lrg+et. ¥

40)=p, 1)
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THEOREME 5.3
Ve 20,q(t, x)exp [ Yh(t, x)](g(t),exp [YA(H)]) ™!

est la densité de la loi conditionnelle de X,, sachant #,.

Preuve Soit ¢" 1a solution de (5.15), ou b et h sont remplacés par b, et
h,. D’aprés (4.11), Vf e Co(RY):

E"(f(X,)Z| F)=(q"(0), f exp [Yi"(t)]) (5.16)

En reprenant la démonstration du théoréme 5.2, on s’apergoit que, la
suite ¢" se comportant comme la suite u,,  ~'¢"(¢) reste dans un borné de
I2(R™). Donc, quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que g"(t)
—q(t) dans L&(R"Y) faible. Il en résulte que I'on peut passer a la limite
dans le membre de droite de (5.16). Le passage a la limite dans le membre
de gauche résulte de ce que P" converge étroitement vers P. Donc:

E((X)Z, | #) =), fexp[LA(t)]) (5.17)

Par un passage a la limite monotone, on obtient la relation (5.17) avec f
=1. Le Théoréme découle alors du Lemme 2.1.

On peut de la méme fagon passer a la limite sur le résultat du
Théoréme 4.4, pour établir 'équation de la prédiction. Les équations du
lissage s’obtiennent aisément a partir de (5.12) et de (5.17), par le
raisonnement fait au §4.3.

6. LE CAS OU L'OBSERVATION APPARAIT DANS L'EQUAT
ION DU SIGNAL

6.1 Hypothéses et notations

Le modéle considéré jusqu’a présent peut se généraliser en:
dX,=b(t, X, Y)dt+o(t, X, Y,}dW, 6.0)
dY,=h(t, X, Y,)dt +g(t, ¥)dW,+ (1, ¥;) dW, '

ol (X, Y) est donc un processus de Markov dont seule la deuxiéme

“composante” Y, est observée. A nouveau, (W,/W,) est un wiener standard

a valeurs dans RV*P,

Remarque 6.1 La seule dissymétrie que I'on est obligé de conserver
entre X et Y, est la non dépendance en X du coefficient de diffusion de Y.
Cette restriction va nous permettre de supposer que lon a fait la
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normalisation gg*+gg*=1, puisque Y,=[\[gg*+4dg*]1 ">dY est alors
observable au méme titre que Y. Cette normalisation fait que, sous la loi
P, Yest un wiener, ce qui est crucial dans nos dérivations.

Cette restriction semble étre cruciale pour pouvoir utiliser une méthode
de “probabilite de référence”—voir Szpirglas~Mazzioto [20]. A notre
connaissance, le seul travail qui ne fait pas cette hypoth€se est celui de
Kunita [9], qui utilise une méthode de type “innovation”.

Signalons que les équations du filtrage et de la prédiction, pour le
probléme (6.1), ont déja été établies par Krylov—Rozovskii [7], par une
méthode différente. [ ]

On fait les hypothéses suivantes sur les coefficients:

b, c=0c*, h sont des applications bornées de R, x RY x RP :
a valeurs dans RY, RV*N et RP continues en (x,y), 6.2,)
uniformément sur tout compact de R, x RV x R®,

g, ¢ sont des applications bornées de R, xRP, & valeurs
dans R?*¥ et RP*P, continues en y, uniformément sur (6.2,)
tout compact de R, x R®.

do,; .
—YJeI®*(R.xR¥xRP) et est continue en (x,y),

Ox;
uniformément sur tout compact de R, xRV xRP; ij (6.3)
=1..,N
Ju>0 tg. alt,x,y)=000a(t,x,y)=al, (6.4)
V(t,x,y).
gg*+8g* =1 (6.5)
>0 tq. g&*2PLYV(y) (6.6)
D D h
Ol Z Ce e*(R,. xR¥xRP) et sont continues en
k=1 8yk y Ok R > (6.7)
(x, ¥), umformement sur tout compact de R, xRY xRP; i J
=1,..,N.

On définit Q, %, %, P, B, Z; et 7, comme au §2, avec a nouveau
I'hypothése (2.10). On définit enfin Psxy et Psxs correspondant aux
conditions initiales:
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sous P, X;=x et =y ps.; sous Psx, X,=x ps. et Y est un vecteur
aléatoire gaussien centré d’opérateur de covariance sl.
Comme dans (2.11),

t t -
={g(s, ) AW, +{ (s, ,)dW;
0 0

ol (W./W}) est un P-wiener standard a valeurs dans RV*2. 1l résulte de
(6.5), (6.6) et de ce que gg* et g*g ont memes valeurs propres:

I-g*gzpl

On définit
V= {[1-g*(s Ygls, Y,)] VW, —g*(s, Y,)dY,)
0

I résulte alors du théoréme de P. Lévy que (Y,/ Y,/Y,) est un ﬁ-processus de
Wiener standard & valeurs dans R¥ . De plus,

dX,=[b(t,X,, Y)—c*h(t, X,, Y,)]dt + c*(t, X,, ) dY, + (t, X, ¥,)d¥,
(6.8)
ou ¢c=go,é=a[l—g*g]'/?

On définit enfin les opérateurs a coefficients stochastiques:

2

N
Z at]zan)a }ax

1;=1 j

N 6
bt —
i; (2, x, Y‘)ax,

x 0
Bktzhk(t’ X, Yt)+ z Cki(t’ X, Yt)g

i=1 A

D

C fhr Y>+ZZ X V)
Do s s Lx V)
T2 dy “ox

Yi klll i

6.2 Etude d’'une EDP stochastique rétrograde

L’EDP stochastique progressive (3.3) se généralise de fagon naturelle et
sans ambiguité, lorsqu’on remplace les opérateurs L¥ et B¥ par les
adjoints des deux premiers opérateurs a coefficients stochastiques définis
ci-dessus. Il n’en va pas de méme de 'E.D.P.S. rétrograde (3.1). Comme
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les opérateurs déependent de ¥, la solution v(s) ne peut pas étre F3=0{Y,
—Y, s<0<r}—adaptée, mais elle sera #5=0{Y,;;s<0<t}—adaptée.

Or au §3, on a utilisé le fait que ¥,=Y,—Y, est un “ﬁ—ﬁ“_f—Wiener
rétrograde”, ie. Vs, <s,, f’;t— )752 est un vecteur aléatoire gaussien centr~é
d’opérateur de covariance (s, —s,)I, indépendent de £:. 1l est clair que Y,
n'est pas un #:—Wiener rétrograde.

Mais

=F;va(l)

Alors d’aprés un résultat de Ito [6], traduit en termes “rétrogrades”, le
processus f,, défini par:

L Y,
Pi= X=X+ [ do

est un P—Z; Wiener rétrograde.

Compte-tenu d’un terme correctif di a la dépendance de B, par rapport
a Y, (qui s’introduit pour des raisons qui apparaitront plus loin), on est
amen¢ a considérer 'E.D.P.S. rétrograde:

dv(s)+ Lyo(s)ds + B,v(s)®dp,

Y,
+—=Bw(s)ds=C,v(s)ds, 0<s=Zt (6.9)
s
v(r)=f
ou l'on suppose:
feCHRY) (6.10)

La dépendance en Y, des opérateurs dans (6.9) ne pose pas de
problémes particulier pour lexistence et l'unicité d’une solution. Par
contre, le terme multiplicatif Y,/s affaiblit le résultat: 1/s interdit toute
estimation au voisinage de 0, et Y, détruit I'estimation que I'on avait au §3
pour les moments d’ordre 2 de v. On démontre & partir des résultats de
[14, 1° partie], par une technique de localisation par des temps d’arrét.
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THEOREME 6.1  Léquation (6.9) a une solution unique % ;—adaptée:
ve (e, t; HY) n C([e, 11, IA(RY); Ve>0, P as.

Nous allons avoir besoin d’un résultat de convergence d’un schéma de
discrétisation en t de (6.9). Soient se ]0,1[, et s=t, <t,<... <f, =1, avec

—S

t
o, —Li=At=—,i=1,..,n—1.
n

i+1

On note Af;=f,, — B, et on considére le schéma:

~
ti+1

ti+1 dr
Uf+1“vi+< { L, Yz,.)dr>vi+< | B(r, Xi+1)—A_t>vi+1Aﬁi
t, ti

fi?lx ti+1 dr
+ j —dr<§ B(r’ Yt.'+1)_A_£>Ui+1 e (611)

t,
i

Livl
:( { Cr, Yti)dr>viﬂi=n—1,n—2,,,.,1;v,,=f
1. <
On réécrit la premiére partie de (6.11) sous la forme abrégée:
Ui — U+ Lot + o', At + B, AB;=0
11 résulte de (6.4) que pour At suffisamment petit,

I- | L Y,)dr

t.
i

est un opérateur coercif, et que (6.11) définit alors une suite de v.a. v/, F-
mesurable & valeurs dans H'. On définit:

MO, x)=1;(x),si0€[t, t; [ (6.12)
PR=Lisup,cocd¥ol<R) (6.13)
On a alors le:

LEMME 6.2 La suite ({pgv".,neN} reste dans un borné de
LA (s, t; HY) n L2(s, t; IZ(RM)).
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Il existe une sous-suite v™ telle que:

PRV ()= prV(s)
dans I2(Q x R") faible
Preuve Posons
x_ % AR
YG Yb |Ye|
o tigd YR tit1 do
ARi= zj %d@( tj B(9, XM)T)

On définit la suite v} par:

vfy s —0f + LRAL+ AR Ar=Bf,  AB;
i=n—1,n—-2,...,1 vR=f

On pose vR"(0, x)=v}(0,x), sife[t;, ;. ([

On montre, comme dans [14, II° partie, théoréme 3.1], que v®" reste
dans un borné de I2(Q;12(0, T: H')n (0, T; I2(RY))), et qu’il existe une
sous-suite v®"(s) qui converge vers v®(s) dans I?(Q x R") faible. ¥ est la
solution de:

dvR(s)+ Lo®(s)ds + Ba®(s)dB,

YR
> BR(s)ds=CoR(s)ds, 0=<s<t
s

+

Rt)y=f

Le lemme résulte alors de ce que pgv"=pgv™" et prv=pro*.

LEMME 6.3 Supposons, outre les hypotheses (6.2)...(6.7), que tous les
coefficients qui apparaissent ont leurs dérivées de tous ordres par rapport a
X bornées, et continues en (x,y) uniformeément sur tout compact de
R, x RY x RP. On suppose en outre que f € C(R").

Alors  la  suite  {pgt",neN}  reste dans un  borné de
L*(Q, L*(0, T; CHR™M)).
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Preuve Grace aux hypothéses faites sur les coefficients, les derivées
partielles en x de tous ordres de (vR:i=0,1,...,n} satisfont un systeéme
d’équations du type (6.14). On montre alors, grace au lemme 6.2, que la
suite v”" reste dans un borné de I2(Q; L*(0, T; H*)), ke N, ou

, i ,
H*2due 2(RY):= ——*— e B(RM) V]| <k
{“ R g e E R IE

Or si k>N/2+2, H* s'injecte continiment dans P'espace des fonctions
de classe C2, nulles a l'infini ainsi que leurs dérivées jusqu’a ordre 2—
voir Lions {11].

6.3 Equations du filtrage et de la prédiction

Nous allons maintenant généraliser les résultats des théorémes 3.1 et 3.2.

Il ne semble pas que les démonstrations de Krylov-Rosovskii [8]
puissent s’adapter 4 la situation de ce parahraphe. Nous allons reprendre,
en les adaptant, les démonstrations de [14].

PROPOSITION 6.4 Outre (6.2)...(6.7), on suppose vérifiées les hypothéses
du lemme 6.3. Alors ¥s€]0,t],Vxe RY,

v(s,X)=E.[f(X)Z| 73]

Preuve On définit py par (6.13). Soit s=t, <t,<...<t"=t, avec t;;,
—t;= (t—s)/n. On pose:
=2y, ey, X, )= 20" X )

fit1

ol v" est défini par (6.11)-(6.12).
5 5 n_l &5
/)RE;Z‘[ 2. ZZ‘}=1)R{E‘£‘[fo (X)) —=v"(s,x)}
i=1
Daprés le lemme 6.2, YR >0, la quantité ci-dessus converge vers

PRAELLZIf (X )] —u(s, %))

dans I2(Q x RY) faible. Nous allons maintenant établir que Vxe&R"Y, VR
>0, la méme quantité tend vers 0 dans L' (Q, %", P,,).
Ceci suffira & démontrer la proposition.
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= i1 -7, )[Un(t;ﬂ, ,+1) vn(ti+1>Xt,~)]
+(Z;, —Z "t 1, X))
+Z5 (Vs 1, Xy, )= 0" (4 1 X )]

+Z3 [V (i1, X, ) = 0" (0, X )]
—[U (11-1’ ,.,.1)_ (H—l,X )] j Zsh rs r)dl/r

tivy

+vn([i+1’ j Zsh r: r)d

o
+ZIV0" (b, X)) (X, — X)) +%Zfi7;{5x-2 (s, H)X,,, — X, )2 }
— Z5 P01, X AL+ Z5E (1 X, )AL — ZEB (1, 1, X, )AY,

ou H; appartient au segment de droite joignant X, et X, , et

o titg ds
¢ = £
J s 1)y,

En utilisant (6.8) on obtient:
= A7+ B+ C} + D} +E?, avec:

tit1

:[Un([i+1!Xti,1)~vn(l-r—1’ :I j Zsh r)dYr

ti+1
~Z3V0 (b1 X,) | *h(X, Y, dr

t.
i

it
Bi=v"(t;1 1, X,) | Z3h(X,,Y,)dY,

t.
i

6h'
_Z Mt s, Xti)[h (X, %, JAY— ¥ (X, Y,i)A[]

k=1
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ti+1
C?'——Zfivl’n(tiﬂ’sz)j b(X,, Y, )dr

i

i+

~Z; V(1. X)) f bX,, ;) dr

Y

ti=1 -~
Dy=ZsV"(t; 1 X lif *(X,. %)dY,+ | 5dYr}
—Zfivv ( i+1» )[ l()(ta tH_l)AY

- Z Y;i‘-I)At:l

k=1 yk
'_% { (tis, H r,ﬂ'—Xti)®2}
lwl 2.0
% Z; | jl(S Xt> Y) d m(tiaXti)
ou
tiv1 ds . tiv1 ds

Hix,y)= | his,x, )5 clx, y)= J efs, %, V)5
t T

i i

AY =

t Tt t

On montre aisément que

n

ALY Cret S E
1 1

1

tendent vers 0 dans I} (Q), quand Ar—0. Nous allons traiter I'expression

2Bl
1
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pour laquelle la démonstration est un peu plus délicate. Le terme

2.Df

1

se traite de fagon similaire, aprés avoir remarqué que Esx (/%) de
Pintégrale par rapport a dY est nulle.
L'expression suivante différe de B} par un terme en o(At):

tivl

Bi=0(ti1 . X, )§ [Z:h(X,, Y) = Z;H(X,, ¥,)]4Y,

En appliquant la formule de Ito a I'intégrand ci-dessus, on obtient:

_ tiv1 ¥ r r
Bi=uv(,.,x,) dx[jdﬂdﬁjl}#dnﬂ@dz}
ti t. t.

i

Le premier terme dans B! est dordre de grandeur o(A1), et
E..(./#3) du dernier terme est nulle. Il reste a considérer:

ot X {"i’dY(fb dY)}—v(cHl,X,,.){E,i[AY%—At]

“Joja-so)

tiv1

E'”(ti+1th,-) dy, (E,u_Et,-)dY;l'

W —

¥

i

< VE(o(t, 1, X, )]?) ¥ f [ dar{E(B,~ B, du

Ce terme est d’ordre de granduer o(At), car b, est continue en moyenne
quadratique.
Finalement, par un raisonnement classique:

Y o(tie, X, )b, (AYE—AD—0 dans L{Q) M

i=1
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On a alors le:
THEOREME 6.5  Sous les hypothéses du §6.1 et (6.10), Vs€]0,t], on a
légalité suivante, dPxdx p.p.:
o(s, x)=E,Lf (X)Z/7}]

Preuve Supposons tout d’abord f e CZ (RY).

Soit b*, ¢", h", g", ¢" une suite de coefficients qui vérifie les hypotheses
de la proposition 6.4. On suppose que ces coefficients vérifient (6.2)...(6.7)
avec des bornes et des constantes o et  indépendantes de n. On suppose
que ces coefficients convergent respectivement vers b, o, h, g, et g,
uniformément en (¢, x, ¥), et qu'il en est de méme de

do ” D ohy ) i@c}’k
e —
T OV 1 OV

Alors P;‘x converge étroitement vers P s (ct. Stroock Varadhan [18]).
Remarquons que 1es restrictions de P et P a #°$ coincident avec la
restriction a #° de P.

On montre par un raisonnement classique que pgv"(s)—pgrv(s) dans
(QxRY;dP x dx).

Soit ¢ une application continue de Q dans R, #; mesurable, qui
s'annule en dehors de I'ensemble

{sup \Y,|§R}.

Drapres la Proposition 6.4,
E[v"(s,x)E1=En[f (X,)"Z:E]
=ELLf(X,)¢]

D’aprés ce qui précede, on peut passer a la limite, pour n—o0, dans
Pégalité ci-dessus. Donc:

E[vo(s, x)¢) = E[f (X)Z;E) dx-p.p.
Dongc, grice a la latitude de choix de ¢ et de R,

v(s,x)=E,[f(X)Z:| #3]
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dP xd Xp.p., lorsque f est réguliére. Le résultat général sen déduit par
passage a la limite, O
On introduit alors 'E.D.P.S. progressive:

dp(s)zL;"p(s)dS-*—B:‘P(S)dYs} (6.15)

p(0)=p,

Soient s=t,<t; < ... <t,=t, comme ci-dessus. On considére le schéma
d’approximation de (6.15):

Pivi— <nf2L*(r )dr)pm+<t'f13 (r, Y)i >pAY

tz+1

(6.16)
pi= f p(r)

s—At

(6.16) définit une suite de v.a. p;, #, mesurable a valeurs dans H'. On
pose:

pi(r)=p, si relt,t. [

On peut alors montrer, par la méthode du Lemme 6.2:

LEMME 6.6 p" reste dans un borné de I2(Q;I%(s,t; H')). Il existe une
sous suite p™(t) de p"(t), telle que:

pm(t)—p(t)

dans I2(Q x R¥) faible.

Multipliant scalairement (6.11) par p;, et (6.16) par v, , et itérant de i
=1an—1, on obtient:

t+Ar
(pns << § L(T Y)dr>vm pn> = (pl’ Ul)
s+ At n—1 tit1 ds
_<< f L(ra Y;)dr)ul’ p1>+ Z <l:< j‘ B(S, Y;)_>AY;
. S At
"Il 1) d (t” B 4\ ay, >
j (Sa ,») S j (S’ tH.l)At i vi+ 13 pi
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Gréace aux lemmes 6.2 et 6.6, on peut passer a la limite dans I'égalité ci-
dessus, d’ou Pon tire:

(p().f)=(p(s)v(s)) ps, Vsel0,1]
On a montré le:
THEOREME 6.7  Le processus (p{s),v(s}), s€]0,t}, est p.s. constant.
On peut maintenant établir le:

THEOREME 6.8  Vi>0,p(t,x)(p(t),1)"t est la densité de la loi
conditionnelle de X,, sachant #,.

Preuve 11 suffit de nouveau de montrer que ¥t=0, Vf € C; (RY),
E[/(X)Z,|7 1=(p).f) (6.17)

Fixons fe€C,(R¥). On notera v(s,x) la solution correspondante de
équation (6.9). Fixons alors >0, et soit e€]0,7[. Par un argument
similaire a celui de Lemme 3.9,

E(f (X,)Z/F)=E7TETg v (f (X0Z0] =E7 (B, (F(X)Z))]
Ii résulte alors du théoréme 6.2:
E(f(X)Z:/F)=E(u(e, X, )/ F) (6.18)

Soient P et P des mesures de probabilité définies comme P et P, avec
les coefficients h, g et g remplacés par:

ha = 1{s;s}h; g:= l{sze}g; g~a= l{s<6)1 + 1{Sé£}g~
Soit alors p, la solution de:

dpe(s)zLjpe(S)dS+1(s;£}B:<ps(S)'dY;
p(0)=p,

On vérifie aisément que, sous la loi 3 p.(e) est la densité de la loi

conditionnelle de X,, sachant %, Mais (6.11) est encore vraie si l'on

remplace E par E*. Donc, par un argument similaire & celui de Lemme
3.10,

E*(f(X,)Z8/F,) = (p.(e), v(e)).
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De fagon analogue au théoréme 6.7, on vérifie que le processus (p,(s), v(s))
est p.s. constant sur lintervalle [g,¢].
Donc:

E(f (X)Z8/F )= (p,(t).]) (6.19)

Il reste & passer 4 la limite dans (6.19). Soit ¢ € C,(Q, R), %, mesurable. Il
résulte de (6.19):

E*(f (X,)Z:0)=E[(p,(t), /)]
Soit:
E[f(X,)o1=E[(p.(t), /)] (6.20)

Mais P® converge étroitement vers P, lorsque ¢—0-voir Stroock—Varadhan
[18]. De plus, on montre par un raisonnement classique:

p(t)—=p(r) dans I*(Q,%,P) quand ¢—0.
On peut donc passer a la limite dans (6.20), quand ¢—0, d’ou:
E[f (X)Z@1=E[(p(2), /)]
(6.17) résulte alors de la latitude de choix de ¢. O

La solution du probléme de prédiction résulte de celle du probléme de
filtrage, par 'argument déja utilisé au §3.

6.4 Equations du lissage

Soient p et v les solutions des E.D.P.S:

dp(r)=L:*p(r)dr+Br*P(’)dX’@0} (6.21)

p(0)=p,

dv(r)+ Lv(r)dr + B,o(r)®dp, +§Brv(r)dr= Cu(r)dr, 0= rét} (6.22)
v(t)=1

En combinant les raisonnemehts du §6.2 et du §3.3, on obtient que
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I’équation (6.22) a une solution unique v(r)#; adaptée, avec:
vel2(e,t; H)) N C([e, 1]} L}) ps., Ve>0

THEOREME 6.9 Vse]0,t], p(s,x)u(s, x)(p(s),o(s)) "' est la densité de la loi
conditionnelle de X, sachant F,.

Preuve: En adaptant les démonstrations des Lemmes 3.9 et 3.10, en

utilisant le théoréme 6.5 avec f=1 et (6.17), ainsi que I'égalité Ef;fy =I°£§ \
on montre que Vf e C,(R"), i ’
E(f(X,)Z,| Z)=E""Z,f (X)Z})
=E7(Z,f (X EXy (2]
=E7(Z,f (X )05, X,)]
= (p(s),v(s)f)
Mais alors p(s,x)v(s, x)=0 p.p. et p.s., donc par convergence monotone:
E(Z,/F)= (p(s).v(5)) (6.17)

Ici, (.,.) désigne le produit de dualité entre I}(RY) et L*(RY). On montre
en effet & partir de (6.17) et du Théoréme 6.5:

p(s)e I} (RY),v(s)e *(RY), ps.

Le Théoréme découle alors du Lemme 2.1. |

Remarque 6.6 On peut montrer que quand s|0,v(s,x) converge vers
(0, x)=Eo(Z/F ). Le résultat du Théoréme 6.9 s’étend alors au cas s
=0. [ |
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