
Espaces vectoriels

Exercice 2.

(1) E1 est un espace vectoriel.

(2) E2 n’est pas un espace vectoriel car la fonction 0 /∈ E2

(3) E3 n’est pas un espace vectoriel car f = −1 ∈ E3 et −1× f /∈ E3.

(4) E4 n’est pas un espace vectoriel car f(x) = x3−arctan(x) n’est pas dans E4 alors

que x3 et arctan le sont.

(5) E5 est un espace vectoriel car

• 0 est solution de l’équation différentielle.
• Si f et g sont deux solutions et λ ∈ R on a :

∀x ∈ R, (λf + g)′ + (x2 + 1)(λf + g) = λ(f ′ + (x2 + 1)f) + (g + (x2 + 1)g) = λ0 + 0 = 0

Exercice 3.

(1) G1 n’est pas un espace vectoriel car 0 /∈ G1.

(2) G2 est un espace vectoriel car

• Si P = 0 alors P (0) = 0 = 2× 0 = 2P (1) donc 0 ∈ G2.
• Si P,Q ∈ G2 et λ ∈ R, on a (λP+Q)(0) = λP (0)+Q(0) = λ(2P (1))+2Q(1) =

2(λP (1) +Q(1)).

(3) G3 n’est pas un espace vectoriel car X2 + (X −X2) n’est pas de degré pair.

(4) G4 est un espace vectoriel car 0 ∈ G4 et (λP +Q)′′(2) = λP ′′(2) +Q′′(2).

Exercice 7.

(1) Soient a0, a1, a2 ∈ R tels que a0P0 + a1P1 + a2P2 = 0. On regarde les valeurs en
0, 1 et 2.
• (a0P0 + a1P1 + a2P2)(0) = a0 = 0
• (a0P0 + a1P1 + a2P2)(1) = a2 = 0
• (a0P0 + a1P1 + a2P2)(2) = a1 = 0

(2) La famille {P0, P1} est libre donc dimF = 2. De même la famille {P2, P3} est libre
donc dimG = 2.
On a F + G = Vect(P0, P1, P2, P3) et a famille {P0, P1, P2, P3} est génératrice de
R2[X] donc dim(F +G) = 3.
En utilisant la formule dim(F ∩G) = dimF + dimG− dim(F +G) = 1.

Exercice 9.

(1) Soient a, b tels que a sin +b cos = 0 Alors en regardant les valeurs en 0 et π/2 on

obtient a = 0 et b = 0 respectivement. La famille est libre
(2) Soient n ∈ N, a1, . . . , an ∈ R et λ1, . . . , λn tels que g = λ1fa1 + · · · + λnfan = 0.

On peut supposer que a1 < a2 < · · · < an.

Il est clair que limx→+∞
g

xan
= λn et comme

g

xan
= 0 on obtient λn = 0.

On continue par induction sur le terme de plus haut degré. La famille est libre
(3) Soient n ∈ N, a1, . . . , an ∈ R et λ1, . . . , λn tels que h = λ1fa1 + · · ·+ λnfan = 0. Il

est clair que h est dérivable sur R. D’autre part, en calculant la dérivée à droite
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et à gauche de h en ai, notée h′g(ai) et h′d(ai) on obtient que h′d(ai)−h′g(ai) = 2λi.
Comme pour être dérivable, il faut que les deux dérivées soient égales, on obtient

λi = 0. La famille est libre

Exercice 15.

• Soit f ∈ I∩P . Soit x ∈ R, on obtient f(−x) = f(x) car f ∈ P , et f(x) = −f(−x)
car f ∈ I. On en déduit que ∀x ∈ R, f(x) = 0. Donc f = 0. On en déduit que

I ∩ P = {0}

• Soit f ∈ RR. On pose fp =
f(x) + f(−x)

2
et fi =

f(x)− f(−x)

2
. Il est facile de

vérifier que fp ∈ P et fi ∈ I, et de plus fi + fp = f . Donc RR = I + P

En conclusion RR = I ⊕ P

Exercice 16.

(1) Si x 6= 0, la famille (x, f(x)) est liée. Donc il existe λ, µ ∈ K tels que λx+µf(x) = 0
avec (λ, µ) 6= (0, 0). On ne peut pas avoir µ = 0 sinon on aurait λx = 0 avec λ 6= 0.

Donc on peut diviser par µ et obtenir f(x) = −λ
µ
x .

(2) Soient x, y une famille libre. En particulier x 6= 0, y 6= 0 et z = x+ y 6= 0. On en
déduit :

λxx+ λyy = f(x+ y) = λf (z) = λzz = λz(x+ y) = λzx+ λzy

Comme la famille (x, y) est une base du sous-espace vectoriel qu’elle engendre, on
en déduit que l’écriture dans la base (x, y) est unique et donc λx = λz et λy = λz.

Il vient donc λx = λy .

(3) Soit {ei}i∈I une base de E. En raisonnant par induction à partir de la question
précédente, on en déduit que tous les λei sont égaux à λ. Soit x ∈ E. On a

f(x) = f(x1e1 + · · ·+ xnen) = x1f(e1) + · · ·+ xnf(en) = x1λe1 + · · ·+ xnλen = λx

On en déduit que f est une homothétie .

Exercice 17.

(1) On considère la restriction f|H de f au sous-espace vectoriel H. On a donc f|H :
H → F une application linéaire. Im(f|H) = f(H). Et Ker(f|H) = H ∩Ker(f). On

applique alors le théorème du rang à cette application. dimH = dim f(H) + dim(H ∩Ker(f))

(2) On applique le même principe que la question précédente avec H = f−1(K). Il
suffit de voir que dans ce cas Ker(f) ⊂ f−1(K) puisque 0 ∈ K.

Exercice 18. Le principe est le même qu’à l’exercice 15.
Soit f ∈ G ∩H. Alors on a ∀x ∈ [0, 1], f ◦ σ(x) = f(x) = −f ◦ σ(x) donc f = 0.
Et en posant fG = 1

2
(f + f ◦ σ) et fH = 1

2
(f − f ◦ σ) on obtient f = fG + fH avec fG ∈ G

et fH ∈ H.

Exercice 19.
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(1) On montre que Im(f + g) ⊂ Im(f) + Im(g). En effet si y ∈ Im(f + g) alors
∃x ∈ E, f(x) + g(x) = y. Donc y ∈ Im(f) + Im(g).

On a donc

dim(Im(f + g)) ≤ dim(Im(f) + Im(g)) ≤ dim Im(f) + dim Im(g)

(2) On a égalité entre rg(f + g) et rg(f) + rg(g) si et seulement si il y a égalité dans
les deux inégalités précédentes.

Tout d’abord, on considère dim Im(f) + dim Im(g) = dim(Im(f) + Im(g)) =
dim Im(f) + dim Im(g)− dim(Im(f)∩ Im(g)). On a donc dim(Im(f)∩ Im(g)) = 0

si et seulement si Im(f) ∩ Im(g) = {0} .

D’autre part. dim(Im(f + g)) = dim(Im(f) + Im(g)). On en déduit que Im(f +
g)) = Im(f) + Im(g). Soit alors x ∈ E. Comme f(x) ∈ Im(f) + Im(g), il
existe un x′ ∈ E tel que f(x) = (f + g)(x′) = f(x′) + g(x′). On a donc que
f(x − x′) = g(x′) = y. Donc y ∈ Im(f) ∩ Im(g) = {0}. On obtient donc

x− x′ ∈ Ker(f), x′ ∈ Ker(g) et x = (x− x′) + x′. Donc E = Kerf + Kerg .

Exercice 21.

(1)

(
1 2
2 3

)−1
=

(
−3 2
2 −1

)
(2)

1 2 3
2 3 4
3 4 6

−1 =

−2 0 1
0 3 −2
1 −2 1


(3)

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)−1
=

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
Exercice 23. (1) On obtient la matrice

(
0 0
0 0

)
.

(2) Si A est inversible et AB = 0. Alors on a B = (A−1A)B = A−1(AB) = A−10 = 0.


