M2 Exercice

Surfaces Hyperboliques Février 2016 10 février 2016

Configurations de points idéaux

On identifie H avec le demi-plan supérieur et 0H = RU{oo} le bord du plan hyperbolique.
Un polygone idéal marqué est une paire (P, a) ou P est un polygone dans H U OH dont
les sommets sont tous dans OH et a est un sommet de P.
Deux polygones idéaux marqués (P, a) et (P’,a’) sont équivalents si il existe g € Isom™ (H)
tel que g - (P,a) = (P’,a’). On définit P, comme l'ensemble des classes d’équivalence
[(P,a)] de polygones idéaux marqués a n cotés.
(1) Soient a, b, ¢ trois points distincts de OH. Montrer qu’il existe une unique isométrie
g telle que g - (a,b,¢) = (00, —1,0). Exprimer cette isométrie comme une matrice
de PGL(2,R). On notera cette isométrie g(,p,c).-
(2) En déduire que P est réduit & un point.
(3) Soit (@, a) un quadrilatere idéal marqué. On note b, ¢, d les trois autres sommets
du quadrilatere ordonnés dans le sens direct. On note A(Q, a) = g(a,.¢)(d)-
Montrer que I'application A définit bien une bijection :

A 734 — R>Q
(4) Exprimer A(@Q,b), AM(Q,c) et A\(Q,d), en fonction de A(Q, a).

(5) On note h (respectivement k) la projection orthogonale du point b (respectivement
d) sur la géodésique (ac). On note d la longueur hyperbolique relative entre h et
k (comptée positivement dans le sens de a vers c.)

Montrer que d = In(A\(Q, a)).

(6) On considere une triangulation d’un polygone idéal P a n cotés, c’est a dire un
ensemble £ de n — 3 diagonales du polygone qui découpe P en n — 2 triangles. Si
E € &£ est une diagonale, on considere Q) le quadrilatere idéal de P formé des
deux triangles adjacents a F et ag 'une des extrémités de E.

Montrer que I'application suivante est bien définie et réalise une bijection :
T(P,) — R%,?
Pr— (MQE, ag)) pee

(7) Chercher comment changent les coordonnées d’un polygone idéal donné, lorsqu’on
effectue un flip dans la triangulation. (Voir dessin)



Correction

t
GL(2,R) telle que ¢ - (a,b,¢) = (00, —1,0). On suppose pour commencer que
a,b,c € R . On résout donc le systeme :

(1) On peut écrire le représentant de l'isométrie comme une matrice g = (Z y> €

ra+y __

Zatt za+1t=0 t=—az
B o shry——(h4t) o y= L=
= re+y =0 r=is

On pose z = (b — ¢)z’ on obtient donc une matrice du type :

s fa—=b c(b—a) , .
g_z<b—c a(c—b))’zER

Cette matrice est unique a la constante multiplicative 2’ pres. Ce qui nous donne
bien une unique matrice de PGL(2, R).

Dans le cas ou I'un des éléments est co, on prends la limite de la matrice cor-
respondante renormalisée. Par exemple si b = oo on obtient

o=y (570 o) = (3 )

Et de méme pour a = 0o ou ¢ = 00

(2) Soit (P, a) un triangle idéal marqué de sorte que P = (a, b, ¢). La question précédente
montre que (P, a) est équivalent au triangle ((oo, —1,0),00). On en déduit que tous
les triangles idéaux marqués sont équivalents.

(3) I'isométrie g = g(ape) est bien définie. Comme g est injective, on en déduit que
I'image g(d) € R\ {—1,0}. Il faut montrer que g(d) € R-,. Comme les points sont
ordonnés sur le cercle OH dans le sens direct et que d se trouve entre ¢ et a. On
en déduit que g(d) se trouve entre g(c) et g(a). En effet, 'isométrie est forcément
directe puisque le triangle (oo, —1,0) est orienté dans le méme sens (direct) que
(a,b,c). Donc g(d) € (0, 00).

Réciproquement, si A € R, il est clair que le quadrilatére @, = (0o, —1,0, )
avec 0o comme point marqué, est tel que A\(Qy, 00) = A.

(4) Par un calcul facile, on a les égalités suivantes :

1 1
AMQ,c)= = =\Q,a
@I " xaa M@

(5) On se ramene par I'isométrie g, p 0y au quadrilatere (oo, —1,0, A) dans le demi-plan
supérieur. La projection orthogonale du point —1 sur la géodésique (0oo) est le
point 7. De méme la projection du point A est le point Ai. La distance hyperbolique
de i a A\i est donnée par

d(i, At) = | In(A)|
La distance est comptée positivement si A < 1 et négativement si A > 1 donc on

obtient I'opposé du résultat voulu dans I’énoncé ... Il y avait une faute de frappe,
on aurait du choisir 'orientation de ¢ vers a pour obtenir le bon résultat.



(6)

3

Le seul choix qu’on a fait dans la définition de 'application est le choix d’une des
extrémités ag de la diagonale E. Mais d’apres la question 4, ce choix ne change
pas la valeur de A(Qg, ag). Donc I'application est bien définie.

On va montrer la bijectivité par récurrence sur n. Les cas n = 3 et n = 4 ont
été fait dans les questions précédentes.

Soit n > 3. On suppose que pour toute triangulation et points marqués, ’appli-
cation P,, — R%;? est bijective.

On va montrer qu’au rang n + 1, 'application est aussi une bijection. On
considere donc une triangulation (abstraite) d’un polygéne marqué P a n + 1
cotés. On indexe les diagonales de sorte que la diagonale d,,_» sépare le polygone
P en un triangle et un polygone a n cotés. On note T le triangle découpé de cette
facon, et T le triangle adjacent & T' dans la triangulation.

I suffit maintenant de construire un inverse. Soient (Ay,..., A,_3, A\y_2). Par
hypothese de récurrence, il existe un unique polygone idéal marqué P’ a n cotés (a
isométrie pres) tel que les cordonnées de P’ sont (A, ..., A,_3). En composant par
une isométrie, on peut supposer que 7" est le triangle (0o, —1,0) avec la diagonale
d,—2 envoyée sur (000).

On en déduit qu’il existe un unique point a, 1 tel que le quadrilatere T UT" a
pour coordonnée \,_s.

Lorsqu’on effectue un flip, il y a au maximum 5 coordonnées qui peuvent changer.
En effet, les coordonnées sur une diagonale, ne dépendent que des deux triangles de
chaque coté de cette triangulation. et on ne change que deux triangles adjacents.

On a déja vu que la coordonnée de l'aréte flippée change de A\ en % Pour les
autres arétes, les choses sont un peu plus délicates.

11 suffit de se ramener a un pentagone idéal (oo, —1,0,z,a). On considere la
triangulation 7" dont les arétes sont e = (00,0) et f = (00,a). Et la triangulation
T’ dont les arétes sont e et f' = (0,z). La triangulation 7" est obtenue par le flip
de l'aréte f en f’.

On a alors
a

Ae=aet A\f = g (z) =2 =2 — 1.

a a
Dans la nouvelle triangulation, on a A\, = x. On peut donc 'exprimer comme :

A; — (]. + Af)Ae

Attention, ici I'orientation de I’aréte par rapport a I’aréte flippée est importante.
En effet, si on considere I'opération inverse (on passe de l'aréte ¢’ a I'aréte ). On

doit donc exprimer A, en fonction de A\, = x et X = o on obtient :

1 /

1/\8
L+ 5

Ae =




