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PLANCHE TD 1 — RAPPELS D’ ALGEBRE LINEAIRE

Généralités

Exercice 1. Justifier si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

0 1 0
1. |0]| est combinaison linéaire de (0| et |1
0 0 0

2. Soient u un vecteur de R? et & € R. Si au =0, alors @ =0 ou u = 0.
3. Soient u et v deux vecteurs de R?. Si (u,v) =0, alors u= 0 ou v = 0.

4. Soient u et v deux vecteurs non nuls de R3. On suppose qu'il existe deux réels non nuls « et 3 tels

que au+ Sv = 0. Alors ’ensemble des combinaisons linéaires de u et v est une droite.
5. 1l existe 2 vecteurs u et v de R? tel que tout vecteur de R? est combinaison linéaire de u et v.

6. Il existe 2 vecteurs u et v de R3 tel que tout vecteur de R? est combinaison linéaire de u et v.

Exercice 2. Soient u et v deux vecteurs non nuls de R3. On note E Pensemble de leurs combinaisons

linéaires. Discuter en fonction de u et v si les situations suivantes peuvent avoir lieu ?

1. F est réduit au vecteur nul,
2. F est une droite,

3. FE est un plan,

4. FE est I’espace tout entier.

Exercice 3. Décrire géométriquement (droite, plan ou R? tout entier) I’ensemble des combinaisons

linéaires des vecteurs suivants :

1 1 0 1 |0 1
(a) [2] et |4 (b) 10| et |1 () [Of, 1] et |1
3 6 0 2 of |1 1

Exercice 4. Déterminer les solutions des systemes suivants. Représenter graphiquement les solutions.

r+2y+3z2=1
T —2y=2 rT—2y=3 r—2y=3

r+3y+4z2=3
3x+ by =17 2r —4y =6 20 — 4y =8

r+4y+52=4



Exercice 5. Résoudre le systeme suivant par la méthode de Gauss :

2 + Ty + =z =
2 + 3y — 5z = 4
—4x 4+ 3y + =z

Exercice 6. Considérons I’équation différentielle suivante :
2 (t) — 2/ (t) — z(t) = cos(t).

Cette équation peut décrire un oscillateur forcé amorti comme vous ’avez vu en mécanique. Ce type

d’équation admet une solution de la forme
x(t) = asin(t) 4+ bcos(t).
Trouver a et b et esquisser le graphe de la solution.

Exercice 7. Trouver les polynémes de degré 2 dont le graphe passe par les points (1, —1), (2, 3) et (3, 13).

Dessiner les graphes de ces polynoémes.
Exercice 8. Soient a, a et 5 des réels. On considere le systéme suivant :
ar + Yy = «
Donner les valeurs de a, a et 8 pour lesquelles le systeme admet :
1. une solution unique;
2. une infinité de solutions;

3. pas de solution.

Exercice 9. Résoudre le systéme linéaire qui suit (selon la valeur de a) :

axr + + 2z =1
r 4+ y + az = 2
r 4+ ay + =z = 3

Exercice 10. Soient

et on note E ’ensemble de toute combinaison linéaire de u, v et w, c’est-a-dire

E={au+pv+yw: o fb,7€ R}

Dire si le vecteur z = | 0 | € FE et justifier la reponse. Ecrire z sous la forme au + BV +yw en

2
résolvant un systeme par la methode de Gauss.



Calcul matriciel

Exercice 11. Soient A une matrice 3 X 7, B une matrice 7 x 3, C une matrice 7 X 1, et D une matrice
3 x 1, dont tous les coefficients sont égaux 1 (on les appelle matrices d’Attila. ..). Parmi les opérations

suivantes, dire lesquelles sont autorisées, et dans ce cas, calculer la matrice résultante.
AB BA ABD DBA AB+C)

Exercice 12. Calculer a la main, lorsqu’ils sont définis, les produits de matrices indiqués. Donnez ensuite

les transposées des produits.

GG (L6 GroGr)
S [ |
]l GG GG )

|
/N
— W
SN
N~

1 -1 -2 3
1 2 3 1

(10—1) 2 11, (123) 2 1, 2 (123),
11 1 3

1 1
Exercice 13. Déterminer une matrice 2 x 2, A, non nulle telle que A% = ( L1 )

1 3 11
Exercice 14. Déterminer une matrice B € M3 (R), non nulle, telle que < 5 6 ) B = < L1 )

, 1 11
Exercice 15. Etant donnée la matrice B = L9 3 ) , déterminer une matrice A telle que BA = Is.
Combien de solutions A ce probleme a-t-il 7

Exercice 16. Quelles sont parmi les matrices suivantes celles qui sont égales & (A — B)?, quelque soient

les matrices carrées d’ordre n, A et B 7
A?-B? (B-A? A-2AB+B*> (A-BA-(A-BB A’-AB-BA+ B%

Exercice 17. Soient A et B des matrices n x n. Parmi les formules suivantes, lesquelles sont vraies

indépendamment du choix de A et B 7
i) (I, — A)(I, + A) =1, — A%
ii) (A+ B)?=A%2+2AB+ B2

iii) (A— B)(A+ B) = A% - B2,



Supposons de plus que A et B sont inversibles. Méme question pour les relations suivantes :
iv) A? est inversible et (A2)~! = (A71)2
v) A+ B est inversible et (A+ B)"! = A=t + B~L.
vi) ABB™ 1 A7l =1,.
vil) ABA™! = B.
vili) (ABA )3 = AB3 AL,
ix) (In+A)I, +A ) =21, +A+ AL
x) A7!B est inversible et (A™! B)™! = B~ A.

a
Exercice 18. Soit A = avec a,b,c,d € K. On suppose que cette matrice est inversible.

c

Calculer la matrice A~! en fonction de a, b, ¢, et d par identification. Exprimer la condition sur a, b, ¢, et

d pour que la matrice soit effectivement inversible.

Exercice 19. Soit
-3 -2
2 2

A:

Calculer A% et montrer que A2 =21, — A, en déduire que A est inversible et calculer A1,

Exercice 20. Soient A et B deux matrices symétriques. Les matrices A%, A B, A>—B? (A+B)(A-B),

B AB et BAB A sont elles symétriques ? (si oui, justifier, sinon, donner un contre-exemple).

Exercice 21. Echelonner les matrices suivantes:

1 3 1
2 1

2 0 4
1 3

-1 -3 -3

Exercice 22. Résoudre en utilisant 1’échelonnement les systemes suivants :

r + y + z = 2 x + 2y — 2z =
Sr + 4y + 3z = 2 -z + 3y = 0
6z + 3y + 2z = —4 - 2y + z = =3
r + 2y — 2z + 4t = 2
y + 3z — 4t = =2
z — 2t = 0
r + y — z + 2t =
z + 2y — 2z 4+ 4t + wu 0
y + 3z — 4t 4+ 2u = 0
+ 2z = 2t + 3u = 0
+ + 4z — 6t 4+ bu = 0
3 + 2t = 0




Exercice 23. Echelonner les matrices suivantes et dire si elles sont inversibles; le cas échéant calculer

leurs inverses par échelonnement total:

3 1 1 3 0 1 1 11
2 -1 11, 2 -1 11, 5 4 3
-1 1 -2 1 1 -2 6 3 2



Espaces vectoriels
Exercice 24. Les sous-ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R??
A={(z,y) €eR? : y =22} B={(z,y) eR? : 32—y =0}
Méme question pour les sous-ensembles suivants de R3:
C={(z,y,2) €R® : x+y+2=1}, D={(r,y,2) €ER® : 2 —y+42=0}
E= {(m,y,z)€R3 cx+y+2z=0 et 20 —y+32=0}, F= {(m,y,z)€R3 cx<y<z).

Exercice 25. Soient V' et W deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E. Est-ce que VW est

toujours un sous-espace vectoriel de E 7 Est-ce que V U W est toujours un sous-espace vectoriel de E ?

Exercice 26. Considérons uy,..., uy € R™ avec u; = 0. Est-ce que ces vecteurs sont linéairement

indépendants ?

Exercice 27. Est-ce que ces vecteurs sont linéairement indépendants ?

o[2][5] w[a] Y]

=
=
S~—
| — |
—_ =
||
—
|
va
.
| — |
Uyl
(@)
.
—
<
S—
S O =
S NN =
W NN =

1 1
1 6 1 1

, N 2 4

V) 1 Y 2 Y 5 Vl) 1 Y 2 k) 3 Vll) 1 Y 3 Y 7
1 1 4 1 3

1 4 10

Exercice 28. Donner les dimensions des sous-espaces vectoriels de R? engendrés par les familles de
1% p

vecteurs suivants :

2 1 0 1 0 1
(@) | 2 | et | 4 (b) | 0 | et |1 ()] 0 f,| 1 |et]1
6 2 0 1 1

Exercice 29. Soient dans R? les vecteurs v = (1,1,0), v = (4,1,4) et vz = (2, —1,4).
1. Montrer que v; et va ne sont pas colinéaires. Faire de méme avec v et vs, puis avec vy et vs.
2. La famille {v1, ve, v3} est-elle libre ?

Exercice 30 (Familles de fonctions). Soit E = RE, i.e. I'espace vectoriel des fonctions de R dans R .

Dire parmi les familles suivantes celles qui sont libres et celles qui sont liées.

Attention! Ici les vecteurs (au sens éléments d’un espace vectoriel) sont donc des fonctions...

1. {f,g,h}, avec f(z) =2, g(x) = 4sin’z, h(x) = cos® =



[\]

. Af,9,h}, avec f(x) =1, g(x) = sinz, h(x) = sin(2 z).

w

. Af, 9}, avec f(z) =z, g(x) = cosz.

S

Af 9, h, kY, avee f(z) = (1+2)2, g(z) = 2% + 22, h(x) = 3 et k(z) = =
5. {f,g,h}, avec f(z) = cos(2x) , g(x) = sin® z; h(x) = cos® z.
6. {f,g,h}, avec f(z) =0, g(x) = x, h(z) = 2°.

Exercice 31. Soient E et F les sous-espaces vectoriels de R? engendrés respectivement par les familles

de vecteurs:
{(2,3,-1);(1,-1,2)} et {(3,2,1);(1,4,-3)}.

Montrer que E = F.

Exercice 32. 1. Montrer que

ool Lo ol 1 a 100 )

est une base de M3(R). En déduire la dimension de cet espace.
2. Donner une base et la dimension des matrices carrées d’ordre n.
3. Donner une base et la dimension des matrices carrées d’ordre n diagonales.
4. Donner une base et la dimension des matrices carrées d’ordre n symétriques.
5. Donner une base et la dimension des matrices carrées d’ordre n triangulaires supérieures.

Exercice 33. Dans R* on considere 'ensemble E des vecteurs (z1, xo, 3, x4) vérifiant 1 + 2o+ 23 +24 =

0. L’ensemble E est-il un sous espace vectoriel de R* ? Si oui, en donner une base.

Exercice 34. Dans l'espace vectoriel R?, les familles de vecteurs suivantes constituent-elles une base ?

(On pourra utiliser la méthode de 1’échelonnement)
1. z1 = (1,-1,0), x2 = (1,0,1), x3 = (1,2,3).
2. 21 =(1,0,—1), a5 =(0,1,0), a5=(L,1,0).
3. 21 =(1,2,3), xo = (2,3,1), xz3 = (0,0,0).
4. 21 =(1,0,0), a5 =(1,1,0), 3= (11,1).
5.21=(1,1,-1), as=(1,-1,1), a5=(-1,1,1).
Exercice 35. Montrer que les vecteurs suivants forment une base de R*.

1 =(0,1,1,1), Vo = (1,0,1,1), V5 =(1,1,0,1), V4 =(1,1,1,0).

Dans cette base, calculer les composantes des vecteurs U = (1,1,1,1) et V = (1,0,0,0).

3 ) 3



Exercice 36. Soit la famille de polynémes { X3, X?(X —1), X (X —1)?,(X —1)3}. Montrer qu’elle
engendre R3[X], le sous-espace des polynomes de degré inférieur ou égal & trois. Est-ce une base de
Rs[X]?

Exercice 37. Trouver le plus grand nombre possible de vecteurs linéairement indépendants parmi les

vecteurs suivants :

1 0 0
-1 0
u; = Uz = uz = Uy = U5 = Ug =
-1 -1 0
0 -1 0 -1 -1

Exercice 38. Déterminer la dimension des sous espaces vectoriels engendrés par chacune des 2 familles
de vecteurs ci-dessous. Donnez en une base et exprimer les coordonnées de chacun des vecteurs de la

famille dans la base trouvée.

1. la famille {V4, V5, V3, V4, V5} avec :

1 2 3 4 5
I e I e I e -2 I
1 — 3 ) 2 — 4 ’ 3 — 5 ’ 4 — 6 ) 5 — 7 )
4 5 6 7 8
2. la famille {Wy, Wa, W3, Wy} avec :

1 1 0
3 2 -1

Wl = 0 ) W2 = 3 ) W3 = 0 ) W4 - )

—1 0 —4 —13



Applications linéaires

Exercice 39. Déterminer parmi les applications suivantes définies sur R2, celles qui sont linéaires :

L Ih(z,y) ==, I(z,y) =y,

2. filz,y) =y, fy)=c+y, filz,y)=az+y+l,  filz,y) =2 -y
3. fs(w,y) =z +yl,  folv,y) =sinz,  fr(z,y) =z -3y

4 gi(@y) = (y.2),  gz,y) =(x,9%),  gs(z,y) = (1,2).

Exercice 40. Déterminer le noyau et I'image (base et dimension) de chacune des applications linéaires

f suivantes :

1. f:R? — R? définie par f(r,y) = 3z +y,z —y);
2. f:R? — R? définie par f(x,y) = (z +y,z);

3. f:R? — R? définie par f(z,y) = (z + 2y, 2z + 4y);
4. f:R3 — R3 définie par f(z,y,2) = (2,9,0);

5. f:R? — R? définie par f(z,y) = (v —y,z +vy,x + 2y).

Exercice 41. On consideére application linéaire f : R* — R® donnée par :

£(1,0,0,0) = (-1 1000)
£(0,1,0,0) = (100 ~1,0)
£(0,0,1,0) = (0,1,0,1,0 ~1)
£(0,0,0,1) = (0,0,1,0,1,1)

Déterminer I'image d'un vecteur (1,2, 23, 24) de R*. Déterminer le rang de f.
Exercice 42. On considere application linéaire f : R? — R? définie par f(x1,72) = (72, 71).

1. Ecrire la matrice A de lapplication linéaire f dans la base B = (e, e3) canonique.

2. Montrer que la famille de vecteurs B’ = (e, e}) avec €] = (0,1), e, = (1,0) est une base de R2.

3. Ecrire la matrice de passage P de la base B a la base B’ et calculer son inverse P~ 1.

4. Ecrire la matrice A’ de I'application linéaire f dans la base B’.

5. Vérifier que A’ = P"1 AP.

6. Mémes questions avec la famille de vecteurs B” = (ef,e}) avec e/ = (1,1), e} = (1,-1)
Exercice 43. On considere 'application linéaire f : R? — R? définie par

fz1,22) = (21 + 222, 27).

1. Ecrire la matrice A de application linéaire f dans la base B = (e1, e2) canonique.



2. Montrer que la famille de vecteurs B’ = (e}, e}) avec €] = (2,1), e, = (1,—1) est une base de R2.
3. Ecrire la matrice Mp: 5(Idg2) de application identité de (R?, B’) dans (R?, B).
4. En déduire la matrice de passage P de la base B & la base B’ et calculer son inverse P~!.
5. Ecrire la matrice A’ de lapplication linéaire f dans la base B'.
6. Vérifier que A’ = P7'AP.
Exercice 44. Dans R3, on considére les vecteurs
u=(1,-1,0), v=(,11), w=(0,1,1).

1. Montrer que les trois vecteurs {u, v, w} forment une base de R3. Ecrire la matrice de passage P de

la base canonique B a cette base notée B’. Calculer P!,
2. On considere 'application linéaire f définie sur R? par
flz,y,2) = (x+3y—3z, 2 —y+2z,z+y—2).
Déterminer la matrice de cette application dans la base canonique.
3. Déterminer la matrice de f dans la base B’.
4. Déterminer Ker(f). Quel est sa dimension?
5. En déduire le rang de f et donner une base de Im(f).
Exercice 45. On considére une application linéaire de R3 dans R définie par:
fler)=Vi, fle2) =V et f(es) =V,
ol e1, ey et ez sont les trois vecteurs de la base canonique de R?, et les vecteurs V; sont définis par:
i=(1,-1,1), Vo =(1,1,-1), Vs =(1,0,0).
1. Ecrire f en composantes (c’est a dire f(z,y,z) =7).
2. Ecrire la matrice A de 'application linéaire f.

3. Déterminer le noyau et 'image de f. Donner une base du noyau et de I'image et en déduire leur

dimensions respectives.
4. L’application f est-elle un automorphisme de R3?
5. On considere maintenant les trois vecteurs suivants:
X, =(1,-1,1), Xo=(1,1,-1), X5 =(-1,1,1).

a) Montrer que les trois vecteurs { X7, X2, X3} forment une base de R3.

(a)
(b) Ecrire la matrice de passage P de la base canonique B & cette base notée B'.
(c) Calculer P! par échelonnement total.

)

(d) En déduire la matrice A" qui représente 'application linéaire f dans cette nouvelle base

10



Déterminants

1 2 1 4 1 2 1 4
. ., . . 5 5 7 0 2 4 2 8
Exercice 46. Calculer les déterminants suivants et .
0 7 5 5 07 5 5
10 2 0 10 2 0
1—a 1 1
Exercice 47. Expliquez pourquoi | 1 1—a 1 |=0B-a)d
1 1 l1—a

Exercice 48. La famille {(2,1,0), (1,3,1), (5,2,1)} est-elle libre ?

Exercice 49. Les matrices suivantes sont-elles inversibles 7 Si oui calculer leur inverse.
2 3 1 1 0 2
5 81 |1 1] ]11

Exercice 50. Déterminer si les applications linéaires suivantes sont bijectives. Les cas écheant, trouver

leur inverse.
i) f:R%2 — R? définie par f(x1,72) = (321 +5x2, 51 + 8x2).
ii) f:R? — R? définie par f(z1,22) = (z1 + 272, 421 + 812).
iii) f:R3 — R définie par f(z1,22,73) = (v2, 73, 71).
iv) f:R3 — R? définie par
flar, 20, 23) = (1 + 22 + 23, 1 + 222 + 33, ©1 + 422 + 9 x3).

Exercice 51. Calculer les déterminants suivants:

S O =

2
1 3], |1 0 -—1j.
4

11



