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Mathématiques Générales 1

DEVOIR SURVEILLE N° 1

Exercice 1 1. Nous avons ,%(1 +iV3) = 81e's = 3% . Les solutions dans C de I’équation proposée sont

donc

3¢5, 3¢i(5+3) = 361% 3ei(F+7) = Se_i%ﬂ, 3¢i(5+33) — 30-1%

)

2. Les racines cherchées sont alors égales & 3e¢™/3 multiplié par les racines quatriémes de I'unité. Ce sont donc

SeiTr/B7 3ei7r/3i, _Z)’e’iﬂ'/.?)7 —36iﬂ/3’i.
3. La somme des racines est donc
3e™3(1+i—1—1i)=0.

De maniére plus générale, la somme des racines n—iémes d’un nombre complexe quelconque est nulle.
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shzx e’ —e”
Exercice 2 1. La fonction th est définie sur R par thz = = —— . Sa dérivée est définie sur R par
chz er +e %

th'z =1 —th%z =

LT On en déduit que th est strictement croissante. La fonction th est aussi impaire.
ch’z
Comme pour tout x € R, on a

1— 6—21
they = ———
1+e 2
et que e~2% tend vers 0 quand z tend vers 400, on en déduit que th z tend vers 1 quand & — +o00. Le caractere
impair de th nous donne alors lim_,, th = —1. D’ou 'allure du graphe :
y=1 )
0.5+
. ; ; . ; 0
-25 -2 -1.5 -1 -0.5

-0.54

-1.54

2. La fonction th est bijective de R dans | — 1, 1[. Sa bijection réciproque est une application bijective de | —1, 1]
dans R appelée arg th. Pour tout « €] — 1, 1] et tout y € R, nous avons
ey —e ¥ eW-1

— — - - 2y 1) = (e2¥
argthzr=y & thy=2z & il & (e )= (e + 1z

1 1 1
s Ml-z)=1l+2 & = o <+x>

= :—1
1—=x y 2n 1—x

Donc :

1—x

1 1
Vr €] - 1,1], argth:z:—21n< er).




1 1 " 1
3. On en déduit que, pour tout = €] — 1,1, arg th'z = 3 [m( —i—a:)] =3 [n(1+ )] — B n(1—2)) =

11—z
1 1 L 1 1l-z+14+z 1
2\14+2z 1-2) 20+2)(1-2) 1-—22
2 _ 2 _
4. Pour = € R, nous avons ——— < 1. Nous avons aussi ——— > —1 si et seulement si 22 — 1 > —x2 — 1, soit
22 +1 22 +1

si et seulement si 222 > 0, soit si et seulement si x # 0.

2
4 -1

On peut donc, pour tout x € R*, considérer arg th(HZ). Nous avons alors
x

2 2 2 2
e AR TN A e A T T s = st WE R (== W BAPS
arg th (1—|—x2> :iln I_T :iln m =§ln 3 :iln(x ):h’l|x|

1422 1422

Exercice 3 1. f est dérivable comme somme de puissances de fonctions dérivables. Nous avons :

vz € R, f'(x) = 4sin® 2z cosz — 4 cos® wsin z.
2. Nous avons alors :
Vz € R, f'(x) = 4sinz cos z(sin? 2 — cos® x) = 2(2sinz cos x)(sin® x — cos? ) =
= 2(sin2z)(— cos 2z) = —sin4x.

En intégrant cette égalité, nous obtenons

flx) = icos(élz) +C

olt C est une constante. Or f(0) = sin® 0+ cos*0 =1 = C + 2 cos(4 x 0) = C + 1. Donc C' = 2. Nous avons

donc obtenu :

alw

3 4
Vr € R, cos4:c+sin4:cz+c%(x).
Exercice 4 Le discriminant de I’équation est
A= (7+2i)> —4(13 + 13i) =49 — 4 + 28 — 52 — 52i = —7 — 24i
Si z = a + ib est une racine de A, nous avons

a? = =-7 et 2ab = —24.

Or a? +b% = |z|> = |A| = V7% + 242 = /49 + 576 = /625 = 25. Nous obtenons donc a? — b% + a® + b? = 24 = 18.
Donc a? = 9, ce qui implique que @ = +3.
12
L’égalité 2ab = —24 nous donne alors b = ——. Les racines de A sont donc 3 — 4i et —3 + 4.

a
On en déduit que les racines de I’équation proposée sont

T+21+3—41 7T+ 21 —3+ 41
¥:5_¢ ot %:2_&31,

Exercice 5 1. f(x) = arcsin(2zv/1 — 22) est défini si et seulement si 1 — 22 > 0, ce qui équivaut a z € [—1,1]
et si

1
—1<22V1-22<1 & 42°(1-2°)<1 & 2*(1-2%)< s o224 >0

e~ =
-~



ce qui est toujours le cas.

On en déduit que la fonction f est définie sur [—1,1]. Elle est de plus dérivable en z si et seulement si
2xv/1 — a2 est différent de +1 (car la fonction arc sin n’est pas dérivable en +1) et si « # +1 (car en ces
points la fonction v/1 — 22 n’est pas dérivable), donc si et seulement si

2
42°(1—2?) #1 & 2*(1 —2%) # & x4—x2+i7é0 & (x2—> £0

e

et si x # +1.
La fonction f est donc dérivable sur | — 1,1\ {——2, }

I

2
Nous avons alors

Ve - 1ap 4 Y2 V2 o) = 2T VT2l
, 272 [7 _\/1—(2$m)2_ 1—422(1 — 22) B

2(1—x?)—2a2
Heg)re 2 1— 222 21— 222

T V-t 4t V-2 J1-2222 Vi-a2|l- 227

Nous avons donc

V2 b =2
Vme]—lwlv P& ===
N 2

T | f(x)*ﬁ,

S

-2

VmE]Q, l, f’(x):ﬁ.

2. Comme les fonctions 2 arcsinz et arcsin(2z+v'1 — 22) ont la méme dérivée sur } -2

£

{, on en déduit que

2arcsin(x) = arcsin(2zv/1 — 22) + C

ou C' est une constante sur } —?, % [

Si on fait = 0, on obtient que C' = 0, donc 2 arcsin(z) = arcsin(2zv/1 — 2?) sur } —?, ? {

Enfin cette égalité est encore valable en j:g puisque les deux fonctions f et arcsin sont continues.

Nous avons donc obtenu que

2 V2
Vr € [—\2[, \Qf] , 2arcsinz = arcsin(2zv/1 — 22).

2 2
3. Pour x € [—\[7 \[1 , nous avons z = sin# avec § = arcsinz € {—W W}.

272 44
Or 22v/1 — 22 = 2sinfy/1 — sin® = 2sinf cos § (car cosf > 0), donc 2zv/1 — 22 = sin 26.

Comme 26 € [— }, nous avons alors

T
272

arcsin(2zv/1 — 22) = arcsin(sin 20) = 260 = 2 arcsin .



