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&ant don& un groupe localement compact G et un espace mesurt (X, p) 
avec p non atomique, notons G 7rX) le groupe des applications mesurables de X 
dans G ne prenant qu’un nombre fini de valeurs. 11 existe une mCthode pour 
construire des reprCsentations unitaires de Glx’ qui soient invariantes (;I 
kquivalence unitaire p&s) par toutes les permutations de X conservant p. Cettr 
construction utilise la thCorie des produits tensoriels continus de reprhsenta- 
tions; en gros, on sait associer une telle reprbsentation 0 B tout triplet (A, b, c) 
oti A est une rep&entation unitaire de G, b un 1 -cocycle pout A et c une appli- 
cation de G dam [w qui vCrifie Im(b(g) [ b(g’)) : c(gg’) - c(g) - c(g’). Verchik, 
Gelfand Graiev ont dbmontrb (Funk. An. igo Priloz. 8 (1974), 67-69) que il est 
irreductihle si b(G) est total dans l’espace de A et si de plus G contient un sous 
groupe compact K tel que h restreint g K soit nul et -4,~ ne contient pas lu 
reprCsentation triviale. 

Dans le prksent article, nous d&montrons un thkortme de structure du 
commutant de 0; pour cela nous utilisons la thCorie des formes standards des 
aigPbres de Van Neumann ainsi qu’un thkorime de Araki et Woods sur les 
alg&bres boolkennes compl&es de facteurs de type I. Comme corollaire nous 
retrouvons lc rtsultat p&it& de Verchik, Gelfand, Graiev et d’autre part que 13 
est irrCductihle d&s que A (non t&ale) a la m&e proprEt& et que b n’est pas 
un cobord. 

1. PRODUITS 'I'EI\;SORIELS CON'TINUS DE REPRI~ENT.~TIONS: DBFISITIOX 

Soit X, un espace borklien standard muni d’une mesure CL, 0 finie, non atornl’que. 
On note 0 l’algtkbre de Boole compkte des classes de parties p mesurables de .I-. 
Dans la suite mesurable (resp. intkgrable) signifiera toujours lo mesurable 
(resp. p intkgrable) et on notera en abr+C “p.p.” pour “CL presque partout”. 

On notera 0” l’ensemble des familles dhombrables .F ~ (e,),,, , d’klkments 
deux 2 deux disjoints de 0. 

Soit G un groupe localement compact &parable. On considkre le groupe GCX’ 
des classes de fonctions mesurables de S dans G prenant un nombre fini de 
valeurs. 
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REPRESENTATIONS DE G'X' 31 

On suppose donnt: 

(1) un champ mesurable d’espaces hilbertien (HJzEx 

(2) un champ mesurable de representations continues unitaires de G, (Ae)zex , 
oh A, opere dans H, . 

(3) un champ de carre integrable de 1-cocycles continus de G pour (AJzex, 

v&X 9 (c’est a dire une famille de I-cocycles de G, (b,),,r , pour (Ax)zex, 
telle que, pour tout g E G (b,(g)),,,r est de carre integrable. 

(4) un champ integrable d’application G+ R, (~~&r, (i.e., pour tout 
g E G x-y,(g) est integrable) verifiant p.p. Vg, g’ E G y.Jgg’) = y&) + 

x&‘) + WUd ~ -%k) W’N. Al ors p.p on a une representation Ux de G 
dans l’espace hilbertien symttrique SH, : 

g + uz(d = UA,(9),b,(g),expiv,(8) 

(pour la definition des operateurs LrA,b,c et des espaces hilbertiens symetriques 

cf. [9]). 
En outre on peut definir l?, representation de Gtx) dans SH (06 H = SF H, 

444) par : 

,j E G(” + O(f) = u&9,6(f),expiP(d 

Oil 

-4, 6” et 7 sont bien definis car g” ne prennent qu’un nombre fini de valeurs. 
Par definition c est le produit tensoriel continu des representations U, . 

11 resulte de [l, th. 4.41, que la construction ci-dessus est la seule man&e de 
construire des produits tensriels continus de representations. 

2. CYCLICITB DU VECTEUR Exp $3 POUR c 

LEMME 1. Sip.p. b,(G) est total dam H, , E.p 8 est cycliqueporu c. 

Dhonstration: Designons par K, le sous espace ferme de SH engendre 
par les {o(z) Exp fl 1 g” E Gtx)). On va montrer que (K, Exp 0) admet une 
algebre de Boole complete de decomposition tensorielle (cf. [9], [2]). Pour 
0 E 0, on d&nit KB C SH, : c’est le sous espace de Hilbert de SH, engendre par 

{Exp P, b”(g) / g” E Gfx’} 



38 P. DELORME 

ou I’, designe le projecteur II ---f EfO correspondant a 8, et I’on pose w0 -m-: 
Exp 0 E Sri, . Comme pour tout g” E GcX) P&j) == &(g’) oti g” est un Clement 
de G(I) a support dans 0, on voit facilement que, pour toute famille .F -= 
(B& E 0, on a un isomorphisme canonique: 

fl,- : @y$ KBi - k;, qui envoie (Z&, wO, sur w0 . On verifie facilement que 
la donnee des (KY,, q,), 0 E 0 et des (fls)se~ definit une algebre de Boole 
complete de decomposition tensorielle de (K, Exp g). En outre, les Exp d(g) 
&ant totaux dans K, I’ensemble des vecteurs factorisables < qui verifient 
(Exp 8 / 5) =: 1 est total dans K. Le theoreme d’Araki Woods,(cf [2, th. 6.11) 
s’applique. Par suite, il existe une integrale hilbertienne L --- L’L,, dp(x) ct un 
isomorphisme d’espace de Hilbert K-4; S’L avec V(Exp $7~) :- Exp $3 qui 
Cchange les vecteurs factorisables de K et SL (pour ce qui concerne l’algebre 
de Boole de decomposition tensorielle de (SL, Esp c)), cf. [2, th. 5.21). Par suite 
pour g” E GtX) on peut definir B(g’) EL par: V(Exp i$)) =~- Exp(&)), car lcs 
vecteurs factorisables de S’L sont du type h Exp f oil [ EL ct h E @. 

I/ Ctant unitaire et {Exp b”(g) ~ g” E G’“)} total dans K, (Exp &) ,@ t GcX))- est 
total dans SL, done ii(G’“)) est total dans L. En outre 

Vi, f’ E G(K) (B(j) f@‘)) :L (h(j) 6($)) mod 2ir 

Cela resulte de l’implication P” =- eh 2:. a =. b mod 2&. On a m&mc pour 
tout I9 E 0 

(&B(j) &g’)) =: (P&g”) 6(S’)) mod 2ir 

oh P, (resp QR) est le projecteur de $? H, dp(.z) (resp. j: L, &(x)) correspondant 
a 8. 

On obtient cela en exprimant la factorisabiliti: de 1,‘. RIais alors, pour g”, 
g”’ E Gcx’ fix& 

est une application a-additive de 0 dans Z. 
9) determine une mesure sur X qui peut s’ecrire p =: v- - y- , oh r,~+ et v- 

sont des mesures positives sur X Ctrangeres. On est ramene a Ctudier les fonctions 
0 additives, positives de 0 dans Z+. Soit $ une telle fonction. 11 resulte de 
[9, App C, Lemme C.21, que pour tout E > @ il existe une partition finie de Ii 
(unite de O), 1 =-= V 19~ , telle que zJ(@<) < E, Vi. Si l’on prend E = l/2, on voit 
que #(tiJ = 0, puisque I/ est a valeur entiere. Alors la positivite et la a-additivite 
de $ impliquent que 4 est nulle. Done 

(B(g) I B(j’)) = (6(g) : b(g”)) Vi, g” E Gcx’ 
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Ceci et la totalitk de B(G(X)), (resp. &(GtX))) dans L (resp. H) permet de ditfinir 
un opkrateur unitaire 

WL ---f H par W(&)) = b”(j) Vi E Gtx) 

On d&nit ensuite SW : SL --f SH, opkratcur unitaire, par 

(SW) (Exp 6) ;= J:xp JV’f V< EL. 

Alors SW 0 V est un opkrateur unitaire de K sur SH. Or il est facile de voir 
que SW 0 I/ est l’injection canonique de K dans SH. En effet, 

SW 0 V(Exp 6(g)) =~: SJV(Exp B(g)) :=- Exp b(g). 

Le lemme en rksulte 

Duns la suite on supposera toujours que p.p b,(G) est total duns H, 
(sauf mention expvesse du contraire). 

3. L'ALGBBRE DE BOOLE D'ALGCBRES DE VON NEUMANN ASSOCIBE A 0 

On introduit, pour 8 E 0, une reprksentation ok de Gcx’ dans 31, 

%B(.i) = C’J~A.(~(T))~U(Z),J~~~(~(Z)~“~(Z).~X~~J~~~(~(~))~~(~) 

On note /Y& l’algkbre de Van Neumann engendrke par l?O dans SH, et wg 
dksigne le vecteur Exp $3 E S’H, . Alors on a le 

LEMME 2. Pour toute famille .F -= (Oi)lE, , .F E 6, on a 

Dkmonstration: I1 rhulte de la dkfinition, que @$‘$ 6&i est 1’algi;bre de 
Van Neumann dans @::I SH, = SHviEIOi engendrke par les opkrateurs 
@,$$ U, oh U,EG& , ViEI et U: = IsH, sauf pour un nombre fini d’indices. 

Comme G&i est engdndrke par {Us’,(g) 1 g” & Gcx)} et m&me par {U,,(g) 1 g E G(“), 
g”(B,“) = e} (oh Btic est le complkmekaire de Bi dans O), @yl; Q&. estkngendrke par 
{&‘Ej UO.gi) 1 gi = e sauf pour un nombre fini d’indices et jiieic) == e}. 

Mais sl l’on pose g” = niE,ii (c’est un produit fini), on a: 
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L’inclusion inverse se montre facilement en utilisant la factorisabilite des 

Uv,,,oi(s”), g” E G’“‘. 

4. PRODUITS TFXSORIELS D~NOMBRABLES DE FORMES STANDARDS D'ALGBBRES 
DE VON NEUM.4NN 

LEMME 3. Soient @,, : OZ,, -- .+ B,, , n E N, des isomorphismes d ‘algdbres de 
Von Neumann. On suppose que LZ??, C 9(HJ, .B,L C LP(K,J. Soient e, E H,, , 

f,l E K, tels que (Qp,,(T)fn jf7J = (Te,, I e,) VT E a,, , Vn E N. Alors il existe 
un isomorphisme unique @ entre 

f,, 
et @gnC2 

11 

tel que @(@j$” T,,) =- @> @,(T,,) pour toute famille (TT,)riek avec T,2 E a,, pour 
tout n et T, =~.- QHn pour presque tout n. 

Defmonstration: (a) l’unicite de @, s’il existe est Claire 

(b) existence de @. 

Considerons une famille maximale (ynz)ir,, de vecteurs non nuls de K,, , telle 
que les sous espaces fermes K,,” de k’, engendres par (c%91L y,,‘) soient deux a 
deux orthogonaux et telle que y,,” ~ fil . A cause de la maximalite de (y,li) 

on a K, == @&, K,,i. Soient 9rri l’algebre de Van Neumann induite par ,?A,, 
dans KTLi et @,,i”l’homomorphisme normal de U,, dans :%,,’ compose de @,, 
et de l’induction sur K,,“. On dcfinit sur /X,, lcs &tats 7’- (@,Li(T)y,,i ; y,,l). 
D’apres les proprietes des &tats normaux, il cxiste uric famille d’espaccs de 

Hilbert (E,,i)itl 1L et une famille de \-ecteurs (.w,,‘),,(,~ x,,~ E ff,, $3 R,,i tels que 

En particulier on peut prendre E,!” ‘v G et x,,‘) ~~ e,, 5; [,, , [,, E E’,,“, ~ E,, ~ := 1. 
Alors on sait (cf. [5, p. 55, demonstration du th. 31) que @,, S,, JR,, A,, oh: 

.4,, est l’ampliation 
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R, I’induction 

ou P,, est le projecteur sur le plus petit sous espace ferme de N,, @J E,z , stable 
par 67, @ CE, et contenant {xni 1 i E I,}, 

s7l un isomorphisme spatial, induit par un operateur unitaire V, , de 
[6Y, @ C, lp sur .,?8,I , avec VY,,~,,i -:-: y,,i. En particulier V,,(e,, (3 E,) == fil . 

Mais alor:, ‘considerons l’algebre de Van Neumann (0’” LZ ) @ (0’” @ ). 
De l’isomorphisme canonique (3:: H,,) @ (@F I?,,) -+ $)$@‘,” (H,, ok,?) ‘;n 
deduit un isomorphisme 

oh E =m= &’ E, . D’autre part, le produit tensoriel des projecteurs 
dans @:OCn (IT, @ E,), car P,(e,, @ LJ,) = e, @ [, . De ,pLl~s, si 

P, existe 
F, est le 

support de P, , 
j F _ &no’” 

comme e, @ [,, EF,, , le support de P = BTm3,, P, s’identifie 
F,, . En outre, P commute B @yLS@jc” (a,, @ C=E ). Notons R n 

l’induction 

D’aprb cc qui precede, il existe un isomorphisme spatial 

Enfin, on definit un isomorphisme d’espace de Hilbert F -+ K oh K = 0: K,, 
par I’ = @~zsoE” Vn (Rappelons que V,,(e,i @ [,,) -7 f,,). On note 5’ l’isomor- 
phisme spatial deduit de V 

e, Zf,, f,, 

s : 63 [a$@ a=E,,lP,, + @ -@n . 
II li 

Alors, posant Y = S 0 D ‘3 R _ C 0 -4, ou -3 est l’ampliation (S&n a,,, + 
(& OT7!) ~2 C,), Y definit un homomorphisme normal de 02 G??, dans 0: Y, 
qui enroie @“,” T, sur @I: @,$(Tn). Ici T, E G?,, pour tout n, et T,, = QHn 
pour presque tout It. 
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En utilisant @;r on construit de la m6me facon un homomorphisme normal 
!P’ : &an $,I + @cz’ 6?, qui envoie @‘, TA sur (@zLn @;*(TA). Ici Ti, E .%YR pour 
tout n et TT1 -:: llK n pour presquc tout n. On verific aisement que Y’ cst I’inverse 
de Y 

LEMME 4. Soit (I~, , a; a C, , Ji)itl , une famille fide de -formes standard 
d’algt?bres de Van A’eumann (cf. [3, lo]). Al on, 1 eriste un unique dne .ferme’ . ‘1 
C, C (S&, Hi , tel yue 

(2) (@ @i , :FJ Hi , C, > ;~I (2) Ji est une forme standard. 
<El IEI 

) 

Dhmonstration. 

(a) Existence. On peut supposer, d’apres [lo], que pour tout i E I, (H, , CT,, 
C, , Jz) est construite 2 partir d’un poids normal fidtle semi fini QG, sur 6T, . 
Le produit tensoriel 9) z: @JEl pi est un poids normal fidc’le semi fini sur 

@if,olj (. . 1 1 1 vorr es n-6 iminaires de la These d’A. Connes). La formc standard 
que l’on peut associer k ‘p fournit un cone C qui verifie toutes les conditions 
voulues. 

(b) De’monstrons l’unicite’. Sent (& ot, , ‘5~~ Hi , C. 0, jr) et (y:, Qi’> , 

@Ii Hi 1 C’, @Ii ]I) d eux formes standards avec @jit, C, C C, C’. 

Alors il existe un unique operateur unitaire U dans H = @),t( H, impltmentant 
l’automorphisme identite de (il .--: @lc,G!i et tel que U(C) ---= C’ [lo, th. 2.181. 

Montrons que rT restreint a r&1 Ci agit comme l’identite. Soit 5 G GyzF, C, ; 
I/’ implementant l’identitk de @‘, I’Ctat de 0? correspondant B r’[ est le m&me 
que celui correspondant a ,$. Or il existe un unique vecteur de C’, tel que 1’Ctat 
lui correspondant soit Cgal a celui correspondant a [ (cf. [lo, th. 2.171. Comme 
8 fz @ji6, C, C C’ on a necessaurement Ut = [. Comme @IiE, C, est total dans FZ 
on en deduit que IT est @al ?r I’identitC et C =z C’. 

LEMME 5. Soit (Ht , 67, , Ci , ],)itI une famille dknombrable de formes 
standards d’algkbres & I7cm Neumann. Soit (e,),tl une famille de vecteurs unitaires, 
ozi ei E Cf pour tout i. Nors, il existe un unique c&e fermi’ c‘ C m+$Ll Hi tel que: 

(2) [H $ H, . CT = e cpl, , C, @ j+) soit une forme standard. 
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L’unicitC se dtmontre exactement comme dans le Lemme 4. Montrons l’existence 
de C. Pour chaque partie finie KC I on definit un cone fermt Ck de H comme 
suit. 

On considere le cone C, C BiGK Hi , determine grace au Lemme 4 par les 
formes standards (Hi , G& , Ci , Ji)iEK et l’on pose 

Ck = (CK) @ @ ei 
c 1 iEI-K 

Nous definissons alors C comme la fermeture de la reunion des Cfc , oti K decrit 
I’ensemble des parties finies de I. 

Montrons que C verifie les proprietts voulues: 

(a) il est clair que C verifie 1. 

(b) C est autopolaire dans H: 

Soit done E E H tel que: 

(c‘ I 7) b 0 vll E c 

Soit E > 8; il existe KC I, K fini tel que /I P,& - 5 11 < E, oti PK est la projection 

sur (OicK Hi) @ (&-, e,). Done 

Prl=&)@(‘@ ei) oh t,+JHi 
S-K &K 

D’apres la definition de PK , SK et C, , il est facile de voir que (fK / 7) > @ 
VT E C, . C, Ctant autopolaire fK E C, , done PK E C C. C ttant ferme on en 
deduit que ,$ E C. (c.q.f.d.). 

(c) Etudions maintenant le cornmutant de a. 

On sait (cf. [S, p. 351) que ce dernier est Cgal a &, @. Comme J,G& Jd = 6Yi 
et J = @ii, Jz on a facilement JG’J = GY. 

(d) Etudions maintenant le centre Z(Gpl) de 02’. 

Le centre 2(/Y,!) est en fait Cgal au produit tensoriel @f:, Z(&) des centres 
des G& (ceci est dCmontrC dans [8], sous I’hypothese supplementaire que les Q& 
sont semi finies, mais est vrai dans le cas general puisque le theoreme du com- 
mutant des produits tensoriels finis est dCmontrC saris cette restriction). Alors 
tout ClCment de Z(GpG) est limite faible d’operateurs de la forme Z = T @ 
&i,-, QHi oh KC I est iini et T dans le centre de BiaK 6& . 

D’apres le Lemme 4 on a (gieK Ji) T(miEK Ji) = T*. D’oh JZJ = Z* et la 
propriCtC correspondante pour les elements de Z(a) en resulte grace a la conti- 
nuite faible de T -+ JTJ et T---f T*. 

(e) J laisse fixe les elements de C (clair). 

(f) Montrons enfin que: VT E Q? (TJTJ) (C) C C. 
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D’aprks la definition de C il suffit de montrer que VT E a, V/K0 C 1, K, hi, 

TIT1 Go) C C. 
Or tout Clement de R cst limite forte d’operateurs de la formc k.7’ TK (5, 

02-K QH, oti KC I est fini, 

11 est clair que I’on peut supposer K, C K. Or 

Alors le Lemme 4 permet de conclure 

Le produit des operateurs Ctant fortement continu sur les parties bornees de 
Y(H), TJTJ est limite forte d’operateurs xTJ,Tj oh KT est comme ci-dessus. 
On en dCduit VT E GF?, VK” CI, (KO fini), TJTJ(CkO) C C, ce qui achke la 
demonstration du lemme. 

5. COMMUTANT D’UN PRODUIT TENSORIEL CONTINUS DE 

REPRESENTATIONS ~JNITAIRES 

THBORBME 1. Le cornmutant de i? (cf. Section 1) est engendre’par des 0pCrateur.s 
unitaires factorisables, c’est d dire par des ophateurs de la forme UA,h,r , oh -4 est 
dtkomposable dans f; H,d,(x). 

De’monstration: Pour chaque 0 E 0, on considere la forme standard de G&, , 
(F, , g0 , JB , C,). L’isomorphisme correspondant cntrc 0& et gd, est note Qe . 
On note fe , 1’ClCment de Co tel que Qe transporte 1’Ctat de 0!@ correspondant a 
Exp (il en celui correspondant a fs . fs existe et est unique (cf. [IO, Theorem 2.171. 
De plus !/ fs 11 = 1. Soit 9’ = (B,)i,I, E@. D’apres le Lemme 2, on a un iso- 

morphisme canonique entre gie, Expa @0dBi et ave. . Le Lemme 3 permet de dkfinir 

un isomorphisme canonique Y‘s : (j&j gO, 4 B8, qui transporte I’Ctat corres- 
pondant a &;fo, en 1’Ctat correspondant if0 . 

D’aprks le Lemme 5 et l’unicite des formes standards il existe un unique 
isomorphisme 
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qui vtrifie 

et 

Rappelons que 

Utilisant les Lemmes 3 et 5, et l’associativite des produits tensoriels infinis 
d’algebres de von Neumann, on voit facilement que 

est une algebre de decomposition tensorielle de (F, ,f4). En outre, il est clair 
que g4 C L?(FJ est engendrk par des operateurs unitaires factorisables a savoir 
les @((o(i)), g” E G(X). En outre J4 est factorisable. Alors le commutant de g# 
dans 8(F,) est engendre par des operateurs factorisables. ktudions alors 
@;I: @s + G& . Comme Exp 0 est totalisateur pour 0& , d’apres le Lemme 1 et 
que l’etat de g0 associe if0 et celui de G& associe a Exp 0 se correspondent par 
ap, , @zl se decompose en l’induction 9s + [g,]o,e oh QB est le projecteur sur 

la fermeture E, de g;s f. et un isomorphisme spatial rmplemente par un operateur 
unitaire V, : E, + SH, qui envoie f. sur Exp 0. De la factorisation de avjcrsi et 
de celle de fvi,,oi , resulte facilement un isomorphisme canonique & Eoi N 
E v,,loi vi envoie Oi.,fOi ~~~~~~~~~~ . On determine ainsi une structure d’algebre 
de Boole de decomposition tensorielle (A.B.D.T. en abrege) de (E. , fg). Qa est 
alors un operateur factorisable de F. dans E, pour les A.B.D.T. dtfinies plus haut 
sur F, et E, . De m&me V, est factorisable. gi Ctant engendre par des operateurs 
unitaires factorisables il en est de m&me de [gBnlE , puis par transport de structure, 
de @i . Or d’apres [2, Theoreme 6.2; 9, Theorime 5.21 ceux ci sont de la forme 
d&rite dans le theoreme. 

6. IRR~DUCTIBILIT~ DE CERTAINS PRODUITS TENSORIELS CONTINUS 

Dans ce paragraphe, on ne suppose plus, a priori, que b,(G) est total dans Hz , 
P.P. 
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TH~OR$ME 2. Si pour presque tout x, A, est somme disc&e de veprhentations 
irre’ductibles 2 & 2 inkquivalentes, non triviales, A, = aitl, Azi (Hz = @,,!,,Hri) 
et si les cocycles bri pour tout i E I, , projections de b, SW Hzi, sont non trwzaux, 
0 est irreductible. 

DLmonstration: (a) p.p. b, est total dans H,. . En effet le sous espace 
K, C H, engendri: par b,(G) est stable par G. D’autre part, la restriction du 
projecteur Pzi sur HXi B K,. , cnvoie b, sur bxi et par suite K, sur Hri. Comme 
cette restriction est un entrelacement, la representation de G dans K, contient 
une sous representation Cquivalente a eielz ALi. D’oh K, = Hr. 

(b) D’apres le Theo&me 1 il suffit de demontrer que tout operateur de la 
forme .?II’~,~,~ , oh T est decomposable, qui commute a 0 est scalaire. En Ccrivant 
que lJr,e,l commute a c on obtient 

V’g E Gcx’, TAq(g) = L$(g’)T 

Vi E Gcx), e + T&) = b”(g) + A((g)e. 

On deduit facilement de ces conditions, de la separabilite de G et de la con- 
tinuite des A, et b, que: 

P.P. 

P*P. 

vg E G, T,(g) = A,(g) y’, . 

Vg E G e, + T,.b,(g) z k&) + Lg,(g) e,, . 

Comme A, = GiEIS Azi est la d&integration centrale de A,, T,, est dia- 
gonalisable, soit encore T, = &El, tzi ‘UHz i ou tzi est un nombre complexe de 
module 1. En projetant sur Hzi la deuxieme condition on a: 

esi -+ tribzi(g) = bzi(g) + Axi ezz 

oh ezi est la projection de e, sur Hzi. Si tzi est different de 1, il est facile de voir 
que bxi est un cobord. Une contradiction qui montre que t,Ti = 1 et ezi == 
&i(g) e,i. Or A,i est irreductible non triviale; on a done ezi r: B. En definitive 
T = Q,, e I= 0 et UT,F.l est bien scalaire. Le theoreme est demontre. 

TH&OR$ME 3. Si G contient un sous groupe compact K tel que: pour TV presque 
tout x 

(a> 41, ne contient pas la reprhentation triviale de K, 

(b) b, est nul SW K et b,(G) est total dans H, , 

0 est irrkductible. 

Ddmonstration: I1 suffit de demontrer que tout operateur Ur,e,l (ou T est 
decomposable) qui commute a 0, est scalaire. On obtient facilement p.p. 

Vg 6 G, T,&(g) = A,(g) Tz 

Vg E G, e, + T,W) = b,(g) !- A&) ez . 
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Si I’on prend g E K dans la 2kme tquation on a: 

p.p. Vk E K e, = A,(k) e, 

D’aprks les propriMs des A,. on en dkduit e = 8. Mais alors 

p.p. t’g E G T,.uz) = w* 

D’oh, puisque b,(G) est total dans H, p.p. 

D’oh lJT,c,l = QSH et le thCor&me est dCmontrC. 

Remarque. Lorsque z4, = ~1, b, = h pour tout x E AY le Tht:orkme 3 est 
identique au ThCorkme 1 de [7]. 
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