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Soient G un groupe de Lie semi-simple connexe reel de centre fini, X un sous-
groupe compact maximal de G, g (resp. ) I'algébre de Lie de G (resp. K), g =f+p
une décomposition de Cartan de 9. Dans cet article, nous classifions a Naimark-
equivalence prés les représentations topologiquement complétement irréductibles du
groupe de déplacements de Cartan G, =K X p produit semi-direct de K et de p.
Notons que la classification des représentations unitaires irréductibles de G, est due
a G. W. Mackey (cf. “Theory of Group Representations,” University of Chicago,
1955, par. 8, en particulier th. 3.11 et la discussion qui suit. Nos méthodes sont trés
différentes. Tout d’abord, nous démontrons un théoréme du sous-module pour ces
représentations, analogue a celui de Casselman pour les représentations des groupes
semi-simples. Puis nous étudions les représentations ayant un vecteur fixé par K en
utilisant la transformation de Poisson attachée a G,, définie par S. Helgason (A
duality for symmetric spaces with applications to group representations. IIL
Tangent space analysis, preprint). Nous déterminons en particulier le noyau de
cette transformation, ce qui améliore un résultat d’Helgason (op. cit. théoréeme 6.2.,
p. 39) qu’entre autres nous retrouvons par une méthode plus simple. Le cas général
est ensuite étudié grace a des techniques de produits tensoriels par des modules de
dimension finie.

INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe réel de centre fini; g son
algébre de Lie; g =1 + p une décomposition de Cartan de g. Soit K le sous-
groupe compact maximal de G correspondant a f. Py désigne p muni de sa
seule structure d’espace vectoriel et de 'action de K. On note G, le produit
semi-direct K X P,, 8, =T X p, 'algébre de Lie de G,. Dans cet article, nous
classifions les représentations topologiquement complétement irréductibles de
G, dans des espaces de Banach a Naimark-équivalence pres, ce qui revient a
classer les (g,, K)-modules simples admissibles a équivalence preés.

Soit a — p un sous-espace abélien maximal de p; q Porthogonal de a dans
p pour la forme de Killing de g. On note M le centralisateur de a dans K, M’

258

0022-1236/81/110258-22802.00/0

Copyright (€ 1981 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.



GROUPES DE DEPLACEMENTS DE CARTAN 259

son normalisateur dans K, W = M’/M. On identifie le dual complexifié af de
a au sous-espace de p¢ constitué des formes lineaires nulles sur q. Soit

N
A€ a¥, K* le stabilisateur de 1 dans K, (0,E,) € K* une représentation
irreducible de K. On pose:

V*(0,A)={f€ C®(K,E,) | Yk € K,Yx € K, f(kx)=0(x"") f(k)}
muni de I"action de G,:

YfE VE(0,A) VX € o, Yh K EK,  (n, (expX - K)f)(k')
:ei.l(k""-X)f(k—lk/).

Soit V{o, 1) 'ensemble des vecteurs K-finis de V¥ (0,4). C'est un (g,. K)-
module. Nous avons démontré le théoréme suivant:

AN
THEOREME A. (1) VA€ ¥, Yo €K', V(o.1) est un (9,.K)-module
irréductible.

(2)  Pour tout (g,, K)-module irréductible V. il existe i € af et ¢ € K
tels que V soit isomorphe a V(o, A).

(3) Les (8y,K)-modules V(o,A) et V(o’.A) sont isomorphes si et
seulement s’il existe wE W tel que A' =w - A et 0’ ~w . 0.

Pour arriver a ce résultat, nous démontrons tout d’abord un théoréme du
sous-module pour G, (théoréme 1, Sect. 1) analogue a celui démontré par
Casselman pour les groupes semi-simples. Pour cela, on définit la “*série prin-
cipale” de G, ainsi: soit 1 € a¥, (u, E,) € M. On pose:

L*(u.A)={fECPK,E,) | Yk € K.¥mE M. fkm)=u(m ") f(k)}

muni de I'action de G

VFEL®(u, ), YXEp, Y k. k' EK
(m, 1 (expX - k)f)(k') = e * " Vf(k k),

On note L(u, A) 'ensemble des vecteurs K-finis de L™ (u, A).

Le résultat du paragraphe I est que pour tout (g,, K)}-module simple V. il
existe A€ af et u € M tels que V soit isomorphe a un sous-module de
L(u.4). La démonstration est inspirée de Casselman et Osborne |2]. Il s’agit
donc maintenant de reconnaitre les sous-modules irréductibles de Ly, 4).
Nous montrons au paragraphe 1V que L{y, A)=®,xmy, o) V(o,A) ou
m(u, o) désigne la multiplicit¢é de ¢ dans o|,,. Le paragraphe III est
entiérement consacré a démontrer irréductibilité des ¥(o, A) (théoréme 3).
L'irréductibilitée des F(e,A) (¢ est la représentation triviale de K*) est
démontrée en utilisant une propriété de la transformation de Poisson établie
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au paragraphe II. Ce que nous appelons transformation de Poisson est ici
P’application .7* définie de C*°(K/K*) dans C®(p,) pour A € a¥ fixé, par:

VX € p,, VFE CPK/KY),  P(fHX)= J e~ AETIX £y gk

K/K*

ou dk est la mesure normalisée, invariante par K, sur K/K*. Le résultat prin-
cipal du paragraphe II (théoréme 2) est le suivant:

THEOREME B. La transformation de Poisson est injective.

Dans le cas ou A est régulier (K* = M), ce théoréme est démontré par
Helgason |5, théoréme 6.6]. Notre démonstration, qui a [’avantage de traiter
le cas général, est plus élémentaire que celle d’Helgason, en ce sens qu’elle
n’utilise que des résultats de [7], alors que celle d’Helgason utilise des
résultats beaucoup plus profonds de Kostant sur les séries principales
sphériques des groupes de Lie semi-simples. On démontre ensuite I'irréduc-
tibilité des ¥(o,4) en se ramenant au cas sphérique en adaptant a notre
probléme une technique exposée dans [4,IV.1.1.]

Le paragraphe IV est consacré a la démonstration de la partie 3) du
théoréme A (théoréme 4). Nous utilisons une technique de produit tensoriel
par des représentations de dimension finie.

Enfin au paragraphe V, nous classifions les représentations topologi-
quement complétement irréductibles de G, a Naimark-equivalence pres.
Rappelons que la classification des représentations unitaires irréductibles de
G, est due a Mackey [10].

1. THEOREME DU SOUS-MODULE

1.1. Soit G un groupe de Lie semi-simple réel connexe de centre
fini, d’algebre de Lie g. Soit ¢ =1 + p une décomposition de Cartan de g; K
le sous-groupe compact maximal de G correspondant a f. On note P, p
muni de-sa seule structure d’espace vectoriel et de Paction de K. Soit
Gy, =KX P;. le groupe de déplacements de Cartan associé a G, produit
semi-direct de K et de P,. Notons p, I'algebre de Lie de P, g, =1t X p,
I’algebre de Lie de G,. Les éléments de G, seront noté g = (x, k). On posera
k= (0,k)etx=(x,e). (x, k) X (x, k) = (x + k- x', kk’) ol - désigne
P’action de K sur P,. On a donc (x, k) = x X k.

Soit a un sous-espace abélien maximal dans p. On note q ’orthogonal de a
dans p pour la forme de Killing de g. q est ici considéré comme une sous-
algebre de p,. Soit M le centralisateur de a dans K, m son algébre de Lie; M’
le normalisateur de a dans K. Soit W = M'/M le groupe de Weyl de la paire
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(g.0). On pose H=M X P,, h=m X p,. Si b est une algébre de Lie reelle.
b, désignera sa complexifiée, U(b.) I'algébre enveloppante de be, S(b)
I'algebre symeétrique de b. que ['on identifie a P'algébre des fonctions
polyndmes sur b¥ dual de b.. Si B est un groupe de Lie, B désignera I'en-
semble des classes de représentations unitaires irreductibles de B. Dans la
suite, on regardera toujours af comme sous-espace de pf. en prolongeant
toute forme linéaire sur ac en une forme linéaire sur p,, en la prenant nulle
Sur Qe.

1.2.  On définit comme suit la “série principale de représentations™
de G,: soient A€ af, (4, EM)EM; notons u ® A la représentation de H
definie par

VmeEM, VX Epy, VxEE,, u®AlexpX,m)(x)=e"Mum)x.

On note E, | I'espace de 4 ® A. La série principale de G, est la famille de
représentations:

agissant dans
L*w, Ay={f€ C*(Gy,E, })|VXE p,, V1mEM, ¥ g EG,,
S(g-expX -m)y=e *Nu(m") f(g)

par:

Vg. g € Gy, YEL (W, 4),  (m, (g )Ne)=/S(g '¢)

On note L(u, 1) I'ensemble des vecteurs K-finis de L (u, 4).C’est un (g,,K)-
module.

LEMME 1 (réciprocité de Frobénius). Soient (n, V) un (g,, K)-module,
(r. E) une représentation de dimension finie de H, F Pensemble des vecteurs
K-finis de Ind 1, E. Alors:

Hom, ,(V, F)~Hom, ,(V, E).

90.K

Preuve. Considéerons I'application:
Hom, ,(V, F)- Hom, ,(V, E)
T T:T()=T)e) Yo E V.

Il est facile de voir que cette application est bien définie et fournit
I'isomorphisme voulu.
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1.3. On note S(p,c)* (resp. S(ac)”) les invariants de S(P,yc) (resp.
S(ag)) sous K (resp. W).

LEMME 2. Comme module S(p,¢) est de type fini sur S(ac) ® S(Poc)~.

Preuve. Comme module S(ac) est de type fini sur S(ac)”. Soient
Uyye U, des générateurs homogeénes de S(ac) sur S(ac)”. Appelons «
'opérateur de restriction de S(pyc) sur S(ac). C’est un isomorphisme
d’algébre de S(Poc)* sur S(a)® [9, propositions 2.1.5.1 et 2.1.5.9].
Montrons par récurrence sur # que la composante homogene de degre n,
S(Poc)”, de S(poc) est engendrée par les u; sur S(q0) ® S(pyc)*. Comme:
SPoc)” = S(ac)" @ S(a0)' @ S(ag)" ' @ --- @ S(ac)", il suffit de le montrer
par récurrence pour S(ac)". Pour n=0, c’est trivial. Supposons I'assertion
vraie jusqu’a ordre n — 1. Soit x € S(ap)". Il existe des X; homogenes dans
S(ac)” tels que x — Y 1", Xju; = 0. L’action de K préservant la graduation
de S(pyc), on a

SPoc)* = @ (S(Ped)")"
neN
D’autre part, il est clair que a((S(Poc)”)*) = (S(ac)")”. Donc il existe X,
homogéne dans S(p,c)* tels que a(X;)=2X}. Dot a(x — Y7, X;u;)=0.
Ainsi, x — Y™ | X,u; est homogéne de degré n et appartient & S(a¢)' ®
S(ac)" '@ .- ® S(ac)". L’hypothese de récurrence permet de conclure.

COROLLAIRE 1. Sous 'une des hypothéses suivantes, le (8,, K)-module V
est de type fini en tant que S(ac)-module:

(a) si V est irréductible;
(b) si V est admissible de type fini sur U(gyc)-

Preuve. D’apreés le lemme 2:

U(goc) = S(Poc) ® Ulte) = Zl $(a0) ® S(Poc)* ® Cy; ® Ulte).

Supposons tout d’abord V irréductible. V est engendré sur U(gqc) par n’im-
porte quel vecteur non nul x. Alors le sous-espace vectoriel E engendré par
™ Cu; ® U(tc))x est de dimension finie. L’algébre S(poc) est dans le
centre de I'algébre enveloppante et donc agit scalairement sur V (cf. [3,
proposition 2.6.8]. Dot ¥ = U(gyc)x = S(ac)E, ce qui démontre le corollaire
dans ce cas.

Supposons maintenant ¥ admissible de type fini, plus précisement V
engendré par x,,...,x, sur U(goc). On peut supposer que chaque x; se situe
dans une composante isotypique de V. Soit £, la somme des composantes
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isotypiques auxquelles appartiennent les x; et £ la somme des composantes
isotypiques auxquelles appartiennent les éléments de Y 7"  u,E,. L’algebre
S(poc)* laisse stable toutes les composantes isotypiques, donc en particulier
E, et dans ce cas encore V = S(q¢)E.

COROLLAIRE 2. Pour tout (g,, K)-module irréductible (ou admissible de
type fini) V, V/aV est de dimension finie.

Preuve. D’aprés le lemme 2, il existe v,..... v, tel que :
V==S@c)v,+ -+ Sad) v,

soit V==Cov, + -+ Co,+q:S(ag) v, + -+ + a¢S(ag) v, d’ou le resultat.

1.4. On suppose dorénavant V irréductible. Le but de ce paragraphe
est de demontrer que ¥/qV # {0}. Nous allons utiliser des résultats de {7} et
pour ce faire, nous allons introduire quelques notations supplémentaires.

Soit G le groupe adjoint de g.: K. le sous-groupe analytique de G
correspondant a ady tc. Clest la composante neutre du sous-groupe
algébrique K, de G, des éléments qui commutent a 6, prolongement { -
linéaire de Uinvolution de Cartan de g a g.. K. est donc algébrique. Nous
remercions M. Duflo de nous avoir donné la déemonstration du lemme
suivant:

LEMME 3. La cléture de toute K c-orbite dans p ¢ rencontre ac.

Preuve. Soit X € pyc. Le groupe K étant algeébrique, la cioture de toute
K-orbite contient une orbite fermee. Donc il existe Y € p,c tel que

K- Yo Ko X et K¢ - Y fermee.
Mais |7, théoreme 4]:
K - Y fermée <> Y semi-simple,
et |7 theoréme 1]:

Y semi-simple < K - Y M ag est non vide

d’ou le lemme.

LEMME 4. V/qc.V # {0}

Preuve. Soit [ (resp. J) 'annulateur de V dans S(q¢) (resp. S(Poc))- On a
I < J. Soit 7°(J) la variété des zéros de J, ensemble des points de pic ou tous
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les élements de J s’annulent. . agissant par dérivation sur le S(p,c)-module
V, J est ad f-stable [2, proposition 4.4] et donc 77(J) est K-stable; en effet:

YPEJ, VX E i, (ad X)(P) € J,
donc:

YPEJ, Yke K, (AdkXPYEJ.
D’ou: Yk E K, VX E 7 '(J), VPE J, (Adk)(P)(x) = P(Ad k=" - x) =0, c’est-
a-dire: Vk € K, Vx €7 (J), Adk - x€ 7 (J).
Identifiant p, et pF par la forme de Killing de g, on voit, grace au lemme

3, que 7 (J) rencontre af . Les éléments de I, restrictions d’¢léments de J a
qf, s’annulent donc en 0. On a donc:

I<S(ac)ac

ce qui équivaut a:
ViacV + {0} [1, ch. 2, sect. 2, n° 2, corollaire 3],

en utilisant le fait que V est de type fini sur S(q¢).

THEOREME 1. Pour tout (8o, K)-module irréductible (m, V), il existe
L EM et A€ a¥ tels que V soit isomorphe d un sous-module de L(u, 4).

Preuve. Comme M et p, normalisent g, ¥/q} est un (b, M)-module.
D’apres le corollaire 2 et le lemme 4, il est non nul et de dimension finie.
Comme P, est connexe, simplement connexe, on peut définir une structure de
H-module sur ¥/q¥. On peut donc choisir 1 € a¥ et u € M tels que:

Homy(V/aV, E, ;) = Hom, ,(V/aV, E, ,)+ {0}.
Comme q agit trivialement sur E, ,:
Homb,M(V/q v, Eu,/l) = Homb,M(V’ E, 1) # {0}.

Alors, grace au lemme 1:

Homg, (¥, L(g, A)) # {0}.

Le module V étant irréductible, il en résulte que c’est un sous-module de

Ly, A).
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2. LA TRANSFORMATION DE POISSON

2.1. On rappelle que toute forme linéaire sur ac est prolongee en
une forme linéaire sur p,¢ en la prenant nulle sur q¢.
Pour A € a} fixée, Helgason |5| définit la transformation de Poisson . #
relative a G,:

P CUK/M) = C* (py)
par

YX € p,. Y E C™(K/M):

PO ={ e 7k dk. 2.1.1)

Il montre (op. cit. théoréme 6.2, p. 39) que .7° est injective si et seulement si
/4 est regulier (c’est-a-dire si son stabilisateur K dans K est égal a M). Dans
ce chapitre, nous démontrons par une méthode sensiblement plus élémentaire
que si dans la définition 2.1.1 de .# nous remplagons M par K*, 7 reste
injective, méme quand A4 n’est plus régulier. Nous allons nous placer dans le
groupe adjoint de g ou nous pourrons utiliser des résultats de [7]. Nous
reviendrons a notre situation au chapitre suivant.

2.2. Nous allons faire un changement de notations, en nous
conformant entiérement a celles de |7], que I'on utilisera tout au long de ce
chapitre. Soit g une algebre de Lie réductive complexe. gy une forme réelle de
g fixée une fois pour toutes. gy =ty + pr une décomposition de Cartan de
0n. 9 =1+ p la décomposition de g obtenue en complexifiant celle de g5, ¢
le prolongement de I'involution de Cartan de g a g, G le groupe adjoint de
a.

Gp.={laeCGla- -arcg.}

Pour toute sous-algébre b non nécessairement complexe de g, nous noterons
exp ad b le sous-groupe analytique connexe de G correspondant a ad, b. Pour
tout groupe de Lie H, H® désignera la composante neutre de H.

Soit K, le sous-groupe des éléments de G commutant a 6, i.e.,

Ko={a€ G|Adsac0=00 Ad,;al.
Soient K =exp ad t = (K,)",

K, = exp ad iy sous-groupe compact maximal de K,

an un sous-espace abélian maximal dans pg.,



266 CHAMPETIER ET DELORME

a — p son complexifié, 4 =exp ad a,

m le centralisateur de a dans f.

M, le centralisateur de a dans K.

M =expad m= (M,)° et

F le sous-groupe fini abélien constitué des éléments d’ordre 2 dans 4.

Nous avons:
Ky,=FK [7, prop. 1, p. 761 (2.2.1)
My=FM [7, lemme 20, p. 805]. (2.2.2)

Le groupe F normalise K et M (car K et M sont les composantes neutres de
Kg et My).

2.3. Soit x € a. x est un élément semi-simple de p. On appelle t*, f,
8%, a5, p*, K3, K*, K§, les stabilisateurs de x dans i, t, g, etc....
K* et K7, sont des sous-groupes fermés de G d’algébres de Lie respectives
ad t* et ad t;. On a donc:

(K*)°" = exp ad T, (K%)® = exp ad t§.

L’algebre de Lie g* est réductive et g* =t* 4+ p* est une décomposition de
Cartan complexifiée de g* 7, Sect. 1.6, p. 779]. De plus:

8" = (9% )c- (2.3.1)

En effet, il est clair que: (g§)c < 9*. La réciproque résulte du fait que y€ g
commute a x = u + iv (4, v € ag) si et seulement si y commute a « et & v (op.
cit.). On en déduit:

B = (1) (2.3.2)
En effet:
xeEtfFexeg” et fx=x
<X =u+iv, u, v EgR(2.3.1.)etu+ifv=u+iv
o x € ).
Soit G le groupe adjoint de g*; (K'®), le sous-groupe de G laissant fixe
0

Soit F*¥)={a€expad,ala’=1}. Comme x est semi-simple, G* est
connexe {6, lemme, p. 353]. Alors g” est stable sous G*, et la restriction a ¢*
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des ¢éléments de G~ envoie surjectivement G* sur G™' 6, lemme 6, p. 354].
Elle définit une application:

n.: Ky— (K™),.
D’apres le lemme 10, p. 781 de {7], n, est surjective.
2.4. Le lemme suivant décrit la disconnexite de Ky:
LEMME 5. Kj = F(K*)"
Preuve. D’apres la démonstration du lemme 10, p. 781 (op. cit.):
(K™)g = FO((K™),),
((K)p)" = exp ad t* = m,[(K*)°)
d’ou
(K™)g = FOr [(K*)°]-
D’autre part,
F® =g (F) (op. cit.)
et 7, etant surjective:
1(K5) = (K)o = FOm,[(K*)| = m(F) m [(K)'],
soit encore
n (K%)= m [F(K*)°]. (24.1)

D’autre part, le noyau de 7z, est le centralisateur de g* dans Kz. Comme
ac g, Kerz,© My=FM = MF (cf. (2.2.2)). D’apres (2.4.1), on a donc:

K%< MF(K™)° = FM(K*)° = F(K*)°

car M c K, stabilise x et est connexe. L’inclusion inverse est évidente
(Fc AN K,). Le lemme est demontre.

LEMME 6, Le groupe K% rencontre toutes les composantes connexes de
K>

Preuve. On a:
K*=KNKyz=KnN (F(K)®),
K* = (FNOK)K")"
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Mais Fc Gy et GgNK =K (op. cit. p. 762), donc FNKc Ky et
FN K < K3, (car F stabilise x), ce qui achéve la démonstration du lemme.

Remarque. Dans tout ce que I'on vient de faire, on peut remplacer x € a
par A € a*, en remarquant que stabiliser A € a* revient a stabiliser I’élément
semi-simple x,; € a défini par

Ya € a, Byx;,a)= (4, a),

ou B, est une forme bilinéaire symeétrique sur p, K-invariante, définie
positive sur pg.

2.5. On note #0l(K) 'ensemble des fonctions holomorphes sur K,
et (7(Ky) ensemble des fonctions analytiques sur K. On fait agir K (resp.
Ky) sur #ol(K) (resp. (7(Ky)) par la représentation réguliere gauche. On
note #0l(K), (resp. /(Kg),,) 'ensemble des vecteurs K-finis (resp. Ky
finis) de #0l(K) (resp. FZ(Kp)).

LEMME 7. Soit r la restriction a Ky des fonctions holomorphes sur K.
Alors r est un K-isomorphisme de #0l(K)y sur U(Kp)gp,-

Preuve. 1l est évident que r envoie #0l(K), dans (7(Kg),. Maintenant,
soit f une fonction holomorphe sur K. Supposons que sa restriction a K, soit
nulle. Alors:

VXEL, (X f)e) = Exp(H)], =0
d’ou
VXetl, (X - f)(e) =0 (car f est holomorphe).

De la méme fagon, on montre que les dérivées successives X, -+ X, - f
(X,s» X, €ET) de f s’annulent au point e. La fonction f étant holomorphe
elle s’annule donc sur un voisinage de e.

Par prolongement analytique, elle s’annule sur K qui est connexe. r est
donc injective.

Notons K,, I’ensemble des classes de représentations holomorphes
irréductibles de dimension finie de X,
K, ’'ensemble des classes de représentations irréductibles de K.

L A~
Pour § € K, (resp. d € Ki), on note ¥ ’espace d’une représentation de 4.
En tant que K-module #0l(K), se décompose en somme directe:

AolK)y= @ dim(Vy) Vs

d€Khnot
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En effet, K étant un groupe algébrique réductif connexe complexe cela résulte
de |6, sect. 2, pp. 347, 348]. D’autre part, d’aprés |8, corollaire 5.2., p. 118].
(7(Kr)x,, est I'espace des vecteurs K-finis de L*(Kp), donc en tant que K-
modules:

NKp= @ dime(V,) V.

Sekp

Mais K étant un sous-groupe compact maximal de K groupe complexe
r/%iuctif connexe, on sait que la restriction a K, est une bijection de K, sur
K,.. r étant un K,-morphisme injectif, il est donc surjectif pour des raisons de
multiplicités.

Soit maintenant A € a*, K* (resp. K%) le stabilisateur de A dans K (resp.
K.). On identifie .#0l(K/K*), (resp. (7(K./Ki)c.) a l'ensemble des
fonctions dans . #0l(K), (resp. (7(K;),.) invariante par l'action réguliére
droite de K (resp. K3\).

LEMME 8. La restriction a K. est un isomorphisme de #ol(K/K*), sur
(KK

Preuve. Clairement r envoie injectivement #ol(K/K'), dans
(1K /KY)g, . Pour f€ #0l(K)y (resp. (7(Ky)x,), a € K* (resp. K%) k€ K
(resp. K..). posons: (7, f k)= f(ka).

Soit f€ /7(16,,;),(m invariante a droite par K1, ie.,

Ya€KY, 1. f—f=0.

r ' commutant a 7, on en déduit que r !/ est invariante a droite par K, et
donc par t}. Comme elle est holomorphe et que t* = (f}) (d’apres (2.3.2)),
on en deduit, par un raisonnement analogue a celui du début de lemme 7
qu'elle est invariante par .

r'f est donc invariante a droite par (K*)’ et par K3 Comme Kji
rencontre toutes les composantes connexes de K (lemme 6) elle est
invariante a droite par K%, ce qui démontre le lemme.

Draprés |7, proposition 27, p. 802], pour A € a* fixé, la restriction des
polynémes de S(p) a l'orbite /7, de 4 sous K, est une surjection de S(p) sur
I'ensemble R(7%) des fonctions rationnelles partout définies sur (% ; on sait
que R(/7%) est aussi I'ensemble des fonctions holomorphes sur % qui sont
K ,-finies. Mais:

=Ky A=KF-A=K-i~K/K'

et la condition de K,-finitude est équivalente a la condition de K-finitude.
puisque F est fini. Finalement:

R(y) = #0l(K/K* ).

380/43:29
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Du lemme 8 et de ce que ’on vient de dire, on tire facilement la:

PROPOSITION 1. VYA€ a*, la restriction a Porbite de A sous Kg des
polynémes de S(p) est une surjection de S(p) sur /(K g/Kt)xy, (en identifiant
Ky - Aa Kg/KE).

2.6. Soit A €a* fixé. On prolonge comme d’habitude 4 a p en la
prenant nulle sur (qg)c ou qg désigne I'orthogonal de ay dans pg pour la
forme bilineaire B,,.

On définit la transformation de Poisson

T COO(KP/KQ)_’ C*(pg)
comme suit:

VfE C(Kgp/Kh), ¥X € pg,
TN =[ e sy dk,
KR/

ou dk est la mesure normalisée K -invariante sur K /K.

THEOREME 2. La transformation de Poisson ainsi définie est injective.

Preuve. Supposons .#(f)=0. Alors, en différentiant .7°(f) a l'origine,
nous obtenons:

Vp € S(p), j , p(—ik - A) f(k) dk =0,
KF/K]

d’ou f=0 d’aprés la proposition 1, puisque OZ(KP/K’F‘?)K,R est dense dans
L*(Kp/K).

3. UNE SERIE DE REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES

3.1. Nous reprenons dans ce chapitre les notations du chapitre 1.

G est un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini:
g son algébre de Lie,

g = + p une décomposition de Cartan de g,

@ < p un sous-espace abélien maximal,

K le sous-groupe compact maximal de G d’algebre de Lie {,
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M le centralisateur de a dans K,
K* le stabilisateur de A € a dans K,
G, = K X P, le groupe de déplacements de Cartan associ¢ a G.
Les notations du chapitre 2 deviennent:
g, algebre de Lie complexifiée de g,
gc =1t + Pes
G groupe adjoint de gc.
On désigne par Ad: G - G I'action adjointe de G sur g¢. L’image de cette
application, notée Ad G, est un sous-groupe connexe de G égal a exp ad . g

(Ad G = (Gg)° dans les notations du chapitre 2) et Ker Ad = Z centre de G.
On a la suite exacte:

{e}»Z-G—- Ad G- le}.

Le groupe Ad K est connexe et égal a expad, t. Cest le groupe Ky du
chapitre 2. D’autre part, Z < K d’ou la suite exacte:

e} Z-> K-> Ad K- {e}. (3.1.1)
En outre, il est clair que Z < K*.

3.2. Pour A€ af régulier (c’est-a-dire K* = M), nous montrerons
que les représentations L(u, 1) définies au chapitre | sont irréductibles. Par
contre, cela n’est plus vrai quand on prend A non régulier. Néanmoins dans
ce cas, L(u, 1) est complétement réductible, comme nous le montrerons au
chapitre suivant. Nous allons définir dés maintenant une nouvelle série de
représentations de G, qui vont coincider avec les L(u, 1) dans le cas régulier,
et avec les morceaux irréductibles des L(u, 1) dans le cas non régulier.

. N\
Soit A € a} prolongé comme d’habitude a p¢ ; (0, E,) € K*. Soit 6 ® 1 la
représentation de K* X P, définie sur E_ par:

VxEE,, YXEp,, YmEK?, 6 ® 4 (exp X, m)x = e*Pa(m)x.

Désignons par V(o, A) Pensemble des vecteurs K-finis de I'espace V' (0, 4) de
la représentation:

Toa= Ind o®4i de G,,

KAK PTGy

avec

Vo(a,4) = |f€ C°(K, E,) | Yk € K, Ym € K*, f(km)=o(m™") f(k)}
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et

YFE V2(0, ), (1, 1(expX - K)f)(K') = €4~ Nf (k1K)
V(o,A) est un (g,, K)-module admissible.

3.3. Pour toute représentation 6 de dimension finie, on désigne par
d* la contragrédiente. Remarquons d’autre part que K* = K ~*. Définissons
une application bilinéaire de V®(g,4) X ¥V*(6*,—4) dans C notée

(/s 8)—~ (f, g) par:

Fay=] ) gk)dk.

On veérifie facilement que (-, - ) est G -invariante, donc en particulier K-
invariante. Pour (J,E;) € K, appelons V*°(0,4)% (resp. V*(0*,—4)%) la
composante isotypique de type & de ¥V (g, 1) (resp. V*(c*, —1)). Il est clair
que:

(1) la forme bilinéaire (-, -) est non dégénéree.

(2) Tespace V*(o,1)° est orthogonal a V*(g*, —1)" si et seulement si
0% # 1.
Cette dualité entre ¥ (0, 4) et V*(0*, —1) induit une dualité entre V(o, 1) et
V(c*, —4) qui posséde les mémes propriétés.

PROPOSITION 2. Supposons qu’il existe 6E K tel que V(o,A) et
V(o*, —1) soient engendrés par n’importe quel sous-K-module irréductible de
V(o,A)? (resp. V(c*, —A)*"). Alors V (o, A) et V(c*, —A) sont irréductibles.

Preuve. Soit V < V(o,4) un sous-(g,, K)-module de V(o, ) différent de
V(o,A). Alors, par hypothése, V' ne contient aucun vecteur de V(o,2)% Donc
V% orthogonal de ¥ contient V(o*,—A)*". D’ou V' =V(c*, —A) par
hypotheése, et V' = {0}. Q.E.D.

3.4. Désignons par ¢ la représentation triviale de K*. ¢=¢*; on
peut identifier V*™°(g,4) a C*(K/K?*). Z agit trivialement sur ¥*(¢, A). En
effet Z < K* et:

VzEZ, VKkEK, VEVZ(,A),
(A k)= f(z7 k) = fkz" ") = f (k).

Donc, d’aprés (3.1.1), F*(g, A) peut étre considéré comme un Ad K X P,-
module, auquel s’appliquent les résultats du paragraphe précédent.
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PrOPOSITION 3.  Pour tout A € af, le (9., K)-module V(s, 1) est irréduc-
tible.

Preuve. Soit 1 la fonction constante égale a 1 sur Ad K. Il est clair que
€ V(e A) et que:

YkE AdK, VX Ep,, Vk' € AdK,
(7, (expX - K)T)(K') = etk X

Donc 1 est Ad K-invariante. En outre €. 1 est la composante isotypique de
V(e, A) de type &, (représentation triviale de K). Montrons que 1 est cyclique
dans V*(e, A) (elle le sera donc dans F{(e, A) puisque qu’elle appartient a cet
espace); soit f€ V* (¢, —4) orthogonale au sous-Ad K X Pymodule de
V*(e, A) engendre par 1. Alors:

vXep, | &M Vf ) dk = #(f) =0,

YAdK/M(Ad KA

D’ou /=0 grace au théoreme 2.

De méme 1 est cyclique dans V™ (e, —4). La proposition 2 entraine que
V*<(e,A) est un AdK X P;module topologiquement irréductible. Donc
Ve, 1) est un (g,, K)-module irréductible.

3.5. Pour démontrer Iirreductibilité de ¥(og, i), nous allons nous
ramener au cas sphérique en adaptant a notre probléme une technique
exposée dans |4, sect. IV.1.1.]

AN\

Soit A€ af, (0,E,) €K Soit (u,E,)EK tel que uly: contienne o.
Désignons par F, un sous-espace K-irréductible de Indy.+ E, isomorphe a
E,. On fait de F, un G,module en prenant triviale action de P, sur F,.
Rappelons que F, est constitué de fonctions definies sur K a valeurs dans
E_. et que les fonctions de V" (g, A) sont définies sur K a valeurs dans C.

o

LEMME 9. L'application linéaire:
Vie,A) @ F, - V{g, i),
f@ v _)f. v
définie par (f - v)(k)=f(k)v(k) est un (9,, K)-morphisme surjectif.

Preuve. 1l est clair que f- v € V*(0, A), et qu’elle est K-finie. Il est clair
également que f®uv-f-v est un (g,, K)-morphisme. Pour montrer la
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surjectivité, prenons ¢ € V(o*, —A) orthogonale a toutes les fonctions f - v,
SEV(e,A), vEF,. On a donc:

IRCCY O OE S IRCOEOOEES

pour tout f€ V(g,4), v €EF,. D’ou:
VkEK,YvEF,, {p(k), v(k))=0.

Supposons qu’il existe k, € K tel que g(k,) # 0. Alors, il existe u € E,, tel
que ((k,), u) # 0.

Il reste a montrer qu’il existe v € F,, tel que v(k,) = u pour aboutir a une
contradiction. Considérons ’ensemble

E={vtky)|vEF,}CE,.

On a E +# {0}. En effet si: Yo EF,, v(ko)=0, alors: (kok' ' - v)(ko) =
v(k')=0Vk' €K, ce qui est absurde. D’autre part, E est un sous-K*-module
de E,. En effet: YmEK?*, a(m)- v(k,) =v(kom)=(kem 'k "' - v)(ko).
Donc E =E_ et le lemme est démontre.

VAN
THEOREME 3. Pour tout A € af et tout 6 € K*, V(a, A) est irréductible.

Preuve. Soit u € K tel que u|gx contienne g. Soit v € V(a, A)*. Alors v
peut étre vu dans Indga, 0, et on considére F, un sous-K-module irréduc-
tible du sous-K-module engendré par v dans Indgai, 0 (F, est isomorphe a
E,). Montrons que 1 - v =uv est cyclique dans ¥(g, ). Il est clair que I'on
peut supposer v € F, ce que nous ferons dans la suite. Alors, d’aprés le
lemme 9, il suffit de montrer que:

UGo)(T®0v)=V(e,A)®F,,.

Or:
S(Pe)(1® v) = V(e. ) ® Co.
En effet,
Vie, )= U(goc)T (proposition 3)
= (8(Poc) ® U(t))1
= S(Pyc)T car 1 est K-invariant
et

S(poc)v=Cv (v étant considéré dans F,).
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Dot U(gee)(1® v) = Ul )(V(e, A)®v)=V(e,A)® F,. Le theoreme est
démontre.

4. CLASSIFICATION DES (g,, K )-MODULES SIMPLES

4.1, D’aprés le théoreme 1, tout (gy, K)-module simple est
isomorphe a un sous-module d’un L (g, 4).

Nous avons montré au chapitre précédent que quant A était régulier (alors
L(u, A)= V{u, 1)), L(u, A) était irréductible. Ceci n’est plus vrai dans le cas
non régulier comme nous le montre le lemme suivant, qui est une conse-
quence immédiate de I'induction par étage:

LEMME 10. Soit A€a¥, (W E,)EM, (0.E,)€E K. Soit m.o) la
multiplicité de u dans o|,,. En tant que (9,, K)-module:

L, A)= @®_ml, a)V(o. 1)

oekt
COROLLAIRE 3. Pour tout (g,, K)-module irréductible V, il existe A € af
N
et 0 € K* tels que V soit isomorphe a V(o, 4).

Preuve. Cela résulte du lemme 10, du théoreme 1, et du théoréme 3.

4.2, Rappelons que le groupe de Weyl W = M'/M de la paire (g, g)
agit sur aZ. Soit wE€ W, w € M’ un représentant de w. Pour tout 0 € K*
définissons w - g € I((“\’1 par:
vk e K", (w - o)(k)=0a(w 'kw).
D'une part, K* ' = wK*%™'; ce que I'on a écrit a un sens. D’autre part, la
classe de la représentation w - ¢ ainsi définie ne dépend pas du représentant
w de w choisi (car M < K?).
LEMME 11. YwE W, V(w-ag,w-A)y=V(o, 1)
Preuve. Définissons I'application:
V(o,A)— V(w-a,w-A4),
f=rr
par:

VKkEK,  fRK)=[(kWw).
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Il est clair que f*€V(w-o,w-1) et que f—=f" est un (g,, K)
isomorphisme. Q.E.D.

LEMME 12. Supposons V(o,A) ~ V(o',A"). Alors, il existe w € W tel que
A=w-.A

Preuve. Rappelons que pour p € S(pyc), 'action de p sur V(o, 1) s’écrit:

VfEV(a,A),VkEK,  (m,a(P))K)=plik - ) f(K).

Si p € S(pyc)*, l'action de p sur (o, A) est la multiplication par le scalaire
p(id). Si V{o’,A") ~ V(a, 4), alors:

p(iA)=p(i)  Yp € S,
soit:

pid)=p@r')  Vp€ S(ac)”.

Ceci équivaut a ce qu’il existe we& Wtel que A’ =w - A

THEOREME 4. En tant que (8,,K)-modules, V(o,A)=V(d',A’") si et
seulement s’il existe w& W telque A' =w-A et o' ~w-o.

Preuve. Grace aux lemmes 11 et 12, il suffit de démontrer:

V(o,A)~ V(o' A)=>0¢" ~0.

Supposons donc ¥(o,A) ~ V(0', A) et 0 % ¢’. Comme V> (g, 1) est isomorphe
en tant que K-module a Indgap. 0, il existe donc (u, E,)ER tel que u|pn
contienne ¢ et ¢’. On note F, le Gy-module trivial sur P, K-isomorphe a E,,.
Désignons par ¢ la représentation triviale de K*. Les représentations
0@ u*|ga et € ® |1 de K* se décomposent ainsi:

0®ﬂ*lK/‘:m(0sﬂ)8®m101®"‘@mpO'p,
€@ pt|gs = m(o, u)o ® m(o’,u) o' ®m\o\® --- ® m, 0,
N\
avec 0;, 0;€ K*, ol pour tout i=l,.,p, o;#¢€ et pour tout j=1I,.,q,

o;#0 et g;#0c'. On vérifie aisément que V(g,1) ® F,. est I'espace des
vecteurs K-finis de

Ind (e ®@u*|g)®A

KAK PTGy
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Dou: V(o,A)®F,. ~m(o,u) V(e,A)®m V(. A)D --- ©m,V(o,,A) et
de méme

V(H’ '{) ®Fu = m(a, ‘u) V(U’ i) @ WI(O", ,U) V(O", /t)
®m\ V(e , A)D --- ©m, V(o). L)
On a donc:

Hom, «(V(0,4) ® F,., V(e, 1))

~ Hom, . (m(a,y) Vie,A)® (é me(ai./l)). V(e,/l)‘).

~ -
Or:vr €KY t#e= V(t,A)# V(e.1). Alors, comme pour tout 7€ K.
V(z, A) est irréductible:

dim Hom, (V(0,A)® F,., V(e, 4)) = m(o, u).

D’autre part:

Hom, (V(0,4) ® F,,., V(e, 1))
~Hom, ,(V(0,4), V(e, ) ® F,)

~Hom, ,(V(o,4), m(o,u) V(e,A) @ m(a’ u) V(' . A)® - ).
Comme on a supposé que V(g, 1) et V(o', A) sont isomorphes, on en déduit:
dim Hom, ((V(0,A) ® F,., V(e, 1)) > m(o, u) + m(c’, ).

Comme m(o’. u) est non nul, on aboutit a une contradiction. Le théoréme est
démontre.

4.3. Les théorémes 3 et 4 et le corollaire 3 se résument ainsi:

THEOREME 5. (1) YAEaE, Vo & K‘ Vie,A) est un (8,,K)-module
irréductible.
(2)  Pour tout (g,, K)-module irréductible V, il existe . € af et 6 € K
tels que V soit isomorphe a V(o, 1).
(3) Les (8y,K)-modules V(o,A) et V(c',A') sont isomorphes si et
seulement s’il existe wE W tel que A’ =w - A et o' ~w 0.
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5. CLASSIFICATION DES REPRESENTATIONS
TOPOLOGIQUEMENT COMPLETEMENT IRREDUCTIBLES DE G,

A\
5.1. Rappelons que pour A € af, (0, E,) € K%,
Ve(o,A)={f€ C®(K,E,)|VkE K,Ym € K*, fkm)=a(m ") f(k)}.

Définissons sur (g, A) une norme notée || - ||, par:

weveen. = (] iserd)

/KA

Appelons V*(0,4) le complété de ¥ (g, A) pour cette norme. G, agit sur
Vo, A) par:

VfE Vo, A), YX € p,, Yk, k' €K,
(m, 1(expX - k)F)(K') = ek k).
Vo, A) est alors un G,-module admissible dont V(o, 1) est I'ensemble des
vecteurs K-finis. V(o,A) étant algébriquement irréductible, ¥*(o,1) est

topologiquement irréductible, et donc topologiquement complétement
irréductible [9, prop. 4.2.1.5., p. 231].

5.2. Le théoréme 5 conduit au théoréme suivant:

THEOREME 6. (1) YA€ a¥, Vo€ I?‘, V¥o,A) est un Gy module
topologiquement complétement irréductible.

(2) Pour tout espace de Banach V muni d'une structure de G,-module
topologiquement complétement irréductible, il existe A € of et 0 € I?‘ tels que
V soit Naimark-équivalent @ V(o, A).

(3) V*o,A) est Naimark-équivalent d V*(a’,A’) si et seulement s'il
existe wE W tel que M’ =w -l eto ~w-o.

Preyve. Comme, d’aprés le théoréme 5, tout (g, K)-module irréductible
est admissible, le théoréme 6 résulte du théoréme 5, de [9, th. 4.5.5.2,, p.
326] et de |9, prop. 4.2.1.5,, p. 231].
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