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Soient G un groupe de Lie semi-simple connexe reel de centre tini, K un sous- 
groupe compact maximal de G, g (resp. f) I’algebre de Lie de G (resp. K), g = f + p 
une decomposition de Cartan de g. Dans cet article, nous classitions a Nai’mark- 
equivalence pres les representations topologiquement complbtement irreductibles du 
groupe de deplacements de Cartan G, = K K p produit semi-direct de K et de p. 
Notons que la classification des representations unitaires irreductibles de G, est due 
a G. W. Mackey (cf. “Theory of Group Representations,” University of Chicago, 
1955, par. 8, en particulier th. 3.11 et la discussion qui suit. Nos methodes sont tres 
differentes. Tout d’abord, nous demontrons un theoreme du sous-module pour ces 
representations, analogue a celui de Casselman pour les representations des groupes 
semi-simples. Fuis nous etudions les representations ayant un vecteur fixe par K en 
utilisant la transformation de Poisson attachee a G,, definie par S. Helgason (A 
duality for symmetric spaces with applications to group representations. III. 
Tangent space analysis, preprint). Nous determinons en particulier le noyau de 
cette transformation, ce qui ameliore un resultat d’Helgason (op. cit. theoreme 6.2., 
p. 39) qu’entre autres nous retrouvons par une methode plus simple. Le cas general 
est ensuite ttudie grace a des techniques de produits tensoriels par des modules de 
dimension finie. 

INTRODUCTION 

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe reel de centre tini; 9 son 
algebre de Lie; g = f + p une decomposition de Cartan de g. Soit K le SOUS- 
groupe compact maximal de G correspondant a t. P, dtsigne p muni de sa 
seule structure d’espace vectoriel et de l’action de K. On note G, le produit 
semi-direct K IX P,, go = f D( p. l’algibre de Lie de G,. Dans cet article, nous 
classifions les representations topologiquement completement irrtductibles de 
G, dans des espaces de Banach i Naimark-equivalence pres, ce qui revient a 
classer les (go, K)-modules simples admissibles a equivalence prbs. 

Soit a c p un sous-espace abelien maximal de p; q l’orthogonal de a dans 
p pour la forme de Killing de g. On note M le centrahsateur de a dans K, M’ 
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son normalisateur dans K, W = M’/M. On identifie le dual complexifie a,* de 
a au sous-espace de pz constitue des formes lineaires nulles sur q. Soit 

AEa,“, Kk le stabilisateur de ,? dans K, (a, E,) E I? une representation 
irreducible de K’. On pose: 

V”(u, A) = {fE C”O(K, E,) 1 Vk E K, Vx E K’, f(kx) = a(.~- ‘,f(k)i 

muni de I’action de G,: 

YfE V”‘(a,~),VxE~~,vk,klEK, (n,,.,(evX . kV)(k’) 
= ei.t(k’ ~‘.x,f(k- ‘k’). 

Soit I’(a, 1) I’ensemble des vecteurs K-finis de V” (a, 1). C’est un (9”. K )- 
module. Nous avons demontre le theoreme suivant: 

TH~OR~ME A. (1) VA E a:, Vu E k.i, V(u. I) est un (go, K)-module 
irrhductible. 

(2) Pour tout (g,,, K)-module irrkductible F’, il existe A E a: et u E K’ 
tels que V soit isomorphe d F’(u, A). 

(3) Les (go, K)-modules V(u, A) et v(u’. A’) sont isomorphes si et 
seulement s’il existe w E W tel que A’ = w . 1 et u’ z w . u. 

Pour arriver a ce resultat, nous demontrons tout d’abord un theoreme du 
sous-module pour G, (theoreme 1, Sect. 1) analogue a celui demontri par 
Casselman pour les groupes semi-simples. Pour cela. on definit la “serie prin- 
cipale” de G, ainsi: soit 1 E a$ , (u, E,) E a. On pose: 

muni de I’action de G,: 

‘df E Lm@, A), VX E p”,V k, k’ E K 

(n,,,(expX - k)f)(k’) = ei.‘(‘(’ I’ “f(k ‘k’). 

On note Lb, A) l’ensemble des vecteurs K-finis de L”(,u, A). 
Le resultat du paragraphe I est que pour tout (9”. K)-module simple I’. il 

existe 1 E a: et ,D E ni tels que I’ soit isomorphe a un sous-module de 
L@, A). La demonstration est inspiree de Casselman et Osborne 121. II s’agit 
done maintenant de reconnaitre les sous-modules irreductibles de Lb, A). 
Nous montrons au paragraphe IV que L(u, A) = @JnEK., m(,u, a) V(u, 1) oli 
m(p, a) dtsigne la multiplicite de p dans ~1,~. Le paragraphe III est 
entierement consacre a demontrer l’irrtductibilite des v(u, A) (theoreme 3). 
L’irreductibilite des V(E, A) (E est la representation triviale de K’) est 
demontrie en utilisant une propriete de la transformation de Poisson itablie 
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au paragraphe II. Ce que nous appelons transformation de Poisson est ici 
I’application 9 definie de C”O(K/KA) dans C”O(p,) pour A E a; lixe, par: 

vx E PO, VfE P(K/KA), Jw-)(~) = J 
e-“‘k-““‘f(k) dr; 

KIKA 

ou dk est la mesure normalisee, invariante par K, sur K/K*. Le resultat prin- 
cipal du paragraphe II (theoreme 2) est le suivant: 

THBORBME B. La transformation de Poisson est injective. 

Dans le cas ou 1 est regulier (K” = M), ce theoreme est demontre par 
Helgason [5, theoreme 6.61. Notre demonstration, qui a l’avantage de traiter 
le cas general, est plus elementaire que celle d’Helgason, en ce sens qu’elle 
n’utilise que des resultats de [7], alors que celle d’Helgason utilise des 
resultats beaucoup plus profonds de Kostant sur les series principales 
spheriques des groupes de Lie semi-simples. On demontre ensuite l’irreduc- 
tibilitt des I’(a, A) en se ramenant au cas spherique en adaptant a notre 
probleme une technique exposee dans [4, IV.I.1.1 

Le paragraphe IV est consacre a la demonstration de la partie 3) du 
theoreme A (theoreme 4). Nous utilisons une technique de produit tensoriel 
par des representations de dimension finie. 

Enlin au paragraphe V, nous classifions les representations topologi- 
quement complitement irreductibles de G, a Naimark-equivalence pres. 
Rappelons que la classification des representations unitaires irreductibles de 
G, est due a Mackey [lo]. 

1. THI?OR~ME DU SOW-MODULE 

1.1. Soit G un groupe de Lie semi-simple reel connexe de centre 
lini, d’algebre de Lie g. Soit g = t + p une decomposition de Cartan de g; K 
le sous-groupe compact maximal de G correspondant a I. On note P,, p 
muni de sa seule structure d’espace vectoriel et de l’action de K. Soit 
G, = K D( P,. le groupe de deplacements de Cartan associi a G, produit 
semi-direct de K et de P,. Notons p,, l’algebre de Lie de P,, go = t D( p,, 
l’algbbre de Lie de G,. Les elements de G, seront note g = (x, k). On posera 
k = (0, k) et x = (x, e). (x, k) X (x’, k’) = (x + k . x’, kk’) oti . designe 
l’action de K sur P,. On a done (x, k) = x x k. 

Soit a un sous-espace abelien maximal dans p. On note q l’orthogonal de a 
dans p pour la forme de Killing de g. q est ici considere comme une sous- 
algebre de p,,. Soit M le centralisateur de a dans K, m son algebre de Lie; M’ 
le normalisateur de a dans K. Soit W = M//M le groupe de Weyl de la paire 
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(g, a). On pose H = M K P,, h = m K pO. Si b est une algebre de Lie reelle, 
b, designera sa complexifiee, U(b,) l’algebre enveloppante de bc, S(b,) 
I’algibre symetrique de b, que l’on identifie a l’algebre des fonctions 
polynomes sur b,* dual de b,. Si B est un groupe de Lie, B designera l’en- 
semble des classes de representations unitaires irreductibles de B. Dans la 
suite, on regardera toujours a$ comme sous-espace de p& en prolongeant 
toute forme liniaire sur a, en une forme liniaire sur pot en la prenant nulle 
sur q,. 

1.2. On detinit comme suit la “serie principale de representations” 
de G,: soient A E a:, @I, E,) E A?; notons p @ ,A la representation de H 
definie par 

VmEM. YiXEpo, VxEE,, p 0 A(exp X, m)(x) = e’-““‘us. 

On note E,,., I’espace de ,U @ 1. La serie principale de G, est la famille de 
representations : 

agissant dans 

LZO1,~)={fECCO(G,,E,,*)/VXEp,,Vm~M,Vg~G,, 

f(g . expX . m) = e- i,l(‘X)p(m-‘)f(gj} 

par: 

vg, g’ E G,,, V~-E L=f,u, A), (%L.A(su-)(g’) =f(g ‘&I. 
On note L@, A) l’ensemble des vecteurs K-finis de L’“(,u, l).C’est un (g,,. K)- 
module. 

LEMME 1 (reciprocite de Frobenius). Soient (n, V) un (g,,, K)-module, 
(r, E) une reprbentation de dimension Jinie de H, F l’ensemble des vecteurs 
K-finis de IndHt,” E. Alors : 

Hom,oq,(K F) = Hoq.,,,(K El. 

PreuL>e. Considerons l’application : 

Hom,o.,(K F) -+ Homh,dK El 

T+ T: P(v) = T(v)(e). VP E I,‘. 

II est facile de voir que cette application est bien ditinie et fournit 
I’isomorphisme voulu. 
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1.3. On note S(P,~)~ (resp. S(a,)“) les invariants de S(p,c) (resp. 
S(q)) sous K (resp. W). 

LEMME 2. Comme module S(p,,) est de typejki SW S(q,) 0 S(P&~. 

Preuve. Comme module S(Q) est de type fini sur S(ac)“. Soient 
u, ,***, u, des generateurs homogenes de S(ac) sur S(a,)“. Appelons a 
l’operateur de restriction de S(p,,) sur S(ac). C’est un isomorphisme 
d’algebre de S(P,,~)~ sur S(a,)” [9, propositions 2.1.5.1 et 2.1.5.9). 
Montrons par recurrence sur n que la composante homogene de degrt n, 
S(p,,)“, de S(p,,) est engendrie par les ui sur S(q,) @ S(P,~)~. Comme: 
S(p,,)” = S(a,)” @ S(q,)’ @ S(a,)“- ’ @ . . . @ S(q,)“, il suftit de le montrer 
par recurrence pour S(a,)‘. Pour n = 0, c’est trivial. Supposons l’assertion 
vraie jusqu’i l’ordre n - 1. Soit x E S(a,)“. I1 existe des Xi homogenes dans 
S(a,)” tels que x - xy=, Xi ui = 0. L’action de K preservant la graduation 
de S(P,,), on a 

S(P,dK = 0 (S(P,,)“)K. 
ttEN 

D’autre part, il est clair que c~((S(p,,)“)~) = (S(a,)“)W. Done il existe Xi 
homogene dans S(P,,~)~ tels que a(X,) =X{. D’ou a(x - CT!, X,u,) = 0. 
Ainsi, x - CyTI Xiui est homogene de degre n et appartient a S(qc)’ 0 
S(a,)“-’ 0 . . . @ S(q,)“. L’hypothese de recurrence permet de conclure. 

COROLLAIRE 1. Sous l’une des hypothtkes suivantes, le (go, K)-module V 
est de typefini en tant gue S(q,)-module: 

(a) si V est irrkductible; 

(b) si Vest admissible de typejki sur U(g,,). 

Preuve. D’apris le lemme 2: 

u(9,C) = S(P(l,) 0 U(t,) = 2 s(q,) 0 S(PIJc)K 0 cui 0 u(fC>* 
i=l 

Supposons tout d’abord V irreductible. V est engendre sur U(g,c) par n’im- 
Porte quel vecteur non nul x. Alors le sous-espace vectoriel E engendre par 
(Cyz 1 cui 0 u(tC)) x est de dimension finie. L’algebre S(P,,,)~ est dans le 
centre de l’algebre enveloppante et done agit scalairement sur V (cf. [3, 
proposition 2.6.81. D’ou V = U(g,& = S(q,)E, ce qui demontre le corollaire 
dans ce cas. 

Supposons maintenant V admissible de type fmi, plus precisement V 
engendre par x, ,..., xp sur U(g,,). On peut supposer que chaque xi se situe 
dans une composante isotypique de V. Soit E, la somme des composantes 



GROUPES DE DkPLACEMENTS DE CARTAN 263 

isotypiques auxquelles appartiennent les xi et E la somme des composantes 
isotypiques auxquelles appartiennent les elements de CT= I uiE,. L’algebre 
S(P~~)~ laisse stable toutes les composantes isotypiques, done en particulier 
E, et dam ce cas encore V= S(q,)E. 

COROLLAIRE 2. Pour tout (go, K)-module irrkductible (ou admissible de 
type fini) V, V/q V est de dimension finie. 

Preuve. D’apres le lemme 2, il existe c, ,.... c, tel que : 

v = S(q,) L’, + ... + S(q,) z’,I 
soit V= ci‘c, + +.. + Cv,, + q,S(q,) U, + . . . + qc S(q,) L’,, d’ou le resultat. 

1.4. On suppose dot-&avant V irreductible. Le but de ce paragraphe 
est de demontrer que V/qV# (0). Nous allons utiliser des resultats de [ 71 et 
pour ce faire. nous allons introduire quelques notations supplementaires. 

Soit G, le groupe adjoint de gc: K, le sous-groupe analytique de G, 
correspondant a ad, f,. C’est la composante neutre du sous-groupe 
algebrique K, de G, des elements qui commutent a 0, prolongement 9 
lineaire de l’involution de Cartan de g a gs. KC est done algebrique. Nous 
remercions M. Duflo de nous avoir donne la demonstration du lemme 
suivant : 

LEMME 3. La cl6ture de toute KC-orbite dans par rencontre a,. 

Preuce. Soit X E pot. Le groupe K, &ant algebrique, la cloture de toute 
Kc-orbite contient une orbite fermee. Done il existe YE pot tel que 

K,. YcKC.X et K, . Y fermee. 

Mais 17, theoreme 4) : 

K,: . Y fermee o Y semi-simple, 

et 17 theoreme 1 I: 

Y semi-simple u K, . Y C-I ac est non vide 

d’ou ie lemme. 

LEMME 4. V/qcV+ (01. 

Preuue. Soit I (resp. J) l’annulateur de V dans S(q,) (resp. S(p,,)). On a 
I c J. Soit ?’ ‘(.I) la variite des zeros de J, ensemble des points de p& ou tous 
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les elements de J s’annulent. I, agissant par derivation sur le S(p,&-module 
I’, J est ad I,-stable [ 2, proposition 4.41 et done F(J) est Kc-stable; en effet : 

VPEJ, vx E t,, (ad -Q(P) E J, 

done : 

VPEJ, Vk E K,, (Ad k)(P) E J. 

D’oti: Vk E K,, Vx E 5 ‘(J), VP E J, (Ad k)(P)(x) = P(Ad k-’ . x) = 0, c’est- 
a-dire: Vk E KC, Vx E “/’ ‘(J), Ad k . x E F ‘(J). 

Identifiant p0 et p$ par la forme de Killing de g, on voit, grace au lemme 
3, que 7 ‘(J) rencontre a: . Les elements de I, restrictions d’elements de J i 
q& s’annulent done en 0. On a done: 

ce qui equivaut a: 

v/q, Vf PI [ 1, ch. 2, sect. 2, no 2, corollaire 31, 

en utilisant le fait que V est de type tini sur S(q,). 

TH~OR~ME 1. Pour tout (go, K)-module irrbductible (n, V), il existe 
p E fi et 1 E a,* tels que V soit isomorphe ci un sous-module de L(u, A). 

Preuve. Comme M et no normalisent q, V/qV est un (h, M)-module. 
D’apres le corollaire 2 et le lemme 4, il est non nul et de dimension finie. 
Comme P, est connexe, simplement connexe, on peut dtlinir une structure de 
H-module sur V/q V. On peut done choisir 1 E a$ et ,U E A tels que : 

HomAV/qV, E,,,J = Homb,,(V/qK E,,,d f PI. 

Comme q agit trivialement sur Ep,A: 

Ho%d’/qV, E,,,d = HoqM(V, E,,,) # (0). 

Alors, grace au lemme 1: 

Hom,,,V, L@, A>> z (0). 

Le module V etant irreductible, il en resulte que c’est un sous-module de 
UP, A). 
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2. LA TRANSFORMATION DE POISSON 

2.1. On rappelle que tome forme lineaire sur a, est proiongee en 
I 

une forme lineaire sur pot en la prenant nulle sur q,. 
Pour J, E a: fixee, Helgason (5 1 definit la transformation de Poisson r6 

relative a G,,: 

.P: C”(K/M) + C” (P,,) 

tiX E p,,. ‘df E C” (K/M): 

,9(f)(X) = /_ e i,l(k ” “f(k) &. (2.1. I ) 
.R’I, 

II montre (op. cit. theoreme 6.2, p. 39) que .Y est injective si et seulement si 
i est regulier (c’est-a-dire si son stabilisateur K.’ dans K est egal a M). Dans 
ce chapitre, nous demontrons par une methode sensiblement plus elementaire 
que si dans la definition 2.1.1 de .Y nous remplacons M par K”, .r” reste 
injective, mime quand 1 n’est plus regulier. Nous allons nous placer dans le 
groupe adjoint de gc oti nous pourrons utiliser des resultats de [ 71. Nous 
reviendrons a notre situation au chapitre suivant. 

2.2. Nous allons faire un changement de notations, en nous 
conformant entierement a celles de 171, que l’on utilisera tout au long de ce 
chapitre. Soit g une algebre de Lie reductive complexe. gR une forme reelle de 
g fixee une fois pour toutes. gR = 1, + pR une decomposition de Cartan de 
gk. g = f + p la decomposition de g obtenue en complexifiant celle de gn. H 
le prolongement de l’involution de Cartan de gh a g. G le groupe adjoint de 
9. 

G,, = (a E G / a . 9r. c 9 ji. 

Pour toute sous-algebre b non necessairement complexe de g, nous noterons 
exp ad b le sous-groupe analytique connexe de G correspondant a ad, b. Pour 
tout groupe de Lie H, Ho designera la composante neutre de H. 

Soit K, le sous-groupe des elements de G commutant a 0, i.e.. 

K,=(aEG/Ad,aoB=OoAd,,a}. 

Soient K = exp ad t = (KH)‘, 

K,, = exp ad t, sous-groupe compact maximal de K. 

a, un sous-espace abelian maximal dans pBi. 
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a c p son complexif%, A = exp ad a, 
m le centralisateur de a dans f. 
M, le centralisateur de a dans K,. 

M = exp ad m = (Me)’ et 
F le sous-groupe hi abklien constituk des tltments d’ordre 2 dans A. 

Nous avons : 

K,=FK [7, prop. 1, p. 7611 (2.2.1) 

M,=FM [ 7, lemme 20, p. 8051. (2.2.2) 

Le groupe F normalise K et M (car K et M sont les composantes neutres de 
K, et Me). 

2.3. Soit x E a. x est un ClCment semi-simple de p. On appelle f”, fi, 
gX, gi, pX, Ki, KX, Ki les stabilisateurs de x dans f, f,, g, etc... . 

KX et KX, sont des sous-groupes fermls de G d’algibres de Lie respectives 
ad fX et ad f& On a done: 

(Kx)’ = exp ad f”, (KG)’ = exp ad fi. 

L’algkbre de Lie gX est rkductive et gX = fX + pX est une dicomposition de 
Cartan complexifile de gX [7, Sect. 1.6, p. 7791. De plus: 

sx = (9; )c. (2.3.1) 

En effet, il est clair que: (g& c gX. La rkiproque rizsulte du fait que y E g 
commute i x = 24 + iv (24, u E aR) si et seulement si y commute i 24 et 1 2, (op. 
cit.). On en dkduit: 

f” = (fX,),. (2.3.2) 

En effet: 

x E f” 0 x E gX et 8x=x 

ox=u+iv, u,vEg”,(2.3.1.)eteu+ieu=u+iv 

oxE (fi),. 

Soit GcX) le groupe adjoint de gX; (Kc”))@ le sous-groupe de GcX) laissant fixe 
8. 

Soit F@) = {a E exp ad, a 1 a2 = 1). Comme x est semi-simple, G” est 
connexe [6, lemme, p. 3531. Alors gX est stable sous G”, et la restriction i 9” 
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des kliments de G” envoie surjectivement G” sur G@’ [ 6, lemme 6, p. 354 1. 
Elle dkfinit une application: 

j-r, : K; -+ (K(x))B. 

D’aprks le lemme 10, p. 781 de 171, 7[, est surjective. 

2.4. Le lemme suivant dkrit la disconnexite de Ki: 

LEMME 5. K”, = F(K’)‘. 

Preuve. D’aprh la dkmonstration du lemme 10, p. 78 1 (op. cit.): 

(KC*‘), = F(X)((K(X))O)o, 

((KCX’),)’ = exp ad, fX = n,[ (IF)‘] 

d’oli 

(KCX’), = F%,[ (KX)“]. 

D’autre part, 

F(‘) = n,(F) (op. cit.) 

et z, &ant surjective: 

x,(K;) = (K(x))O = FIX+rx[(Kx)o] = n,(F) q[(K”)“], 

soit encore 

q(K;) = n,[F(K”)‘]. (2.4. I ) 

D’autre part, le noyau de z, est le centralisateur de gX dans KX,. Comme 
a c g”, Ker 71, c M, = FM = MF (cf. (2.2.2)). D’aprh (2.4. l), on a done: 

K; c AIF( = FM(K’)’ = F(K”[)’ 

car M c K, stabilise x et est connexe. L’inclusion inverse est tvidente 
(F c A n Kg). Le lemme est dtmontrk. 

LEMME 6. Le groupe Ki rencontre to&es les composantes connexes de 
K”. 

Preuve. On a: 

K” = K n KX, = K n (F(K’)‘), 

K” = (F n K)(K”)‘. 
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Mais F c G, et G,n K = K, (op. cit. p. 762), done F n K c K, et 
F n K c KX, (car F stabilise x), ce qui acheve la demonstration du lemme. 

Remarque. Dans tout ce que l’on vient de faire, on peut remplacer x E a 
par A E a*, en remarquant que stabiliser A E a* revient a stabiliser l’element 
semi-simple x* E a defini par 

VaEa, B&x,, a) = (k a>, 

oti B, est une forme bilineaire symetrique sur p, K,-invariante, dtfinie 
positive sur pIR. 

2.5. On note X’ol(K) l’ensemble des fonctions holomorphes sur K, 
et @(K,) l’ensemble des fonctions analytiques sur K,. On fait agir K (resp. 
KIR) sur Zol(K) (resp. CZ(K,)) par la representation riguliere gauche. On 
note oYo~(K)~ (resp. @(K&J 1 ‘ensemble des vecteurs K-finis (resp. K,- 
finis) de ZoZ(K) (resp. cpI(KIR)). 

LEMME 7. Soit r la restriction ci K, des fonctions holomorphes sur K. 
Alors r est un K,-isomorphisme de 201(K), sur @(K,),,. 

Preuve. 11 est evident que r envoie 30l(K)~ dans @(K,),,. Maintenant, 
soit f une fonction holomorphe sur K. Supposons que sa restriction a K, soit 
nulle. Alors : 

VXE t,, (X *f)(e) = $f(exp(-LX)) LO = 0 

VXEf, (X . f)(e) = 0 (car f est holomorphe). 

De la meme facon, on montre que les derides successives X, ..a X, . f 
(X , ,..., X, E t) de f s’annulent au point e. La fonction f &ant holomorphe 
elle s’annule done sur un voisinage de e. 

Par prolongement analytique, elle s’annule sur K qui est connexe. r est 
done injective. 

Notons K,,, l’ensemble des classes de representations holomorphes 
irreductibles de dimension finie de K, 

KR l’ensemble des classes de representations irreductibles de K,. 

Pour 6 E R,,, (resp. 6 E Kr-,), on note V, l’espace d’une representation de 6. 
En tant que K-module ZOI(K)~ se decompose en somme directe: 

ZoZ(K), = @ dim,( V,) V, . 
SERhd 
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En effet. K &ant un groupe algebrique reductif connexe complexe cela resulte 
de (6. sect. 2, pp. 347, 3481. D’autre part, d’apres 18, corollaire 5.2., p. 118 I. 
U(K,),,i est l’espace des vecteurs K-finis de L2(Kp), done en tant que K 
modules : 

Mais K, &ant un sous-groupe compact maximal de K groupe complexe 
reductif connexe. on sait que la restriction a K, est une bijection de Kho, sur 
K,;. r &ant un K,-morphisme injectif, il est done surjectif pour des raisons de 
muhiplicites. 

Soit maintenant A E a*, K-l (resp. K,t) le stabilisateur de 1. dans K (resp. 
K ,). On identifie Xol(K/K*‘), (resp. U(K-./K;,\),.) a I’ensemble des 
fonctions dans #“of(K), (resp. /T(K,,),..) invariante par I’action riguliere 
droite de K’ (resp. Kt,). 

LEMME 8. La restriction ci K,, est un isomorphisme de @‘o&K/K.‘), SUI 
/l(K IK’),. 

Preut>e. Clairement Y envoie injectivement Xol(K/K-I), dans 
fl(K /K!),, . Pour fE ,Xol(K), (resp. C’T(K,)kr, ), a E K-l (resp. Kk) k E K 
(resp. K; ). posons: (s,f)(k) =f(ka). 

Soit .fE C’(K!,),, invariante a droite par K,?., i.e., 

VaEK?, r,j- -f= 0. 

’ cornmutant a TV, on en deduit que r -‘f est invariante a droite par K-i,, et 
ionc par t;),. Comme elle est holomorphe et que t-l = (ViJd (d’apres (2.3.2)). 
on en diduit. par un raisonnement analogue a celui du debut de lemme 7 
qu’elle est invariante par t’. 

r y est done invariante a droite par (K-l)” et par Ki. Comme Kk 
rencontre toutes les composantes connexes de K-l (lemme 6) elle est 
invariante a droite par K’. ce qui demontre le lemme. 

D’apres 17. proposition 27, p. 8021, pour A E a* fixe. la restriction des 
polynomes de S(p) a I’orbite FL de A sous K, est une surjection de S(p) sur 
I’ensemble R(Tt) des fonctions rationnelles partout dttinies sur T, ; on sait 
que R(T’) est aussi I’ensemble des fonctions holomorphes sur /“\ qui sent 
K,-finies. Mais : 

et la condition de K,-finitude est equivalente a la condition de K-tinitude. 
puisque F est fini. Finalement: 

R(cl) =X’ol(K/KA)), . 
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Du lemme 8 et de ce que I’on vient de dire, on tire facilement la: 

PROPOSITION 1. VA E a*, la restriction d rorbite de IE sous K, des 
polynhes de S(p) est une subjection de S(P) sur a(K,/K$, (en identifiant 
K, . A d KRIK;). 

2.6. Soit 1 E a* fix& On prolonge comme d’habitude ,I a p en la 
prenant nulle sur (q&c oti q, designe l’orthogonal de aR dans pR pour la 
forme bilineaire B,. 

On d&it la transformation de Poisson 

9: Cm(KR/K;) -, C“(P,& 

comme suit : 

ou dk est la mesure normalide Ku-invariante sur K,/Ki. 

THBORI~ME 2. La transformation de Poisson ainsi dtffinie est injective. 

Preuve. Supposons Y(J) = 0. Alors, en differentiant .9(f) a l’origine, 
nous obtenons: 

VP E S(P), 
I 

p(-ik . A) f(k) dk = 0, 
KIFL’Klh 

d’ou f = 0 d’apres la proposition 1, puisque @(K,/Kk),, est dense dans 
L*WdK~). 

3. UNE SBRIE DE REPRESENTATIONS IRR~DUCTIBLES 

3.1. Nous reprenons dans ce chapitre les notations du chapitre 1. 

G est un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini: 
g son algebre de Lie, 
g = f + p une decomposition de Cartan de g, 
a c p un sous-espace abelien maximal, 
K le sous-groupe compact maximal de G d’algebre de Lie f, 
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M le centralisateur de a dans K, 

K’ le stabilisateur de I E a,* dans K, 

G, = K D( P, le groupe de deplacements de Cartan associe a G. 

Les notations du chapitre 2 deviennent: 

gc algebre de Lie complexifiee de g, 

SC = f, + PC, 
G, groupe adjoint de gc. 

On designe par Ad: G -+ G, l’action adjointe de G sur gc. L’image de cette 
application, notte Ad G, est un sous-groupe connexe de Gc egal a exp ad, g 
(Ad G = (GIR)’ dans les notations du chapitre 2) et Ker Ad = Z centre de G. 
On a la suite exacte: 

{e}-+Z+G+AdG-+(e). 

Le groupe Ad K est connexe et egal a exp ad,c f. C’est le groupe K, du 
chapitre 2. D’autre part, Z c K d’ou la suite exacte: 

(e)+Z+K-+AdK+ {e). (3.1.1) 

En outre, il est clair que Z c K”. 

3.2. Pour i, E a,* regulier (c’est-a-dire KA = M), nous montrerons 
que les representations L(u, A) definies au chapitre 1 sont irriductibles. Par 
contre, cela n’est plus vrai quand on prend 1 non rigulier. Nianmoins dans 
ce cas, L(,u, A) est completement reductible, comme nous le montrerons au 
chapitre suivant. Nous allons difinir des maintenant une nouvelle serie de 
representations de Go qui vont coincider avec les L(u, A) dans le cas regulier, 
et avec les morceaux irreductibles des L(u, A) dans le cas non regulier. 

Soit ;1 E a,* prolonge comme d’habitude a pc ; (a, E,) E 9. Soit u @ k la 
representation de KA D( PO definie sur E, par: 

VxEE,, VXEpo, VmEK’, u @ 1 (exp X, m)x = ei’(x)u(ltt)x. 

Designons par V(u, A) l’ensemble des vecteurs K-finis de l’espace P(u. I.) de 
la representation : 

avec 

P(u, A) = (fE Cm(K, E,) / Vk E K, Vm E KA, f(km) = u(m-‘)f(k)} 



272 CHAMPETIERETDELORME 

et 

VfE Vm(u, A), (z,,l(expX. k)f)(k’) = ei*ck-“Xlf(k-lk’). 

V(a, 1) est un (go, K)-module admissible. 

3.3. Pour tome representation 6 de dimension finie, on designe par 
6* la contragrtdiente. Remarquons d’autre part que KA = K-‘. Dttinissons 
une application bilineaire de V”(a, A) x T(u*, -2) dans C notee 
tf, g)+(f, g> par: 

(.L s> = I,, (f(k)> g(k)) d/i. 

On verifie facilement que ( . , . ) est G,-invariante, done en particulier K- 
invariante. Pour (6, E,) E R, appelons T(u, 1)’ (resp. Vm(u*, -1)‘) la 
composante isotypique de type 6 de Vm(u, A) (resp. V”O(u*, -A)). 11 est clair 
que : 

(1) la forme bilineaire (e, .) est non degeniree. 

(2) l’espace Voo(u, A)” est orthogonal a Vm(u*, -L)V si et seulement si 
f5* # fy. 

Cette dualid entre Vco(u,,l) et T’(u *, --A) induit une dualite entre V(u, 1) et 
V(u*, -1) qui possede les memes proprietes. 

PROPOSITION 2. Supposons qu’il existe 6 E I? tel que V(u, A) et 
V(u*, -4) soient engendrh par n’importe quel sous-K-module irrkductible de 
V(u, A)” (resp. V(u *, 4)“‘). Alors V(u, A) et V(u*, 4) sont irkductibles. 

Preuve. Soit V c V(u, A) un sous-(g,, K)-module de V(u, 1) different de 
V(u, A). Alors, par hypothese, V ne contient aucun vecteur de V(u, A)“. Done 
V1 orthogonal de V contient V(u*, --A)“*. D’ou V1 = V(u*, -A) par 
hypothese, et V = (0). Q.E.D. 

3.4. Disignons par E la representation triviale de K’. E = E*; on 
peut identifier VOO(c,L) a C”(K/K’). Z agit trivialement sur Vm(&, A). En 
effet Zc K’ et: 

Vz E Z, Vk E K, V'E T(E, A), 

t~,,,xtzIf)(k) =ftz-‘4 =fW’) =ftk). 

Done, d’apres (3.1.1), L+(E, A) peut Ctre consideri: comme un Ad K LX PO- 
module, auquel s’appliquent les resultats du paragraphe precedent. 
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PROPOSITION 3. Pour tout 2 E a,*, le (go, K)-module V(F. A) est irrPduc- 
tible. 

Preuce. Soit : la fonction constante egale a 1 SW Ad K. I1 est clair que 
i E Cm (t:. A) et que: 

Yk E Ad K, VX E po, Yk’ E Ad K, 

(rr,.~\(expX . k)?l)(k’) = ei,ltk ““. 

Done “I est Ad K-invariante. En outre 6. I est la composante isotypique de 
V(e, A) de type E, (representation triviale de K). Montrons que 1 est cyclique 
dans V5 (F, 1) (elle le sera done dans V(e, 1) puisque qu’elle appartient a cet 
espace); soit f~ F’(E, -A) orthogonale au sous-Ad K D( P,,-module de 
I/‘* (E, A) engendre par Il. Alors: 

D’ou f = 0 grace au theoreme 2. 
De meme 11 est cyclique dans V=(E, -2). La proposition 2 entraine que 

1’” (E, 1) est un Ad K D( P,-module topologiquement irreductible. Done 
l’(~, A) est un (go, K)-module irreductible. 

3.5. Pour demontrer l’irreductibilite de V(a, A), nous allons nous 
ramener au cas spherique en adaptant a notre probleme une technique 
exposee dans [ 4, sect. IV. 1.1. ] 

Soit k E a,*, (0, E,) E G. Soit 01, E,) E K tel que fi lR1 contienne u. 
Designons par F, un sous-espace K-irreductible de Ind,,:, E, isomorphe a 
E,. On fait de F, un Go-module en prenant triviale l’action de P, sur F,,. 
Rappelons que F, est constitue de fonctions definies sur K a valeurs dans 
E‘,. et que les fonctions de Vco(e, 1) sont definies sur K a valeurs dans Q 

LEMME 9. L’application IinPaire : 

deFnie par (f. v)(k) =f(k) v(k) est un (go, K)-morphisme surjectif: 

Preuve. 11 est clair que f. v E Vns(u, A), et qu’elle est K-finie. I1 est clair 
egalement que f@ v +f. u est un (go, K)-morphisme. Pour montrer la 
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surjectivitt, prenons cp E V(0 *, 4) orthogonale i toutes les fonctions f. U, 
fE V(E, A), v E F,, . On a done: 

pour tout ffG V(E, A), v E F, . D’ou: 

VkEK, VvEF,,, (v(k), v(k)) = 0. 

Supposons qu’il existe k, E K tel que rp(k,) # 0. Alors, il existe u E E, tel 
ve Wd 4 # 0. 

11 reste a montrer qu’il existe v E F, tel que v(k,) = u pour aboutir a une 
contradiction. Considtrons l’ensemble 

On a E # {O}. En effet si: Vu E F,, v(k,) = 0, alors: (k,k’- ’ . u)(k,) = 
u(k’) = 0 Vk’ E K, ce qui est absurde. D’autre part, E est un sous-KA-module 
de E,. En effet: Vm E Ka, u(m) - v(k,) = v(k,m) = (k,m-‘k;’ - v)(k,). 
Done E = E, et le lemme est demontre. 

THBOR~ME 3. Pour tout ,I E a; et tout u E 3, V(a, A) est irr&ductible. 

Preuve. Soit PER tel que p[ k* contienne a. Soit u E V(a, 2)P. Alors v 
peut etre vu dans Indklt, a, et on considere F,, un sous-K-module irreduc- 
tible du sous-K-module engendre par v dans IndkltK a (F, est isomorphe a 
E,). Montrons que ll . v = v est cyclique dans V(a, A). 11 est clair que l’on 
peut supposer v E F, ce que nous ferons dans la suite. Alors, d’apres le 
lemme 9, il suffit de montrer que: 

Or: 

U(g,,)(l 0 v> = V(E, A> 0 F,. 

En effet, 

S(P,,)(l 0 u) = V(e, A) 0 cu. 

V(G A> = aL3c)~ (proposition 3) 

= cml,) 0 WdY 

= wbc)~ car ll est K-invariant 

et 

S(p,)v = cu (v &ant considere dans I;,). 
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D’ou U(g,,)(I @ U) = U(t,)(V(e, A) @ II) = V(F, A) 0 F,. Le theoreme est 
demontre. 

4. CLASSIFICATION DES (g,,K)-MODULES SIMPLES 

4.1. D’apres le theoreme 1, tout (g,,, Q-module simple est 
isomorphe a un sous-module d’un L(,u, A). 

Nous avons montre au chapitre precedent que quant E. etait regulier (alors 
L(,u, 1) = IQ, A)), L(u, ,I) etait irrbductible. Ceci n’est plus vrai dans le cas 
non regulier comme nous le montre le lemme suivant, qui est une conse- 
quence immediate de l’induction par etage: 

LEMME 10. Soit 1 E a,*, @,E,) E 62, (u, E,) E kj. Soit m(u,a) la 
multiplicite’ de p dans o I+, . En tant que (go? K)-module: 

Lb, A) = Q m(u, a) V(a, 1). 
oEX< 

COROLLAIRE 3. Pour tout (go, K)-module irrPductible V, il existe A E a: 

et (I E K.’ tels que V soit isomorphe ci V(u, A). 

Preuve. Cela resulte du lemme 10, du theoreme 1, et du theorime 3. 

4.2. Rappelons que le groupe de Weyl W = M/M de la paire (g, a) 
/ \ 

agit sur a,*. Soit w E W, W E M’ un representant de M’. Pour tout u E K-i. 
n 

definissons M‘ . u E K”“* par: 

Vk E K”‘A 3 (w . u)(k) = u(I-? - ‘kw). 

D’une part, K”‘-’ = GK’%-‘; ce que l’on a tcrit a un sens. D’autre part, la 
classe de la representation w . u ainsi definie ne depend pas du representant 
$ de w choisi (car A4 c KA). 

LEMME 11. VW E w, V(w . u, w . A) = V(u. 1). 

Prewe. Definissons l’application : 

V(0, A) -+ V(w . (3, w . /1), 

par : 

Vk E K, f”(k) =f(kw). 
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11 est clair que fij E V(w . cr, w . A) et que f +fw est un (go, K)- 
isomorphisme. Q.E.D. 

LEMME 12. Supposons V(o, ,I) N V(u’, ,I’). Alors, il existe w E W tel que 
1’ = w ’ A. 

Preuve. Rappelons que pour p E S(p,,), I’action de p sur V(a, k) s’ecrit : 

VfE V(a, A), Vk E K, h,&lf)W = p(ik . WV). 

Si p E S(p,,c)x, l’action de p sur V(a, A) est la multiplication par le scalaire 
p(U). Si V(o’, A’) = V(a, A), alors: 

p(U) = p(U’) VP E Nh& 

soit: 

p(i,I) = p(U’) vp E S(aJ? 

Ceci tquivaut a ce qu’il existe w E W tel que 1’ = w . A. 

TH~OR~ME 4. En tant que (g,,, K)-modules, V(o, L) 1: V(u’, A’) si et 
seulement s’il existe w E W tel que A’ = w . J et u’ N w . u. 

Preuve. Grace aux lemmes 11 et 12, il suffit de demontrer: 

V(u, n> N V(u’, A) =+- u’ = u. 

Supposons done V(u, A) N V(u’, A) et u 74 u’. Comme Voo(u, A) est isomorphe 
en tant que K-module a IndKrt, u, il existe done (u, E,) E K tel que &,c 
contienne u et u’. On note F,, le G,-module trivial sur P,, K-isomorphe i E, . 
Designons par E la representation triviale de K”. Les representations 
u0,u*IK~et~C9& de K* se decomposent ainsi: 

uOru*(,l=m(u,~)EOmlu,O...Ompup, 

EO&= m(u,p)u @ m(u’,p) u’ 0 m:u; 0 ... 0 rnbu; 

avec ui, uj E s, oti pour tout i = 1 ,..., p, ui f E et pour tout j = l,..., q, 
uj f u et 0; #u’. On verifie aisement que V(u, A) 0 F,,* est l’espace des 
vecteurs K-finis de 
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D’oi~ : ~‘(u,~)~F,.~m(a,~)V(&,~)~m,V(u,,/I)~~~~~~m~V(upr~) et 
de mime 

V(E, 1) 0 F, 2: m(a, p) V(a, 1) 0 m(o’, ru) V(o’. k) 

~m;V(u;,~)O~~~Om~V(u;,~). 

On a done: 

Hom,,,.,(V(u, A) 0 F,*, V(&, A)) 

2 Horn,,,,, (m(U,,ll) V(E, 1) 0 c,b, mi V(“j3 1))* V(E3 1)) 

0r:Vr E G. T # E s- V(r. A) ~4 V(F, A). Alors, comme pour tout r E k-‘. 
V(r, I.) est irritductible: 

dim Horn ,,,,,(W-G)@F,., V(L~))=~(U,P)). 

D’autre part: 

Hom,,.,,(V@, A) 0 F,. , V@, A>) 

rHom oo.,iP’~~~ A), V(G 1) 0 F,) 

-Hom,,,,,(V(u, A), m(u,,~) V(u, k) 0 m(u’, ,u) V(u’. 1) 0 ... 1. 

Comme on a suppost que V(u, 1) et V(u’, I) sont isomorphes, on en dkduit : 

dim Horn Bo,.dV(u, A) 0 Fw-3 V(E, 2)) > m(u, Pu) + m(u’, PI. 

Comme m(u’.,~) est non nul, on aboutit i une contradiction. Le thkorime est 
demontrk. 

4.3. Les thkorttmes 3 et 4 et le corollaire 3 se rksument ainsi: 

TH~OR~ME 5. (1) VA E a: , Vu E k;, V(u, A) est un (go, K)-module 
irrkductible. 

(2) Pour tout (go, K)-module irrkductible V, il existe A E a,* et u E K’ 
tels que V soit isomorphe ci V(u, A). 

(3) Les (g,,, K)-modules V(u,A) et V(u’, A’) sont isomorphes si rt 
seulement s’il existe w E W tel que I.’ = w . A et u.’ = w . u. 
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5. CLASSIFICATION DES REPRESENTATIONS 
TOPOLOGIQUEMENT COMPLETEMENT IRRkDUCTIBLES DE G, 

A 

5.1. Rappelons que pour 1 E a,*, (u, E,) E K’, 

F’(a, A) = {fE C”(K, E,) 1 Vk E K, Vm E K’,f(km) = a(m-‘)f(k)}. 

Dlfinissons sur P’(u, 2) une norme notee ]] . ]I2 par: 

Appelons V2(o, A) le complete de V”(u, 1) pour cette norme. G, agit sur 
V2(u, A) par : 

‘Q-E V2(u, A), VX E po, Vk, k’ E K, 

(z,,,(expX . k)f)(k’) = eiA(k’m”Xlf(k-lk’). 

V’(u, ,I) est alors un GO-module admissible dont V(u, A) est l’ensemble des 
vecteurs K-finis. v(u, ,I) itant algebriquement irreductible, V2(u, A) est 
topologiquement irreductible, et done topologiquement completement 
irreductible [9, prop. 4.2.1.5., p. 2311. 

5.2. Le theoreme 5 conduit au theoreme suivant: 

THI~OR~ME 6. (1) Vl E a,*, Vu E 3, V’(u, ,I) est un G,-module 
topologiquement completement irreductible. 

(2) Pour tout espace de Banach V muni dune structure de GO-module 
A 

topologiquement completement irreductible, il existe I E a,* et u E KA tels que 
V soit Naimark-equivalent a V2(u, A). 

(3) V’(u, A) est Naimark-equivalent a V’(u’,A’) si et seulement s’il 
existe w E W tel que A’ = w . A et u’ = w . u. 

Preuve. Comme, d’apres le thtoreme 5, tout (go, K)-module irreductible 
est admissible, le theoreme 6 resulte du theoreme 5, de [9, th. 4.5.5.2., p. 
3261 et de [9, prop. 4.2.1.5., p. 2311. 
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