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Introduction 

Soit G (resp. _G) le groupe les points r6els (resp. complexes) d'un groupe alg6brique 
d6fini sur ~, et Zariski-connexe, que l 'on supposera semisimple dans cette intro- 
duction (au lieu de r6ductif dans le corps de l'article). On suppose le groupe 
alg6brique muni d'une involution a qui agit donc sur G e t  _G. On note H (resp. 
_H) le groupe des points fixes de a dans G (resp. _G). 

Soit 0 une involution de Cartan de G commutant  fi a e t  soit K le groupe 
des points fixes de 0 dans G. Soit P u n  sous-groupe parabolique a0-stable 
de G. On note N son radical unipotent et L=Pc~O(P). Alors L est a-stable 
et P admet  une a-d6composition de Langlands P = M A N  off A est la partie 
de la composante d6ploy6e du centre de L form6e des 616ments antiinvariants 
par  a e t  0. M est en g6n6ral plus gros que le M de la d+composition de Langlands 
de P. On se donne une s6rie discrete de M / M  n H c'est/ t  dire une repr6sentation 
unitaire irr6ductible (6, V~) de M et une injection i: V~ ~ L 2 (M/M c~ H, d v h) (qui 
entrelace les actions de M). (Noter que les s6ries discr6tes des espaces sym6triques 
r6ductifs ont 6t6 classifi6es par Oshima et Matsuki (cf. [OM])). Si v~a~ off 
a = L i e A ,  on note (rta,v, Io.v) la s6rie principale g6n6ralis6e, C ~ de G relative 
fi (P, 6, v): 

I6,~ = {~0: G ~ V~lcp est C ~, Vg~G, a~A, harM, n~N,  ~o(gman) 
=a-~-P6(m-l)~o(g)} 

off V0 ~~ d6signe l'espace des vecteurs C ~ de V~, muni de sa topologie usuelle, 
p e s t  la demisomme des racines de a dans n = Lie N e t  rc6.~ est la repr6sentation 
d6finie par  action r6guli6re gauche dans I6,v. 

* Partially supported by an NSF Grant 
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La restriction des fonctions de G /~ K d6finit un isomorphisme de I~,~ sur 
I~, off : 

I~= {q~: K ~ I ~  I~o est C ~ et VksK,  meMc~K, (p(km) = 6(rn- ~) ~o(k)}. 

Par transport de structure on obtient une repr6sentation r?o,, de G sur Ia. 
I1 s'agit dans cet article, de construire une famille de vecteurs distributions 

H-invariants de ~,~ (c'est/t dire des formes lin6aires continues sur I~ invariantes 
sous Faction contragr6diente de ~ , ,  par H) dbpendant m6romorphiquement 
de v. La motivation est que l'on esp6r e 6crire la formule de Plancherel pour 
U(G/H) it l'aide des vecteurs distributions ainsi construits en se restreignant 

veia*. Bien stir, cet 6difice repose sur les travaux de Oshima et Matsuki 
sur les s6ries discr6tes (cf. [OM]). 

Le cas off P e s t  a0-stable minimal a 6t6 6tudi6 par van den Ban d'une 
part (cf. [B2]) et Olafsson (cf. [-O12]) d'autre part. La m6thode utilis6e par 
van den Ban est tr6s diff6rente de la n6tre (voir plus loin pour une remarque 
sur la m6thode d'Olafsson). Mentionnons aussi ici le travail ant6rieur de Oshima 
et Sekiguchi [OS]. 

D6crivons le contenu de notre travail. 
On d6crit d 'abord _H_P comme ouvert affine de _G. On compl6te a en une 

sous alg+bre de Cartan i de g telle que i soit a e t  0-stable, avec i = i l  @a (off 
i l est lui-m~me a e t  0-stable). Cette 6criture permet d'identifier a* /l un sous 
espace de i*. On choisit un ordre sur A (g, i) (syst6me de racines de i dans g) 
compatible avec A + (g, a) (ensemble des racines de a dans n). 

Alors on montre (cf. lemmes 2/l 5 et proposition 2) qu'il existe des repr6senta- 
tions (n 1, V1) . . . .  ,(nm, Vm) de _G, de plus haut poids ~1, ..., ~mea*ci~:, avec m 
= dim a, telles que: 

(1) La famille (~  . . . .  , ~,,) forme une base de a* et pour tout i, ~i est dominant 
pour A + (g, a). 
(2) Pour tout i, il existe ~i vecteur _H-invariant dans Vii tel que (~i, vi)>0 off 
v~ est un vecteur de plus de poids dans Vii et le produit scalaire utilis6 est un 
produit  scalaire invariant pour une forme r6elle compacte convenable de _G. 
(3) Notant  ei(g)= (hi(g)vi, ~i), on a: 

L-/_P = e~(g) 4 : 0  . 

On d6finit alors pour  R e ( v - p )  strictement dominant pour A + (g, a) une applica- 
tion ~ : G--* (V~) ', off (V~) ' est le dual fort de V~ ~ , par: 

~jg)=0 si gCHP 

~jhman)=a~-O 6, (m - 1) tlo, V hsH,  meM, aeA, neN  

off 6' est la contragr+diente de 6 dans (V~~ ' et t/~ est d6fini par le diagramme 
commutatif  ci-dessous: 

76 

C ~ (M/M c~ H) 



Vecteurs distributions H-invariants 621 

(6~.M,-,n est la mesure de Dirac en e.M n H). 
On montre que ~ est une fonction continue (lemme 6). Pour cela on 6crit: 

v - p = ~  ~ '~  avec R e ~ > 0 .  
i = 1  

Alors iv(g)= I2I e~'(g)fi'(m-1)~/~ si g=hman avec h~H, m~M, a~A, n~N. 
i = 1  

Si (g.) est dans HP et tend vers un 616ment g de la fronti~re de HP, il 
r6sulte des propridt~s des ~ que: 

I ]  &(g.) ~ o. 
i = l  

Pour prouver la continuit6 de ~v, il reste fi contr61er 6'(m-l)r/a. On se ram6ne 
pour cela ~ prouver que i (V~~ est inclus dans l'espace 
do(M/M n H) des fonctions qui sont born6es sur M/M c~ H ainsi que leurs d6ri- 
v6es sous l'action r6guli&e gauche de l'alg6bre enveloppante de m = Lie M. L'ar- 
gument pour montrer ce point est le suivant. I1 n'est pas difficile de voir, grace 
aux d6veloppements asymptotiques (cf. [B 1]), que l'espace des vecteurs M c~ K- 
finis de V~ s'envoie dans .do(M/mnH).  Mais V~ et d o ( M / M n H )  sont 2 
modules sur M g croissance mod6r+e, au sens de i-C] (voir lemme 1). Le th6or6me 
de continuit6 automatique de Casselman (cf. [C]) montre que 
i(V~ '~) c ~r (M/M n H) comme dbsir6. 

Alors la forme lin6aire sur Ia, ~v, d6finie par: 

gq~ela, (~-~, rp) = j" (r q~(k)) dk 
K 

est invariante sous (~.v)'(H) et c'est cette famille que l'on veut prolonger m6ro- 
morphiquement. 

Comme on l'a d6j~ remarqu& si g=hman~HP,  on a: 

{~(g) = 1 y] e/(g)~,6,(rn-1) r/a. 
i = 1  

S'il n'y avait pas le terme 6'(m -1) ~/~ on obtiendrait facilement une 6quation 
fonctionnelle du type Bernstein-Sato pour ~v (au moins sur HP) (Olafsson dans 
[O12] se ram6ne ace  cas par un proc6d6 de tensorisation par des repr&entations 
de dimension finie; dans le cas off P n'est pas a0-stable minimal, cette m&hode 
n'est pas utilisable). 

Ce terme rend les choses moins simples. Toshio Oshima a sugg6r6 au deux- 
i+me auteur d'utiliser la g6n6ralisation par Kashiwara de l'6quation fonctionnelle 
au cas off l'on dispose d'un polyn6me 61ev6 a une puissance complexe, multipli6 
par une solution d'un syst6me holonome. C'est cette id6e qui est d6velopp6e 
dans cet article. 

Tout d'abord, pour v vecteur M n K-fini de V~ ~~ on prolonge m6romorphi- 
quement ~ vea~ la fonction holomorphe v~---~F~,,,, de l'ouvert de a~: form6 des 
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v tels que R e ( v - p )  soit strictement dominant dans l'espace des distributions 
sur G, off F~,v est la fonction continue sur G d6finie par: 

F~,~(g) = ( ~(g),  V)tvy), ' vy.  

Pour cela, on montre que la fonction u, sur HP, d6finie par: 

uo(hman) = ( 6 ' ( m -  ~) qo, V)(vy), ' vy = i(v)(m x) 

engendre (dans l'espace des fonctions C ~ sur HP)  un D(_H_P)-module holonome 
(lemmes 8 et 9). Ici D(_H_P) dbsigne l'alg6bre des opbrateurs diff6rentiels fi coeffi- 
cients alg6briques sur la vari&6 alg6brique affine H_P. On utilise pour cela un 
r6sultat de Ginsburg (cf [Gi]), l'hypoth6se sur v d'&re M c~ K-fini 6tant cruciale. 

Alors gr~tce aux r6sultats de Kashiwara rappel6s dans l'appendice A.2, on 
montre que la fonction sur G, ek~ Off tTv est le prolongement par 0 en dehors 

de H P  de u,, e = ff[ e~ et ko entier assez grand, est continue et engendre un 
i = 1  

sous D(_G)-module holonome de l'espace des distributions sur G. Alors: 

(fir)   o F v ,  v = e i - - k ~  /~v 

i = 1  / 

et on est dans la situation d'un produit de fonctions r6guli6res sur G 61ev6es 
~t des puissances complexes multipli6 par la solution d'un syst6me holonome. 
D'ofl l'on d6duit une 6quation fonctionnelle pour F~,. et un prolongement m6ro- 
morphe (proposition 4). On contr61e les vari6tbs polaires (hyperplans) et leur 
ordre en fonction de v (proposition 5). Ceci permet de d6finir pour  v e n  dehors 
des vari6t6s polaires des F~,~, une forme lin6aire ~ sur l'espace (Ia)(K) des vecteurs 
K-finis de I~ par: 

V~oe(Io)(r), ( ~ ,  ~o)= ~ ( R  r F,,~,, ~:)~'(r),~tr) 
i = 1  

off tp(k)= ~ ~/i(k)vi, les vi 6tant des vecteurs Mc~K-finis de Vo et les ~b i des 
i = 1  

616ments de C~ RK F~,v, est la restriction de G /l K de la distribution F~,v, 
(dont on montre qu'elle existe). On montre que ~'~ est une forme lin6aire sur 
(lo)~r) fix6e par H c~ K sous la contragr6diente r~*,~ de ~,~ et annul6e par ~,~(b) 
(th6or6me 2). 

Les r6sultats de [BD] joints au th6orame de continuit6 automatique de Cas- 
selman [C] permettent de conclure que ~ se prolonge en une forme lin6aire 
continue ~-~ sur I~, invariante par Faction de H (th6or6me 1). 

A ce stade on sait seulement que v~--~ (~-~, ~o) est m6romorphe pour ~oe(ln)~x). 
Cela est toutefois suffisant pour montrer  la m6romorphie en v des fonctions 
sur G/H, ~' - que appelons dans cet article, E,,~(g) = (Tr~,,(g) ~,, ~o) (~o E(I~)~r)) nous 
int6grales d'Eisenstein (cf. th6or6me 3). 

En effet, les propri6t6s de ~-v montrent que les coefficients de la s6rie de 
Taylor de E~,~ sont m6romorphes. D'autre part Ev,,p (ou plut6t la s6rie formelle 
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correspondante) est Z(.q)-propre (off Z(g) est le centre de l'alg6bre enveloppante 
de g = Lie G) et K-finie. 

On applique alors une version fi param6tres (cf. appendice C) de l 'appendice 
A de [BD] pour obtenir la m6romorphie voulue. 

Remarque. Dans ce qui pr6c6de la propri6t6 de la s6rie discrete 6 de M/M c~ H 
que nous avons utilis6e est que ses vecteurs C ~ sont des fonctions born6es 
sur M/M c~ H ainsi que leurs d6riv6es par des 616ments de U (m). D'apr6s [-FOS, 
corollary 2.2], cette propri6t6 est encore vraie pour les vecteurs M c~K-finis 
d'un sous-module unitarisable de C ~ (M/M c~ H). La proposit ion 1 se g6n6ralise 
alors aux repr6sentations unitaires irr6ductibles de G munies d'une forme lin6aire 
continue et H-invariante sur l'espace de ses vecteurs C ~. I1 en r6sulte que dans 
tout l'article on peut remplacer 6 par  une repr6sentation unitaire irr6ductible 
de M munie d'une forme lin6aire, q6, sur l 'espace de ses vecteurs C a et qui 
est M ~ H-invariante. 

0 Notations-rappels 

0.I 

Si Vest  un espace vectoriel, on notera V* son dual alg6brique. Si Vest  r6el 
on notera V~ son complexifi6, S(V) l'alg6bre sym6trique de Ve. Soit V (resp. 
E) un espace vectoriel sur ~ de dimension finie que l 'on munit d'une norme 
quelconque (resp. un Fr6chet sur ~). On notera Co(V, E) l'espace des germes 
fi l'origine de fonctions holomorphes ~i valeurs dans E (cf. [Bou 2, w 3.2]). Si 
E = ~  on notera simplement (9o(V). De la faqon habituelle Oo(V,E) peut atre 
regard6 comme un sous-espace de l 'espace Co(V, E) des s6ries formelles fi coeffi- 
cients dans E qui, par d6finition, est l'espace des applications lin6aires de S(V) 
dans E. 

0.2 

Si S est un groupe de Lie r6el, S ~ d6signera sa composante  neutre, ~ son alg6bre 
de Lie, U(~) l'alg6bre enveloppante de la complexifi6e ~ de ~. On notera X ~ X'  
l 'ant iautomorphisme principal de U (~). 

On notera ds une mesure de Haa r  fi gauche sur S, s~--~Ls (resp. s~--~Rs) 
la reprdsentation r6guli6re gauche sur C~(S) (resp. droite) et X~--~Lx (resp. 
X~-~Rx) la repr6sentation de U(~) obtenue par  diff6rentiation. Si (n, E) est une 
repr6sentation de S dans E on notera g* la repr6sentation contragr6diente dans 
E*. Si de plus E est un espace vectoriel topologique et si pour tout s dans 
S, z(s) est un endomorphisme continu, on notera n' la repr6sentation contragr6- 
diente de S dans le dual topologique E' de E. Le transpos6 d'un op6rateur 
continu, A, entre deux espaces vectoriels topologiques 6tant not6 tA, on a pour  
tout s~S, g'(s)=tg(s-1) .  Si on dispose d'une repr6sentation n de S, dans E, 
espace localement convexe s6par6, continue au sens de [C, w 1], on notera V ~ 
l'espace des vecteurs C ~ de (re, V) qu 'on munira de sa topologie naturelle (cf. 
loc. tit. w 1). 
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Si S est un groupe compact,  on notera ~ son dual unitaire. Si 6 ~ S e t  (#, E) 
une repr6sentation de S dans un espace localement convexe s6par6 complet, 
on notera E ~ sa composante isotypique de type 6 et E s l 'espace des invariants 
de E sous #(S). Enfin si X est un espace muni d'une action de S, on appellera 
fonction/~-sph6rique sur X toute app l i ca t ionfde  X dans E telle que: 

V x ~ X ,  g s m S , f ( s ,  x) = # ( s ) f ( x )  

0.3 

Si S est le groupe des points r6els d'un groupe alg6brique d6fini sur ~ ,  on 
notera _S le groupe des points complexes de celui-ci. 

Dans toute la suite de l'article G d6signera le groupe des points r6els d'un 
groupe alg6brique r6ductif d6fini sur ~ qu 'on suppose en outre Zariski connexe. 
En particulier G est dans la classe de Harish Chandra. 

De plus tr d6signera un automorphisme involutif d6fini sur ~ de ce groupe 
alg6brique. On notera H l e  groupe des points r6els du groupe des points fxes 
de a. 

On choisit une involution de Cartan, 0, de G, commutan t  ~ tr (cf. [O11, 
lemme 2]) et on note K le groupe des points fixes de 0. C'est un sous-groupe 
compact  maximal de G qui est de plus a-stable. On note p (resp. q) le sous-espace 
de g des 616ments antiinvariants par 0 (resp. ~r). On note c le centre de g et 
g, = [m g]. 

On se fixe une forme bilin6aire B invariante sur .q, n~gative d6finie sur ~, 
positive d6fine sur p qui coincide avec la forme de Killing sur gl ,  telle que 
gl et c soient or thogonaux ainsi que cr ib  et cnq .  

On rappelle (cf. par exemple [B1, proposit ion 1.3 et corollaire 1.4]) que 
l 'application de K x (p n q) x (p n D) dans G d6finie par  (k, X ,  Y)~--~k exp(X). 
exp(Y), est un diff6omorphisme. En outre si a0 d6signe un sous-espace ab61ien 
maximal de p n q, pour tout g e G  il existe X e a  o tel que g e K ( e x p  X ) H  ~ 

On note A =A(g,  a0) le syst6me des racines de a0 dans g. On se fixe un 
ensemble de racines positives A + de A. On note no=  O g" off, pour  ct~A, 

~tEA + 

g" d6signe le sous-espace radiciel dans g de a0 correspondant  fi c~. On note 
L 0 le centralisateur dans G de a0. On d6finit m0=10,kqGl0,khOl0,ph Off 10,kq 
- - I o A ~  q etc. 

Soit Po le  sous-groupe parabolique de G d'alg6bre de Lie 1 0 0 n  o. I1 est 
clairement a0-stable. On note Po=Mo A0 No la a-d6composit ion de Langlands 
de P~ (cf. [B2, w 2]) off M 0 admet bien m0 comme alg6bre de Lie et A0 = e x p  a0, 
N0=exp  no. On note pc= �89  ~ (dim g,)~. Soit S l 'ensemble des racines simples 

de A +. On se fixe une partie O de S, on notera a = n ker ~, I le centralisateur 
g ~ O  

dans g de a. On note m l 'orthogonal pour  B de a dans 1. I1 est facile de voir 
que l = m G  a. On note n =  (~) g~ et P l e  sous-groupe parabolique de G 

~ e A  + , ~ 1 ~ 1 6 2  0 

d'alg+bre de Lie [ �9 n. I1 est clairement o-0-stable. I1 admet  pour  a-d6composition 
de Langlands P = M A N  off M est d'alg6bre de Lie m, A = e x p  a et N =  exp ft. 
Le centralisateur L de a dans G est 6gal ~ M A .  C'est le groupe des points 
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r6els d 'un  groupe  alg6brique r6ductif d6fini sur IR. I1 est de plus stable par  
a. Le triplet (L, ~, H c~ L) satisfait les mSmes hypoth6ses que (G, a, H). 

On note  c 1 = r  C1 le sous-groupe analyt ique de G d'alg6bre de Lie r 
On note  ~ l ' intersection de noyaux  des h o m o m o r p h i s m e s  continus de G dans 
le groupe multipl icatif  R +* des r6els s t r ic tement  positifs. On sait que G s'identifie 
de la faqon 6vidente fi ~ x C1 (cf. [ H C 2 ,  w 

On d6finit une appl ica t ion norme  sur G de la fa~on suivante. On note (rto, Vo) 
la repr6sentat ion adjointe de G dans ge que l 'on muni t  d 'un  produi t  scalaire 
hermit ien invar iant  par  A d ( K . e x p  ip) (qui est compact) .  

On muni t  V* du produi t  scalaire canonique  d6duit de celui sur V o. On 
d6finit alors pour  g~ G: 

Ilgll = llTro(g~)llvo x exp(2XB(X, X)), 

off g = g l . e x p  X avec g~e~  et X e t ~  et [IrCo(ga)llv o est la no rme  de I 'op6rateur  
rc o(g~). Les propri6t6s suivantes de no rme  sont alors 6videntes: 

(0.3.1) Vg~a, Ilgll = Ilg-Xll = Ilg~l[ (ofag'=a(g)) 

(0.3.2) Vx, yeG, I[xyll < Ilxll IlYll 

(0.3.3) Vkt ,ka~K,  VXep,  VteP~ +, I[kl.exptX.kzll=llexpXl[ t. 

On d6finit une appl icat ion de G/H dans IR + not6e 6galement  II II et appel6e 
norme  sur G/H par  IIgHII = I]g(g~)-lH; alors II II v6rifie: 

(0.3.4) Vx, y6G, [IxyHII < Ilxll 2 ]lynl[ 

(0.3.5) VkeK, V X e p ~ q ,  VtelR +, Ilk.exp(tX).Hl[=llexpXII zt 

1 Prolongement d'une forme lin~aire (b, Hc~ K)-invariante sur un module 
de Harish-Chandra ~ sa completion d eroissanee mod~r~e 

1.1 

On d6finit pour  N ~ N,  D e U (g) et f e  C ~ (G/H): 

PN,o ( f )  = sup II gH I[ - r I(gof)(gH)l. 
geG 

C'est un r6el ou le symbole  + ~ .  
On notera  aussi IIfHr,/~ au lieu de Pmo(f). 
On d6finit pou r  N~JN 

~r (G/H) = { fE C o~ (G/H) IVD ~ U (9), Pr,o ( f )  < + ~ }. 

L'espace  dr(G/H) muni  des semi normes  Pr,D, D e  U(O), est clairement un espace 
de Fr6chet.  

Lemme 1 Pour Faction r~guli~re gauche de G, dr(G/H) est un G-module lisse 
f croissance modOrde au sens de I-C]. 
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Dkmonstration. M o n t r o n s  d ' a b o r d  que c'est un G-module  h croissance mod6r6e. 
I1 faut pou r  cela majorer :  

N Lgfl[ N.n = sup II xH II - N i(Lo Lgf)(x H)[. 
x ~ G  

Mais  L , _ I L o L g =  ~" q~,(g)Ln,, off les D i sont dans  U(g) et les ~o~ sont des 
i = 1  

fonct ions G-finies. Ators  il existe M e N  et C > 0  tels que 

V i = 1 . . . . .  n, V geG, [(P~(g)l ~ C Ilgll M. 

Donc,  en changeant  xH en g-axH,  on t rouve:  

tlLjIIN, D~C sup I l g - ~ x H l I - N  k [IglIMtLDJ(XH)I" 
x ~ G  i = 1 

Mais  on  a d 'apr6s  (0.3.4): 

}lxHll < [Igll 2 [}g- x xHll 

d 'ofl  

(1.1.1) IIg- ~ xHl[ > Ilgl1-2 IIxH]l. 

Alors  en p renan t  M ' =  2 N + M on a: 

(1.1.2) VD~ U(9), ~C>0, ~M'e]N, ~D~e U(9), 
i= 1, ..., n, Vfe~CN(G/H), V ge G, 

n 

Ceci mon t r e  que pou r  tout  geG, L~ d6finit un op6ra teur  cont inu de dN(G/H) 
dans lu i -mame et que le G-module  eUCN(GH) est & croissance mod6r6e. 

I1 reste fi voir  que dN(G/H) est un G-module  lisse. M o n t r o n s  d ' abo rd  que 
c'est un G-module  continu.  D ' ap r6s  [C, l emme 1.1], il suffit de voir  que stN(G/H) 
est un G-module  s6par6ment  continu.  

Soit g = exp X, X e 9, et eva luons  pou r  [[ X It < r la semi-norme ]l Lexpt x f - f  II N.o. 
On va appl iquer  le th6or6me des accroissements  finis sur [0, 1] / t  la fonct ion 

(complexe) de la var iable  r6elle t: 

t w-, (L o Lex m x f - -  Lof ) (xH)  

dont  la d6riv6e est 6gale ~t Lox L, xpzxf 
Soit (Xj) une base  de 9- Par  appl ica t ion  de (1.1.2) aux DXj on t rouve:  

(1.1.3) 3MEIN, 3Die U(g), i =  1 . . . .  , Y, 3 C > 0 ,  
t 

Vfes~CN(G/H), VgeG, V j =  1 . . . . .  d im g, HLj[IN, Oxj<C IlglW ~ tlfllN,~,. 
i = 1  
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Notons Cr= sup IIexpX[I et 
llXll ~<r 

f dimg / 
IIXIL oo = s u p  It2(g)l IJ = 1 . . . . .  dim g o�97 X = ~ tj(X) Xj . 

j= l  

Alors de (1.1.3) on dSduit: 

(1.1.4) Vt~ [0, 1], Vf~,dN(G/H), Vx~G, VXEg, 

"Xll<r~llLexptxfl'mox<HXl'~ CC~( ~ fllN.o,). 
i= 

Le th6or6me des accroissements finis donne alors: 

v x ~ g ,  IlXll < r ~  IILexpxf-fllN o < IlXll ~ c c  IlflIN, o, 
i=1 

Mais lim IIXH~:0. D'ofl 
X~O 

(1.1.5) lim qlLexpxf-fllmo-=O. 
X~O 

Comme, pour  tout gEG, Lg est un endomorphisme continu de dN(G/H), ceci 
ach6ve de prouver que dN(G/H) est un G-module s6par6ment continu donc 
continu (voir plus haut). On laisse le soin au lecteur de v6rifier, ~ l'aide de 
la formule de Taylor ~ l 'ordre 1 avec majorat ion du reste (cf. EBou2, w 2.5-]) 
appliqu6/l la fonction d6j/t utillis6e, que l 'application g ~ Ls f  de G dans sJN(G/H) 
admet pour  d6riv6e, scion le champ de vecteur invariant fi droite d6termin6 
par X, la fonction 

g~---~ L x Lgf .  

Pour voir que cette fonction est continue on 6crit: 

l 
L x L s = ~ ~i(g) Lg Lx, 

i=1 

off les Xi sont une base de g et les ~ des fonctions G-finies sur G, puis on 
utilise le fait que le G-module est continu. 

Une r~currence facile montre alors que g~---~Lgf admet des d6riv6es partielles 
continues/t  tout ordre et est donc C% 

Ceci ach6ve de prouver le lemme 1. []  

1.2 

Th6or6me 1 Soit V un (g, K)-module admissible de type fini, donc annuld par 
un iddal I de codimension finie du centre Z(g) de U(9). Soit ~ un dldment du 
dual algdbrique V* de V qui soit annuld par l'action (contragrddiente) de D et 



628 J.-L. Brylinski et P. Delorme 

soit invariant par H c~K. Alors ~ se prolonge en une forme lin~aire continue 
sur la completion lisse gt croissance mod~rde du (g, K)-module V (cf [C] pour 
l'existence et l'unicit~ de la completion). De plus ~ est H-invariante. 

D~monstration, Le r6sultat principal de [-BD] affirme qu'il existe une unique 
application linbaire ie : V---, C ~ (G/H) telle que: 
1) i~ est un morphisme de (g, K)-modules. 
2) Vv~V, (ie(v))(eH)= (4, v). 
Comme Vest annul6 par I, les fonctions sur G/H, ie(v), w V,, sont 6galement 
annul6es par I doric par un id6al J de codimension time de l'alg6bre ID(G/H) 
des op6rateurs diff6rentiels invariants par G sur G/H (cf. [B 1, proposition 5.1]). 

I1 n'y a donc qu'un nombre fini de possibilit6s pour les exposants directeurs 
le long d'un parabolique donn6 des fonctions i~(v), w V(cf. [B I, th6or~me 5.8]). 
On va voir que cela'implique qu'il existe N ~ N  tel que ir ) pour 
tout v ~ V.. 

Soit P0 le sous-groupe parabolique introduit en 0.3 correspondant au choix 
d'un ensemble de racines positives A + de A. Comme il n'y a qu'un nombre 
fini d'exposants directeurs le long de P0 pour les i~(v) le th6or6me 9.1 de [-B1] 
implique l'existence d'une forme lin6aire r6elle sur a0, ~od + telle que 

V v~ V, 3C~,d +, V k~ K, V a~C I (A~ (A +)), [i~(v)(kaH)] < C~,A+ a <~ +, 

Otl C I ( A ~  (A +)) d6signe l'adh6rence de 

A~ ( A + ) = { a ~ A o I V ~ A + , a  ~<1}. 

I1 est par ailleurs facile de d6duire du lemme 2.A.2.3 de [W, p. 72] et de la 
d6finition de la norme sur G/H, qu'il existe Ca+ > 0  et NA+ ~ N  tels que: 

Va~CI(A~(A+)) ,  a ~'~+ <C~+ [laH[[ N~+. 
D'ofi: 

Vk~K,  V a ~ C I A ~  (A +), ]i~(v)(kaH)[ < C~.~+ C~ + [[kaHl[ N~+ 

(On a utilis6 IlkaHl] = [laH][). 
En r6p6tant l'op6ration pour les diff6rents choix possibles de A + (qui sont 

en nombre fini) et en posant: 

N = s u p  N~+, C~=sup(C~,A+ Ca+), 
A +  A + 

on obtient 
V k~ K, V a~ A~, [ir <= C~ []kaHl[ u. 

Comme G = K A o H  (cf. [B 1, proposition 1.3]) et que VXe U(9), Lx i~(v) = i~(X. v), 
ceci implique que: 

V ve V, ir e d u (  G/ H). 

Donc ie est un morphisme de (g,K)-modules de V vers ~u(G/H).  Comme 
dN(G/H) est un G-module lisse A croissance mod6r6e, il en va de m~me de 
l'adh6rence P1 de V1 ..=ie(V) dans ~u(G/H).  D'apr6s [C, corollaire 10.5], i e se 
prolonge en un morphisme continu de G-modules, ~, de la compl6tion lisse 
g croissance mod6r6e ~" de V vers ~'~. I1 est alors clair que ( =  6,no~ v6rifie 
les propri6t6s voulues. [] 
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1.3 

On a vu dans l 'introduction que G = ~ x exp (c c~ p). 
Posons G1 = ~ exp(c ~ p c~ [). 
Alors G = G1 C,.~, off C,.q =exp(c c~ p c~ q). 
Cette d~composition est d'aiUeurs la a-d~composition de Langlands du para- 

bolique G. Soit (6, V0) une s~rie discr&e de G1/H, i.e. V~=LZ(GJH, d~,) et 6 
est unitaire irr6ductible. On regardera 6 comme une repr6sentation de G en 
faisant agir C,,o trivialement. 

La donn6e de la s6rie discr6te (6, Va) pour  G1/H est donc la donn6e de la 
repr6sentation et de son inclusion i dans L z (G1/H, d~,). 

Soit (V0)~) l'espace des vecteurs K-finis de 6. D'apr~s [B1, th~or6me 9.4 
et th6or6me 9.1], (V~)~K) est inclus dans X~o(Ga/H ). Par ailleurs I)(G1/H) ~ est 
un G-module lisse h croissance mod6r6e comme espace des vecteurs C ~ d'une 
repr6sentation unitaire. On sait aussi (cf. [C, lemme 1.2]) que la topologie sur 
L ~ (G~/H) ~176 est donn6e par les semi-normes: 

qD(f) = IILDfHL:t~,/H) off Dd6crit  U(~q)(ou U(OO). 

Proposition l (i) V0 ~ est contenu dans S~o(G1/H), i.e. V f e V ~ ,  VDeU(g), 
PD(f) = sup [(LDf)(gH)[ < + oo. 

gEG1 

(ii) De plus Vfl ~ eoi'ncide avec l'adh&enee de (V~)u<) dans do(G1/H) et la topologie 
sur V~ ~ dOfinie par les semi-normes PD (DeU(g)) corncide avec la topologie sur 
V~ ~ ddfinie par les qD, Ds U(g). 

Odmonstration. do(G1/H) se pr6sente comme le sous-espace (ferm6) de do(G/H) 
des invariants sous Cp, q. C'est donc un G-module lisse /t croissance mod6r~e 
de mSme que V~ ~ comme espace des vecteurs C ~ d'une repr6sentation unitaire. 
Donc l'inclusion se prolonge en une application lin6aire bicontinue j de V~ ~ 
dans l'adh~rence de (V~)~K) darts SJo(G1/H ) d'apr~s [C, corollaire 10.5]. La contin- 
uit6 de l'6valuation en un point xH  sur V~ et sur do(G1/H) permet de voir 
que j est l 'application identique et que Vfl~ ce qui prouve (i). Le 
point (ii) r~sulte de l'unicit6 de la compl6tion/t  croissance mod6r6e de (V~)~K). [] 

1.4 La completion ~ croissance rood&de d'un module de Harish-Chandra est 
un espace de Montel. 

Nous allons d6montrer l'assertion du titre de ce paragraphe. I1 r6sulte de 
[-C w 8 et 10] que la compl6tion en question s'identifie ~ un sous-espace ferm6 
d'une s6rie principale ~6paissie et lisse)), (i.e. une induite C ~ d'une repr6sentation 
de dimension finie d'un sous-groupe parabolique minimal). Comme il est trivial 
qu'un sous-espace ferm6 d'un espace de Fr6chet et de Montel est un espace 
de Montel, il suffit de voir la propri6t6 pour une s~rie principale ~6paissie et 
lisse)). Mais l'espace de celle-ci apparalt comme un sous-espace ferm6 de 
C ~ (K, F), off F est l'espace de dimension finie de l'induisante, qui est clairement 
de Fr6chet et de Montel (pour un r6sultat analogue pour N(N") cf. [Sc, th6or6me 
VII p. 70]). 
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2 (H, P) (resp (_H, P))-doubles classes ouvertes dans G (resp. G) 

2.1 Reprdsentations H-sphdriques de dimension finie de G 

D'apr6s la d6finition de m0, cette alg6bre de Lie est stable par a e t  0. Donc 
m o = ( m 0 n  f)@(m0c~p) et monp----(m0c~p nb)  O ( m 0 n p  nq)  etc. 

Toujours par d6finition de mo, m0 c~ p n q = {0} donc m0 c~ p = m0 c~ p c~ b c b 
et m o t ~ q = m o n f n q ~ .  

Soit tkq un sous-espace ab~lien maximal dans mo n q. On a tkq c ~ n q. 
On note %h un sous-espace ab~lien maximal de m o c ~ p ( c m o n b )  et ap 

= Clph @ CtO. 
Remarquons que l'on pourrait d6finir apa:=o o. Soit Y~p commutant  fi %. 

Alors a(Y) commute fi ap puisque celui-ci est stable sous a. Alors Y - a ( Y ) ~ p  n q 
(resp. Y+a(Y)~rr tonp)  et commute fi ao (resp. %h). Donc Y - a ( Y ) ~ a  o et Y 
+ a(Y)~aph. Finalement Y~ap, ce qui montre que % est un sous-espace de Cartan 
de p. Mais [fkq, %h] est clairement contenu dans I-I o, 10] c mo et dans p n q. 
Or m0 n p n q = {0}. Donc Etkq, %hi = {0}. 

On consid6re une sous-alg6bre de Caftan a-stable, t, du centralisateur dans 
de tkq @%h G a0 qui peut donc s'6crire t = tkh O tkq Off tkh = t C~ f C~ b" 

On pose alors i . ' = t G % h O a 0 .  C'est une sous-alg6bre de Cartan de g, a 
et 0 stable. La d6composition ci-dessus permet d'identifier a3 fi un sous-espace 
de J* ce que nous ferons dans la suite. 

On choisit un ensemble de racines positives de A (g, J), A + (g, J), compatible 
avec A +, i.e. si c~eA (g, i) et ~1,o~0 on a: 

~eA + (g, i ) ~ l o o e A  +. 

On note 2;={~ 1 . . . . .  ee} les racines simples de A + de telle sorte que S - O  
= {ei l 1 < i < m } .  Soient 61 . . . . .  6eea~ les poids fondamentaux correspondants 
fi S, qu'on regarde comme 616ments de J*- 

Lemme 2 II existe des entiers n ~ N * ,  i=  1 . . . . .  d tels que: 

(i) les Oldments $i"=ni 5i sont des poids A + (g, j)-dominants. 
(ii) la reprdsentation de g ,  de plus haut poids ~;~ s'intOgre en une reprOsentation 

de G_ notre (~ ,  Vii) que posskde un vecteur non nul invariant par H_ . 
(iii) en munissant V i d'un produit scalaire invariant par le sous-groupe analytique 
de G d'algkbre de Lie f @ i p  (qui est compact) on peut choisir vfeV~ de norme 
1 et de poids $i sous j e t  un vecteur ~i, H_-invariant de norme 1 tels que (v i, ~i)> O. 
(iv) les reprdsentations ni de G_ sont algObriques, 
(v) le veeteur v~ est invariant par z~i(M_ ) pour i= 1 . . . .  , m. 

Dkmonstration. On se fixe ie{1 . . . . .  ~}. On sait qu'il existe un entier m~ tel que 
m~ 6~ soit un poids A + (g, j)-dominant et qu'en outre la repr6sentation (ZCm,,,, Vm,o,) 
du recouvrement universel de ~ de G admette un vecteur non nul invariant 
par le sous-groupe analytique 0 de _~, d'alg6bre de Lie De (cf. [O12, th6or6me 
2.4]). Pour  l'existence du vecteur _H-invariant voir aussi [He, ch. V, th6or6me 
4.1, p. 535]. En fait dans Helgason, il s'agit de groupes compacts. Ici on regarde 
une situation complexifi6e. I1 r6sulte de la preuve que l'on peut choisir v,,,~, 
vecteur de plus haut poids pour nm,~, et ~m,~, vecteur 0- invariant  non nul tels 
que (v,,,,n,, ~m,,~)> 0, pour un produit scalaire invariant par le sous-groupe analy- 
tique de _~ d;alg6bre de Lie f ~ i p  (cf. [He, p. 537 eq. (7)]). Le centre de _G 
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agit par des racines n ~ s  de l'unit6 pour un n bien choisi (noter que le centre 
de gr agit trivialement). Alors la repr6sentation (V,.,6,) | est triviale sur le centre 
de _G et permet de d6finir une repr6sentation de _G. D'autre part, v.m,6,.'=(v.,,6) | 
est de plus haut poids nm~6~. Donc la repr6sentation de plus haut poids 
(Tr..,,~,, V.,.,o,) appara~t comme sous-repr6sentation de (V,.,6,) | D'autre part 
(~.,,~,)| est invariant par _H ~ et admet une projection orthogonale non nulle 
s u r  Vnmi6 ' car: 

|  _ _  n ((~.~/~,) ,v.~,o,)-(~,~,,v.,~,) >0. 

La projection orthogonale de (~,~,a,)| sur V,,,,~, qu'on note ~,m,o, est alors _H ~ 
H o invariante et v6rifie (~,m,a,, v,,,,~,)> 0. D'autre part, dim V, TmO ' = 1. Donc le groupe 

fini _H/H ~ agit sur ~,,,,~, par des racines k i~m"~ de l'unit6 pour un k bien choisi. 
Un argument de tensorisation similaire h celui ci-dessus montre que n~=knm~ 
satisfait les points (i), (ii), (iii) du lemme. Pour (iv) on remarque que le centre 
de gr agit trivialement sous n~ de m~me que le centre de _G. Alors n~ se factorise 
~i travers une repr6sentation du groupe adjoint de _G qui est semisimple. De 
ce fait 7t~ est bien alg6brique. Pour (v) il est facile de voir que v~ est invariant 
par ~q~j et g~J  pour j#: i. Comme l'alg6bre de Lie de _M est engendr6e par 
les g~'J avec ~ O ,  i.e. j > m ,  on voit que v~ est invariant sous n~(_M), pour 
i=1,  ..., m. 

Ceci ach6ve de prouver (v). [] 

2.2 (H, P) (resp. (H_, P_))-doubles classes ouvertes dans G (resp. G_) 

On note W le groupe de Weyl de A = A (g, %) qui s'identifie d'apr6s [B 2-] lemme 
1.2 au quotient du normalisateur dans K de ao, NK(a0), par son centralisateur 
ZK(ao). On note W/~x f l'image dans W du normalisateur dans Kc~H de a0. 
Soit ~ un ensemble de repr6sentants dans NK(ao) de WK~n\W. Alors les orbites 
ouvertes de H dans G/Po sont param6tr6es bijectivement par H w P  o, w e ~  (cf. 
[B2, proposition B.1]). 

Lemme 3 (i) Soit (2 ouvert non vide de G, stable par les translations dt gauche 
par H et d droite par Po. Alors f2 contient une (H, Po)-double classe ouverte. 
(ii) De fa~:on similaire, si f2 c G_ est ouvert non vide est stable par les translations 
fi gauche par H_ e ta  droite par un parabolique P_ de G_ il contient une (H_, P_)-double 
classe ouverte. 

Ddmonstration. D6montrons (i). On se place dans H \ G  et on regarde l'image 
p(f2) dans H \ G .  C'est un ouvert stable par les translations ~i droite par Po. 
Or, il n'y a qu'un nombre fini d'orbites de P0 dans H \ G  (ef. [Ma]). Donc p(12) 
appara~t comme r6union finie de telles orbites. Supposons que celles-ci soient 
toutes d'int6rieur vide. En pr6sentant P0 comme une r6union d6nombrable de 
sous-ensemble compacts, chaque orbite sous P0 d'int6rieur vide appara~t comme 
r6union d6nombrable de ferm6s d'int6rieur vide. I1 e n e s t  de m~me de f2. Le 
th6or6me de Baire fournit la contradiction voulue. 

La d6monstration de (ii) est similaire. []  

Du lemme pr6c6dent r6sulte le fait que les doubles (H, P)-classes ouvertes 
sont param6tr6es par certains des HwP.  D'autre part on a g = b + L i e P 0 .  En 
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effet, g = Lie (P0) + 0(Lie P0). Soit X e  Lie P0. Alors 0 ( X ) =  O(X) + a(O(X)) -(aO)(X). 
Mais Lie P0 est a0-s table  donc  a 0 ( X ) e L i e  Po et O(X)~b ~ Lie Pc. D'ot~ l'6galit6 
voulue. On a donc  aussi ge=b~+Lie (_~)  d'ofi il r6sulte que _HP~ et H P  sont 
ouverts  dans _G. 

On notera  e~, i =  1 . . . . .  g les fonctions polyn6miales  sur _G d6finies par:  

On pose: 

On a donc:  

Vge_G, e/(g) = (~zi(g) vi, ~i). 

~ H /~i" 

e = f i  ei puisque 27-  0 = {e~, ..., C~m}. 
i=1 

La d6monst ra t ion  du lemme suivant s'inspire d 'une d6monst ra t ion  de G. Olafs- 
son (cf. [O12] lemme 2.6). 

L e m m e 4  (i) Pour tout w ~ldment de ~U, HwPc{g~G]e(g)4:0} et si on note 
Hw P l'adh~rence dans G de H w P  on a H w P - H w P c  {geG[e(g)=O}. 
(ii) On a _H_Pc{gE_Gle(g).0} et l'adhkrence H_P_ de HP dans G_ vdrifie H_P_ 
-_H_Pc {g~_Gl~(g)=0}. 

Ddmonstration. D6mont rons  (i) (la d6monstra t ion de (ii) 6tant similaire)._ 
D ' abo rd  pour  i tel que ~r VmeM, a~A, n6N, zti(man)vi=a~'vi, d'apr6s 

les propri6t6s de hi, vi (cf. lemme 2). 
Alors:  (rci(hwman) vi, r vi, ~i)- Mais (n~(w) vi, ~i)4=0 (m~me d6m- 

onstra t ion que pou r  (vg, ~i)+ 0 en changeant  de parabolique).  On a donc  bien 

H w P ~  {geGie(g)+O}. 

Soit main tenant  g e H w P - H w P .  Soit (g,) une suite d'616ments de H w P  conver-  
geant  vers g. On +crit g . = h ,  win. a. n, avec h, e H, m.~ M, a, e A, n,~ N. 

On va mont re r  que a .  n'est pas born6e modu lo  e x p ( c n  a0). En quot ien tan t  
par  exp (cna0 )  on se ram6ne /l mont re r  que a.  est non born6e, en supposant  
c n a0 = {0}. Ra isonnons  par  l 'absurde et supposons  (a,) born6e. On peut donc  
supposer  (quitte /t extraire une sous-suite) que a,  converge vers aeA. On se 
ram6ne au cas w = 1 en consid6rant  g, w-  1 = h, wm.  a ,  n, w -  1 et le sous-groupe 
parabol ique  p w = w P w - 1  qui est du m~me type que P ( re la t ivement / l  wP0 w -1 
qui est du m~me type que P0). On supposera  donc  w =  1 dans la suite (pour  
mon t re r  que a.  est non  born6e). Alors g, = h, m. a.  n,. 

On pose:  y.  = a, n, a.-- 1 ~N. 
Alors (h, m. y , ) =  (g. a~- 1) est convergente.  D o n c  (a(h, m, y.)-  1 h, m, y,) est une 

suite convergente.  Soit encore, en posant  v. = a(y.)-1 :(v, a(m.)-1 m, y,) est con- 
vergente. Mais a(m,)eM, donc  m', = a(m~ 1) m.eM.  

Par  ailleurs v . e a ( N ) = O ( N ) = N -  of a N -  est le sous-groupe analyt ique de 
G d'alg6bre de Lie n -  = 0 (n). 

On va voir  que le fait que (v, m', y.) est convergente  implique la convergence 
de (v,), (m'.) et (y.). 
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Pour cela on consid6re la repr6sentation (rt, ~') de G de plus haut poids 

3"= ~ 3;, et f ~ "  un vecteur de plus haut poids. Notons que n peut se 
i=1  ( ~ )  m 

r6aliser comme la sous-repr6sentation de ~ engendr6e par (~) v~ =/~. 
i=1  i=1  

Alors ~ est fix6 par M e t  rc(v. m'. y . )~=  ~r(v.)~ d'apr6s le lemme 2 (v). Donc 
re(v.) ~ converge dans V. 

On va utiliser le lemme suivant qui g6n6ralise un r6sultat d'Harish Chandra 
(HC 1, lemme 40 p. 284]. 

Lemme 5 Avec les notations et hypothbses ci-dessus, supposons que Y varie dans 
n-  = O(n) et que re(exp Y) ~ converge. Alors Yconverge dans n- .  

Dkmonstration. On note JR le sous-espace r6el de ir d6fini par (i. (i c~ ~)) �9 (i ~ P)- 
Les racines sont r6elles sur i~. On a a0 = JR et i a =  (i~ ~ (mz)r ao. On a une 
d6composition similaire du dual i*. On fixe un ordre lexicographique sur i~ 
en prenant une base qui commence par la base (7~ . . . . .  ~e) de a$, (on rappelle 
que c c~ a0 = {0} dans cette partie) et se termine par une base de (irt c~ (m0)r 
C'est ~ partir de cet ordre qu'on d6termine d + (fl, j). On num6rote l'ensemble 
des racines de j dans nr par ordre croissant i.e. A (i, n~)= {fit . . . . .  fl~} avec fll 
</~... </~. 

On se fixe X_0, un 616ment non nul de l'espace radiciel de rt~ correspondant 
q 

-fl i-  On 6crit Y= ~ ti(X)X_a,, ti(Y)~C. I1 suffit de voir que ti(Y) converge 
i=1  

pour tout i. Supposons que cela soit faux et soit j le plus petit entier pour 
lequel tj(Y) ne converge pas. Soit ~ le sous-espace de V form6 des vecteurs 
de poids 3 - / ~  et Ej la projection de V sur V~ parall61ement ~ la somme de 
tousles autres sous-espaces poids de ~'sous j. 

Alors: 

E~(re(exp Y)6)= ~ (m!)-~Ej(re(Y~)f). 
m ~ 0  

Mais si Y'= 
l<=i<j 

ti(Y)X_a, on a :  

Ej (~ (Y~) ~ = Ej (n (Y'm) pour m >  1, 

car la diff6rence entre le premier et le second membre est une somme d'images 
par Ej de vecteurs de poids de la forme ~ - f l j - ?  o~ ? strictement positifs pour 
l'ordre lexicographique sur i*. De plus, E~(re(Y')~)=O tandis que EjOt(Y)g) 
= tj(Y) n(X_a) ~" D'o6: 

Ej (r~ (exp Y) v') = tj (Y) n (X_ &) 17 + Ej (re (exp Y') ~. 

D'apr6s la d6finition de j, Y' converge dans n~ donc aussi re(exp Y')~. La m6me 
chose est donc vraie pour tj(Y)re(X_B)f. II reste ~ prouver que re(X_&)17#0. 
Pour cela on choisit X& non nul dans g~ tel que [Xaj, X_aj ] = Haj repr6sente 
la forme lin6aire flj darts ir (identifi6 ~ i~ grace ~ B). 

On note ?j la restriction ~t ao de flj. C'est un 616ment de A + (g, a0). Alors 
si Haj=H 1 +H~j avec H1~j~n(m0)r et H~j~ao, il est clair que Hrj repr6sente 
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la forme lin~aire yj. Donc ~(H~j)=3(H~j) et cette derni6re quantit6 est non 

nulle car 3"= 6i et ? j=  ~ ni ei avec n~eN et n i # 0  pour un ie{1, ..., m} (vu 
i = !  i = 1  

que g~cnc) .  Par la th6orie des representations de ~I (2,1E) cela implique 
n(X_p~)~#0. Donc tj(Y) converge, une contradiction qui ach6ve de prouver 
le lemme 5. []  

Retour i~ la dOmonstration du lemme 4. Du lemme 5 il r6sulte que v, est conver- 
gente. De faqon sym6trique y. converge donc aussi m',= a(m2 ' )m, .  

Mais l'616ment m. de M peut s'~crire sous la forme h' . (expX.)k,  avec 
k,~ M ca K, X.eao c~m et h',~ H c~ M. 

Alors m', = a(k~- 1)(exp 2X,) k,. Quit te/ t  extraire une sous-suite, on peut sup- 
poser que (k,) et donc (a(k,)- ' )  convergent. Mais alors comme (m',) converge, 
il en va de m~me de (exp(2X,)) donc de (X,) car exp est un diff6omorphisme 
de a0 sur exp a0, qui est ferm6 dans G. On en d6duit que (h',- 1 m,) = (m~,') converge 
dans M. On a alors: 

. . . .  h" h "  g,= h, m, a, n. off , =  , n . ~ H  

et (g.), (m2), (a,), (n,) convergent, donc aussi (h"). Mais on aurait alors geHP.  
On a doric bien prouv6 que (a.) est non born& modulo exp(cc~a0). Par 

ailleurs, pour i=  1 . . . . ,  m, ei(g,)-- a, ~. Comme (g,) converge, ei(g,) converge vers 
e~(g) pour tout i. Si pour tout i=  1, ..., m, e~(g.) convergeait vers une limite 
non nulle, on en d6duirait que (a,) est born6e modulo exp(cc~ a0)=exp(c c~ a). 
Donc l'un des e~(g) est nul et e(g)=0 comme on voulait. []  

Proposition 2 (i) HP est la seule double (H_ , P_)-classe ouverte darts G_. 
(ii) _HP= {g~_G]e(g)#0}. 

Ddmonstration. Comme chaque (_H, _/')-double classe est constructible pour  la 
topologie de Zariski, elle est ouverte pour la topologie ordinaire si et seulement 
si elle est ouverte pour  la topologie de Zariski. Mais le compl6mentaire d'un 
ouvert non vide de Zariski est d'int6rieur vide, ce qui implique (i). 

Prouvons (ii). D'apr~s le lemme 4, _H_P est ferm6 dans {g~_GIe(g)+ 0}]. Son com- 
pl6mentaire dans {ge_G]e(g)#0} est alors ouvert et stable par les translations 
/~ gauche par _H et /t droite par _P. S'il 6tait non vide il devrait contenir une 
(H, _P)-double classe ouverte. Or celle-ci est unique (voir ci-dessus) et incluse 
dans H_P. D'ofi l'6galit6 voulue. 

Proposition 3 (i) L'application H • L • N ~ H_ P_ se factorise en un isomorphisme 
de vari&~s alg~briques affines 

H_ x _LxN_--*HP. 
br~H 

(ii) Notant Y= HP, _Yest une varidtd alg~brique ddfinie sur ~ .  
(iii) H P  est r~union de composantes connexes pour la topologie ordinaire sur G 
de l'ensemble des points r~els Y= Yc~ G de _Y. 

D$monstration. (i) Notons que _L, qui est le centralisateur dans G de a0, est 
r6ductif et stable par a, donc aussi L n  H = U. Comme _H et L sont des vari6t6s 
affines le quotient _H x _L par Faction du groupe r6ductif Lc~ H est la vari6t6 

L~_~ 

affine d'alg6bre de fonctions r6guli6res (~ (_H x_L) -L~-u (off (_9(-) d6signe l'alg6bre 
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des fonctions r6guli6res). Cet anneau de fonctions est int6gralement clos par 
un argument classique. 

Comme L n H  agit sans point fixe, toutes les orbites de Lch H dans H x L 
sont (Zariski) ferm6es et les points de la vari6t6 quotient (sur C) correspondent 

ces orbites i.e. forment l'espace _H x _L. Un tel quotient est <<geometric>~ et 
L n H  

<<categorical)> au sens de [Much .  1]. De m~me le quotient H x L x _N par H n L  
est cat6gorique. I1 s'ensuit que le morphisme H •  N - * H P  donn6 par 
(h,Y,n)~--~hfn se factorise en un morphisme _/4 x L• d'apr6s la 

L n H  

d6finition m6me du concept << categorical >~. Or, on a H n P = H n P n a(_P) car 

_H est fix6 par a. Mais a0(_P)=_P. D'ofl _Pna(_P)=_Pn0(_P)=_L. D'ofi H n P = L  
et le morphisme ci-dessus induit une bijection sur les points complexes. Alors 
d'apr6s EBo Th. 18.2 p. 78] cela implique que c'est un isomorphisme et (i) est 
prouv6. 
Prouvons (ii). Le morphisme de vari6t6s alg6briques _/4 x L • N--*_G est d6fini 
sur N donc aussi son image _Y _L~n 

Prouvons (iii). On a d6jfi vu que H P  est ouvert dans G pour la topologie ordi- 
naire. Pour ge_Yn G, analysons l 'obstruction fi trouver h e l l ,  p e p  tels que g =hp. 
On a g = h p  avec he_H, pe_P. Notons z la conjugaison par rapport fi la forme 
r6elle G de _G. On a g=g~=h~pL Posant y=(h~)-~h=p~p -~, y est un 616ment 
de H n P = H n L  tel que yy~ = l .  S'il existe z e H c h L  tel que y=(z~)- lz ,  on a 
h z - l = h ~ ( z ~ ) - l = ( h z - 1 )  ~ donc h z - l e H .  D'ofi g=(hz-1) ( zp)  avec h z - l e H  et 
z p e G n P_ = P. L'obstruction fi trouver h, p e G tels que g = h p est d onc l'ensemble 
de cohomologie galoisienne HI(Gal(~/IR), _H n_L)) qui est d6fini (cf. [Se 1, Sp]) 
comme quotient de {yeH_n_L[yy~=l} par l'action suivante de H n L :  z * y  
=z~yz - 1 pour z e H n L .  Cet ensemble est fini (cf. [Sp]). On montre facilement 
que toute orbite de H c h L  dans {ye_Hn_L[yS=l  } est ouverte donc 
H 1 (Gal(C/N), _H n_L), muni de la topologie quotient, est discret. On a une appli- 
cation continue ~p: _YchG ~H~(Ga l (C /N) ,  _H~_L) d6finie par ~p(g)=classe de y 
off y = h~h- ~ comme ci-dessus. 

Comme Y=HP=~o-a(1) ,  Y est une r6union de composantes connexes de 
_Yn a. [] 

3 S~ries principales g~n~ralis~es H-sph~riques 

3.1 

On se fixe maintenant une repr6sentation (6, V~)eM qui est une s6rie discr6te 
de M / M n H ;  on peut la regarder comme repr6sentation de L = M A  triviale 
sur A et lui appliquer les r6sultats du w 1.3. 

Pour  veo~ on introduit la s6rie principale g6n6ralis6e lisse correspondante, 
(n0,~,I~,~) off I0,~={~p: G--* ~ l ~ 0  est C ~ de G dans V~ ~ et V ( g , m , a , n ) e G x M  
• A x N,  q~(gman) = a-~-P6(m - 1) q~(g)} et G agit par repr6sentation r6guli6re 

gauche. 
Ici p = (P0)la- On se fixe comme topologie sur I~,~ celle donn6e par les semi- 

normes: 
II q~ IIo,q = sup q((Lo q~) (k)) 

k~K 
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off D d6crit U(g) et q les semi-normes d6finissant la topologie de V~ ~ (cf. [C, 
w 4]). D'apr6s la proposit ion 1, w 1.3 on peut prendre pour  celles-ci la famille 
(qo), De U(m) d6finie par:  

q.(v) = ~ I(LDv)(th)12 drh 
M/Mc~H 

(off l 'on regard6 V~ ~ comme un sous-espace de l ~ ( M / M n H ,  drh) pour  une 
mesure d rh invariante sur M / M  c~ H). 

D'apr6s [C, proposit ion 4.1], rc~,~ est lisse et fi croissance mod6r6e. Les con- 
structions qui suivent d6pendent de l'identification de V~ ~ avec un sous-espace 
de L z ( M / M  c~ H, dr h). On d~finit tle(V~-o~)u~,u en restreignant fi ~ la mesure 
de Dirac e n e  (M c~ H). 

On veut d6finir des vecteurs distributions H-invariants sur I0,~ d6pendant 
faiblement m6romorphiquement  de v. Le r6sultat sera 16g6rement plus faible. 
On d6finit d 'abord un espace ind6pendant de v: 

I0 = { ~o: K --* V0 ~ I q~ est C ~ et V (k, m) e K x (M c~ K), ~o (k m) = 6 (m - x) q~ (k)}. 

On munit  I~ des semi-normes 

][ q~ ][ o,q = sup q ((LD q~)(k)) 
keK 

off q d6crit des semi-normes d6finissant la topologie de V~ et D d6crit U(f). 
On note ,,~ l 'homomorphisme de restrictions des fonctions dans I~,~ de G 
K ce qui d&ermine pour  tout ~ un isomorphisme d'espaces vectoriels entre 
I~,~ et I~ qui est clairement continu. Comme I6,~ et I6 sont des espaces de Fr6chet, 
il s'agit donc d 'un isomorphisme topologique d'apr6s le th6or6me du graphe 
ferm6. On obtient par t ransport  de structure des repr6sentations not6es ~6,~ 
sur I~. 

On suppose dans tout le paragraphe 3.1 que R e ( v - p )  est strictement 
A + (a)-dominant off A + (a) d6signe les racines de a dans n. On d6finit ~ : G 
-~ (V~~ ' par:  

VgeHP,  ~ (g )=  0 

V(h, m, a, n)eH x M x A x N, ~ (hman)=a~-~  

La fonction ~ est bien d6finie car 1/est fix6 par  3 ' (H c~ M). 

Lemme 6 La fonction ~ est continue lorsque l'on munit (V~) ' de la topologie 
forte de dual de (V~~176 '. 

D4monstration. Comme V~ ~~ est un espace de Montel  (cf. w 1.4) V~ ~ est r6flexif 
et (V~~ ' est un espace de Montel [Boul ,  ch. IV, w p. 89 et suivantes]. Comme 
V~ ~ est r6flexif, la topologie affaiblie de (V~)' et sa topologie faible de dual 
de V~ ~ sont identiques. 

D 'aut re  part, d'apr6s [loc. cit., corollaire de la proposit ion 6, p. 90], les suites 
convergentes dans (V6~176 ' pour  la topologie affaiblie et la topologie forte sont 
les m~mes. II suffit donc de voir que ~ est continue de G clans (Vz~~ ' muni 
de la topologie faible. 

Soit donc ve V~ ~ et &udions la fonction F~,~ de G dans ~ d6finie par 

F~, ~(g)= (~(g) ,  v). 
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I1 est clair que la seule chose /l prouver  est que si (g.) est une suite dans HP 
qui converge vers gCHP on a lim F~,~(g.)=0. 

Q u i t t e / t  multiplier par  un caract6re de G on peut se ramener  au cas off 
v est nulle s u r c  c~ a puis on peut passer au quotient  par  exp(c c~ a) et se ramener  
au cas off r c~ a = {0}, auquel cas les 3", . . . . .  3,. forment une base de a*. 

On  a alors: 

F~,~(g.) = a~ -~ (6'(m2 ')th v). 

off g . = h .  m. a. n. avec h.~H, m.eM,  a.eA,  n .eN.  
La d6finition de q et des fonctions e~ mont re  alors que: 

off l 'on a 6crit: 

F~,~(g.) = f i  ei(g.) ~ v(m2 a.M ~ H) 
i = 1  

v - p  = ~ Fi $i, Re FI>0. 
i = 1  

Mais d'apr6s le lemme 4(i): 

lim fi Ei(g,,)~'= fi ~,(g)~"=O. 
n ~  i = l  i = 1  

I1 suffit donc de voir que v est born6e sur M/Mc~H. Mais cela r6sulte de la 
proposi t ion 1 (i), w 1.3. 

Lemme 7 On conserve les hypothkses et notations du lemme 6. 
Pour q~6Io on note qo~ l'OlOment de I~.~ tel que: (o~=q). Alors: 

(i) la fonction g~--*(~_~(g), q0v(g)) est continue sur G, invariante ii droite par M N  
et vkrifie" 

Vgc G, Va~A, (~(ga),  q~(g a))  = a -  2p (~v(g), qo~(g)) 

(ii) la forme lin~aire ~ sur Io ddfinie par: 

(~-~, (P)=  I (r q~(k)) dk 
K 

est continue sur I~. 

(iii) V (.,o ~ I~, Vh~H, (~-,,, ~,~.,,(h) qo) = (~-,,, 99), 

V q, e I,,, VX~b,  (~~, ~ , 4 X )  q,) = 0  

DOmonstration. Les propri6t6s de covariance ~ gauche de la fonction ( ~  (g), ~o (g)) 
sont claires. C o m m e  G = K M A N ,  il suffit de prouver  la continuit~ de cette fonc- 
tion sur K. C o m m e  K est compact ,  ~%(K) est born6 dans V~.  Mais (V~) ' muni  
de sa topologie de dual fort est de Montel  comme on l 'a d6j~ observ6, donc  
tonnel6. Alors le crochet de dualit6 V~ ~ x (V0~)'--* ~ est cont inu sur ~%(K) • (V~) ' 
d 'apr6s [Bou 1, ch. I I I  w 4 n ~ 2, proposi t ion 4, p. 39 et proposi t ion 6, p. 40]. 
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Mais l 'application de K dans" V~ ~ x(V~~ ' d6finie par  k-~(~G(k),~,(k)) est 
cont inue et ~i valeurs dans q)~(K) x (V~) ' d'apr+s le lemme pr6c6dent et Ies pro- 
pri6t6s de q~v. L 'appl icat ion k ~ (r ~ov(k)) est alors cont inue comme compo-  
s6e d 'applicat ions continues. 

Ceci ach6ve de prouver  (i). 

Prouvons  (ii). D'apr6s (i) ~-~ est bien d6finie. Reste /l p rouver  sa continuit& 
Comme Ia est un Fr6chet on va utiliser le th6or6me du graphe ferm& Soit 
donc  (~o,) une suite dans I~ convergeant  vers 0 et telle que (r q~,) converge 
vers d. I1 suffit de voir que t ~  Mont rons  d 'abord  que B 
={qg.(k)~V~[k~K,n~N} est born6 dans Vd% En effet, l 'ensemble B~ 
= {q~,lneN} est born6 dans I~ et son adh6rence B~ dans 1~ (qui est un espace 
de Montel ,  cf. w 1.4) est compacte.  Par ailleurs, (ff~,,, I~) 6tant un G-module lisse, 
l 'application ~:  K x 1~ - ,  1~ d6finie par  ~(k,  ~p) = ~a,,(k) ~p est continue. De mame, 
l 'application ev~: I~-oV~ d6finie par  ev~(q~)=q~(e) est continue.  Alors B e s t  
inclus dans l'image, B', du compact  K x B~ par  l 'application cont inue ev, o~. 
Donc  B est born6 dans V~ car contenu dans le compact  B'. Le sous-ensemble 
de IF, {(~,(k), qo.(k))lkeK, h e N }  est inclus dans l 'image par  le crochet  de dualit6 
de ~ , (K)•  B' qui est compact .  Mais ce crochet  est cont inu sur (V~)' x B' (cf. 
preuve de (i)). Done  {(~(k) ,  %(k))lkeK, n e N }  est born6 dans 112 i. e.: 

3M>O ,  V n e N ,  VkeK, IfG(k), q~,(k))l =< M. 

On peut appl iquer  le th6or6me de convergence dominbe fi la suite de fonctions 
sur K: 

Comme (~o,) tend vers 0 dans I~, il est clair que (q~,(k)) tend vers 0 dans Vff. 
Mais alors, la suite de fonctions sur K, (~v(k), q~,(k)) converge simplement 

vers 0. Le th6or6me de convergence domin6e mont re  que lim (~-,, q~ , )=0  et 
d = 0 comme d~sir6. Ceci ach~ve de prouver  (ii). "~ ~ 

Prouvons  (iii). Si �9 est cont inue  sur G e t  v6rifie les condit ions de covariance 
gauche sous M A N  d6crites en (i), on sait que l 'on a: 

Vg~G, I q)(k)dk= I 4)(g-~k) dk 
K K 

(cf. le fait que la repr6sentat ion induite de la repr6sentat ion triviale de M A N  
fi G est unitaire). Alors  pour  tout  q~ darts Ib, 

K 

Mais 

et 

D 'o6  

~(h-~k)=~(k)  

q)~ (h- ~ k) = ('~,~ (h) q~)(k). 
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pour  tout  hEH et ~o~I~. 
Par  ailleurs, c o m m e  ~-, est lin6aire et cont inue sur Ia et que H agit de fagon 

C ~ sur Ia via ff~,~, on peut  diff6rentier la relat ion ci-dessus et on a la relat ion 
voulue:  

v q ~ e I ~ , u  [] 

3.2 Equation fonctionnelle et prolongement m~romorphe faible des F,,~ dans ~'(G), 
pour ve V~ ~ et M nK-f in i  

On se p ropose  d'util iser les r6sultats de l 'appendice A.2 (Equat ion  de Bernstein- 
Sato pour  uP'). On rappelle que pour  ve  V~ ~176 et R e ( v - p )  s t r ic tement  dominan t  
pour  A + (g, a) on a: F~,,(g)= (~ (g ) ,  v> et que F,., est cont inue sur G. 

N o t o n s  v - p = v o +  E ~;~ off v o est la restriction de v fi a n t  et ~ e ~  avec 
Re g~>0. ~=' 

N o t a n t  Z~o le caract6re de G dont  la diff6rentielle est nulle sur [g, g] �9 (c c~ [), 
6gale fi Vo su rc  n a et nulle sur l 'o r thogonal  de a dans c n p, on a: 

F~,v(g)= Z~o(g)( ~= l ei(g) ~) fi(g) 

off t7 est le p ro longement  par  0 en dehors  de HP de la fonct ion u sur HP 
d6finie par  

u(hman) = < 6' (m- 1)~1, v) ~- v(m- 1H). 

On rappelle (cf. Appendice  A) que, pou r  X vari6t6 alg6brique affine et lisse, 
D(X) d6note l 'alg6bre des op6rateurs  diff6rentiels/t coefficients alg6briques. 

L e m m e  8 Soit v~ V~ ~ un vecteur C ~~ et M n K-fini. La fonction C ~, h, sur L/Lc~ H, 
telle que h (ma)=v(m .M n H )  pour m6M,  a~A, engendre un sous D(_L/_LnH)- 
module holonome de C ~ (L/ L n  H). 

C o m m e  ves t  M n K-fini et Z(l)-fini, il r6sulte du lemme 2.1.2 et des proposi t ions  
1.5.1 et 3.1.1 de [Gi ]  que le D (_L/_Ln _/-/)-module engendr6 pa r  ves t  ho lonome.  [ ]  

L e m m e  9 La fonction u sur HP d~fine par u(h m a n)= (5'(m-1)q,  v> = v(m-1.  H) 
engendre un sous-D(H_ P_ )-module holonome de C ~ (H P). 
On appl ique le lemme A.1 de l 'appendice A ~i X = H P ~ H  x L •  et _Y 

Lc~H 

=_L/Lc~H avec p ( h m a n ) = ( m a ) - l . L n H .  On prend pou r  U l 'ouvert  HP des 
points  r6els de _X, pour  V l 'ouvert  L / L n  H des points  r6els de Y e t  pour  f on 
prend la fonct ion d6finie par :  

f (m a. L n  H) = v (m. M n H). 

Le fair q u e f s a t i s f a i t  les hypoth6ses du l emme A.1 r6sulte du lemme pr6c6- 
dent. [ ]  

On veut utiliser le th6or6me A.3 de l 'appendice A. On va prendre  _G= Yr 
H P_=Xr qui est un ouver t  affine de G d'apr+s la p ropos i t ion  2(ii), f 2 = H P  
qui est une r6union de composan te s  connexes de (_H_P) ~ G d 'apr6s la p ropos i t ion  
3(iii). Le po lyn6me  P sera ici ~ et les P /seront  les el. Pour  cela on doit  v6rifier 
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la condition A.I. On d&rit d 'abord les champs de vecteurs alg6briques sur 
_~. 

Lemme 10 Tout champ de vecteurs alg~briques sur G_ est combinaison lin~aire 
it coefficients dans O(H_P_) (aIg~bre des fonctions r~guli~res sur HP) de champs 
de vecteurs alg#briques sur H_ P_ "~(H_ x L) x N d'un des types suivants: 

11_ nL_ 

(1) champ de vecteurs induit par Lx, X e b  
(2) champ de vecteurs induit par Rx,  X E m  
(3) champ de vecteurs induit par Rx,  X e a  
(4) champ de vecteurs induit par Rx,  XEn.  

DOmonstration. Cela r6sulte du fait que d'apr6s le corollaire A.1 tout champ 
de vecteur alg6brique sur H_P est combinaison lin6aire fi coefficients dans (~(_H_P) 
de champs de la forme (1) fi (4). I1 suffit alors de remarquer que la restriction 
fi _H_P d'un champ de vecteurs alg6briques sur _G est alg6brique. [] 

On se donne ~1, ..., ~e une base de gr et on veut v6rifier la condition A.I. 
On se donne (i 1 . . . . .  it) un multiindice. Alors ~/?, .... r peut s'6crire comme 

combinaison lin6aire/t coefficients dans C(H_P_) d'op6rateurs diff6rentiels du type 
Rx R y R z L  v off X~U(m) ,  Y~U(c O, Z~U(n)  et U~U(I)). Comme Ry, Y~ct, Rz, 
Z ~ n  et Lu, Ueb  annulent u, il suffit de voir que pour f~C(_HP) et Y~U(m), 
il existe un entier k tel que pour tout peG il existe un voisinage Vde p dans 
G e t  C > 0 tel que: 

V xe  Vc~ HP, ](f (Rru))(x)l < CI e(x)]-k. 

Mais ceci est facile ~ r6aliser. En effet: 

(Rru)(hman)=(Lru)(m-  1n) 

et cette fonction est born6e sur M / M  c~ H d'apr& la proposition 1. Par ailleurs, 
tout 61~ment f de C(H_P) peut s'6crire e-kfl avec fl  eC(_G) et keN.  I1 est clair 
que cet entier ales propri6t6s d6sir6es. []  

Proposition 4 Soit ve  V~ | et M c~ K-fini. 
(i) La fonction v~--~F,.~ dOfinie sur l'ouvert de a~ composk des dldments v tels 

que Re v -  p soit strictement dominant pour A + (g, a), se prolonge en une fonction 
faiblement m#romorphe sur o~ tout entier, a valeurs dans ~'(G). 

(ii) ldentifions o~ it (E '~ x (a~  c)~ par l'application v ~ ( ~ ,  ..., ~ ,  Vo) oft v o = v l , ~  

et v - p =  ~ vi ~i+ Vo. Soit a=(1 ,  1 . . . . .  1 ) e l ~  m. Alors il existe un opdrateur diff~r- 
i=1 

entiel algObrique sur G_, R, d@endant polyn~mialement de g=(gl ,  ---, ~7~) et une 
fonction polyn6miale b, sur ~" ,  non identiquement nulle telle que: 

R (x, g, Dx) F~,~ = b (g) F~_ ~,~ 

pour tout v en dehors des vari~t~s polaires des 2 membres de l'~galitk. 
(iii) II existe des hyperplans affines Hx, ..., H~ tels que la variOtO des p6les de 
F,,~ soit la r~union des translates H i - m a  (pour me]N*) de ces hyperplans par 
des multiples entiers positifs de a. Dans les coordonn~es choisies l'espace vectoriel 
sous-jacent d H~ est le produit du complexifi~ d 'un sous-espace vectoriel de ~m ~ ~m 
par (a c~ C)~. Le degr~ de b borne l'ordre des variOt~s polaires H~-  m a. 
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(iv) Pour r > 0  notons M , =  {vea~: l lRe~l  < r  . . . . .  IRe %,l<r}. Alors it existe une 
fonction potyn6miale Q, sur (E" teIle que v~-4Q,(~ . . . . .  g,,) F,.,, soit faibtement 
holomorphe sur ~ fi valeurs dans ~'(G). 

DOmonstration. L'ho lomorph ie  de F,.,, en fonction de v o = vl,~, est 6vidente. On 
se ram+he alors au cas off % = 0  et on quotiente par  exp(c c~ a). Alors la proposi-  
tion est une simple applicat ion du thOorOme A.3 de l 'appendice A dont  on 
a d~j/l vOrifi6 les hypotheses.  [ ]  

Soit X e m .  On va analyser les p61es de F~,x,, en fonction de ceux de /7,, .... Pour  
Re(v- -p )  strictement dominan t  pour  A + (g, a) on a: 

F,..xAg) = - ( a ' ( X )  ~., (g), v) 
= 2?- F~.~,(g) 

off )~ est le champ de vecteurs m6romorphe  sur _G qui sur HP~(_H x _L) x _N 
L r~ IJ 

est le champ de vecteurs invariant  fi gauche sur_L induit par  X e m  ~ l. 

(01) Alors pour  p entier assez grand eY)7= cf )7 est un champ de vecteurs 

r6gulier sur _G tout  entier. On  a alors: 

F~+,..,x.~ = i~  1 e, F.~,x, , 

m 

I1 s'ensuit que les p61es de v~Fv+p,,x,, sont au plus ceux de v--.F~,~. D o n c  
F~,xv a ses p61es contenus dans:  

Hi--ha 
n >  - p  

i e { 1  . . . . .  j }  

et leur multiplicit6 est bornOe par  le degr6 de b. Par rOcurrence sur l 'ordre 
de Q e U ( m )  on voit que les p61es de Fv,Q~, sont contenus darts: 

U H i - n a  
r t ~ Z  

IE{1 . . . . .  j} 

et que la multiplicit6 de ces variOtOs polaires est bornOe par  d~ En utilisant 
le fait que les vecteurs (Mc~K)-finis de V~ forment  un U(m)-module  de type 
fini not6 (V~)~M~K), on dOduit de ce qui prOcOde: 

Proposition 5 (i) II existe un ensemble fini d'hyperplans affines A1, ..., A, de 
a~ tel que pour tout veeteur (M c~ K)-fini v de V~, les poles de v~+ Fv,v sont inclus 
dans ~ U (Ai -na)  et la multiplicit~ polaire de chacune de ces variOt& est 

i~{1 . . . . .  k} n ~ Z  

born& par un entier N (indOpendant de i, n et v). L'espace vectoriel sous-jacent 
d chacun des A ies t  le produit du complexifid d'un sous-espace vectoriel de Qm 
par (an  c)~. 
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(ii) Pour tout r > 0 il existe une fonction polyndmiale, P~, sur 112", produit de fonc- 
tions affines, telle que pour tout ve(Vo)~M~K), l'application v~-+P~(~l, ..., ~,,)Fv,~ 
soit holomorphe sur {v ~ o~ I IRe ~11< r, . . . ,  IRe v,,I < r}. 

3.3 Restriction it K des F~,~ 

L e m m e  11 (i) Si /.)e(Y~)(Mc~K) YeOl~, la distribution sur G, F~.v, lorsqu'elle est 
d~finie, est propre sous Z(g) (centre de l'algkbre enveloppante de U(g)) avec << valeur 
propre>> ~gale au caract~re infinitesimal Z~,,-v de la reprOsentation I~, _~ off 6' 
est la reprOsentation unitaire contragr~diente de (5. 
(ii) Lorsque Fv,v est dOfinie, cette distribution sur G admet une restriction it K 
notOe F~,~. L'application v~--~F~,, est faiblement mOromorphe et admet au pire des 
peles lit off F,,, en a, les multiplicit~s ~tant inf~rieures ou Ogales it celles pour 
Fv,t~" 
D~monstration. (i) On se fixe DeZ(fl) .  Pour  v dans  un ouver t  de a~, F~,v est 
de classe C m, avec m plus g rand  que l 'ordre  de D (cf. la condi t ion A.1 verifiee 
apres  le l emme 10). Pour  un tel v, les propr ie tes  de covar iance  de ~ mon t ren t  

que: D.Fv,~IHe= Z~, _~(D) F~, ~ et 

D. Fv, ~lm'o = Z~,, - ~ (D) F~, ~lrrVc = 0 

off H P  cest le complementa i i ' e  de H P  dans G. 
La  continuite de D.F~,v mont r e  alors la propr ie te  voulue p o u r  v dans  un 

ouver t  de a*. La m e r o m o r p h i e  faible de F,.,, et la dependance  polynomia le  
en v de Xo,, _,(D) permet ten t  d 'achever  de p rouver  (i). 

M o n t r o n s  (ii). On note  I + (g) l ' ideal d ' augmen ta t i on  de l 'algebre I(g) des invar-  
iants sous G de l 'a lgebre symetrique,  S(~), de g, regardee c o m m e  algebre de 
fonctions po lynemia les  sur ~*. On note  ~ '  l 'ensemble des zeros de I + (g) dans  
g*. On identifie le fibre co tangent  de G, T* G, fi G x .q*. On  se fixe un ensemble  
de generateurs  homogenes  Y~ . . . . .  Y~ de 1+(9) et des elements  P~ . . . . .  P, de Z(9) 
adme t t an t  Y~ . . . . .  Y~ respect ivement  c o m m e  symbole  principal  en tout  point  
g de G (cf. [ D H V ,  demons t r a t ion  du lemme A.5.1]). 

On veut utiliser la p ropos i t ion  B.2. On se place dans l 'ouvert  Vde  a~ defini 
par :  

V= {vea l : IRe  vl > 1 . . . . .  Re ~, ,> 1}. 

On va voir  que l 'appl icat ion V--+ C(G), v~-+F~,~ est cont inue et mame  h o l o m o r p h e  
pou r  la topologie  de la convergence uniforme sur les compac t s  de G. 

Pour  la continuite,  il n 'est  pas  difficile, en suivant  les memes  pas  que pou r  
la demons t ra t ion  du lemme 6, de voir  que l 'appl icat ion (v, g)~-+Fv(g) de Vx G 
dans  112 et cont inue  sur Vx G. La propr ie te  de continuite  de l 'appl icat ion v~--,F~ 
de Vvers C(G) en resulte. 

Pour  l 'ho lomorphie ,  on se ramene  facilement au cas off r a est reduit  fi 
0, en passant  au quot ient  pa r  celui-ci, apres avoi r  verifie la dependance  holo-  
m o r p h e  de F,.~ dans  les p a r a m & r e s  qui var ient  dans  (r c~ a)* et la cont inui te  
dans  les variables dans  exp c n a, ce qui est immediat .  Alors:  

F~,~(g)= f i  ~ i ( g ) V ' v ( m - l M ~ H )  
i = 1  
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si g = h m a n  oil heH,  m e M ,  aeA,  n e N  et 0 sinon. 
On introduit une fonction, T, fi valeurs complexes sur: 

d6finie par: 
g •  IRe~, l<l}  •  IAl<l}xG,  

si 24=0, T(v,/~, 2, g)= Fv+).,, v(g)-F,.. ,,(g) 
2 

iY'~/~i log ei(g F,,, ,,(g) 

s i g ~ H P  

sinon. 

I1 n'est pas difficile de d6duire des propri6t6s des c.~ fi la fronti6re de HP et 
du fait que v e s t  bornbe, que Tes t  continue. I1 suffit pour cela d'utiliser la 
continuit6 sur: 

{sOl21 Re s>  1} x {2eC[ I,~1 < 1} xlR + 

de l'application H d6finie par: 

x s  + 2 __ X s 

si24=0, H(s, 2, x)= 2 

s i 2 = 0 e t  x4=0, H(s ,O ,x )=s ( logx )x  ~-' 

s i 2 = 0 e t  x = 0 ,  H(s, 0, 0)=0. 

L'holomorphie de v~--~Fv,v, de Vdans C(G), en rbsulte imm6diatement. 
Comme P/Fv,v= Z~,,-~(Pi) F~,v d'apr6s la partie (i) du lemme, on a vbrifi6 les 

hypotheses pour appliquer la proposition B.2. Celle-ci montre que v~-*Fv,~ est 
holomorphe de V vers @~-(G) off F = G  x (Jt/ ' -{0}) (identifi6 ~ une partie de 
T'G) .  On sait (cf. e.g. [DHV lemme A.5.2]) que Fc~ TK*(G)=O. L'application 

P __..) lin6aire, ~r(G) ~'(K), de restriction des distributions fi K, est continue Iorsque 
l'on munit @~(G) de la topologie rappelbe dans l'appendice B.1 et @'(K) de 
la topologie faible. L'existence de la restriction fi K de Fv,~, P~,v est donc acquise 
ainsi que sa d6pendance holomorphe (faible) en ve V. Pour obtenir le prolonge- 
ment m6romorphe il suffit d'utiliser l'6quation fonctionnelle de F~.v et le lemme 
B.1 qui montrent que v~--~F~,~ est m6romorphe de a~ vers ~ ( G ) .  La continuit6 
de l'application de restriction h K des 616ments de @~-(G) permet encore de 
conclure. []  

3.4 Formes lin~aires invariantes sous f f * v ( H n K )  et annulOes par ff*,~(b), sur 
l'espace (lo)(r) des vecteurs K-finis de I~ 

Soit ~Oe(Io)(K ). Alors ~oEC~ V~) et q~ est fi valeurs dans un sous-espace de 
dimension finie de V6 form6 de vecteurs ( M n  K)-finis. On 6crit la K-finitude 
de q~: 

n 

3 q)l . . . . .  (Pn ~:(/~)(K), Vk~K,  L k r -- E f i (k -  1) q~i, 
i = 1  
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off lesf~ sont des 616ments K-finis de C ~ (K). 
Les relations de covariance fi droite sous Mc~K impliquent que q~(e) est 

M ~ K - f i n i  sous 6. I1 en va de m~me pour vi,=q)i(e). Alors: 

n 

VkeK,~o(k)=~, f~(k)v i  off V,e(V~)~M~K). 
i = 1  

Avec les notat ions de la proposit ion 5 notons (a*)ho~ l 'ouvert connexe de a~ 
de compl6mentaire 

U U (,r 
i e { 1  . . . .  , k} n e ~  

Sur (a~)ho~ les distributions F , , , e~ ' (G)  sont d6finies pour tout  w(V~)(MoK) " et 
sont faiblement holomorphes  en v, de m~me que leurs restrictions /~ K, Fv.,. 
On "d6fini t"  alors (voir th6or6me cidessous) une forme lin6aire ~', sur (I~)r 
par: 

i = 1  

Th6or6me 2 (i) Pour tout ~e(la)(~ ), <~'~, ~o> = <~-~, ~o> (cf Lemme 7 pour la ddfini- 
tion de ~)  si R e ( v - p )  est strictement dominant pour A + (g, a). 
(ii) Pour tout V~(a*)hol et r <~'~, (p) ne ddpend pas de l'dcriture de Lk~P. 

De plus, ~. "ddfinit" une forme lindaire sur (I~)(K) qui est faiblement mOromorphe 
en v ~ a~ (et holomorphe sur (a~)ho0. 
(iii) Pour V~(a*)hol, ~ est invariante sous fc*~(H c~ K) et annulOe par ~*~(t)). 
(iv) Pour tout r > 0 il existe une fonction polyn6miale P, sur C m, produit de fonctions 
affines telle que l'application: 

soit faiblement holomorphe sur : 

~ = {v ~ a* I lRe fi~[ < r . . . . .  IRe ~,,[ < r} 

(i.e. pour tout q~e(Io)(x), 
. . . . .  

se prolonge en une fonction holomorphe sur l'ouvert r 

D~monstration. (i) r6sulte imm6diatement  de la d6finition de ~-~ et ~'~. Mais d'apr6s 
le lemme 11, (~'~,q~) est holomorphe sur (a~:)hol (pour une 6criture de Lkq~). 
Comme sur un ouvert de (o~)hol, (~'~, q~) ne d6pend pas de l'6criture de Lk~0 
(et est 6gal /l (~-~, ~o)), le prolongement  analytique,des identiti6s permet de con- 
c lure / t  l ind6pendance de (~'v, ~o) par r appor t / l  16criture de Lkq~, sur l 'ouvert 
connexe (a~)ho I . 

Ceci ach6ve de prouver (ii). 

Mont rons  (iii). Pour  R e ( v - p )  strictement dominant  pour A + (g, a), il est clair 
que Fv,v, est une fonction continue sur G e t  Hc~K-invariante.  D'ofl t'6galit6 
pour h~Hc~ K ( ~ ,  q~)=(~-~, n~.~(h)q~). On obtient l ' invariance voulue de ~'~ 
sous ~*~(h) par  prolongement  m6romorphe des 6galit6s (les 2 membres de l'6ga- 
lit6 6tant m6romorphes en v car ff6,~(h)q~ ne d6pend pas de v). 
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On se fixe maintenant X~b. Ecrivons ~o,~(X)cp= ~ p~(v)(o~ ofa (o~(I~)~ 
j = l  

et les pj sont des polynbmes en v~n~. (cf. [D, proposition 2]). On a alors: 

j = l  

Ce qui prouve que ( ~ ,  ~6,~(X)(p> est m6romorphe. I1 suffit alors, pour achever 
de prouver (iii), de d6montrer que cette fonction est nulle sur un ouvert. Mais 
pour Re(v--p) strictement dominant pour A + (.q, a) on a'  

<~, ~.~(x)q~> = (L ,  ~.~(x),~> 

et d'apr6s le lemme 6(iii), le second membre est nul, ce qui ach6ve de prouver 
(iii). 

La partie (iv) du th6or6me r6sulte des propi6t6s des F~,~ et /~.., (prop. 5 
et lemme 11) et de la d6finition de ~,.. [] 

Remarque. ~ ,  pour v~(a~)ho,, se prolonge fi la compl6tion ~ croissance mod6r6e 
de (~6,~,(I6)(K~) (qui s'identifie ~t (~,~, I6) d'apr6s ]-C]), en une forme lin6aire 
continue, invariante sous ~,~(H), d'apr6s le th6or6me 1. Ce prolongement sera 
not6 ~'~. Nous n'avons pas 6t6 capables de prouver la m6romorphie faible de 
~-~, ce qui nous contraindra dans la suite fi utiliser rappendice C, qui est une 
version ~t param6tres de l'appendice A de [BD]. 

3.5 Prolongement mOromorphe des u intdgrales d 'Eisenstein~ 

On se fixe ~0e(I6)(K). On appellera, de mani6re quelque peu incorrecte, int6grale 
d'Eisenstein, la fonction G ~ ~ d6finie par: 

pour Re(v -p )  strictement dominant pour A+(.q,a). On veut d6montrer que 
cette fonction s'6tend m6romorphiquement en v~ a~:. On peut d+finir de la m~me 
mani~re E~,~,(g) pour V~(O~)ho ,. Ce que l'on sait, relativement fi la m6romorphie 
de E~,~ en v, est que pour tout D~U(9), (Lo(Ev,~))(e) est m6romorphe car 6gal 

puisque ff6,v(D) est K-fini. 
Par ailleurs, les E~,~ sont propres sous raction du centre de l'alg6bre envelop- 

pante pour des valeurs propres d6pendant polyn6mialement de v e t  de plus 
K-finies, d'un type donn6. Elles admettent une s6rie de Taylor d6pendant mbro- 
morphiquement d'un param6tre. Tout ceci conduit fi esp6rer la m6romorphie 
des E~,~(g) en v. C'est ce que nous allons prouver maintenant. On notera: 

X =  {H~(ao)r - ~ < I m  ~(H) < n, V ~ d  +} 

X* = {H~HI~(H)=t=O, W~A~0} 

off A,o est l'ensemble des racines de a0 dans ([ c~ b) �9 (p c~ q). 



646 J.-L. Brylinski et P. Delorme 

On note Y= U kere. 
~EA~O 

Th6or6me 3 Soit ~(I,O(K ). 

(i) Soit V~(a~)ho 1. La fonction sur G/H, notre E~,r dkfinie par: 

E~,r = (7~,~(g) ~-~, ~o> 

(off ~ est dffinie dans la remarque suivant le thdorkme 2) est analytique et K-finie 
d gauche. 
(ii) On considkre la fonction ~ , ~  de G/H dans C ~ (K) dffinie par: 

(~,r H)(k) = E~,~(k g H). 

Cette fonction est #-sphdrique off # est la restriction de la reprdsentation r@ulikre 
droite de K dans C~ au plus petit sous-espace fermd, E, stable par K, contenant 
l'image de ~,~, (qui est de dimension finie, car E~,~o est K-finie puisque ~o l'est). 
On note g~oq, la fonction sur ao ddfinie par: 

VZ ~ a0, ~,% (Z) = ~ ,~  ((exp Z) H). 

Cette fonction s'dtend en une fonction holomorphe sur X qu'on note de la m~me 
fafon. 
(iii) Soit U un ouvert bornd de a~. 11 existe un polyn6me Pv sur a~ (dont la 
valeur en w a~ ne d@end que de (vl . . . .  , vm)) produit de fonctions affines et ind@en- 
dant de ~O~(I~)~K) tel que l'application 

(t7 n(@)~oO • X - , E  
dkfinie par 

(v, z ) ~  ~ , ( z )  x P~(v) 

se prolonge en une fonction continue sur U x X et holomorphe sur U x X. 
(iv) Pour tout geG, l'application (a*)ho~ff2 ddfinie par v~--~E~,~o(g) est mOro- 
morphe sur a~ e t a  au pire les poles de la fonction mdromorphe v~-*'~,, avec 
des multiplicities inf~rieures ou dgales it celles de ~ .  

Ddmonstration. La partie (i) a d6j/~ 6t6 rue plus haut sauf l'analyticit6 qui r6sulte 
de la K-finitude de q) et du fait que le centre de U(g) agit par des scalaires 
SOUS 7~, v. 

Les propri6t6s de ~,~o sont claires. 
Pour 6tablir les propri~t6s des points (ii) et (iii) de ~,% on va utiliser l'appen- 

dice C. On consid6re pour cela U un ouvert born6 de 9.I~. Son adh6rence ~7 
est contenue dans une bande ~ (cf. Th6or~me 2) et on prend pour Pv le polyn6me 
P~. Alors pour tout D element de U(g) et tout k element de K la fonction 

est holomorphe sur U et continue sur U. 
On d6finit ~ V ~ o ( 9 r  E) (une s6rie formelle h l'origine de 9r ~i valeurs dans 

E) par: 
VD~S(fl), VkEK, (q~v(O))(k)=Pv(v)<~,, rT~,~(fl(Ot)) ~,~(k) q~) 
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off ~ est l 'antiautomorphisme principal de U(.q) et fl l 'isomorphisme lin6aire 
canonique entre S(g) et U(.q) (cf. [Di, ch. 2 w 

Pour D e S (g) fix6, l'application U ~ v ~ ~,,(D) (e E) est continue sur O et holo- 
morphe sur U. On consid6re l'injection i: (ao)~ ~ ~q~ et i* l'application correspon- 
dante de (~o (fl~, E) das Co ((a0)~, E). 

V - ,  U L'application ~-~ @~ d6finit un 616ment q~ de (~o(a0, E |  U) auquel 
on veut appliquer le th6or6me C.l. de l'appendice C. 

On note Z+(9) l'id6al d'augmentation du centre Z(.q) de U(.q). On prend 
ici V=(a0)r F = a } ;  X, X* et Y, E ont 6t6 dbfinis plus haut. 

On consid+re ~={Fu(Dt)lDeZ+(.q) et S(D)#0} (Voir [BD lemme I] pour 
la d6finition de F u et [1.c. w 2.5] pour la d6finition de S). 

Remarque. Noter que dans [BD, w la d6finition de ~ dolt &re 
= {Fu(D~)IDeI et S(D)#0} et non ~ =  {Fu(D~)IDeI}. 

* est d6finie comme suit. Si ZeZ(.q), ~o,~(Z) est scalaire. L'application X: ~ • % 
Alors si F~ (D') e ~ (i.e. D e Z (9) + et S (D) # 0) on pose X (Fu (D'), v) 6gal fl ce scalaire. 
On v6rifie comme dans [BD (lemmes 2 fi 7)] que les hypoth6ses du th6or6me 

tlo C.1 sont v6rifi6es pour ~. Les propribt6s (ii) et (iii) de g~.~ en r6sultent imm6diate- 
ment. 

Mais comme K(expao)H=G la connaissance de ,~$o d6terrmine celle de 
E~,~ et (iv) r6sulte alors du point (iii) et du choix fait de Pv. [] 

4 Applications aux int6grales d'entrelacement 

On consid6re dans cette partie un groupe alg6brique r6ductif, d6fini sur ~ ,  
Zariski-connexe et l'on note G, le groupe de ses points r6els. On prend G =  G, 
x G1, a, l'involution de G d6finie par or(x, y)=(y,  x). Le groupe des points fixes 

H de a est la diagonale dans G, x G~. Si 0, est une involution de Cartan de 
G,,  on d6finit 0 (x, y) = (0, (x), 0, (y)). C'est une involution de Cartan de G commu- 
tant fl a dont le groupe des points fixes K est 6gal fi K,  x K , ,  off K,  est le 
groupe des points fixes de 01 . Soit P, un sous-groupe parabolique de G1. Alors 
P = P~ x 0, (P0 est un sous-groupe parabolique a0-stable de G. 

Soit P~=M1A,  N~ la d6composition de Langlands de P~. On note A 
={(a,a-1)la~A1} et Adi,g={(a,a)la~A,}. La a d6composition de Langlands 
de Pes t  alors P = M  AN off N = N  1 x OI(N~) et M = ( M  , x M O Adiag. 

On suppose P, cuspidal. Soit (61, V~,) une s6rie discr6te de M,  et (6'1, V~',) 
sa contragr6diente. Alors la repr6sentation de M triviale s u r  Adlag et dont  la 
restriction fl M, • M I est 6gale 

h 

(off le produit tensoriel est hilbertien) est une s6rie discr6te de M / M  n H qu'on 
notera (~5, V6). On d6finit une forme lin6aire q6 sur l'espace (Vo)~M ~ m des vecteurs 
(m c~ K)-finis de V~ (qui est isomorphe fi (V~,)(M, ~r,) | (V~,)(M, ~r,) par: 

q~(v | v') = <v, v'>v.,, v,.,. 

Cette forme lin6aire est invariante par M n H et annul6e par m nb .  
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D'apr6s le th6or6me 1, t/a se prolonge donc  en une forme lin6aire cont inue 
sur V~ ~ invariante par  M n H, qu 'on  notera  de la m~me faqon. 

On se donne  vEa~ avec Re(v-pp) strictement dominan t  pour  A+(o,a) 
(ensemble des racines de a dans n). 

On d6finit V l E a*~ par:  VX ~ a l, Vl(X)= �89 -X) .  Notons  que v l d&ermine 
v. Soit: 

la repr6sentat ion induite au sens C ~ de P1 (resp. O a(PO) fi G a de la repr6sentat ion 
de P1, of 1 | e ~ | lu , ,  (resp. 01 (P0, 6'1 | e -~' | 10,(u,)). 

xP P De marne, on note  ( ~.~, I0.~) la s6rie principale gdn6ralis6e de G correspon-  
dant  /t (P, 6, v) (cf. w 3). No tan t  par  un indice inf6rieur les espaces de vecteurs 
K-finis (resp. Kl-finis), on a un isomorphisme naturel:  

P ,.~ P~ (~,ilO~(P~) 

On considSre la rSalisation (( compacte  )) de u P dans Ia (cf. w 3.1), la repr6senta- 
t ion 6tant notSe ~Pa.~- On fait de meme pour  r~.~, et ug{(P'~),., _ 

Pt Si ~oeI0, on note  q~, l'S16ment de Ia .... dont  la restriction fi K1 est 6gale 
flip. 

Si Oela~ on note  ~._~,~/~~ l'616ment de *a;,~<(P')-~, dont  la restriction fi K~ est 6gale 
g ~. Avec v comme ci-dessus, on dipose de ~-~e(Ia)' qui est invariante par  Faction 
de H sous la repr6sentat ion contragr6diente de ~ ,~  (cf. lemme 7). 

Soit gOe(Ia,)(K,). On dSfinit (B(vt)(go)), 615ment Kz-fini du dual de la~, par:  

V~0ela~, <(B(Vl)((P)), O> ---- ~-v ((P | O)' 

La K~-finitude de (B(v0(qo)) provient  de la H-invariance de ~-~. Cette K~-finitude 
assure que (B(v0(q0)) est cont inue sur Ial. On a donc  (B(vO(tp))r 

Mais (I~)i~,) est naturel lement  i somorphe fi (Ia,)(KO grfice fi la forme bilin6aire 
sur I< x le,, d6fine par:  

(~o,0)~ ~ <q,(k), O(k)>v~,,va, df~ 
K~/M, c~K~ 

(qui met  en dualit6 fir) - -VI  et ff0{(P_,) ). 
D off une applicat ion B(vl): iI~,)oc,)~ (Ia,)(K,). 
La m6romorphie  faible de ~ sur (Ia)oo en v implique ais6ment que /3(vl) 

se prolonge m6romorph iquemen t  en v~. 
D 'aut re  part,  on dispose des intSgrales d 'entrelacement  

P1 A ( P " O l ( P t ) ' 6 1 ' v l )  , TOt(P1) 

convergentes  pour  les valeurs de y 1 tel que Re v 1 soit suffisamment dominan t  
relat ivement aux racines de a 1 dans rtl (cf. [KnSt ,  th6or6me 6.6]). 

Par  t ranspor t  de structure on en d6duit  un op6rateur  A(P~,Ol(P~),f1,va), 
not6 .d(v 0 en abr~g6, de Ia, vers Ia, entrela~ant ~ 1 - ~ ,  et ~.0,(P,) 

L 'ensemble des va ea*r  tels que B(vO et Afro soient s imultan6ment  d6finis 
contient  un ouvert  non  vide, f2. On va mont re r  que B(Vl) est 6gal/l  la restriction 
de .4(vl)/ l  (I~,)(K,), pour  VlSO. 
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Soit ~0e(I6,)(K,) et ~I~(Io,~)(K,). On va calculer (/3(v~)(p,f)t~,.t~; et 
(A(vx)cp, r D'abord par d6finition de/3(vx): 

(~(v,)e,  6,) = ?,,@ | r 

On utilise maintenant la d6finition de ~-,. (cf. lemme 7): 

(B(vl)q~, ~9) = ~ ((,(k~,k2),(cP| dk2. 
Kl xK1 

On utilise maintenant l'invariance fi gauche de ~.v sous la diagonale de K~ x K~. 
D'6u: 

(/~(Vl)~p,~O}= ~ ( ~ ( k ; '  k,, 1),((p| dk 2. 
Ka xK~ 

On fait le changement de variable k = k2 ~ k~ �9 

(/}(v,) (p, 0 )  = ~ (~(k,  1),(r174 k2))dkdk 2 . 
K x x K l  

Mais r 1)=0 si (k, 1)r Or, ici, HMAN=d(G1)(P1 x O,(P1) ) off d(GO 
est la diagonale de G1 x G~. Donc (k, 1)eHMAN si et seulement si (k, 1) 
=(g,g)(po,/~0 off geG1, poeP1, /~le0x(P1). Alors g=iO~-l~0(P1) et 
k=vm(k)a(k)n, off veNa, m(k)eMl, a(k)eA1 et h e n  l (on volt facilement que, 
r6ciproquement si keN~ MI AI N1, (k, 1)~HMAN). 

Donc 
~,,(k, 1) = a (k)" '  - m (6, ( r e ( k ) -  t) | id) ~/~ 

et 

(B(v~) ~p, ~p} = ~ a~ (k) ~' -P' (6 ,  (m(k))-' (p(k2 k), 0 (kz)) dk dk2. 
(K1 c~:~IM1AIN1) x Kl 

Par suite la formule (3.5) p. 21 de [KnSt] permet de conclure: 

V q~ G(Ia,)(K,), V~E(Io~)K,, (B(Vl)tp, ~t) = (.,4(Vl) ~, ~) .  

D'od l'6galit6 de .4(vl) et B(vl) sur (I~,)(r,). 

Conclusion 

Le prolongement m6romorphe de l'int6grale d'entrelacement, au moins sur les 
vecteurs K~-finis, r6sulte alors de la m6romorphie de/~(v0 en v~ ea~: (due elle- 
m~me & la m6romorphie faible de ~'~" voir ci-dessus et th6or6me 2). 
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Appendice A 

A.I 

Les r6sultats ci-dessous, classiques et bien connus ont 6t6 rassembl6s ici pour 
la commodit6 du lecteur. 

Th6or6me A.1 Soient X une varikt~ alg~brique affine sur un corps k et E un 
fibr~ vectoriel algObrique sur X .  Soient (s 1 . . . . .  s,,) des sections globales de E 
sur X.  Si pour tout x 6 X  (point fermO i.e. un point au sens classique) les sj,~ 

engendrent la fibre E~, alors route section globale de E est de la forme ~ fj  sj 
avec f1 fonction rOguli~re sur X.  j =  1 

m tO 
D~monstration. Soit ~ le faisceau des germes de sections de E. Soit (9x---*s 

rhomomorphisme tel que q)(f)= ~ f~sj o6 (9 x est le faisceau structural de X. 
i = 1  

L'hypoth6se faite, jointe au lemme de Nakayama, implique que ~ induit une 
surjection sur les fibres (au sens faisceautique) en tout x eX .  Donc (pest un 
homomorphisme surjectif. D'apr6s le th6or6me fondamental de [Se2] ~p induit 
une surjection sur les sections globales. Donc si u e F ( X , E ) = F ( X , g )  on a 

u=cp(f)  i.e. u =  ~ f;s~ pour u n f ~ F ( X ,  (9~)=(9(X) x ... x C(X). [] 
i=1.  

CoroUaire A.1 Si vl, ..., v,, sont des champs de vecteurs alg(briques sur X tels 
que pour tout x 6 X ,  les vj,~ engendrent l'espace tangent Tx,~, ators tout champ 

de vecteurs ~ sur X est de la forme ~-- ~ f j  vj avec f j  fonction rkguli~re sur 
X.  j=l 

Pour Yr une vari6t6 alg6brique complexe lisse, on note @re le faisceau des germes 
d'op6rateurs diff6rentiels ~i coefficients alg6briques, et D(Yr F(Yr ~yr l'alg6bre 
de ses sections globales. Rappelons que pour Yr une varibt6 alg6brique complexe 
affine et lisse, le foncteur (~ sections globales)) Jg ~ F(Yr ~ )  donne une 6quiva- 
lence de cat6gories entre la cat6gorie des ~r,-modules coh6rents et celle des 
D(Yc)-modules de type fini, et entre la cat~gorie des ~rr holonomes 
et celle des D(Yr holonomes. Le foncteur quasi-inverse est la ~docalisa- 
tion ~ M~--~ ~r~ | M. Ceci est une cons6quence facile de [Se 2]. 

Lemme A.1 Soient Xr  et Yc des vari~tks algObriques affines lisses sur IF,. Supposons 
Xr  et Yr dOfinies sur lR et soit p: Xr  Yr un morphisme algObrique lisse, lui 
aussi dOfini sur ]R. Soit U (resp. V) un ouvert des points r~els de Xr  (resp. Yr 
Supposons p(U) c V. Soit f une fonction C ~ sur V qui engendre un D(Yr 
holonome. Alors fo p engendre un sous D(Xr holonome de C ~ (U). 

D~monstration. Soit I l'idbal ~ gauche de D(Yr qui annule f. Alors le 
D(Yr D(Yr est holonome d'apr+s rhypoth6se s u r f  On d6finit un 
faisceau J d'id6aux fi gauche du faisceau ~xr des germes d'op6rateurs diff6ren- 
tiels sur X C de la faqon suivante. On proc6de ((localement pour la topologie 
6tale sur Yr Plus pr6cis6ment, on d6crira l'image inverse de ~r fi p-~(W),  
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pour W ~  Yr un morphisme 6tale tel que l'on air un morphisme 6tale q: 
p - ~ ( W ) ~  W •  k compatible aux projections sur W (off _~k d6signe l'espace 
affine de dimension k). Cette image inverse de J fi p - ~ ( W )  est l'id6al fi gauche 
de ~p-~(w)engendr6 par I vu comme id6al de D ( W ) ~  D ( W x  ~kk)cy-D(p-~(W)) 

et par les champs de vecteurs, dxt ' " " '  ~3x~ sur &k VUS comme sections de 

~&~.~W• 

On v6rifie facilement les conditions de recollement n6cessaire pour produire 
un faisceau d'id6aux & gauche d dans ~ x , .  II est clair que ~ x ~ / d  est holonome, 
car son inverse par le morphisme 6tale est l 'image inverse du @w• 
holonome ( ~ w / I ~ w )  | (Sty,. Soit J = F(Xr J ) .  Comme Xr est affine O(X~:)/J 
est encore holonome. Montrons que J annulefop.  La question est locale pour  
la topologie etale. Dans le mod61e local W• z~k--~ W de p cela se r6duit au 

fait que fop  est annul6 par t et par les ~ ce qui est 6vident. []  

A.2 Equation de Bernstein-Sato pour u- P~ 

Soit Ye une variet6 alg6brique complexe lisse, et soit P une fonction polynSmiale 
non constante sur Y~:. Kashiwara [K 1] introduit le faisceau coh6rent d'alg6bres 
~ r r 1 7 4  Ce faisceau d'algbbres opSre sur le faisceau 

(gr,.[s]-P ~-j, dont les sections sur un ouvert U sont des sommes finies 
j > o  

f~,k skps-J, ofij),k est une fonction r6guliSre sur U, par les r6gles naturelles: 
j>O,k>O 
une fonction ('6guli6re op6re par multiplication sur chaque terme de la somme, 
s ol~ere via s .s  k= s k + ~, et un champ de vecteurs ( fi coefficients fonctions regu- 
li6res op6re par: 

~" (fj, k Sk ps -  j) = (~ .fj,k) sk P~ - j + fLk (S --j) S k (~" P) ps -  j -1  

Kashiwara [K1]  d6finit alors ./ffp comme le sous-~rr  de 
(gr~[s ] .P~-J engendr6 par  P~. 

i>=o 
C'est en fait un ~rr  coh6rent. Kashiwara prouve dans [K1]  que 

le ~ r , -modu le  JVp est sous-holonome, c'est-fi-dire que sa vari6t6 caract6ristique 
est de dimension __< n + 1. 

De mani6re plus g6n6rale, soit J/{ un @r~-module holonome. Alors 
~ |  est un ~r~[s ] -module  pour l 'action ((diagonale,  des champs de 
vecteurs. Si u est une section globale de ,At, on peut consid6rer le 
sous-~rr  ~ '  de ~ |  engendr6 par u. P'. 

Th6or6me A.2 [K2, th6or6me 2.5] Le ~r,,-module d est sous-holonome. Pour 
tout ~ C ,  le 9re-module d ~  = d |162 [s] / ( s -~)  est holonome (et m~me holon- 
ome RS  si Jg l'est). On note u. P ~ l'image de u. P ~ dans .~r 

Une remarque s'impose du fait que d (qui est d6not6 JV dans [K2])  est d6fini 
de mani6re un peu diff6rente dans [K2,  w 2], La multiplication par le symbole 
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formel ps identifie le Cr,,-module d au localis6 par rapport  "~ P de ~;[s] | ~ ' .  
Pour Q(s) un 616ment de ~yr on a: Q(s).(u. w ) = 0  si et seulement si l'616ment 
P-~Q(s) .(u.W) de ll;[s] | JCl[P -1] est annul6 par une puissance de P, c'est-fi- 
dire nul. 

Observons aussi que l'6nonc6 <<d est coh6rent comme @y~-module)> est 
plus fort que l'6nonc6 <<d est coh6rent comme ~yr 

On a ~ '=Nr~[s] /A ,  off J e s t  un faisceau coh6rent id6aux /t gauche de 
~r~[s]. Sur tout ouvert affine U de Yr on peut trouver un hombre fini 
(Q1, ..., Q,,) de g6n6rateurs de J comme ~v-module;  cela signifie que l 'homo- 

morphisme de faisceaux ~ ~ ~r envoyant (R1 . . . .  , Rm) sur ~ R i Q i ,  est surjectif. 
1 

En effet, J est quasi-coh6rent comme Cry-module, donc sa restriction ~i U est 
engendr6e par ses sections globales. Pour tout point x de U, on peut trouver 
un voisinage V de x et un nombre fini d'616ments de F(U, J )  qui engendrent 
le ~v-module  ~ v .  Utilisant la quasi-compacit6 de U pour la topologie de Zar- 
iski, on obtient un nombre fini de sections globales de ~ v  qui l'engendrent 
comme ~v-module.  Alors pour tout a~C,  (Qa(a) . . . . .  Qm(a)) engendrent un 
faisceau d'jd6aux ~ de ~ v  qui annule u .W,  et tel que le ~v-module  ~ v / J ,  
est holonome. 

Supposons de plus Yr affine, et soit Dle diviseur d'6quation P = 0, de compl6- 
mentaire Xr Soit j:  Xr Yr l'inclusion. Pour d//' un ~xr holonome 
(resp. holonome RS), le ~r~-module J/g,=j,  ~ "  est holonome (resp. holonome 
RS) [K2, KK] .  Soit u une section globale de ~" ,  qui donne donc aussi une 
section globale de ~ ' .  

Lemme A.2 Supposons que le ~xr J[ '  est holonome (resp. holonome RS). 
Soit I l'id~al de D(Xr qui annule u. Alors J=Ic~D(Y~:) est un ideal fi gauche 
de D(Yr tel que D(Y~)/J est holonome (resp. holonome RS). 

Preuve. Par construction, D(Yr est un sous D(Yr de F(Yr 
qui est holonome (resp. holonome RS). []  

Nous nous int6ressons ~ la situation suivante. Nous avons une vari6t6 alg6brique 
r6elle YR, telle que Yr soit la complexifi6e de YR. La fonction polyn6miale P 
est suppos6e ~tre ~i valeurs r6elles >__ 0 sur YR. Soit f2 une r6union de composantes 
connexes de X , ,  telle que la fonction polyn6miale P soit h valeurs r6elles > 0  
sur f2. Soit u une fonction lisse sur (2 satisfaisant la condition: 

Condition A.1 II existe des champs de vecteurs r~guliers sur Y~:, ~ . . . .  , ~e, qui 
engendrent en tout point l'espace tangent, tels que pour tout multi-indice (il, -.., ie), 
il existe un entier k tel que, pour tout p6 YR, il existe un voisinage V de p dans 
YR et une constante C > 0 tels que 

L(~ i' ...~iO.u(x)l<=C.P(x)-k, pour toutxdans  V n X R .  

Remarque. Cette condition a la cons6quence suivante. Pour tout entier m>0 ,  
il existe un entier k > 0 tel que la fonction u. pk, prolong6e par z6ro aux autres 
composantes connexes de XR, est une fonction de classe C" sur YR tout entier. 

Proposition A.1 Supposons que le sous-D(Xr M de C~176 engendr~ par 
u soit holonome, et que u satisfait la condition A.1. Pour k entier assez grand, 
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le sous-D(Y~)-module de l'espace So(Y~), des courants de degrO zOro sur Y~, 
engendrO par u. pk est holonome. 

Preuve. N o u s  allons mont re r  que rid6al Jk,=F(Yq:,J;k), qui annule le symbole  
formet u-pk,  annule aussi le couran t  u-P~. Ceta entra~nera le resultat, puisque 
le D(Yr D(Yr est holonome.  I1 suffit de mon t r e r  que les g6n6rateurs 
(Ql(k) . . . .  , Q~,(k)) de Jk annulent  la distr ibution u . P  k, si k est assez grand. C'est  
bien stir le cas sur f2, car u y est une fonction lisse; sur les autres composan tes  
connexes de X ~ ,  u. pk est ident iquement  nulle, donc  c'est t r ivialement vrai. Mais, 
si m est plus grand que le sup remum des ordres des op6rateurs  diff6rentiels 
Q~ d6pendant  po lyn6mia lement  de s, et si k est choisi de sorte que pk .u  soit 
de classe C"  sur Yr~, il est clair que Qj(k) (u .P  k) est une fonction cont inue sur 
YR- C o m m e  elle s 'annule sur rouver t  dense X~,  elle est donc  ident iquement  
nulle. [ ]  

Nous  allons 6tablir rexistence d 'une 6quat ion fonctionnelle ~i la Bernstein /t 
plusieurs variables. Le r6sultat en quest ion est p robab lemen t  bien connu des 
sp6cialistes. Observons  qu 'un  rdsultat plus g6n6ral et beaucoup  plus pr6cis que 
(1) et (2) ci-dessous a 6t6 obtenu  par  Sabbah  [Sa]. On se place dans la s i tuat ion 
suivante. On suppose que P =  1~ P2... P,, off chaque po lyn6me  P~ est /t valeurs 
positives sur g2. Alors P~ P ~ . . .  P,'-. u est une fonction de classe C" sur Ya tout  
entier, pour  Re(s i )>  k (avec k assez grand). On note _s = (sl . . . . .  s,) et _P~= P(' ... P,'". 

Th6or/~me A.3 Conservons pour la fonction u sur f2 les notations et hypothbses 
de la Proposition A.1. On a alors: 

(1) La fonction analytique (Sl, sz . . . .  s,)~---~P~ ~ ... P,S".u, dOfinie sur l'ouvert R e ( s 0  
> 0  . . . . .  R e ( s , ) > 0  de fig" et gt valeurs dans So(Y~), se prolonge en une Jbnction 

faiblement mOromorphe sur fig" tout entier. 
(2) Soient a l , a z ,  . . . ,  a, des entiers positifs. Soit a_=(a~,a2 . . . .  a,). II existe un 
opdrateur diff~rentiel P(x ,  D~, s_) sur YR, fi coefficients algdbriques d~pendant poly- 
n6mialement de s_ = (s 1 . . . .  , s,), et une fonction polynOmiale b(s) non identiquement 
nulle sur II3", tels que: 

P(x ,  O~, s_).(P_~, u)=b(~).  P~-~-.u 

pour tout s_~fig" en dehors des variOt~s polaires des deux membres de l'kgalitO. 
(3) II existe des hyperplans affines H 1 , . . . ,  Hj  tels que la vari~tk des p61es de 
P_~.u soit la rOunion des translates H i - m ' a  de ces hyperplans par des multiples 
entiers positifs de a. L'espace vectoriel sous-jacent gt H i e s t  le complexifik d 'un 
sous-espace vectoriel de if)". L'ordre du pole de P_~--u le long de toute composante 
est au plus Ogal au degrd du polyn6me b (s_). 
(4) Pour toute bande ~ ' r =  {_s~fig"" IqRe(_s)ll < r}, il existe une fonction polyndmiale 
Qr sur fig" telle que le produit Qr(s_). P_~-. u soit holomorphe sur ~ .  

Preuve. Quit te  fi r emplacer  u par  Pk.u,  on peut  supposer  que u lui-m~me 
engendre  un sous D(Y~)-module ho lonome  de So(YR). On d6mont re ra  (2) pour  
toute  section u d 'un D(Y~)-module ho lonome  ~//. Le c a s n  = 1 r6sulte imm6diate-  
ment  du th6or6me de K a s h i w a r a  sur rexistence de la b-fonction. La version 
alg6brique de ce th6or6me est vraie sur tout  corps de caract6rist ique 0, c o m m e  
on le voit  en utilisant le principe de Lefschetz. Pour  6tablir l '6quation fonction- 
nelle de (2) en g6n6ral, on prouve  le l emme suivant.  
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Lemme A.3 Soit Y une vari~t~ algObrique affine lisse sur un corps k de caractOr- 
istique z&o. Soient Q, 1'1 . . . . .  P: des fonctions r~guli&es non-constantes sur Y 
Soit u un ~l~ment d'un D(Y)-module holonome M.  Alors il existe un opOrateur 
diff&entiel P(y, Dy, s,t_) sur Y, ~ coefficients alg~briques, d~pendant polynOmiale- 
ment de s6k  et de (tt . . . . .  t,), et une fonction polyn6miale b(s, t_) non identquement 
nulle sur k ~+ 1, tels que l'on ait: 

P(y, Dy, t, s).(Q~Px t' ... ~':. u)=b(s,t_) Q~-l p( , . . .  PJ:.u. 

Preuve du LemmeA.3 Etendons le corps de base fi K = k ( t l  . . . . .  re). On sait 
alors que P~t'...P:t'.u engendre un D(YK)-module holonome. Cela se voit par  
r6currence sur : ,  le cas : =  1 r6sultant du th6or6me 1 plus haut et l'6tape de 
r6currence se d6montrant  de la marne fagon. En appliquant le th6orbme de 
Kashiwara dans le cas d 'un seul polyn6me, on obtient une 6quation fonctionnelle 
du type voulu, mais avec b u n  polyn6me en s ",i coefficients dans K, et P un 
op6rateur diff6rentiel sur Y/t coefficients dans K[s].  I1 suffit alors de chasser 
les d6nominateurs en multipliant par  une fonction polyn6miale de (t~ . . . . .  te) 
convenable. []  

Pour d6duire (2) du lemme A.3, on utilise les polyn6mes: 

Q=P~o' P~. . .P~ . ,P~,P2 ,  . . . ,  P,_I .  

Ceci ach6ve la preuve de (2). (1) s'en d6duit par la m6thode habituelle. On 
voit ais6ment en utilisant l '6quation fonctionnelle (2) que si V~, V 2 . . . . .  V: sont 
les composantes de l 'hypersurface d'6quation b = 0, les p61es de ps. u sont conten- 
us dans la r6union des translat6s V~-m._a. D'autre  part, il est imm6diat que 
si Vii-m.a est une composante de la vari6t6 polaire de P~-.u, il ene s t  de m~me 
de V~-p .a  pour p<=m. En effet, si _P~.u &ait holomorphe au voisinage d'un 
point g~n6ral de V~- p. a, il en serait de mame de _P~'~ v~. ps. u; mais cela signifier- 
ait que _P-~. u n'a pas de p61e le long de Hi-m._a ,  contrairement /t l 'hypoth6se 
faite. 

I1 en r6sulte que la varibt6 polaire de _P~.u est la r6union des translat6s 
par  des multiples entiers non n6gatifs de a d'une famille (H1)1 ~i<: d 'hypersur-  
faces de C". I1 faut maintenant d6montrer que chaque Hi est un hyperplan. 

Pour ce faire, on observe que les conclusions pr6c6dentes restent valables 
pour  tout vecteur _b=(bl . . . . .  b,) ~ coefficients entiers positifs. Donc  la vari+t6 
polaire en question contient la r6union des translat6s Hi-re.b_ pour  m>0 .  I1 
existe alors une application a de l 'ensemble {1,2 . . . .  , :} dans lui-m6me (pas 
forc6ment une permutation) telle que Hi-b_ = H~,)-m(i)a_ pour  un certain entier 
m(i)>O qui d6pend de i. Soit ie{1,2, . . . , : }  et soient r < s  deux entiers tels 
que a~(i)=as(i). On a alors H i - - r b _ = H v - - u q  et H i - - s b = H v - - v a _  pour  p=a~(i) 
et u et v deux entiers convenables. 

I1 en d6coule qu'il existe un vecteur c de la forme _c=~-_a+fl-b, avec ~, 
/3~Z et f l~0 ,  tel que H~-c_=H~. Comme b 6tait choisi arbitrairement, on en 
tire aussit6t qu'il existe un sous-groupe discret F de R"  de rang n - 1  tel que 
H~ soit stable par  route translation par  un vecteur de F. Cela implique que 
H~ est stable par toute translation par un vecteur appartenant  /~ l 'adh6rence 
de Zariski de F dans IU", qui est un espace vectoriel de dimension n -  1. Donc 
Hi est un hyperplan affine dont l 'espace vectoriel sous-jacent est d6fini sur Q. 
Pour estimer l 'ordre du p61e de _P-~-u le long d'une composante  H~-m.a_ de 
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la vari&6 polaire, on note d 'abord que _P*-. u est holomorphe le long de Hi +_a. 
Soit alors/~(m) l'ordre du p61e le long de H i - m . a .  On a # ( -  1)= 0 par d6finition. 
L'6quation fonctionnelle de Bernstein (partie(2) du th6or6me) montre que la 
diff6rence ~ ( m ) - / * ( m - 1 )  est major6e par Ia multiplicit6 k(m) d'une 6quation 

de Hi--(m-- 1).a dans le polyn6me b(,5). On en tire: #(m)< ~ k(j) et cette somme 
j=~ 

est au plus 6gale au degr6 de b(_s), ce qui ach6ve de prouver (3). 

Pour (4). Soit E i respace vectoriel sous-jacent fi H i. On choisit.f~ forme lin6aire 
d6finissant E i telle quef / so i t  r6elle sur ~,". C'est possible car El est le complexifi6 
d'un sous-espace vectoriel de ~". Alors la fonction Ref~ est born6e sur la bande 
aM~. Donc cette bande ne recontre qu'un nombre fini de translat6s, Hi-ma.  
Alors (4) r6sulte de (3). 

Appendice B 

B.1 

Soit X une vari6t6 C '~ de dimension n, Y une sous-vari6t6 ferm6e. On suppose 
avoir choisi une mesure de Lebesgue sur X et sur Y de sorte que les fonctions 
localement int6grables s'identifient fi des distributions. 

Soit F u n  ensemble conique ferm6 dans T'X--{(x ,  0)lx~X}. On note pour 
u 616ment de ~ ' (X) ,  espace vectoriel des distributions sur X, WF(u), le front 
d'ordre de u (cf. [H6, vol. I w 8.2]). On suppose que le fibr6 conormal fi Y, 
T* X ne recontre pas F. Soit: 

~}.(X) = {ue~ ' (X)  l WF(u) c r}. 

On munit @}(X) des semi-normes suivantes: 

(o 0 p~,(u)=](u, (o)[ pour ~eC~(X). 
(fl) si ~i" Ui-+ VicX, ieI est un ensemble de cartes locales de X fix6 (U i ouvert 
de IR"), tel que U V/=X, on d&finit pour iel, N e N * ,  ~eCJ'(U~) et C c6ne 

ferm6 dans F." tel que '(d ~u~ - 1)(Supp �9 x C ) n F = 0 :  

PI, N,.,c(U) = sup II ~ II N 1(4~ Ul)" (d.)l 
geC 

off H II est la norme II 112 sur P," et ui est la distribution sur Ui d6duite de 
u par restriction fi V~ puis transport6e sur Ui grace fi 7~, et ^ est la transform6e 
de Fourier des distributions fi support  compact  dans R" (pour ~p~C~(~"), ~(~) 
= [. e-i<r 

On sait que ces semi-normes sont finies sur les 616ments de ~}-(X) (cf. [H6, 
lemme 8.2.1]). On munit ~}-(X) de la topologie d6finie par ces semi-normes. 
Alors l 'op6ration de restriction des distributions de X fi Yest bien d6finie pour 
les 616ments de 6~-(X) et continue de ~}(X)  dans ~ ' ( B  muni de la topologie 
faible (of. [H6, th6or6me 8.2.4]). 
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Lemme B.1 Avec les notations ci-dessus, soit D un opdrateur difJ~rentiel sur X 
fi coefficients C ~. Alors on a: 

(i) D ~ ' r ( X ) c Y r ( X  ) et D induit un opgrateur linOaire continu sur ~'r(X) muni 
de la topologie dOfinie plus haut. 
(ii) l'application ~ ' r ( X ) ~ ' ( Y )  qui a ueC~'r(Y) associe la restriction gt Y de Du 
est continue de CJr(X) clans 9 '  ( Y). 

DOmonstration. D'apres ce qui precede, le seul probl6me est de prouver (i). 
Comme pour route seminorme p d6finissant la topologie de ~ ( X ) ,  p(u) ne 
d6pend que de la restriction de u ~ un compact, on se ram6ne facilement au 
cas o6 D est somme de produits d'opbrateurs diff6rentiels d'ordre 1 ou 0. I1 
suffit alors de traiter le cas off l 'ordre de D est inf6rieur ou 6gal ~t 1. 

I1 s'agit de majorer p~(Du) et pi, N,~,c(Du). 
D'abord: pr u) = Pto~ (u). 
D'autre part, pour 6tudier p~,N,,.c(Du), on peut supposer U~ = V~ = X. 

Ecrivons D = j 0 +  ~ off f~eC~(U~)j=O . . . . .  n (dans les coordonn6es 
j = l  

canoniques de IR"). Alors: 

Pi,N,e,e(Du)<~.==x supr II~ll~ 'pj . u supr [l~[lul(q'~ "(~){ 

off q~j= ~f~eCF(Ui) pour  tout / .  

Mais 4 ~ j - -  u 
Oxj cx  i \ c x j  

D'ofi 

Mais t~j] < II~ll. D'ofl l'on d6duit: 

Pi,N,c~,c(Du)<pi,N,~o,c(U)+ ~ Pi, N+ x,,j,c(U)+ Pi u ~ �9 C (u)" 
j = l  " '?~x~ ~" 

D'ofi la continuit6 voulue. []  

B.2 Un sous-espace de Y r ( X )  

On d6finit un sous-espace ~ 'Lr(X) de ~ ( X )  comme le sous-espace de ~ - ( X )  
form6 des 616ments u de ~ - (X)  pour lequel les semi-normes suivantes sont 
finies: 

(e) pour  q~eCf(X), la seminorme p~(u)= I<u, ~o)l. 
(13) pour tout ouvert V de X, tout diff6omorphisme 7~: U---, V off U est un 
ouvert de R", tout c6ne ferm6 de ~ " - { 0 } ,  C, tout cbeCc(UxS) off 
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S =  {r  11r = 1} telle que q~ admette des d6riv6es partielles/t  tout  ordre  dans 
la premiere variable (xs  U) et continues sur U x S e t  v6rifiant 

' (dtp)- 1 (p r l (supp q~) x C) c~ r = 0 

(off pr t " U x S --* U est la premi6re projection), on d6finit pour  N e N :  

o6 

Pu,~,,c,~(u) = sup II ~ ]l u [(q~ u) "(4)1 
~eC 

(~u) ^ (~)= j" e-i<x'~>(~(x, ~/1!~[I)u~(x) dx  

off u,v est la distribution sur U dbduite de u par  t ransport  par  7 ~. 
A priori on a Y l , r ( X ) c @ r ( X )  et la topologie d6finie par les semi-normes 

ci-dessus est plus forte que la topologie induite par  celle de ~ ) (X) .  En particulier 
l 'application de restriction sera continue de ~'~.r(X) vers @'(Y) (muni de la 
topologie faible) off Yest comme en B.1. 

Proposition B.1 Supposons donn~s des op~rateurs diff&entiels P~ . . . . .  P~ sur X fi 
coefficients C ~ et soit F ~ T* X l'ensemble d~fini par 

F = {(x, ~ ) e T * X l ~ + O e t a , . , ( P t ) ( x ,  ~ ) = 0  . . . . .  cr,..(P~)(x, ~) = O} 

off mi est I'ordre de Pi supposO > 0  et a,,.(Pi) son symbole principal. 
Soit ~t ~ un espace mOtrique et soit u: U' - -*C(X)  une application continue 

de ~U vers C ( X )  muni de ta convergence uniforme sur les compacts de X .  On 
suppose que pour tout i= 1 . . . .  , r, il existe un polynOme d@endant de v~ 'U : 

Ri(v,Z)=ZP'+%_~ , (v)Z ~'-1 + . . .  +a~(v), 

off les a~ d~pendent continfiment de v e t  p i > l ,  tels que pour tout w ~  
Ri(v, Pi)(u(v))=0 au sens des distributions sur X.  Alors u est fi valeurs dans 9 ' l , r (X)  
et est continue de ~ dans @'l,r(X) muni de la topologie ci-dessus. 

D~monstration. I1 s'agit de d6montrer  d ' abord  que chacune des semi-normes 
d6finissant @],r(X) est finie sur les u(v), puis que, si V o ~  est fix6, lim p(u(v) 
-U(Vo))=0  s ip  est l 'une de ces semi-normes, v~vo 

It n 'y  a pas de probl~me pour  les p~. 
Pour  po,~,.c,,=p on a: 

p(u(v))< +oo et p(u(v) - U(Vo))= sup [(q~ u (v)) ^ (4)--(q~U(Vo)) ^ (4)[ 
~EC 

< sup Ir ~/rlr • vol(7~- 1 (K)) 
K x C  

�9 sup lu(v)(7*(xl)-u(vo)(~(x))l  
x ~ K  

off K est un compact  de IR" tel que:  Supp 4 ~ c K  x S. 
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La  continuit4 de u implique alors: 

lim po,~, c.,(u(v)-- U(Vo))= O. 
v ~ v o  

On peut  supposer  pour  la suite de la d6monst ra t ion que ku est fix6 et on peut 
faire comme si X = V= U ce qui permet  d'all6ger les notations.  On abandonnera  
donc  rindice 7 ~ dans les notations.  

On  suppose C et q~ fix6s comme en fl) ci-dessus. On note K=pra (Supp q~) 
qui est compact .  C o m m e  (K x S) c~ F = 0 on a: 

VxeK, V i e S ,  3 ie{ l  . . . . .  r}, 3V(x)= U, 3W(~)cS, 3 e > 0 ,  

V(y, t/)e V(x) x W(~), lam,(P3(y, r/)15 ~, 

off V(x) est un voisinage de x dans U et W(~) un voisinage de ~ dans C. 
U n  a rgument  de part i t ion de l'unit6 permet de majorer  PN,c., par  une somme 

finie de semi-normes du m~me type, PN,c~,,~, avec pour  tout  k: 

~ik6{1 . . . . .  r}, 3 e > 0 ,  V~Ck,  Vx6prl (Supp q~k), 

I1~[I = 1 =~ o',.,~(P~,)(x, ~)>~, 

On peut par  ce biais se ramener  au cas d 'un  op6rateur  diff6rentiel P ( =  P~ pour  
un i) d 'un  c6ne C et d 'une fonction q~ telle que, notant  K=prl(Supp q~) et 
S = { ~ e C I I I ~ I [ = I } ,  on ait: 

[a,,(P)(x, ~)] * 0 ,  V(x, ~)E V(K) x S 

off m est l 'ordre de P e t  V(K) un voisinage ouvert  de K. On va mont re r  que 
pN,c,~,(u(v)) est fini par  r6currence sur N. On  ra  d6jfi vu pour  N = 0 .  On 6crit 
R(v,Z)=ZP+ap_l(v)ZP-l+...+ao(v ) avec p > 0  (off R=Ri). L'hgalit6 
R (v, P) u (v) = 0 implique:  

off 

et 

V ~eC, j e -i<r eb'(x, ~/l[~ll)(R(v, P)(u(v)))(x) dx=O 
Rn 

�9 ' ( x , ~ ) = 0  si (x,~)e(U--K)xS 

q~'(x, ~)=rb(x,  ~)(a,,(P)(x, ~))-v si (x, ~ )eK x S. 

N o t o n s  que qY est cont inue sur U x S e t  admet  des d6rivbes partielles fi tout  
ordre  dans la premi6re variable x, cont inues pour  les deux variables (x, 4) sur 
U x S, ceci d 'apr6s les propri6t6s de �9 et P. 

L'int6grale 6crite plus haut  est fi comprendre  au sens des distributions. Par  
d6finition on a alors (en utilisant la d6finition de R): 

O= j e-i<:"r {))P~'(x, ~/[l{H)(u(v))(x)dx 
IR- 

p r a p - 1  

+ 2 ak(V) 2 J e-i<r162162 
k = O  q = O  R n 
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off ron  a pos6 % ( v ) - i  e t  Qk,q(X,~) est C ~ sur U x l R "  homog6ne de degr6 
q en ~. Enfin ~k,q est d6finie sur U x S et v6rifie les m~mes conditions que 
�9 , avec en outre Supp ~k.q ~ Supp ~. D'ofi rin6galit6: 

p r a p - 1  

II~ll"~l(r < Y~ lak(v)l ~ II~ll"l(q'~,,o u(v))"(r 
k=O q=O 

Otl qg~,q(X, ~) = Qk.q(X, ~) ~k,q(X, 4) (pour (x, r U • S) v6rifie des propribt6s iden- 
tiques ~ celle de q~. 

Comme on a d6jb, tenu compte des semi-normes Po.c,,~ on peut remplacer 
dans la d6finition de PN,c,~,, N > 1, le sup par sup , sans changer la topologie, 

~mc CeC, llr > t 

ce que ron  fera d~sormais. On voit alors facilement que: 

p r a p -  1 

VN>= 1,pN,C.a,(U(V))< ~ tak(V)[ ~ Psup(U+q-.,v,O),C,~L,(U(V)), 
k=O q=O 

La finitude de pu,c.~(u(v)) r6sulte alors de l 'hypoth&e de rbcurrence appliqu6e 
a u x  

PsuptN + q-mp, O),C, ~'k.q (U(V)) �9 

De la m6me fagon, on obtient: 

p - 1  r a p - 1  

PN, C,e~(U(V)--U(Vo))~ 2 ([ak(v)--ak(vO)[ 2 Psup(N+q-mp,O),C,O'k.q(u(vO)) 
k=O q=O 

p - I  r a p - 1  

+ Y. ladv)l 2 p~.p(N+,-,.p,o),c,r 
k=O q=O 

et on en d6duit de m~me par r6currence que: 

lira pN,c,.(u(v) - u (v0)) = 0. 
v ~ v o  

La proposit ion est d6montr6e. [ ]  

Proposition B.2 On reprend les hypothkses de la proposition B.1. On suppose 
en outre que ~ est une varikt~ analytique et les Ri sont de la Jorme Ri(v, Z ) = Z  
-2 i (v)  avec 2i holomorphe sur ~U. On suppose u holomorphe de ~ vers C(X), 
muni de la topologie de Ia convergence uniforme. Alors u est holomorphe de 
vers ~'l .r(X) et afortiori vers ~'r(X). 

DOmonstration. On se ram6ne h ~K ouvert de IE ~. Pour ~ a ~  k la fonction "/2. 
x F.. ~ C(X) d6finie au voisinage de U • {0} par: 

u(v+t~)-u(v) 
T(v, t) pour  t 4:0 

t 

T(v, O)= 4" u(v) 

est continue dans ce voisinage de 0. 
On prend Qi(v, t, z )  = ( z -  2~(v))(z- 2~(v + t 4)). 
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Alors (Qi(v, t, Pi))(T(v,t))=O. D'apr6s la proposition B.1 cela implique que 
Tset continue fi valeurs dans ~'~,r(X) et que v~--,u(v) admet une d6riv6e partielle 
continue dans la direction de r En consid6rant Tcomme fonctions des variables 
(v, t, ~) on montre que u(v) est diff6rentiable et de classe C 1. Par ailleurs, d'apr6s 
l 'holomorphie de u de f dans C(X), on voit que les d6riv6es partielles de 
u regard6e comme application de ~ dans ~'~,r(X) satisfont Cauchy Riemann, 
d'ofi l 'holomorphie voulue de u. []  

Appendice C 

C.1 

Soit X un voisinage ouvert connexe de l'origine dans V-IIY et Y une r6union 
d'hyperplans, Hs, s=  1 . . . . .  p, passant par l'origine. On note X* - - X -  E 

Soit F u n  espace vectoriel de dimension finie et f une fonction holomorphe 
sur X*, ~i valeurs dans F, m6romorphe sur X. 

On d6finit alors de g f  comme le plus petit entier k e n  tel que pour tout 
H e  V -  Yet t e ~  avec Itl assez petit, t--* tkf(tH) se prolonge holomorphiquement 
au voisinage de 0 dans II;. Si f est nulle on pose d e g f = -  ~ .  Notant  {s, s 
= 1 . . . . .  p, une forme linbaire d~finissant l 'hyperplan Hs, on peut 6crire: 

g 
f =  p 

[] (~s) vs 

s = l  

off vs est l 'ordre du p61e de f le long de Hs et g est holomorpne au voisinage 
de l'origine. Notant  r le degr6 du terme homog6ne de plus bas degr6 non nul 
dans le d~veloppement de Taylor de g fi l'origine, on a clairement d e g f = v l  
+ ... +Vp-r .  

On renvoie/t  [BD, lemme A.1] pour des propri6t6s 616mentaires de d e g f  

Th6or~me C.I On conserve les notations prdckdentes. Soit d une famille d'opkra- 
teurs diffdrentiels holomorphes sur X * = X - Y ,  d'ordre strictement positif et it 
valeurs darts End E, off E est un espace vectoriel de dimension finie. On suppose 
que d v~rifie les propridtds suivantes: 

(a) Si D e a l  est d'ordre M les termes de D d'ordre M sont constants et doric 
le symbole principal de D s'identifie it un Ol~men" a(D) de s M ( v ) |  End E. 
(b) L'id~al it gauche de S ( V ) |  End E, que l'on notera J, engendr~ par les a(D), 
De s l  est un idOal it gauche gradu~ de codimension finie. 
(c) Si D e d est d 'ordre M, il peut s'dcrire comme combinaison linOaire d 'opOrateurs 

de la forme F, ~ tels que les F ,  soient holomorphes sur X*, mdromorphes sur 

X et vdrifient deg F,<__M-Im[. Cette hypothOse est en particulier vdrifi~e si la 
somme s ,  des ordres le long des vari~tOs polaires Hs de F, est infOrieur ou ~gal 
it M - I m l  pour tout m. 

Soit M' le plus petit entier tel que {s D soit un op~rateur diffdrentiel 
kS = 1 l 

it coefficients holomorphes zur X que l'on notera D ~ One se donne en outre un 
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espace vectoriel complexe F de dimension finie et une application Z: ~r x F--* 112, 
telle que pour tout D 6 d  l'application F ~  ddfinie par v e F ~ - - * Z ( v , D ) ~  soit 
polynOmiale sur F. 

On notera D v = D - z ( v , D )  qui est un opdrateur difj~rentiel de mOme ordre 
que D, puisque tout D dans .~' est d'ordre strictement positif  En particulier D 
et Dv ont m~me symbole principal. 

On notera D~ = ( D,, oft D~ (~ D; D~ est un op&ateur difJ~ren- 
",s= 1 

tiel it coefficients holomorphes sur X.  
On se donne U un ouvert connexe relativement compact de F d'adhkrence 

U. On note Hol(/~) l'espace des fonctions continues sur 0 et holomorphes sur 
U muni de la topologie de la convergence uniforme sur U. On se donne 
q~ e(~o(V, E | Hol(U)) et on note pour ve  U, tpv l'dlkment de Co(V, E) obtenue greece 
it l'~valuation en v des dldments de Hol U. On procdde de mOme pour les dldments 
de Co(V, E |  Hol(U)). Alors: 

(i) si pour tout vElS, q% est annulde par les opdrateurs D~, D ~ , ~ ,  on a 
q~Co(V, E | Hol/J), c'est it dire qu'il existe e >0, et une fonction �9 dkfinie sur 
la boule ouverte de centre 0 et de rayon e,>0 dans V, B(O,~), it valeurs dans 
E | Hol G et holomorphe telle que: 

VDeS(V),VveU (D~)(O)=q~v(D). 

(ii) De plus, il existe e.' > 0, e.' <e tel que eb regard~e comme fonction sur B(0, e.') • U 
soit dans Hol(B(0, e.') • U, E). 
(iii) Si X *  est connexe et si en outre l'application naturelle n,(B(0, e.)*,yo) 
~ h (  X*, Yo) (off B(0, e)*=B(0, e ) - Y  et yo~B(O, e)*) est un isomorphisme, alors 
eb s'ktend en une fonction holomorphie sur X x U. 

C.2 Ddmonstration du thOorkme C.1 

On se fixe une base d'un suppl6mentaire de J dans S(V)QEnd E, (Ux . . . . .  U,) 
formee d'616ments homog6nes avec U, = 1 | Ide. La d6monstration du lemme 
suivant est analogue ~ celle de la d6monstration du lemme A.2 de [BD]). 

Lemme C.I Soit D e S ( V ) |  End E regardO comme opdrateur differentiel it coeffi- 
cients holomorphes sur X*  et it valeurs dans End E. Alors il existe des fonctions 
gi(i= 1, . . . ,  r), f j ( j  = 1 . . . . .  q) hotomorphes sur X* ,  m&omorphes sur X it valeurs 
dans End E, il existe des fonctions polyn6miales sur F, h j, k i et des dldments 
Dj de d et Yj, de S ( V ) |  End E tels que: 

q 

V v e F ,  D =  ~, fj(hj(v)) Yj(Dj)v+ ~ gi(k,(v)) Ui 
j = l  i=1  

avec 
degfj +d  ~ Y j + d ~ 1 7 6  

deg gi + do U~<= d~ 
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Pour H ~ V on d6finit JH" (E ---, V parjH (t) = t H. On note j*  l'application naturelle 
correspondante: 

~o (V, E | Hol ((7)) - ,  ~o (~, E | Hol ((7)). 

On pose, pour i=  1 . . . . .  r: 

(CpH)i=tdU~j*(Uiq~) Off d(i)=d~ 

On a (q~H)~ (~o(~, E | Hol(U)) comme produit de j*(Ui~p) et t dul regard6 comme 
616ment de (90(C). 

On regarde q~u =(@u)l . . . . .  (~ou)r) comme un 616ment de: 
(~o (~, E | Hol (U) @ ~"). 

Lemme C.2 Pour H~X* ,  v e U  et t ~  on a: 

~n 

off les Pi sont des fonctions polynfmiales sur F et Ai(H, t ) ~ E n d E @ ~  ~ est holo- 
morphe aU voisinage de tout point (H, 0) (off H dOcrit X*), comme fonction de 
(H, t). 

Pour H 6 X * ,  t~(E, v~F on notera: 

A(H, t, v)= ~ Pi(v) Ai(H, t) 
i = I  

qui est ~lOment de End (E | Or). 

D~monstration. La d6monstration de ce lemme est analogue ~ celle du lemme 
A.3 de [BD] (en utilisant le lemme (C.1). 

DOmonstration du thOor~me C.1 Le point (i) se d6montre de la mSme fagon que 
le point (i) du th6or6me A.1 de [BD] en recourant ~i l'espace de Banach 

B = C(s x U, E | (E r) (au lieu de C(~, E | ~r)). 

Pour voir (ii): s i e '  est assez petit, on voit, par la d6monstration de la partie 
(i), que la s6rie de Taylor de ~0, ~t coefficients dans E | Hol(U), est normalement 
convergente sur B(0, e'). I1 s'agit alors d'une s6rie de fonctions holomorphes 
sur B(0, g ) x  U et continues sur B(0, e')x U qui converge uniform6ment. La 
somme �9 est done holomorphe sur B(0, e.') x U et continue sur B(0, e') x U. Ceci 
ach6ve de prouver (ii). 

Pour prouver (iii) on proc6de comme dans [BD, p. 307]. Pour cela il faut 
6tendre le th6or6me A.1.2 de [CM] au cas des 6quations diff6rentielles pour 
des fonctions ~ valeurs dans des Banach, ce qui se fait sans probl6me en utilisant 
la m6thode de [CL] ch. 1 section 8 (on remplace le W de dimension finie de 
[CM] par un Banach et Endc(W) par les endomorphismes lin6aires continus 
avec la norme usuelle). On a aussi besoin d'une g6n6ralisation du lemme A.1.8 
[CM] pour des fonctions holomorphes/ l  valeurs dans un Banach. Mais il suffit 
d'utiliser que pour  une vari6t6 complexe X, Hol(X) muni de la topologie de 
la convergence uniforme sur les compacts de X est un Fr6chet nucl6aire et 
que pour un Banach B, Hol (X)~)B est isomorphe ~ HoI(X,B) muni de la 
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convergence uniforme sur les compacts  de X (cf. [Gr,  ch. II w 3 n ~ 3]). On raduit 
alors le th6or+me souhait6 pour  les fonctions /t valeurs dans B aux fonctions 
fi valeurs dans t~, pour  lequel le r&ultat  est connu. Ceci ach~ve la preuve du 
th6or6me C.1. [ ]  
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