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Introduction

Soit G (resp. G) le groupe les points réels (resp. complexes) d’un groupe algébrique
défini sur R et Zariski-connexe, que Ion supposera semisimple dans cette intro-
duction (au lieu de réductif dans le corps de I'article). On suppose le groupe
algébrique muni d’une involution ¢ qui agit donc sur G et G. On note H (resp.
H) le groupe des points fixes de o dans G (resp. G).

Soit 6 une involution de Cartan de G commutant a ¢ et soit K le groupe
des points fixes de 8 dans G. Soit P un sous-groupe parabolique o68-stable
de G. On note N son radical unipotent et L=Pn8(P). Alors L est o-stable
et P admet une o-décomposition de Langlands P=MAN ou A est la partie
de la composante déployée du centre de L formée des éléments antiinvariants
par o et 0. M est en général plus gros que le M de la décomposition de Langlands
de P. On se donne une série discréte de M/M  H cest a dire une représentation
unitaire irréductible (5, V;) de M et une injection i: V;< [#(M/M ~ H,dm) (qui
entrelace les actions de M). (Noter que les séries discrétes des espaces symétriques
réductifs ont été classifiées par Oshima et Matsuki (cf. [OM])). Si veag ou
a=Lie 4, on note (n,,,,1,,) la série principale généralisée, C*, de G relative
a(pP,o,v):

I ,={p:GoV;"|gpest C*,VgeG,acA,meM,neN, p(gman)
=a~"""o(m™ 1) p(g)}

on V;* désigne I'espace des vecteurs C* de V;, muni de sa topologie usuelle,
p est la demisomme des racines de a dans n=Lie N et 7; , est la représentation
définie par action réguliére gauche dans I ,.

* Partially supported by an NSF Grant
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La restriction des fonctions de G a K définit un isomorphisme de I; , sur
I, ou:

Ii={p:K->I}|pestC®etVkeK,me MK, pkm)=56(m™ ) ¢(k)}.

Par transport de structure on obtient une représentation 7, , de G sur ;.

Il s’agit dans cet article, de construire une famille de vecteurs distributions
H-invariants de #;,, (C’est a dire des formes linéaires continues sur I; invariantes
sous l'action contragrédiente de #;, par H) dépendant méromorphiquement
de v. La motivation est que I'on espére écrire la formule de Plancherel pour
I2(G/H) a Taide des vecteurs distributions ainsi construits en se restreignant
a veia*. Bien sfir, cet édifice repose sur les travaux de Oshima et Matsuki
sur les séries discrétes (cf. [OM]).

Le cas ol P est gf-stable minimal a €té étudié par van den Ban d’une
part (cf. [B2]) et Olafsson (cf. [Ol2]) d’autre part. La méthode utilisée par
van den Ban est trés différente de la ndtre (voir plus loin pour une remarque
sur la méthode d’Olafsson). Mentionnons aussi ici le travail antérieur de Oshima
et Sekiguchi [OS].

Décrivons le contenu de notre travail.

On décrit d’abord HP comme ouvert affine de G. On compléte a en une
sous algébre de Cartan | de g telle que | soit o et -stable, avec j={, P a (ou
i, est lui-méme o et f-stable). Cette écriture permet d’identifier a* 4 un sous
espace de j*. On choisit un ordre sur 4(g,]) (syst¢tme de racines de j dans g)
compatible avec 47 (g, a) (ensemble des racines de a dans n).

Alors on montre (cf. lemmes 2 a 5 et proposition 2) qu’il existe des représenta-
tions (n,, ¥;), ..., (,, V,) de G, de plus haut poids §,, ..., S,ea*ci%, avec m
=dim q, telles que:

(1) La famille (5, ..., §,,) forme une base de a* et pour tout i, §; est dominant
pour 47 (g, a).

(2) Pour tout i, il existe &; vecteur H-invariant dans V; tel que (&;,v)>0 ou
v; est un vecteur de plus de poids dans V; et le produit scalaire utilisé est un
produit scalaire invariant pour une forme réelle compacte convenable de G.

(3) Notant &(g) = (m;(g) v;, &), on a:

HB={geG

ﬁ Si(g)#O}.

i=1

On définit alors pour Re(v — p) strictement dominant pour 47 (g, a) une applica-
tion &,: G — (V5°), ou (V5°) est le dual fort de V;°, par:

¢, (g)=0 si g¢HP
E(hman)y=a""*8(m ™ YYn;, VheH,meM,acA,neN

ou &' est la contragrédiente de & dans (V;°) et #; est défini par le diagramme
commutatif ci-dessous:

N

C*(M/M ~ H)
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(00.p ~m €St 1a mesure de Dirac en e-M n H).
On montre que £, est une fonction continue (lemme 6). Pour cela on écrit:

v—p=Y ¥3, avec Re?>0.
=1

1

Alors &,(g)=[] el(g) 6'(m™ ") ns si g=hman avec he H, me M, ac A, neN.
i=1
Si (g,) est dans HP et tend vers un ¢lément g de la frontiére de HP, il
résulte des propriétés des ¢; que:

[] &g —0.

i=1

Pour prouver la continuité de &,, il reste a contrdler §'(m™ ') 5,. On se raméne
pour cela a prouver que (Vi) (=C®(M/MnH)) est inclus dans Pespace
oAo(M/M ~ H) des fonctions qui sont bornées sur M/M ~ H ainsi que leurs déri-
vées sous 'action réguliére gauche de I'algébre enveloppante de m=Lie M. L’ar-
gument pour montrer ce point est le suivant. Il n’est pas difficile de voir, grace
aux développements asymptotiques (cf. [B1]), que I'espace des vecteurs M n K-
finis de V;° s’envoie dans of,(M/M nH). Mais Vy° et o/,(M/M nH) sont 2
modules sur M a croissance modérée, au sens de [C] (voir lemme 1). Le théoréme
de continuité automatique de Casselman (cf. [C]) montre que
(V)= oy (M/M n H) comme désiré.
Alors la forme linéaire sur I, £,, définie par:

V(pEIé’ <E-v9 (P>= j‘ <6v(k)’ (P(k)> dk

est invariante sous (7, ) (H) et c’est cette famille que 'on veut prolonger méro-
morphiquement.
Comme on I'a déja remarqué, si g=hmaneHP, on a:

m

&@=11e@"dm Hn,.

i=1

S’il n’y avait pas le terme &' (m™')n, on obtiendrait facilement une équation
fonctionnelle du type Bernstein-Sato pour &, (au moins sur HP) (Olafsson dans
[O12] se ramene A ce cas par un procédé de tensorisation par des représentations
de dimension finie; dans le cas ou P n’est pas o §-stable minimal, cette méthode
n’est pas utilisable).

Ce terme rend les choses moins simples. Toshio Oshima a suggéré au deux-
iéme auteur d’utiliser la généralisation par Kashiwara de I’équation fonctionnelle
au cas ol I'on dispose d’un polyndme élevé a une puissance complexe, muitiplié
par une solution d’un systéme holonome. C’est cette idée qui est développée
dans cet article.

Tout d’abord, pour v vecteur M ~ K-fini de ¥;°, on prolonge méromorphi-
quement & vea¥ la fonction holomorphe vi—F, ,, de Pouvert de ag formé des



622 J.-L. Brylinski et P. Delorme

v tels que Re(v—p) soit strictement dominant dans I'espace des distributions
sur G, ou F, , est la fonction continue sur G définie par:

Ez,v(g) = <év(g)’ v>(V‘°s°)’, V3° .
Pour cela, on montre que la fonction u, sur HP, définie par:
sy (hman) = <3 m ™) 15, 0>y v p = 10)m )

engendre (dans I'espace des fonctions C® sur HP) un D(HP)-module holonome
(lemmes 8 et 9). Ici D(HP) désigne I'algébre des opérateurs différentiels a coeffi-
cients algébriques sur la variété algébrique affine HP. On utilise pour cela un
résultat de Ginsburg (cf [Gi]), I'hypothése sur v d’étre M n K-fini étant cruciale.

Alors grice aux résultats de Kashiwara rappelés dans I'appendice A.2, on
montre que la fonction sur G, g¥d,, ou #, est le prolongement par 0 en dehors

m
de HP de u,, =[] & et ko entier assez grand, est continue et engendre un
) i=1
sous D{G)-module holonome de 'espace des distributions sur G. Alors:

~([T et e

i=1

et on est dans la situation d’un produit de fonctions réguliéres sur G élevées
a des puissances complexes multiplié par la solution d’un systéme holonome.
Dot 'on déduit une équation fonctionnelle pour F, , et un prolongement méro-
morphe (proposition 4). On contrdle les variétés polaires (hyperplans) et leur
ordre en fonction de v (proposition 5). Ceci permet de définir pour v en dehors
des variétés polaires des F, ,, une forme linéaire &, sur espace (I,), des vecteurs
K-finis de I par:

V(PE(Ia)(K)a <Ev= Q= Z (R F, . Uida ), 20

i=1

ou ¢k)= z V.(k)v;, les v; étant des vecteurs M n K-finis de Vj et les y; des
i=1

¢léments de C*(K); Rg F, . est la restriction de G a K de la distribution F, ,,

(dont on montre qu’elle ex1ste) On montre que &, est une forme linéaire sur

(Is)x, fixée par HN K sous la contragrédiente %, de #;,, et annulée par 7§, (b)

(théoréme 2).

Les résultats de [BD] joints au théoréme de continuité automatique de Cas-
selman [C] permettent de conclure que &, se prolonge en une forme linéaire
continue &, sur I, invariante par l'action de H (théoréme 1).

A ce stade on sait seulement que v—<&,, @) est méromorphe pour ¢ e(f;)x,.
Cela est toutefois suffisant pour montrer la méromorphie en v des fonctions
sur G/H, E, ,(g)=<%5,(g) &, ®)>(pel;s)x) que nous appelons dans cet article,
intégrales d’Eisenstein (cf. théoréme 3).

En effet, les propriétés de &, montrent que les coefficients de la série de
Taylor de E, , sont méromorphes. D’autre part E, , (ou plut6t la série formelle
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correspondante) est Z(g)-propre (ou Z(g) est le centre de I'algébre enveloppante
de g=Lie G) et K-finie.

On applique alors une version a paramétres (cf. appendice C) de "appendice
A de [BD] pour obtenir la méromorphie voulue.

Remarque. Dans ce qui précéde la propriété de la série discréte 6 de M/M nH
que nous avons utilisée est que ses vecteurs C® sont des fonctions bornées
sur M/M n H ainsi que leurs dérivées par des éléments de U(m). D’aprés [FOS,
corollary 2.2], cette propriété est encore vraie pour les vecteurs M ~ K-finis
d’un sous-module unitarisable de C*(M/M ~n H). La proposition 1 se généralise
alors aux représentations unitaires irréductibles de G munies d’une forme linéaire
continue et H-invariante sur I'espace de ses vecteurs C®. 1l en résulte que dans
tout l'article on peut remplacer 6 par une représentation unitaire irréductible
de M munie d’une forme linéaire, n;, sur I'espace de ses vecteurs C* et qui
est M n H-invariante.

0 Notations-rappels
0.1

Si Vest un espace vectoriel, on notera V* son dual algébrique. Si V est réel
on notera Vg son complexifie, S(V) lalgébre symétrique de V. Soit V (resp.
E) un espace vectoriel sur € de dimension finie que ’on munit d’une norme
quelconque (resp. un Fréchet sur €). On notera Oy(V, E) P'espace des germes
a Torigine de fonctions holomorphes a valeurs dans E (cf. [Bou 2, §3.2]). Si
E=C on notera simplement @,(V). De la fagon habituelle @,(V, E) peut &tre
regardé comme un sous-espace de 'espace 0, (V, E) des séries formelles a coeffi-
cients dans E qui, par définition, est 'espace des applications linéaires de S(V)
dans E.

0.2

Si S est un groupe de Lie réel, S° désignera sa composante neutre, s son algébre
de Lie, U(s) 'algébre enveloppante de la complexifiée s¢ de s. On notera X — X*
I'antiautomorphisme principal de U (s).

On notera ds une mesure de Haar a gauche sur S, s— L, (resp. s+=R,)
la représentation régulicre gauche sur C*(S) (resp. droite) et X+ Ly (resp.
X+ Ry) la représentation de U(s) obtenue par différentiation. Si (7, E) est une
représentation de S dans E on notera n* la représentation contragrédiente dans
E*. Si de plus E est un espace vectoriel topologique et si pour tout s dans
S, n(s) est un endomorphisme continu, on notera =’ la représentation contragré-
diente de S dans le dual topologique E' de E. Le transposé d’un opérateur
continu, A4, entre deux espaces vectoriels topologiques étant noté ‘4, on a pour
tout seS, n'(s)='n(s"!). Si on dispose d’une représentation = de S, dans E,
espace localement convexe séparé, continue au sens de [C, § 1], on notera V'
I'espace des vecteurs C* de (%, V) qu’on munira de sa topologie naturelle (cf.
loc. cit. § 1).
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Si S est un groupe compact, on notera S son dual unitaire. Si deS et (u, E)
une représentation de S dans un espace localement convexe séparé complet,
on notera E® sa composante isotypique de type & et E° Uespace des invariants
de E sous u(S). Enfin si X est un espace muni d’une action de S, on appellera
fonction u-sphérique sur X toute application fde X dans E telle que:

VxeX,VseS, f(s-x)=u(s)f(x)

0.3

Si S est le groupe des points réels d’un groupe algébrique défini sur R, on
notera S le groupe des points complexes de celui-ci.

Dans toute la suite de 'article G désignera le groupe des points réels d’un
groupe algébrique réductif défini sur R qu’on suppose en outre Zariski connexe.
En particulier G est dans la classe de Harish Chandra.

De plus ¢ désignera un automorphisme involutif défini sur R de ce groupe
algébrique. On notera H le groupe des points réels du groupe des points fixes
de o.

On choisit une involution de Cartan, 0, de G, commutant a ¢ (cf. [Ol1,
lemme 2]) et on note K le_groupe des points fixes de §. C’est un sous-groupe
compact maximal de G qui est de plus g-stable. On note p (resp. g) le sous-espace
de g des éléments antiinvariants par 8 (resp. o). On note ¢ le centre de g et
91=[g 9]

On se fixe une forme bilinéaire B invariante sur g, négative définie sur f,
positive défine sur p qui coincide avec la forme de Killing sur g,, telle que
g, et ¢ soient orthogonaux ainsi que cnhet cnq.

On rappelle (cf. par exemple [B1, proposition 1.3 et corollaire 1.4]) que
I’application de K x(pna)x(pnb) dans G définie par (k, X, Y)—k exp(X)-
exp(Y), est un difffomorphisme. En outre si ag désigne un sous-espace abélien
maximal de p n g, pour tout geG il existe X eay tel que ge K(exp X) H°.

On note A=A(g, ay) le systéme des racines de ay dans g. On se fixe un
ensemble de racines positives 4% de 4. On note ng= ) g* ou, pour ae4,

acd*
g* désigne le sous-espace radiciel dans g de ay correspondant a «. On note
Ly le centralisateur dans G de ag. On définit my=1p , , Dy 1, Dy, OU lg 4,
=lgningqetc.

Soit B le sous-groupe parabolique de G d’algébre de Lie [y @ ng. Il est
clairement o 8-stable. On note Fy= Mgy Ay Ny la o-décomposition de Langlands
de B (cf. [B2, §2]) ou My admet bien my comme algébre de Lie et 4g=exp ay,
Np=expny. On note py=1% ) (dimg,)a. Soit X 'ensemble des racines simples

acd*

de A*. On se fixe une partie @ de X, on notera a= ﬂ ker a, 1 le centralisateur

xc®
dans g de a. On note m l'orthogonal pour B de a dans L 1 est facile de voir
que [=m@a. On note n= @ g¢* et P le sous-groupe parabolique de G
aed*,ala*+0
d’algébre de Lie I @ n. Il est clairement ¢ 6-stable. Il admet pour g-décomposition
de Langlands P=MAN ou M est d’algébre de Lie m, A=expa et N=expn.
Le centralisateur L de a dans G est égal a MA. Clest le groupe des points
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réels d’un groupe algébrique réductif défini sur IR. Il est de plus stable par
a. Le triplet (L, o, H n L) satisfait les mémes hypothéses que (G, o, H).

On note ¢, =cnp, C, le sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie ¢,.
On note °G lintersection de noyaux des homomorphismes continus de G dans
le groupe multiplicatif R ** des réels strictement positifs. On sait que G s’identifie
de la fagon évidente a °G x C, (cf. [HC2, § 3]).

On définit une application norme sur G de la fagon suivante. On note (z,, V;)
la représentation adjointe de G dans g¢ que 'on munit d’'un produit scalaire
hermitien invariant par Ad(K-exp ip) (qui est compact).

On munit V§ du produit scalaire canonique déduit de celui sur V,. On
définit alors pour geG:

Il =lmo(g:)llv, x exp(3 B(X, X)),

ou g=g,.exp X avec g,€°G et Xec, et ||my(g,)ly, est la norme de I'opérateur
7o(g,). Les propriétés suivantes de norme sont alors évidentes:

(0.3.1) VegeG, lgl=llg =gl (oug'=0a(g)
(03.2) Vx,yeG,  lxyl<ix| iyl
0.3.3) Yk, k,eK,VXep,VteR™, |k;.exptX.k,| =llexp X||".

On définit une application de G/H dans R™ notée également || | et appelée
norme sur G/H par |lgH| = | g(g°) !i; alors | | vérifie:

(0.3.4) Vx,yeG, |xyH|<|x||*lyH]
0.3.5) VkeK,¥Xepng,VteR", |k.exp(tX).H| = |exp X|*'

1 Prolongement d’une forme linéaire (h, H ~ K)-invariante sur un module
de Harish-Chandra a sa complétion a croissance modérée

1.1
On définit pour NeN, DeU(g) et fe C*(G/H):

pr.o(f)=sup [gH|""I(Lp /) (gH)l

geG

C’est un réel ou le symbole + co.
On notera aussi || f{y,p au lieu de py p(f).
On définit pour NeIN

Ay(G/H)={ feC*(G/H)|VDeU(g), py,p(f) < +oo}.

L’espace o/y(G/H) muni des semi normes py p, DeU/(g), est clairement un espace
de Fréchet.

Lemme 1 Pour laction réguliére gauche de G, s/y(G/H) est un G-module lisse
a croissance modérée au sens de [C].
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Démonstration. Montrons d’abord que c’est un G-module a croissance modérée.
Il faut pour cela majorer:

I1Lgf lin,p=sup lIxH || ~N|(Lp Ly f)(xH)\.

xeG

Mais L,_yLpL,= ) ¢.(g)Lp,, ot les D; sont dans U(g) et les ¢; sont des
i=1
fonctions G-finies, Alors il existe MelN et C>0 tels que
Vi=1,....n, VgEG’ '(Pl(g)léc “gHM

Dong, en changeant xH en g~ !xH, on trouve:

ILeflInp<Csupllg™ ' xHI™N 3 lgh¥ILy f(xH)L

xeG i=1
Mais on a d’aprés (0.3.4):

IxHlI<lgh? g™ xH]|
d’ou
(1.L1) lg™'xH| z gl IxH]|.

Alors en prenant M'=2N+M on a:

{1.1.2) ¥DeUl(g),3C>0,3M e, 3D,;eU(q),
i=1,...,nVfedy(G/H),Vgeq,

ILyf 13,0 S Cllgl™ (_z nf||~,pi)-

i=1

Ceci montre que pour tout geG, L, définit un opérateur continu de .&/y(G/H)
dans lui-mé&me et que le G-module o/, (GH) est a croissance modérée.

11 reste & voir que 2y (G/H) est un G-module lisse. Montrons d’abord que
c’est un G-module continu. D’aprés [C, lemme 1.1], il suffit de voir que .y(G/H)
est un G-module séparément continu.

Soit g=exp X, X eg, et évaluons pour || X || <rlasemi-norme | Lo,y xf—f v, p-

On va appliquer le théoréme des accroissements finis sur [0, 1] a la fonction
(complexe) de la variable réelle ¢:

= (LD Lexthf—LDf)(XH)

dont la dérivée est égale & Lyy Leyp.x f-
Soit (X ;) une base de g. Par application de (1.1.2) aux DX ; on trouve:

(1.1.3) IMeN,ID,eU(g),i=1, ..., £,3C>0,

¢
Vfesty(G/H),VgeG,Vj=1,...,dimg, [LyfIx,px,SClgl™ X 1 flv,p.-

i=1
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Notons C,= sup |[lexp X|| et
X =r

dimg
|IXH°0=sup{|tj(X)| J=1,..,dimgoa X= Y t;(X) Xj}.

i=1
Alors de (1.1.3) on déduit:
(1.1.4) Vte[0, 1], Yfesy(G/H),VxeG, VX eq,

£
1X 1 <r=> | Loggen /oy S 1 X ccf‘(z ||f||~,b,).

i=1

Le théoréme des accroissements finis donne alors:

I'4
VX eg, | XI <r= | Loy f—f In.o< X[, CC¥ (2 nan,D,.)

i=1

Mais lim || X, =0. D’ou
X—-0
(1.L3) B [ Loy xS~f n.p =0.

Comme, pour tout geG, L, est un endomorphisme continu de =/ (G/H), ceci
achéve de prouver que #y(G/H) est un G-module séparément continu donc
continu (voir plus haut). On laisse le soin au lecteur de vérifier, 4 P'aide de
la formule de Taylor a4 l'ordre 1 avec majoration du reste (cf. [Bou2, §2.5])
appliqué a la fonction déja utillisée, que I'application g — L, f de G dans </ (G/H)
admet pour dérivée, sclon le champ de vecteur invariant a droite déterminé
par X, la fonction

gHLX Lgf

Pour voir que cette fonction est continue on écrit:

1
LX Lg‘_“ Z lpl(g) Lg LXi

i=1

ou les X; sont une base de g et les ¥; des fonctions G-finies sur G, puis on
utilise le fait que le G-module est continu.

Une récurrence facile montre alors que gi— L, f admet des dérivees partielles
continues a tout ordre et est donc C*.

Ceci achéve de prouver le lemme 1. [

1.2
Théoréme 1 Soit V un (g, K)-module admissible de type fini, donc annulé par

un idéal 1 de codimension finie du centre Z(g) de U(g). Soit & un élément du
dual algébrique V* de V qui soit annulé par Uaction (contragrédiente) de b et
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soit invariant par HK. Alors £ se prolonge en une forme linéaire continue &
sur la complétion lisse a croissance modérée du (g, K)-module V (c¢f. [C] pour
Pexistence et l'unicité de la complétion). De plus & est H-invariante.

Démonstration. Le résultat principal de [BD] affirme qu’il existe une unique
application linéaire i; : V- C*(G/H) telle que:

1) i, est un morphisme de (g, K)-modules.

2) Vve kK (i;(w)(eH)=S, v).

Comme V est annulé par I, les fonctions sur G/H, i.(v), veV, sont également
annulées par I donc par un idéal J de codimension finie de Palgébre ID(G/H)
des opérateurs différentiels invariants par G sur G/H (cf. [B1, proposition 5.1]).

Il n’y a donc qu'un nombre fini de possibilités pour les exposants directeurs
le long d’un parabolique donné des fonctions i.(v), ve V (cf. [B1, théoréme 5.8]).
On va voir que cela’'implique qu’il existe NelN tel que i.(v)e/y(G/H) pour
tout ve V.

Soit B le sous-groupe parabolique introduit en 0.3 correspondant au choix
d’un ensemble de racines positives 4™ de A. Comme il n’y a qu’un nombre
fini d’exposants directeurs le long de Fy pour les i.(v) le théoréme 9.1 de [B1]
implique Pexistence d’une forme linéaire réelle sur ag, w,- telle que

YoeV,3C, 4., YkeK,YacCl(Ag (A7), i) (kaH)| S C, 4 a®*
ou C£(Ag (4*)) désigne 'adhérence de
Ag (4%)={aeAy|Vaed™, a*<1}.

Il est par ailleurs facile de déduire du lemme 2.A.2.3 de [W, p. 72] et de la
définition de la norme sur G/H, qu’il existe C,. >0 et N,. €N tels que:

YaeCt(Ag (4%)), a®4*<Cyu.|aH|Na".
D’ou:
VkeK,YacCt Ag (A*),)i:(w)(kaH)| £ C, 4+ Cy. |lkaH| ="

(On a utilisé |kaH| = |laH]|).
En répétant Popération pour les différents choix possibles de 4™ (qui sont
en nombre fini) et en posant:

N=SupNA+, C,):Sl.lp(c,,’AJf CA*)’
a4+ a4+

on obtient
VkeK,Vac Ay, li;(v)(kaH)|ZC, lkaH|™.

Comme G=KAyH (cf. [B1, proposition 1.3]) et que VX e U(g), Ly i:(v)=i:(X -v),
ceci implique que:
VoeV,is(v)e ty(G/H).

Donc i, est un morphisme de (g, K)-modules de V vers «/y(G/H). Comme
Ay(G/H) est un G-module lisse a croissance modérée, il en va de méme de
l'adhérence V; de V,:=i,(V) dans «/y(G/H). D’aprés [C, corollaire 10.5], i, se
prolonge en un morphisme continu de G-modules, i;, de la complétion lisse

a croissance modérée V de V vers V;. Il est alors clair que {=0,40i; vérifie
les propriétés voulues. []
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1.3

On a vu dans l'introduction que G=°G x exp(cNp).

Posons G, =°G exp(cnpnh).

Alors G=G, C, ,, ou C, ,=exp(cnpnaq).

Cette decomposition est d’ailleurs la o-décomposition de Langlands du para-
bolique G. Soit (5, V;) une série discréte de G,/H, ie. V;<I*(G,/H,dg) et &
est unitaire irréductible. On regardera § comme une représentation de G en
faisant agir C, , trivialement.

La donnée de la série discréte (J, Vs) pour G,/H est donc la donnée de la
représentation et de son inclusion i dans [2(G,/H, dg).

Soit (V) 'espace des vecteurs K-finis de . D’aprés [B1, théoreme 9.4
et théoréme 9.1], (V;)g, est inclus dans o,(G,/H). Par ailleurs I*(G,/H)® est
un G-module lisse a croissance modérée comme espace des vecteurs C* d’une
représentation unitaire. On sait aussi (cf. [C, lemme 1.2]) que la topologie sur
I?(G,/H)* est donnée par les semi-normes:

ap()=ILpflr2,ym ou D décrit U(g)(ou U(g,)).

Proposition 1 (i) V;* est contenu dans of,(G/H), ie. VfeVs*, ¥YDeUl(g),
po(f)=sup (Lpf)(gH)| < + c0.

geGy
(ii) De plus V5® coincide avec I'adhérence de (Vs), dans o£,(G,/H) et la topologie
sur Vy° définie par les semi-normes pp (DeU(g)) coincide avec la topologie sur
Vs définie par les qp,, DeU(g).

Démonstration. 4,(G/H) se présente comme le sous-espace (fermé) de «£,(G/H)
des invariants sous C,,. C’est donc un G-module lisse a croissance modérée
de méme que V3° comme espace des vecteurs C* d’une représentation unitaire.
Donc Finclusion se prolonge en une application linéaire bicontinue j de V;®
dans 'adhérence de (V;)k, dans 4, (G,/H) d’apres [C, corollaire 10.5]. La contin-
uité de I’évaluation en un point xH sur V;° et sur «/,(G,/H) permet de voir
que j est I'application identique et que V;* <./(G,/H), ce qui prouve (i). Le
point (ii) résulte de 'unicité de la complétion a croissance modérée de (Vs)k,. O

1.4 La complétion a croissance modérée d'un module de Harish-Chandra est
un espace de Montel.

Nous allons démontrer I'assertion du titre de ce paragraphe. 1l résulte de
[C§8 et 10] que la complétion en question s’identifie & un sous-espace fermé
d’une série principale «épaissie et lisse», (i.e. une induite C* d’une représentation
de dimension finie d’un sous-groupe parabolique minimal). Comme il est trivial
qu'un sous-espace fermé d’un espace de Fréchet et de Montel est un espace
de Montel, il suffit de voir la propriété pour une série principale «épaissie et
lisse». Mais I'espace de celle-ci apparait comme un sous-espace fermé de
C®(K, F), o F est I'espace de dimension finie de I'induisante, qui est clairement
de Fréchet et de Montel (pour un résultat analogue pour 2 (IR") cf. [Sc, théoréme
VII p. 70]).
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2 (H, P) (resp(H, P))-doubles classes ouvertes dans G (resp. G)
2.1 Représentations H-sphériques de dimension finie de G

Drapres la définition de mg, cette algébre de Lie est stable par ¢ et 6. Donc
my=(MmeNH@(mgnp) et mynp=(mynpnhd(mgnpnq)etc.

Toujours par définition de my, mgnpng={0} donc mpnp=mynpnbhch
et mgng=myningct

Soit t;, un sous-espace abélien maximal dans myng. On a t, ,cinq.

On note a,, un sous-espace abélien maximal de mgnp(cmenbh) et a,
=Qyy @ ay.

Remarquons que I'on pourrait définir a,,:=ag. Soit Yep commutant a a,,.
Alors ¢(Y) commute 4 a, puisque celui-ci est stable sous g. Alors Y—a(Y)epnyq
(resp. Y+a(Y)emynp) et commute a ag (resp. a,,). Donc Y—o(Y)eag et ¥
+0(Y)ea,,. Finalement Yea,, ce qui montre que a, est un sous-espace de Cartan
de p. Mais [t;,,a,,] est clairement contenu dans [Iy, [p] <y et dans pnag.
Or mynpnq={0}. Donc [t,, a,,] ={0}.

On considére une sous-algébre de Cartan o-stable, t, du centralisateur dans
tde t,,@a,, D ag qui peut donc s’écrire t =1, D t;, ol t,,=tnEInb.

On pose alors j:==t® a,,® ag. Cest une sous-algébre de Cartan de g, ¢
et @ stable. La décomposition ci-dessus permet d’identifier af a un sous-espace
de i* ce que nous ferons dans la suite.

On choisit un ensemble de racines positives de 4(g,1), 4* (g, ), compatible
avec A%, ie. siaed(g,j) et of,,+0 on a:

aed* (g, j)=al,e4".

On note X={ay, ..., @, les racines simples de A4* de telle sorte que ¥—@
={o;|1<i<m}. Soient J,, ..., 6,0} les poids fondamentaux correspondants
a 2, qu'on regarde comme éléments de {*.

Lemme 2 [l existe des entiers n,eIN*, i=1, ..., £ tels que:

(i) les éléments §,:=n; J; sont des poids A™ (g, {)-dominants.

(i) la représentation de g¢ de plus haut poids S, s’intégre en une représentation
de G notée (n;, V) que posséde un vecteur non nul invariant par H.
(i) en munissant V; d’'un produit scalaire invariant par le sous-groupe analytique
de G d’algébre de Lie T®@ip (qui est compact) on peut choisir v,eV; de norme
1 et de poids &, sous i et un vecteur £;, H-invariant de norme 1 tels que (v;, £;)>0.
(iv) les représentations m; de G sont algébriques,

(v) le vecteur v, est invariant par w,(M) pour i=1, ..., m.

Démonstration. On se fixe ie{l, ..., /}. On sait qu’il existe un entier m; tel que
m; &; soit un poids 4* (g, j)- dommant et qu'en outre la représentation (n,,, b0 Vmis))
du recouvrement universel de G de G admette un vecteur non nul invariant
par le sous-groupe analytique H de G, d’algébre de Lie h¢ (cf. [O12, théoréme
2.4]). Pour lexistence du vecteur H invariant voir aussi [He, ch. V, théoréme
4.1, p. 535]. En fait dans Helgason, il s’agit de groupes compacts. Ici on regarde
une situation complexifiée. Il résulte de la preuve que 'on peut choisir v,
vecteur de plus haut poids pour 7, ;, €t £,,,5, vecteur ﬁ invariant non nul tels
que Vp,s,> Emys) >0, pour un prodult scalaire invariant par le sous-groupe analy-
tique de G d’algébre de Lie 1@ ip (cf. [He, p. 537 eq. (7)]). Le centre de G
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agit par des racines n'*™* de I'unité pour un »n bien choisi (noter que le centre
de g agit trivialement). Alors la représentation (V,, ;)®" est triviale sur le centre
de G et permet de définir une représentation de G. D'autre part, Uy, s, =(Um,5)®"
est de plus haut poids nm; ;. Donc la représentation de plus haut poids
(um,s,» Vames) apparait comme sous-représentation de (V,,;)®". D’autre part
(" 5)®" est invariant par H® et admet une projection orthogonale non nulle
sur V,,,.;, car:

((ém i0i ) nm LN ) (ém,d. » Um,b.)" >O

La projection orthogonale de (¢, 5)®”" sur V,, ;. qu'on note Eumys, St alors H
invariante et vérific (£, .5, Um,s, )>0 D’autre part, dim VE, ms, = 1. Donc le groupe
fini H/H® agit sur &, , par des racines k™ de Iunité pour un k bien choisi.
Un argument de tensorisation similaire a celui ci-dessus montre que n;=knm;
satisfait les points (i), (i), (iii) du lemme. Pour (iv) on remarque que le centre
de g¢ agit trivialement sous 7; de méme que le centre de G. Alors 7; se factorise
a travers une représentation du groupe adjoint de G qui est semisimple. De
ce fait n; est bien algébrique. Pour (v) il est facile de voir que v; est invariant
par qd et g pour j=*i. Comme lalgébre de Lie de M est engendree par
les g¢* avec ®;€0, ie. j>m, on voit que v; est invariant sous n;(M), pour
i=1,
Ceci achéve de prouver (v). []

2.2 (H, P) (resp. (H, P))-doubles classes ouvertes dans G (resp. G)

On note W le groupe de Weyl de 4= A4(g, a,) qui s’identifie d’aprés [B2] lemme
1.2 au quotient du normalisateur dans K de ag, Ng(ag), par son centralisateur
Zy(ag). On note Wy, l'image dans W du normalisateur dans K~ H de ag.
Soit #” un ensemble de représentants dans Ng(ap) de Wy . g\ W. Alors les orbites
ouvertes de H dans G/F, sont paramétrées bijectivement par HwPF,, we ¥  (cf.
[B2, proposition B.1]).

Lemme 3 (i) Soit Q ouvert non vide de G, stable par les translations a4 gauche
par H et a droite par Fy. Alors Q contient une (H, By)-double classe ouverte.

(ii) De fagon similaire, si Q<G est ouvert non vide est stable par les translations
a gauche par H et a droite par un parabolique P de G il contient une (H, P)-double
classe ouverte.

Démonstration. Démontrons (i). On se place dans H\G et on regarde 'image
p(Q) dans H\G. Cest un ouvert stable par les translations a droite par Fj.
Or, il n’y a qu'un nombre fini d’orbites de F; dans H\G (cf. [Ma]). Donc p(f)
apparait comme réunion finie de telles orbites. Supposons que celles-ci soient
toutes d’intéricur vide. En présentant By comme une réunion dénombrable de
sous-ensemble compacts, chaque orbite sous B, d’intérieur vide apparait comme
réunion dénombrable de fermés d’'intérieur vide. Il en est de méme de Q. Le
théoréme de Baire fournit la contradiction voulue.
La démonstration de (ii) est similaire. [

Du lemme précédent résulte le fait que les doubles (H, P)-classes ouvertes
sont paramétrées par certains des HwP. D’autre part on a g=h+LieF. En
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effet, g=Lie(Fy)+ 6(Lie By). Soit X eLie Fy. Alors 8(X)=0(X)+ o{0(X))— (6 )(X).
Mais Lie B est o6-stable donc 68(X)eLie P et 8(X)eh@® Lie By. D’ou I'égalité
voulue. On a donc aussi go=Dbhe+ Lie(B) d’ou il résulte que HE et HP sont
ouverts dans G.

On notera ¢;, i=1, ..., £ les fonctions polyndmiales sur G définies par:

VgeG, &(g=(m(g)v;, &)
On pose:
E= 1—] E;.
{ilo:¢0}
On a donc:

e=[]e& puisque Z—-O0={oy, ..., o,}.

La démonstration du lemme suivant s’inspire d’une démonstration de G. Olafs-
son (cf. [O12] lemme 2.6).

Lemme 4 (i) Pour tout w élément de W, HwPc{geGle(g)+0} et si on note
HwP l'adhérence dans G de HwP on a HwP—HwPc{geG|e(g)=0}. L
(i) On a HP<={geG|e(g)+0} et l'adhérence HP de HP dans G vérifie HP
~HPc{geG|e(g)=0}.

Démonstration. Démontrons (i) (la démonstration de (ii) étant similaire).
Drabord pour i tel que ;¢ @, YmeM, ae A, neN, n;(man) v;=a’v;, d'aprés
les propriétés de n;, v; (cf. lemme 2).
Alors: (mi(hwman)v;, &)= a’(m;{w) v;, £). Mais (r;(w) v;, £)+0 (méme dém-
onstration que pour (v;, £;)+0 en changeant de parabolique). On a donc bien

HwPc{geGle(g)+0}.

Soit maintenant ge HwP — HwP. Soit (g,) une suite d’¢léments de H wP conver-
geant vers g. On écrit g,=h, wm, a, n, avec h,e H, m,e M, a,c A, n,eN.

On va montrer que g, n'est pas bornée modulo exp(cnag). En quotientant
par exp{cnag) on se raméne a montrer que a, est non bornée, en supposant
cnag={0}. Raisonnons par I'absurde et supposons (a,) bornée. On peut donc
supposer (quitte a extraire une sous-suite) que g, converge vers acA. On se
rameéne au cas w=1 en considérant g, w™'=h, wm, a,n,w ! et le sous-groupe
parabolique P*=wPw™! qui est du méme type que P (relativement 3 whw ™'
qui est du méme type que F). On supposera donc w=1 dans la suite (pour
montrer que a, est non bornée). Alors g,=h, m,a,n,.

On pose: y,=a, n,a, ‘eN.

Alors (h, m, y,)=(g, a; ') est convergente. Donc (a(h, m, y,)~ ' h, m, y,) est une
suite convergente. Soit encore, en posant v,=c(y,)” ' :(v, a(m,) " *m,y,) est con-
vergente. Mais ¢ (m,)e M, donc mj,=a(m, ') m,e M.

Par ailleurs v,ea(N)=0(N)=N~ ou N~ est le sous-groupe analytique de
G d’algébre de Lie n™ =6(n).

On va voir que le fait que (v, m, y,) est convergente implique la convergence
de (u,), (my) et ().



Vecteurs distributions H-invariants 633

Pour cela on considére la représentation (r, ¥) de G de plus haut poids

m

§=1Y 8, et #e¥ un vecteur de plus haut poids. Notons que n peut se

i=1 m m
réaliser comme la sous-représentation de (X) w; engendrée par @ v;=".

i=1 i=1

Alors ¥ est fixé par M et n(v, m, y,) T=n(v,) 0 d’apres le lemme 2 (v). Donc
n(v,) ¥ converge dans V.

On va utiliser le lemme suivant qui généralise un résultat d’Harish Chandra
(HC1, lemme 40 p. 284].

Lemme 5 Avec les notations et hypothéses ci-dessus, supposons que Y varie dans
n~ =8(n) et que n(exp Y) ¥ converge. Alors Y converge dansn™.

Démonstration. On note ig le sous-espace réel de i¢ défini par (i-GNE)) B (p).
Les racines sont réelles sur jg. On a ag<ir et jr=(r N (M )e) D as. On a une
décomposition similaire du dual j&. On fixe un ordre lexicographique sur jg
en prenant une base qui commence par la base (x4, ..., o,) de af, (on rappelle
que cnap={0} dans cette partiej et se termine par une base de (jg N (Mmg)g)*.
Cest 4 partir de cet ordre qu’on détermine 47 (g,j). On numérote 'ensemble
des racines de j dans ng par ordre croissant ie. 4(, ng)={p,, ..., B,} avec B,
<B,...<B,.

On se fixe X _;, un élément non nul de I'espace radiciel de ng correspondant

q
a —p;. On écrit Y=Y (X)X _,,, t;(Y)eC. 1l suffit de voir que ¢,(Y) converge
i=1
pour tout i. Supposons que cela soit faux et soit j le plus petit entier pour
lequel £,{Y) ne converge pas. Soit V le sous-espace de 7 formé des vecteurs
de p01ds 5—B; ; et E; la projection de 7 sur V parallélement a la somme de
tous les autres sous- espaces poids de Vsous j.
Alors:
E;(rn(exp Y)D)= Y (m)™'E;(n(Y™)?d).

mz0

Maissi Y'= ) t(Y)X_4 ona:

E(n(Y™#)=En(Y'm)?) pour m>1,

car la différence entre le premier et le second membre est une somme d’images
par E; de vecteurs de poids de la forme 5—pB ;—7 ou y strictement positifs pour

lordre lexicographique sur jg. De plus, E;(n(Y") 9)=0 tandis que E;(n(Y)?)
=t(Y)n(X _4) 0. D’ou:

Ej(rn(exp Y) D) =t;(Y)n(X -4 ,) 5+ E;(n(exp Y') 0).

D’aprés la définition de j, Y’ converge dans ng donc aussi n(exp Y') #. La méme
chose est donc vraie pour 1Y) (X _ )v Il reste a prouver que m(X _4)0+0.
Pour cela on choisit X, non nul dans gd tel que [ Xy, X5 ]=Hy, represente
la forme linéaire f; dans j¢ (1dent1ﬁe ai¥ grice a B).

On note y; la restriction a ag de f;. C'est un élément de 47 (g, ag). Alors
si Hy =H+H,, avec H,ejrn(mg)e et H, €ay, il est clair que H, représente
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la forme hnealre ¥ Donc S(H 8)= 5(H ;) et cette derni€re quantité est non

nulle car §= Z 6 et y;= z n;o; avec meN et n;=#0 pour un ie{l,...,m} (v

i=1 i=1
que g¥cng). Par la théorie des représentations de s1 (2, ) cela implique
n(X _4,)0+0. Donc t;(Y) converge, une contradiction qui acheve de prouver
le lemme 5. [

Retour a la démonstration du lemme 4. Du lemme 5 il résulte que v, est conver-
gente. De fagon symétrique y, converge donc aussi mj,=a(m, *)m,.

Mais I'élement m, de M peut s’écrire sous la forme h,(exp X,) k, avec
k,eMnK, X,eagnmet hhe HN M.

Alors m,=a(k; (exp 2X,) k,. Quitte & extraite une sous-suite, on peut sup-
poser que (k,) et donc (a(k,)” ') convergent. Mais alors comme (m,) converge,
il en va de méme de (exp(2 X,)}} donc de (X,) car exp est un difféomorphisme
de ag sur exp ag, qui est fermé dans G. On en déduit que (h,” * m,)=(m]) converge
dans M. On a alors:

=hm,a,n, ou h,=hheH

et (g,), (m, ) (a,), (n,) convergent donc aussi (k). Mais on aurait alors ge HP.

On a donc bien prouvé que (a,) est non bornée modulo exp(¢nag). Par
ailleurs, pour i=1, ..., m, g(g,)=a%. Comme (g,) converge, ¢(g,) converge vers
g;(g) pour tout i. Si pour tout i=1,...,m, g(g,) convergeait vers une limite
non nulle, on en déduirait que (a,) est bornée modulo exp(c ag)=exp(cna).
Donc 'un des ¢;(g) est nul et £(g)=0 comme on voulait. []

Proposition 2 (i) HP est la seule double (H, P)-classe ouverte dans G.
(i) HP={geGle()+0}.

Démonstration. Comme chaque (H, P)-double classe est constructible pour la
topologie de Zariski, elle est ouverte pour la topologie ordinaire si et seulement
si elle est ouverte pour la topologie de Zariski. Mais le complémentaire d’un
ouvert non vide de Zariski est d’intérieur vide, ce qui implique (i).

Prouvons (ii). D’aprés le lemme 4, HP est fermé dans {ge G|e(g)+0}|. Son com-
plémentaire dans {geG|e(g)+0} est alors ouvert et stable par les translations
a gauche par H et a droite par P. S’il était non vide il devrait contenir une
(H, P)-double classe ouverte. Or celle-ci est unique (voir ci-dessus) et incluse
dans HP. D’ou I'égalité voulue.

Proposition 3 (i) Lapplication H x L x N — HP se factorise en un isomorphisme
de variétés algébriques affines

(ii) Notant Y=HP, Y est une variété algébrique définie sur R.
(iii) HP est réunion de composantes connexes pour la topologie ordinaire sur G
de l'ensemble des points réels Y=Y G de Y.

Démonstration. (i) Notons que L, qui est le centralisateur dans G de ag, est

réductif et stable par o, donc aussi Ln H=1. Comme H et L sont des variétés

affines le quotient H x L par laction du groupe réductif Ln H est la variété
LnH

affine d’algébre de fonctions réguliéres O(H x LY-~¥ (ot @(—) désigne l'algébre
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des fonctions réguliéres). Cet anneau de fonctions est intégralement clos par
un argument classique.

Comme LN H agit sans point fixe, toutes les orbites de Ln H dans H x L
sont (Zariski) fermées et les points de la variété quotient (sur ) correspondent
a ces orbites ie. forment I'espace H x L Un tel quotient est «geometric» et

«categorical» au sens de [Mu ch. 1]. De méme le quotient H x L x N par HnL
est catégorique. Il s’ensuit que le morphisme HxL xN->HP donné par

(h,Z,n)— h{n se factorise en un morphisme H xH LxN-HP, d’aprés la
LnH

définition méme du concept «categorical». Or, on a HNnP=HnPno(P) car

H est fixé par ¢. Mais 66(P)=P. D’ott Pno(P)=Pn68(P)=L. Dou HnP=L
et le morphisme ci-dessus induit une bijection sur les points complexes. Alors
d’aprés [Bo Th.18.2 p. 78] cela implique que c’est un isomorphisme et (i) est
prouve.

Prouvons (ii). Le morphisme de variétés algébriques H X L x N — G est défini
sur R donc aussi son image Y.

Prouvons (iii). On a dé&ja vu que HP est ouvert dans G pour la topologie ordi-
naire. Pour ge YN G, analysons 'obstruction a trouver he H, pe P tels que g=hp.
On a g=hp avec heH, peP. Notons t la conjugaison par rapport a la forme
réelle G de G. On a g=g’=h’p’. Posant y=(h")"'h=p'p~!, y est un élément
de HmP HnL tel que yy'=1. Sil existe ze HNL tel que y=(z) "'z, on a
hz '=h'(z")"'=(hz" 'y donc hz 'eH. Dou g=(hz ')(zp) avec hz 'eH et
zpeGn P=P. obstruction a trouver h, peG tels que g= hp est donc I'ensemble
de cohomologie galoisienne H'(Gal(C/IR), H n.L)) qui est défini (cf. [Se 1, Sp])
comme quotient de {yeHnL|yy*=1} par l'action suivante de HNL: z*y
=z"yz~ ! pour ze H n L. Cet ensemble est fini (cf. [Sp]). On montre facilement
que toute orbite de HNL dans {yeHnL|yy°=1} est ouverte donc
H'(Gal(C/IR), H ~ L), muni de la topologie quotient, est discret. On a une appli-
cation continue ¢: YN G — H'(Gal(C/R), H n L) définie par ¢(g)=classe de y
ol y=h"h~! comme ci-dessus.

Comme Y=HP=¢ 1(I), Y est une réunion de composantes connexes de
YnG. O

3 Séries principales généralisées H-sphériques
3.1

On se fixe maintenant une représentation (6, V;)e M qui est une série discréte
de M/M~H; on peut la regarder comme représentation de L=MA triviale
sur 4 et lui appliquer les résultats du § 1.3.

Pour veaf on introduit la série principale généralisée lisse correspondante,
(5.4, 15,,) ou I5,={p: G- V;°|p est C* de G dans V;* et V(g,m,a,n)eGx M
XAxN, p(gman)=a"""?3(m™ ') ¢(g)} et G agit par représentation réguliére
gauche.

Ici p=(pg).. On se fixe comme topologie sur I, , celle donnée par les semi-
normes:

ol p,4=sup q(Lp@)(k)
keK
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ou D décrit U(g) et g les semi-normes définissant la topologie de Vy* (cf. [C,
§4]). D’aprés la proposition 1, § 1.3 on peut prendre pour celles-ci la famille
(qp), De U (m) définie par:

ap®= [ Lpv)(w)*dm

M/M~H

(ou l'on regardé V;® comme un sous-espace de I*(M/M nH,dn) pour une
mesure dm invariante sur M/M n H).

Draprés [C, proposition 4.1], 7, , est lisse et a croissance modérée. Les con-
structions qui suivent dépendent de I'identification de V;* avec un sous-espace
de I>(M/M nH,dm). On définit ne(V;” )M ~H en restreignant a V,° la mesure
de Dirac en e(M n H).

On veut définir des vecteurs distributions H-invariants sur I, dépendant
faiblement méromorphiquement de v. Le résultat sera légérement plus faible.
On définit d’abord un espace indépendant de v:

Li={p: K-> V|pest C*etV(k,meK x (M nK), ptkm)=5(m"1) ¢(k)}.
On munit I, des semi-normes

l@llp,q=sup g(Lp @) (k)
keK

ou ¢ décrit des semi-normes définissant la topologie de V;© et D décrit U(T).
On note ~ I'homomorphisme de restrictions des fonctions dans I;, de G a
K ce qui détermine pour tout v un isomorphisme d’espaces vectoriels entre
I; , et I; qui est clairement continu. Comme I , et I; sont des espaces de Fréchet,
il s’agit donc d’un isomorphisme topologique d’aprés le théoréme du graphe
fermé. On obtient par transport de structure des représentations notées 7, ,
sur ;.

On suppose dans tout le paragraphe 3.1 que Re(v—p) est strictement
A" (a)-dominant ot 47 (a) désigne les racines de a dans n. On définit ¢,: G
—(V5°) par:

Vg¢HP,{,(g)=0
Vi(h,maneHxMxAxN, ¢ (hman)y=a"~*8 (m™ Y.

La fonction &, est bien définie car # est fixé par &' (H n M).

Lemme 6 La fonction &, est continue lorsque I'on munit (V5*) de la topologie
forte de dual de (V5°).

Démonstration. Comme V;° est un espace de Montel (cf. § 1.4) V;® est réflexif
et (V5°) est un espace de Montel [Boul, ch. IV, §4 p. 89 et suivantes]. Comme
Ve est réflexif, la topologie affaiblic de (V;°Y et sa topologie faible de dual
de V5 sont identiques.

Drautre part, d’aprés [loc. cit., corollaire de la proposition 6, p. 90], les suites
convergentes dans (V5°) pour la topologic affaiblie et la topologie forte sont
les mémes. II suffit donc de voir que &, est continue de G dans (V5°) muni
de la topologie faible.

Soit donc ve V5 et étudions la fonction F, , de G dans € définie par

F, (8)=<¢,(g), v).
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Il est clair que la seule chose a prouver est que si (g,) est une suite dans HP
qui converge vers g¢ HP on a lim F, ,(g,)=0.

Quitte a multiplier par un caractére de G on peut se ramener au cas ou
v est nulle sur ¢~ a puis on peut passer au quotient par exp{c ~a) et se ramener
au cas ot ¢ na= {0}, auquel cas les §,, ..., &,, forment une base de a*.

On a alors:

F, o(gn)=a,"" <8 (m; "), v).

ou g,=h, m,a,n, avec h,e H, m,,e_M, a,eA,n,eN.
La définition de # et des fonctions ¢; montre alors que:

E,o(g,)=

i

&(8,)" v(m, .M~ H)

s

1

ou l'on a écrit:

V"‘pzz Gigi’ Re\71>0.
i=1

Mais d’aprés le lemme 4(i):

n

tim [T z(g,)" =

n— oo
i=1 i

£(g)" =0.

=%

1t

1

Il suffit donc de voir que v est bornée sur M/M ~ H. Mais cela résulte de la
proposition 1(i), § 1.3.

Lemme 7 On conserve les hypothéses et notations du lemme 6.
Pour el on note @, I'élément de I; , tel que: &,= @. Alors:
(i) la fonction g+—<&,(g), ,(g)> est continue sur G, invariante a droite par MN
et vérifie:
VgeG,VaeA, (& (ga), . (ga)y=a" " (&, (2) 0.(8)>
(ii) la forme linéaire &, sur I, définie par:
L o>= [ L& k), pk)y dk
K

est continue sur Is.

(111) V(PEIIthEHﬂ<é_v’ﬁ6.v(h)(p>:<é_v7 (P>’
V(P6155VX€[)> <Ev7 ﬁé,v(X)(p>=0

Démonstration. Les propriétés de covariance a gauche de la fonction (£,(g), ¢ (2)>
sont claires. Comme G=KMAN, il suffit de prouver la continuité de cette fonc-
tion sur K. Comme K est compact, ¢,(K) est borné dans V;°. Mais (V;°) muni
de sa topologie de dual fort est de Montel comme on I'a déja observé, donc
tonnelé. Alors le crochet de dualité V5 x (V;°) — € est continu sur ¢,{K) x (V;°Y
d’aprés [Boul, ch. ITI § 4 n° 2, proposition 4, p. 39 et proposition 6, p. 40].
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Mais l'application de K dans V;° x (V;°) définie par k—(¢,(k), &, (k)) est
continue et a valeurs dans ¢, (K) x (V5°) d’aprés le lemme précédent et les pro-
priétés de ¢,. L’application k — (&, (k), ¢,(k)> est alors continue comme compo-
sée d’applications continues.

Ceci achéve de prouver (i).

Prouvons (ii). D’aprés (i) &, est bien définie. Reste a prouver sa continuité.
Comme I; est un Fréchet on va utiliser le théoréme du graphe fermé. Soit
donc (¢,) une suite dans I; convergeant vers O et telle que <¢,, ¢,> converge
vers Z. Il suffit de voir que /=0. Montrons dabord que B
={p,(k)eV;*|keK,neN} est borné dans V;°. En effet, 'ensemble B,
={@,|neN} est borné dans I, et son adhérence B, dans I; (qui est un espace
de Montel, cf. § 1.4) est compacte. Par ailleurs, (%5 ,, I;) étant un G-module lisse,
'application @: K x I, I, définie par ®(k, p)=7; (k)@ est continue. De méme,
Papplication ev,: I;— V;° définic par ev.{@)=¢{e) est continue. Alors B est
inclus dans l'image, B, du compact K x B, par I'application continue ev,o®.
Donc B est borné dans V,* car contenu dans le compact B'. Le sous-ensemble
de €, {{¢&,(k), 9, (k)>| ke K, neIN} est inclus dans I'image par le crochet de dualité
de £,(K)x B’ qui est compact. Mais ce crochet est continu sur (V;°) x B’ (cf.
preuve de (i)). Donc {(&,(k), @,(k)> |ke K,neN} est borné dans Ci.e.:

AM>0,VneN, VkeK, K, (k), o, (k)| = M.

On peut appliquer le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions
sur K:

ki (&, (K), @ (K))-

Comme (¢,) tend vers 0 dans I;, il est clair que (¢,(k)) tend vers 0 dans V*.
Mais alors, la suite de fonctions sur K, {&,(k), ¢,(k)> converge simplement
vers 0. Le théoréme de convergence dominée montre que lim (&,,¢,>=0 et

"y . \ .. s
¢ =0 comme désiré. Ceci achéve de prouver (ii).

Prouvons (iii). Si @ est continue sur G et vérifie les conditions de covariance
a gauche sous M AN décrites en (i), on sait que I'on a:

VgeG, | ®(k)dk= | ®(g~ ' k)dk
K K

(cf. le fait que la représentation induite de la représentation triviale de MAN
a G est unitaire). Alors pour tout ¢ dans I;,

Co>=[ & k), o, (k1K) dk.
K

Mais
Eu(h™ k=<, (k)
et
@, (h™ 1 k)y=(7s,,(h) @,) (k).
D’ou

<Ev’ (P> = <§_w ﬁ&,v(h)(p>
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pour tout he H et pel,.

Par ailleurs, comme £, est linéaire et continue sur I, et que H agit de fagon
C? sur I; via 7, ,, on peut differentier la relation ci-dessus et on a la relation
voulue:

V(PEI,;,VXE[), <zv’ﬁ&,v(X)(p>=0- [:I

3.2 Equation fonctionnelle et prolongement méromorphe faible des F, , dans %'(G),
pour ve Vy* et M n K-fini

On se propose d’utiliser les résultats de 'appendice A.2 (Equation de Bernstein-
Sato pour uP®). On rappelle que pour ve V;® et Re{(yv— p) strictement dominant
pour 47 (g,a) on a: F, ,(g)={¢&,(g), v) et que F, , est continue sur G.

Notons v—p=vo+ ¥ ¥ 8; o0 v, est la restriction de v  anc et e avec
Re #,>0. i=1

Notant y,, le caractére de G dont la différentielle est nulle sur [g, g] @ (cn 1),
égale a v, sur ¢ a et nulle sur Porthogonal de a dans c~p, on a:

Fv,u(g)=xvo(g)(n s,-(g)°f) ig)

i=1

ou # est le prolongement par 0 en dehors de HP de la fonction u sur HP
définie par
uthman)=<8(m "Y)n,v>=v(m™ ' H).

On rappelle (cf. Appendice A) que, pour X variété algébrique affine et lisse,
D(X) dénote 'algébre des opérateurs différentiels a coefficients algébriques.

Lemme 8 Soit ve Vy*° un vecteur C* et M n K-fini. La fonction C*, h, sur L/LnH,
telle que h(ma)=v(m.M nH) pour meM, ac A, engendre un sous D(L/Ln H)-
module holonome de C”(L/L~ H).

Comme v est M n K-fini et Z (I)-fini, il résulte du lemme 2.1.2 et des propositions
1.5.1 et 3.1.1 de [Gi] que le D(L/Ln H)-module engendré par v est holonome. []

Lemme 9 La fonction u sur HP défine par u(hman)=<{8'(m™ ")y, v>=v(m™ - H)
engendre un sous-D(HP)-module holonome de C* (HP).

On applique le lemme A.1 de lappendice A 4 X=HP~H x LxN et Y
LAH

=L/LnH avec p(hman)=(ma)”'.Ln H. On prend pour U louvert HP des

points réels de X, pour ¥ T'ouvert L/Ln H des points réels de Y et pour f on

prend la fonction définie par:

fima.LonH)=v(im.MnH).

Le fait que f satisfait les hypothéses du lemme A.1 résulte du lemme précé-
dent. []

On veut utiliser le théoréme A.3 de 'appendice A. On va prendre G= Y,
HP=X¢ qui est un ouvert affine de G d’aprés la proposition 2(ii), Q=HP

qui est une réunion de composantes connexes de (HP)n G d’aprés la proposition
3(iii). Le polyndme P sera ici ¢ et les P, seront les &. Pour cela on doit vérifier
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la condition A.l. On décrit d’abord les champs de vecteurs algébriques sur
G.

Lemme 10 Tout champ de vecteurs algébriques sur G est combinaison linéaire
a coefficients dans O(HP) (algébre des fonctions réguliéres sur HP) de champs
de vecteurs algébriques sur HP~(H x L)x N d’un des types suivants:

HnL

(1) champ de vecteurs induit par Ly, X €b
(2) champ de vecteurs induit par Ry, Xem
(3) champ de vecteurs induit par Ry, X€a
(4) champ de vecteurs induit par Ry, X en.

Démonstration. Cela résulte du fait que d’aprés le corollaire A.1 tout champ
de vecteur algébrique sur HP est combinaison linéaire a coefficients dans O(HP)
de champs de la forme (1) & (4). 1l suffit alors de remarquer que la restriction
a4 HP d’un champ de vecteurs algébriques sur G est algébrique. []

On se donne ¢&,, ..., £, une base de g¢ et on veut vérifier la condition A.1.

On se donne (i, ..., i,) un multiindice. Alors &, ..., £¥ peut s’écrire comme
combinaison linéaire a coefficients dans @ (H P) d’opérateurs diftérentiels du type
RyRyR, Ly ou XeU(m), YeU(a), ZeU(n) et UeU(h). Comme Ry, Yea, Ry,
Zen et Ly, Uebh annulent wu, il suffit de voir que pour feO(HP) et YeU{(m),
il existe un entier k tel que pour tout peG il existe un voisinage V de p dans
G et C>0 tel que:

VxeVAHP, |(f (Ryw)(x)| < Cle(x) *

Mais ceci est facile a réaliser. En effet:
(Ryu)(hman)=(Lyu)(m™ ' H)

et cette fonction est bornée sur M/M n H d’aprés la proposition 1. Par ailleurs,
tout élément f de O(HP) peut s'écrire ¢ *f, avec f;€0(G) et keN. 1l est clair
que cet entier a les propriétés désirées. [

Propesition 4 Soit ve V;* et M n K-fini.

() La fonction v—F, , définie sur l'ouvert de af composé des éléments v tels
que Re v—p soit strictement dominant pour A™ (g, a), se prolonge en une fonction
faiblement méromorphe sur of tout entier, a valeurs dans &' (G).

(ii) Identifions af a €™ x (an)E par Uapplication v—(F,, ..., ¥y, Vo) 0l Vo= Vg

etv—p=) ¥ S;+vo. Soit a=(1,1, ..., 1)eC™. Alors il existe un opérateur différ-
i=1

entiel algébrique sur G, R, dépendant polynémialement de ¥=(¥,, ..., ¥,) et une

fonction polynomiale b, sur C™, non identiquement nulle telle que:

R(x,¥,D) F, ,=b() F,_4,,

pour tout v en dehors des variétés polaires des 2 membres de 1'égalité.
(iii) 11 existe des hyperplans affines H,, ..., H; tels que la variété des poles de
F,, soit la réunion des translatés H,—ma (pour meIN¥*) de ces hyperplans par
des multiples entiers positifs de a. Dans les coordonnées choisies 'espace vectoriel
sous-jacent a H; est le produit du complexifié d 'un sous-espace vectoriel de Q" < €™
par (ano)E. Le degré de b borne l'ordre des variétés polaires H,—ma.
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(iv) Pour r>0 notons #,={vead|lRe¥,|<r, ..., |Rev,|<r}. Alors il existe une
fonction polynémiale Q, sur " telle que v—>Q,(¥,, ..., ¥, ) F, , soit faiblement
holomorphe sur %, a valeurs dans %' (G).

Démonstration. L’holomorphie de F, , en fonction de vo=v,,, est évidente. On
se ramene alors au cas ou v,=0 et on quotiente par exp(¢ N a). Alors la proposi-
tion est une simple application du théoréme A.3 de P'appendice A dont on
a déja verifie les hypothéses. [

Soit X em. On va analyser les pdles de F, . en fonction de ceux de F, ,. Pour
Re(v - p) strictement dominant pour 4% (g, a)on a:

F, x,(g)=—<0'(X) (), vD
= X'Fv‘u(g)

ou X est le champ de vecteurs méromorphe sur G qui sur HP~(H x L)xN
Lol

est le champ de vecteurs invariant a gauche sur L induit par XemclL

m
Alors pour p entier assez grand &’ X :(n sf’) X est un champ de vecteurs
régulier sur G tout entier. On a alors: i=1

v+anu (H )F Xv
:(H sf’}?)Fvu

i=1

Il s’ensuit que les pdles de v— F, . ,, x, sont au plus ceux de v— F,,. Donc
F, x, a ses poles contenus dans:

U H,—na

et leur multiplicité est bornée par le degré de b. Par récurrence sur 'ordre
de Qe U (m) on voit que les pdles de F, ,, sont contenus dans:

U Hi—na
nel
ig{l, ..., j}

et que la multiplicité de ces variétés polaires est bornée par d°b. En utilisant
le fait que les vecteurs (M n K)-finis de V; forment un U(m)-module de type
fini noté (V) k), on déduit de ce qui précéde:

Proposition 5 (i) 1l existe un ensemble fini d’hyperplans affines 4,, ..., 4; de

ak tel que pour tout vecteur (M ~ K)-fini v de Vj, les pdles de v F, , sont inclus

dans U U (4;—na) et la multiplicité polaire de chacune de ces variétés est
ie{l,....k} neZ

bornée par un entier N (indépendant de i, n et v). L'espace vectoriel sous-jacent

a chacun des A, est le produit du complexifié d'un sous-espace vectoriel de Q™

par {anc)E.
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(if) Pour tout r>0 il existe une fonction polynémiale, B., sur €™, produit de fonc-
tions affines, telle que pour tout ve(Vs) k), U'application vio BV, ..., ¥,) F,,
soit holomorphe sur {vea||Re ¥,|<r, ..., |Re¥,|<r}.

3.3 Restriction a K des F, ,

Lemme 11 (i) Si ve(Vi)wnxy veag, la distribution sur G, F,,, lorsqu’elle est
définie, est propre sous Z(g) (centre de I'algébre enveloppante de U (g)) avec « valeur
propre» égale au caractére infinitesimal x; _, de la représentation I _, ot 0
est la representation unitaire contragrédiente de 0.

(ii) Lorsque F,, est définie, cette distribution sur G admet une restriction a K
notée Fv,u. L'application vi— ~v,,, est faiblement méromorphe et admet au pire des
pbles la ou F, , en a, les multiplicités étant inférieures ou égales a celles pour
F,

v,v*

Démonstration. (i) On se fixe DeZ(g). Pour v dans un ouvert de af, F,, est
de classe C™, avec m plus grand que l'ordre de D (cf. la condition A.l vérifiée
apres le lemme 10). Pour un tel v, les propriétés de covariance de £, montrent

ue:
d D.F, yup=1s, - (D) F,, ct
D'Fv,vlmf:XJ’, —V(D) Fv,vl?ﬂ’ﬂ:O

ot HP® est le complémentaire de HP dans G.

La continuité de D.F, , montre alors la propriété voulue pour v dans un
ouvert de a. La méromorphie faible de F,, et la dépendance polynomiale
en v de y; -,(D) permettent d’achever de prouver (i).

Montrons (ii). On note I* (g) I'idéal d’augmentation de 'algébre I(g) des invar-
iants sous G de l'algébre symétrique, S(g), de g, regardée comme algebre de
fonctions polyndmiales sur g*. On note .4 I'ensemble des zéros de [ (g) dans
g*. On identifie le fibré cotangent de G, T*G, a G x g*. On se fixe un ensemble
de générateurs homogénes Y,, ..., Y, de 1" (g) et des éléments P, ..., B de Z(g)
admettant Y, ..., Y, respectivement comme symbole principal en tout point
¢ de G (cf. [DHV, démonstration du lemme A.5.1]).

On veut utiliser la proposition B.2. On se place dans 'ouvert V' de af défini
par:

V={veaf|Re¥,>1,...,Re¥,>1}.

On va voir que 'application V— C(G), vi— F, , est continue et méme holomorphe
pour la topologie de la convergence uniforme sur les compacts de G.

Pour la continuité, il n’est pas difficile, en suivant les mémes pas que pour
la démonstration du lemme 6, de voir que application (v, g)—F,(g) de Vx G
dans € et continue sur ¥x G. La propriété de continuité de I'application vi— F,
de Vvers C(G) en résulte.

Pour I'holomorphie, on se raméne facilement au cas ot ¢na est reduit a
0, en passant au quotient par celui-ci, aprés avoir vérifie la dépendance holo-
morphe de F,, dans les paramétres qui varient dans (¢ a)* et la continuité
dans les variables dans exp ¢ a, ce qui est immédiat. Alors:

m

F,.(@@=]] &g v(m ' M~H)

i=1
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sig=hmanouheH meM,acA, neN et 0 sinon.
On introduit une fonction, T, a valeurs complexes sur:

Vx{uead| Re gl <1} x {1eC| |4 <1} X G,
définie par:

Foyaw @) — F, W(g)
A

Si )~ :*: 05 T(v> #’ A” g) =

§i7=0,T(v.1,0,)=|" sig¢HP

(..

Il n’est pas difficile de déduire des propriétés des ¢; a la frontiére de HP et
du fait que v est bornée, que T est continue. Il suffit pour cela d’utiliser la
continuite sur:

=

f; log 8i(g)> F. .g) sinon.

{seC|Res>1} x{LeC||A <1} xR"

de 'application H définie par:
s+A__

A
sil=0etx+0, H(s,0,x)=s(logx)x*"!
sii=0etx=0, H(s,0,0)=0.

S

X X

siA=0, H(s, 4, x)=

L’holomorphie de vi— F, ,, de Vdans C(G), en résulte immédiatement.

Comme RF, =y -,(P)F,, daprés la partie (i) du lemme, on a vérifié¢ les
hypothéses pour appliquer la proposition B.2. Celle-ci montre que v—F, , est
holomorphe de V vers 21(G) ou I'=G x (A" —{0}) (identifié & une partie de
T*G). On sait (cf. e.g. [DHV lemme A.5.2]) que I~ TF(G)=0. L’application
linéaire, 21(G) - 2'(K), de restriction des distributions a K, est continue lorsque
I'on munit 27(G) de la topologie rappelée dans appendice B.1 et 2'(K) de
la topologie faible. L’existence de la restriction a K de F, ,, F, , est donc acquise
ainsi que sa dépendance holomorphe (faible) en ve V. Pour obtenir le prolonge-
ment méromorphe il suffit d’utiliser 'équation fonctionnelle de F, , et le lemme
B.1 qui montrent que vi—F, , est méromorphe de af vers 21(G). La continuité
de Tapplication de restriction a K des ¢lements de 27(G) permet encore de
conclure. [

3.4 Formes linéaires invariantes sous ¥, (HNK) et annulées par #f,(h), sur
Pespace (1), des vecteurs K-finis de I

Soit pe(ly) k). Alors peC*(K, V;) et ¢ est a valeurs dans un sous-espace de
dimension finie de V; formé de vecteurs (M n K)-finis. On écrit la K-finitude
de o:

Hq)la seey (pne(lé)(K)aVkEK’ quo= z f"(k—l) (8

i=1
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ou les f; sont des éléments K-finis de C*(K).
Les relations de covariance a droite sous M n K impliquent que ¢@(e) est
M n K-fini sous ¢. Il en va de méme pour v;:=¢;(e). Alors:

VkEK,(p(k)=Zf,-(k)Ui ou v,€(Vodmnio-

i=1

Avec les notations de la proposition 5 notons (af),, 'ouvert connexe de ag
de complémentaire
U U i—na.

ie{l,...,k} neZ

Sur (af)a les distributions F, ,e 2'(G) sont définies pour tout ve(Vs)n k) €t
sont faiblement holomorphes en v, de méme que leurs restrictions a K, F, ,.
On “définit” alors (voir théoréme cidessous) une forme linéaire ¢, sur (1),
par:

<gva Q)= Z <Fv.uiaﬁ>@'(m,@u()-
i=1

Théoréme 2 (i) Pour tout ¢pe(ls) ), (E,, 0> ={E,, @ (cf. Lemme T pour la défini-
tion de &) si Re(v— p) est strictement dominant pour A* (g, a).

(ii) Pour tout ve(ad),, et el (&, @) ne dépend pas de l'écriture de L, .
De plus, &, “définit " une forme linéaire sur (I 8k qui est faiblement méromorphe
en veag (et holomorphe sur (a§)uo1)-

(iii) Pour ve(aZ)yo, C, est invariante sous #% (H N K) et annulée par 7% ,(b).

(iv) Pour tout r> 0 il existe une fonction polyndmiale P. sur €™, produit de fonctions
dffines telle que 'application:

v>PB@,, ..., )¢,
soit faiblement holomorphe sur:

B,={vea}||Re ¥ |<r, ..., |Re¥,|<r}

(i.e. pour tout pe(ls)k),
W—)P,(\jl, ceey fjm)<gva (P>

se prolonge en une fonction holomorphe sur 'ouvert 4,).

Démonstration. (i) résulte immédiatement de la définition de &, et &,. Mais d’aprés
le lemme 11, <Z,, p)> est holomorphe sur (a¥),,, (pour une écriture de L, ).
Comme sur un ouvert de (a),., <&, @> ne dépend pas de l’écriture de L, ¢
(et est égal a {Z,, @)), le prolongement analytique des identitiés permet de con-
clure a I'indépendance de <&,, ¢) par rapport a I’écriture de L, ¢, sur Pouvert
connexe (ag)yor-

Ceci achéve de prouver (ii).

Montrons (iii). Pour Re(v—p) strictement dominant pour 4* (g, a), il est clair
que F, . est une fonction continue sur G et H K-invariante. D’ou I'¢galité
pour he HNK (§,, o> =<E,,m; (o). On obtient I'invariance voulue de &,
sous 7i¥ ,(h) par prolongement méromorphe des égalités (les 2 membres de I'éga-
lité étant méromorphes en v car 7; ,(h)¢ ne dépend pas de v).



Vecteurs distributions H-invariants 645

On se fixe maintenant X eb. Ecrivons #; ,(X) ¢ = Y pi(Mw; ot we(l) g,
j=1
et les p; sont des polyndmes en veaf (cf. [D, proposition 2]). On a alors:

<Eva ﬁ&,v(X)(p> = Z, pj(v)<zv7 wj>'

J

Ce qui prouve que <{&,, 75, (X) @) est méromorphe. Il suffit alors, pour achever
de prouver (iii), de démontrer que cette fonction est nulle sur un ouvert. Mais
pour Re(v— p) strictement dominant pour 4% (g, a) on a:

<zvs 7T:¢§v(Xv)(tD> = <Ev’ ﬁév(X)(P>

et d’aprés le lemme 6(iit), le second membre est nul, ce qui achéve de prouver
(iii).

La partie (iv) du théoreme résulte des propictés des F, , et F,, (prop. 5
et lemme 11) et de la définitionde &,. []

Remarque. &,, pour ve(a),,, se prolonge a la complétion a croissance modérée
de (%5 ,,(Is)k) (qui s’identifie a (A ,,1,) d’aprés [C]), en une forme linéaire
continue, invariante sous 75 ,(H), d’aprés le théoréme 1. Ce prolongement sera
noté &,. Nous n’avons pas été capables de prouver la méromorphie faible de
£,, ce qui nous contraindra dans la suite a utiliser l'appendice C, qui est une
version a parameétres de appendice A de [BD].

3.5 Prolongement méromorphe des « intégrales d Eisenstein »

On se fixe ¢ e(I;5)k). On appellera, de maniére quelque peu incorrecte, intégrale
d’Fisenstein, la fonction G — € définie par:

g < () &, 0>=E, ,(g)

pour Re(v-p) strictement dominant pour 47 (g, a). On veut démontrer que
cette fonction s’¢tend méromorphiquement en veag. On peut définir de la méme
manicre E, ,(g) pour ve(ag),,. Ce que I'on sait, relativement a la méromorphie
c\le E, , en v, est que pour tout DeU(g), (Lp(E, ,))(e) est méromorphe car égal
a:

<5—v5 ﬁ:é,v(D)(P> = <gva ﬁé,v(D)(p>y

puisque 7; (D) est K-fini.

Par ailleurs, les E, , sont propres sous P'action du centre de I'algébre envelop-
pante pour des valeurs propres dépendant polyndmialement de v et de plus
K-finies, d’un type donné. Elles admettent une série de Taylor dépendant méro-
morphiquement d’un parameétre. Tout ceci conduit & espérer la méromorphie
des E, ,(g) en v. C’est ce que nous allons prouver maintenant. On notera:

X ={He(ap)g| —n{Ima(H)<m, VacA™}
X*={HeH|a(H)+0,Voecd,,}

ou 4,, est ’'ensemble des racines de ag dans (Enh) D (pa).
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Onnote Y= | ) kera.

acdan

Théoréme 3 Soit pe(l5)x,.
(1) Soit ve(ag)nor- La fonction sur G/H, notée E, ,, définie par:

Ev,(p(gH)= <ﬁé,v(g) é—v: (P>

(ou &, est définie dans la remarque suivant le théoréme 2) est analytique et K-finie
a gauche.
(ii) On considére la fonction &, , de G/H dans C*(K) définie par:

(€y,,)@H)(K)=E, ,(kgH).

Cette fonction est p-sphérique ou u est la restriction de la représentation réguliére
droite de K dans C*(K) au plus petit sous-espace fermé, E, stable par K, contenant
l'image de &, , (qui est de dimension finie, car E, , est K-finie puisque ¢ ['est).
On note &y°, la fonction sur ay définie par:

VZeay,8Y,(Z2)=8, ,((exp Z)H).

N

Cette fonction s'étend en une fonction holomorphe sur X qu’on note de la méme
Jagon. )

(ii)) Soit U un ouvert borné de af. Il existe un polynéme Fy; sur af (dont la
valeur en ve o ne dépend que de (V,, ..., ¥,,)) produit de fonctions affines et indépen-
dant de @e(I5), tel que U'application

(Un (@) x X = E
définie par
(V9 Z)Héd:,g(p(z) X PU(v)

se prolonge en une fonction continue sur U x X et holomorphe sur U x X.

(iv) Pour tout geG, l'application (ad)y, — € définie par v+—E, ,(g) est méro-
morphe sur af et a au pire les poles de la fonction méromorphe vi—Z,, avec
des multiplicitiés inférieures ou égales a celles de &,.

Démonstration. La partie (i) a déja été vue plus haut sauf I'analyticité qui résulte
de la K-finitude de ¢ et du fait que le centre de U(g) agit par des scalaires
sous f; ..

Les propriétés de &, , sont claires.

Pour établir les propriétés des points (ii) et (iii) de &3¢, on va utiliser 'appen-
dice C. On considére pour cela U un ouvert borné de AE. Son adhérence U
est contenue dans une bande 4, (cf. Théoréme 2) et on prend pour F; le polyndme
E. Alors pour tout D element de U(g) et tout k element de K la fonction

v By (0)<E,., #5(D) s o (k™) )

est holomorphe sur U et continue sur U.
On définit ®Ve 0y (g¢, E) (une série formelle a l'origine de g¢, a valeurs dans
E) par:

VDeS(g), VkeK, (@Y (D) (k)= R <E,, &, (B(DY) s, (K) 9>
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ot ' est l'antiautomorphisme principal de U(g) et B l'isomorphisme linéaire

canonique entre S(g) et U(g) (cf. [Di, ch. 2 § 4]).

Pour DeS(q) fixé, Papplication Usvi @, (D)(eE) est continue sur U et holo-
morphe sur U. On considere 'injection i: (ag)e — g¢ €t i* 'application correspon-
dante de @, (aq, E) das Oy ((ag)g, E).

L'application vi—i* @Y définit un élément @ de @, (ag, E® Hol U) auquel
on veut appliquer le théoréme C.1. de Pappendice C.

On note Z,(g) l'idéal d’augmentation du centre Z{(g) de U(g). On prend
ici V={(ag)¢, F=0a; X, X* et Y, E ont été définis plus haut.

On considére o« ={I,(D")|DeZ . (g) et S(D)+0} (Voir [BD lemme 1] pour
la définition de I, et [L.c. § 2.5] pour la deﬁmtlon de S).

Remarque. Noter que dans [BD, §2.7] la définition de «/ doit étre &/
={I,(D")|Del et S(D)+0} et non o = {I,(D")|Del}.

L’application 1 o x a¥ est définie comme suit. Si Ze Z (g), n,,(Z) est scalaire.
Alors si I,(D")e o (i.e. DeZ(g)+ et S(DH:O) on pose x (I, (D"), v) égal a ce scalaire.
On verlﬁe comme dans [BD (lemmes 2 a 7)] que les hypotheses du théoréme
C.1 sont vérifiées pour @. Les propriétés (ii) et (iii) de &3°, en résultent immédiate-
ment.

Mais comme K(exp ag)H =G la connaissance de &3¢, déterrmine celle de
E, , et (iv) résulte alors du point (iii) et du choix faitde B,. O

4 Applications aux intégrales d’entrelacement

On considére dans cette partie un groupe algébrique réductif, défini sur IR,
Zariski-connexe et 'on note G, le groupe de ses points réels. On prend G =G,
x G,, o, 'involution de G définie par o(x, y)=(y, x). Le groupe des points fixes
H de o est la diagonale dans G, x G,. Si 8, est une involution de Cartan de
G, on définit 8(x, y)=(0,(x), 6,(y)). C’est une involution de Cartan de G commu-
tant a ¢ dont le groupe des points fixes K est égal a K, xK,, ou K, est le
groupe des points fixes de 0,. Soit P, un sous-groupe parabolique de G,. Alors
P =P, x 0,(R,) est un sous-groupe parabolique ¢ f-stable de G.

Soit P1 M, A; N; la décomposition de Langlands de P,. On note A
={(a,a l)laeAl} et Ag.,=1{(a,a)lacA,}. La ¢ décomposition de Langlands
de Pest alors P=MAN ou N=N; x0,(N)) et M=(M; x M) A,

On suppose P, cuspidal. Soit (d,, V;,) une série discrete de M, et (0, V)
sa contragrédiente. Alors la représentation de M triviale sur A;,, et dont la
restriction a M, x M est égale a

6, ®5,, v @)
{ou le produit tensoriel est hilbertien) est une série discréte de M/M N H qu’on
notera (8, V;). On définit une forme linéaire n, sur 'espace (V) ~ k) des vecteurs
(M ~ K)-finis de V; (qui est isomorphe a (V5 )ar, ~x) @ (V5 ), ~x,) PAT:
n:(v ® v')=<v, Ul)v,sl, Vs,

Cette forme linéaire est invariante par M n H et annulée par mnb.
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D’aprés le théoréme 1, 5, se prolonge donc en une forme linéaire continue
sur V3* invariante par M n H, qu'on notera de la méme fagon.

On se donne veaf avec Re(v—pp) strictement dominant pour 47 (g, a)
(ensemble des racines de a dans n).

On définit v, eafe par: VX ea,, v (X)=1v(X, — X). Notons que v, détermine
v. Soit:

( 61 vy 161 v;) (resp (7‘[61({131 '95;(11131))

la représentation induite au sens C* de P, (resp 0,(P)) a G, de la représentation
de P,0,®e"" @1y, (resp. 6, (P]),(S Qe " ® 1y, )

De méme, on note (7} ,, I s.v) la série principale généralisée de G correspon-
dant & (P, d,v) (cf. §3). Notant par un indice inférieur les espaces de vecteurs
K-finis (resp. K,-finis), on a un isomorphisme naturel:

(Iﬁ v)(K) (Ié; v1)(K|)®(Ig1(111V)1)(K1)‘

On considére la realisation « compacte » de na v» dans I (cf. § 3.1), la représenta-
tion étant notée 7 ,. On fait de méme pour mht, et mh P

Si @el;, on note ¢,, Iélément de I}, dont la restriction & K, est égale
a o.

Si Y el,, on note Yy°PP I'élément de 1571 dont la restriction a K est égale
a Y. Avec v comme ci-dessus, on dipose de &,&(I;) qui est invariante par I'action
de H sous la représentation contragrédiente de 77 , (cf. lemme 7).

Soit @ e(l,)k,,- On définit (B(v)(¢@)), élément K ,-fini du dual de I;,, par:

Vyely, (B ) Y=L (e@Y)

La K ,-finitude de (B(v,)(¢)) provient de la H-invariance de &,. Cette K,-finitude
assure que (B(v,)(¢)) est continue sur I ;. On a donc (B(v,)(@))e(I5)x,)-

Mais (I, )k, est naturellement isomorphe a (I5,)x,) grace a la forme bilinéaire
sur I, x 15 défine par:

)= | Loy kv, v, dk

Ki/MinK;

(qui met en dualité 75} _,, et 731 7)).

D’ot une application B(v,): s )y = U5 )ik

La méromorphie faible de &, sur (I5)x) en v implique aisément que B(v))
se prolonge méromorphiquement en v,.

D’autre part, on dispose des intégrales d’entrelacement

A(P1,01(Py),01,vy)

: 01(P1)
L, ———I

convergentes pour les valeurs de v, tel que Re v, soit suffisamment dominant
relativement aux racines de a, dans 1, (cf. [KnSt, théoréme 6.6]).

Par transport de structure on en déduit un opérateur AP, 0,(R),5,,v1),
noté A(v,) en abrégg, de I,, vers I, entrelagant 75! _, et #3120 .

L’ensemble des v, ea¥¢ tels que B(v,) et A(v,) soient simultanément définis
contient un ouvert non vide, Q. On va montrer que B(v,) est égal 4 la restriction

de A(vy) a (I,)x,), pour v;€Q.
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Soit ge(l; )k, et yel;)k,. On va calculer <§(V1)(p"l’>161~161 et
LAWy) e, ¥>1,,.1,, D'abord par définition de B(v,):

BEr)o>=E,(9®@¥).

On utilise maintenant la définition de &, (cf. lemme 7):

Bodey>= [ &k k), (9@ Wk, ko)) dky dks.

Ky xK;

On utilise maintenant 'invariance a gauche de &, sous la diagonale de K, x K.
D’ou:
Bu)e,yd= [ &ky ki, 1 (@ @Yk, k) dky dky.

K1 xK,
On fait le changement de variable k=k; ' k, :

Bude.yd= [ &K1 (@YK ko)) dkdk,.

K1 %Ky

Mais ¢&,(k, 1)=0 si (k, )¢ HMAN. Or, ici, HMAN =d(G)(P, x 6,(P)) ou d(G,)
est la diagonale de G, xG,. Donc (k,1)e HMAN si et seulement si (k, 1)
=(g,8)(po,P1) ou geG,, poeP, p,;€b,(P). Alors g=p;'ef(P) et
k=vm(k)a(k)n, ou veN,;, m(k)}eM,, a(k)e A, et neN, (on voit facilement que,
réciproquement si ke Ny M, A, N;, (k, 1)e HMAN).
Donc
&k, D)=a(k) ~*1(d, (m(k)~ ") @id) 1,

et

(Bvo,¥>= § ay (k)11 <8, (m(k) ™" ok, k), Y (ko)> dk dk,.

(KinNyM1 ANy <Ky
Par suite la formule (3.5) p. 21 de [KnSt] permet de conclure:
V(pE(I(;l)(Kl), Vipe(ls)k, <§(V1)(P> Y= <IZ(V1)¢, ¥

D’ou l'égalité de A(v,) et B(v,) sur (I5 ),)-

Conclusion

Le prolongement méromorphe de I'intégrale d’entrelacement, au moins sur les
vecteurs K ,-finis, résulte alors de la méromorphie de B(v,) en v eaf (due elle-
méme a la méromorphie faible de ¢, : voir ci-dessus et théoréme 2).
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Appendice A
A.l

Les résultats ci-dessous, classiques et bien connus ont été rassemblés ici pour
la commodité du lecteur.

Théoréme A.1 Soient X une variété algébrique affine sur un corps k et E un
fibré vectoriel algébrique sur X. Soient (sq, ..., 8,,) des sections globales de E
sur X. Si pour tout xeX (point fermé i.e. un point au sens classique) les s;

engendrent la fibre E, alors toute section globale de E est de la forme Z fis;
avec f; fonction réguliére sur X. j=1

Démonstration. Soit & le faisceau des germes de sections de E. Soit (9’,’;—?»@?

I'homomorphisme tel que ¢(f)= ) f;s; ot O est le faisceau structural de X.
i=1

L’hypothese faite, jointe au lemme de Nakayama, implique que ¢ induit une

surjection sur les fibres (au sens faisceautique) en tout xeX. Donc ¢ est un

homomorphisme surjectif. D’aprés le théoréme fondamental de {Se2] ¢ induit

une surjection sur les sections globales. Donc si uel'(X, E)=I(X,&) on a

u=¢@(f)ie u= ijsjpourun[eF(X OH=0(X)x ... x0(X). O

i=1

Corollaire A.1 Si v,, ..., v, sont des champs de vecteurs algébriques sur X tels
m georiq
que pour tout xeX, les v; , engendrent U'espace tangent Ty ., alors tout champ

m
de vecteurs & sur X est de la forme =3 f;v; avec f; fonction réguliére sur
X. i=1

Pour Yg une variété algébrique complexe lisse, on note &y, le faisceau des germes
d’opérateurs différentiels a coefficients algébriques, et D(Yg) =1(Yg, @y,) 'algebre
de ses sections globales. Rappelons que pour Y une variété algébrique complexe
affine et lisse, le foncteur «sections globales» 4+ I'(Yg, .#) donne une équiva-
lence de catégories entre la catégoric des Py .-modules cohérents et celle des
D(Yg)-modules de type fini, et entre la catégorie des &y -modules holonomes
et celle des D(¥g)-modules holonomes. Le foncteur quasi-inverse est la «localisa-
tion» M— 2y, ® pyyM. Ceci est une conséquence facile de [Se2].

Lemme A.1 Soient X et Yg des variétés algébriques affines lisses sur €. Supposons
X¢ et Yg définies sur R et soit p: X¢— Yg un morphisme algébrique lisse, lui
aussi défini sur R. Soit U (resp. V) un ouvert des points réels de X¢ (resp. Yg).
Supposons p(U)< V. Soit f une fonction C* sur V qui engendre un D(Yg)-module
holonome. Alors fop engendre un sous D(X¢)-module holonome de C*(U).

Démonstration. Soit I lidéal a gauche de D(Yy qui annule f Alors le
D(Yg)-module D(Yg)/I est holonome d’aprés I'hypothése sur f. On définit un
faisceau .# d’idéaux a gauche du faisceau @, des germes d’opérateurs différen-
tiels sur X de la fagon suivante. On procéde «localement pour la topologie
étale sur Yp». Plus précisément, on décrira I'image inverse de # a p~'(W),
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pour W— Y; un morphisme étale tel que I'on ait un morphisme étale g:
p~ ' (W)—> Wx A* compatible aux projections sur W (on A* désigne P'espace
affine de dimension k). Cette image inverse de .# a p~ (W) est I'idéal a gauche
de 2,1, engendré par I vu comme idéal de D(W)cD(Wx AY<=D(p™ " (W))

5, ) .
et par les champs de vecteurs, T Ax sur AF vus comme sections de
Xy Xy

@AkC@wXAkcgjp—l<W)<

On vérifie facilement les conditions de recollement nécessaire pour produire
un faisceau d’idéaux & gauche .# dans @y, . Il est clair que Zy,/.# est holonome,
car son inverse par le morphisme étale est I'image inverse du %y,  ar-module
holonome (D /IDw) ® Upw. Soit J=I'(X¢, #). Comme X est affine D(X¢)/J
est encore holonome. Montrons que J annule fop. La question est locale pour
la topologie étale. Dans le modéle local Wx A*—~ W de p cela se réduit au

. . d S
fait que fop est annulé par f et par les A ce qui est évident. []

A.2 Egquation de Bernstein-Sato pour u- P*

Soit Y une variété algébrique complexe lisse, et soit P une fonction polyndmiale
non constante sur Yg. Kashiwara [K 1] introduit le faisceau cohérent d’algébres
Dy [s]1=2y.®C[s]. Ce faisceau d’algebres opére sur le faisceau
Y. Oy [s]-P°7/, dont les sections sur un ouvert U sont des sommes finies
jz0

Y fixs¥P*7I, ouf; , est une fonction réguliére sur U, par les régles naturelles:
jz0.k20
une fonction réguliére opére par multiplication sur chaque terme de la somme,
s opere via s-s*=s*"1, et un champ de vecteurs ¢ a coefficients fonctions régu-
liéres opére par:

E(fix S P )= (Ef; ) PP+ S s—)) s*(&-P) PP L,

Kashiwara [K1] définit alors 4, comme le sous-Zy [s]-module de
Y. 0y [s]-P°~/ engendré par P°.
jz0

C’est en fait un @y -module cohérent. Kashiwara prouve dans [K1] que
le 9y ,-module A} est sous-holonome, c’est-d-dire que sa variété caractéristique
est de dimension <n+ 1.

De maniére plus générale, soit .# un Dy -module holonome. Alors
M gy Np est un Dy [s]-module pour laction «diagonale» des champs de
vecteurs. Si u est une section globale de .#, on peut considérer le
sous-Py, [s]-module o/ de 4 @y, Np engendré par u- P°.

Théoréme A.2 [K 2, théoréme 2.5] Le Dy -module s/ est sous-holonome. Pour
tout o, le Dy, -module o ,= A ® ¢ C[s]/(s—0a) est holonome (et méme holon-
ome RS si M Vest). On note u- P* l'image de u- P* dans </ ,,.

Une remarque s'impose du fait que &/ (qui est dénoté .4 dans [K 2]) est défini
de maniére un peu différente dans [K2, § 2]. La multiplication par le symbole
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formel P° identifie le Oy ,-module <7 au localisé par rapport a P de C[s] ® .#.
Pour Q(s) un élément de Py [s], on a: Q(s)- (u- P*)=0 si et seulement si ’élément
P75Q(s)-(u- P*) de C[s]® .# [P~ '] est annulé par une puissance de P, c’est-a-
dire nul.

Observons aussi que I'énoncé «.o/ est cohérent comme Zy.-module» est
plus fort que I'’énoncé «.«# est cohérent comme Zy, [s]-module».

On a &/ =9, [s]/¥, ou # est un faisceau cohérent idéaux a gauche de
Dy.[5]. Sur tout ouvert affine U de Y, on peut trouver un nombre fini
Q45 -.-, Q) de générateurs de # comme Z,-module; cela signifie que ’homo-

m
morphisme de faisceaux 27 — £, envoyant (R, ..., R,) sur Y R; Q;, est surjectif.
1

En effet, .# est quasi-cohérent comme (y,-module, donc sa restriction a U est
engendrée par ses sections globales. Pour tout point x de U, on peut trouver
un voisinage V de x et un nombre fini d’¢léments de I'(U, .#) qui engendrent
le 2y-module 4. Utilisant la quasi-compacité de U pour la topologie de Zar-
iski, on obtient un nombre fini de sections globales de .4, qui I'engendrent
comme P -module. Alors pour tout ae@, (Q,(2), ..., Q,,(x)) engendrent un
faisceau d’idéaux .4, de &y qui annule u-P* et tel que le Z2y-module P/,
est holonome.

Supposons de plus Yg affine, et soit D le diviseur d’équation P=0, de complé-
mentaire Xg. Soit j: X< Yg Pinclusion. Pour .#’ un @y -module holonome
(resp. holonome RS), le &y -module .#:=j, .#' est holonome (resp. holonome
RS) [K2, KK]. Soit u une section globale de .#’, qui donne donc aussi une
section globale de .#.

Lemme A.2 Supposons que le &y -module #' est holonome (resp. holonome RS).
Soit I l'idéal de D(X¢) qui annule u. Alors J=1nD(Yy) est un idéal a gauche
de D(Yg) tel que D(Yg)/J est holonome (resp. holonome RS).

Preuve. Par construction, D(Yg)/J est un sous D(Yg)-module de I'(Yg,j, (-#)),
qui est holonome (resp. holonome RS). []

Nous nous intéressons a la situation suivante. Nous avons une variété algébrique
réelle Yg, telle que Yg soit la complexifiée de Yi. La fonction polyndémiale P
est supposée étre a valeurs réelles =0 sur Y. Soit Q une réunion de composantes
connexes de Xy, telle que la fonction polyndmiale P soit a valeurs réelles >0
sur . Soit u une fonction lisse sur Q2 satisfaisant la condition:

Condition A.1 Il existe des champs de vecteurs réguliers sur Y¢, &1, ..., &, qui
engendrent en tout point 'espace tangent, tels que pour tout multi-indice (i, ..., i,),
il existe un entier k tel que, pour tout pe Yy, il existe un voisinage V de p dans
Yg et une constante C>0 tels que

(& &9 u(x)|SC-P(x)"%,  pour tout x dans Vo Xg.

Remarque. Cette condition a la conséquence suivante. Pour tout entier m>0,
il existe un entier k>0 tel que la fonction u- P¥, prolongée par zéro aux autres
composantes connexes de X, est une fonction de classe C™ sur ¥y tout entier.

Proposition A.1 Supposons que le sous-D(X ¢)-module M de C*(2) engendré par
u soit holonome, et que u satisfait la condition A.1. Pour k entier assez grand,
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le sous-D(Yg)-module de l'espace Sy(Yr), des courants de degré zéro sur Yg,
engendré par u- P* est holonome.

Preuve. Nous allons montrer que P'idéal J:=I'(Yg, %), qui annule le symbole
formel u- P¥, annule aussi le courant u- P¥*. Cela entrainera le résultat, puisque
le D(Yg)-module D(Yg)/J, est holonome. Il suffit de montrer que les générateurs
(Q,(k), ..., Q,.(k)) de J, annulent la distribution u-P¥, si k est assez grand. C’est
bien siir le cas sur Q, car u y est une fonction lisse; sur les autres composantes
connexes de Xg, u- P* est identiquement nulle, donc c’est trivialement vrai. Mais,
si m est plus grand que le supremum des ordres des opérateurs différentiels
Q, dépendant polyndmialement de s, et si k est choisi de sorte que P*-u soit
de classe C™ sur Yg, il est clair que Q;(k)(u-P*) est une fonction continue sur
Yr. Comme elle s’annule sur l'ouvert dense Xy, elle est donc identiquement
nulle. []

Nous allons établir I'existence d’une équation fonctionnelle a la Bernstein a
plusieurs variables. Le résultat en question est probablement bien connu des
spécialistes. Observons qu’un résultat plus général et beaucoup plus précis que
(1) et (2) ci-dessous a été obtenu par Sabbah [Sa]. On se place dans la situation
suivante. On suppose que P=P, P,... P,, ou chaque polynéme P, est a valeurs
positives sur Q. Alors P’ PS2... P’»-u est une fonction de classe C™ sur Yy tout
entier, pour Re(s;) >k (avec k assez grand). On note s =(s, ..., s, ) et P*=PF .. B,

Théoréeme A.3 Conservons pour la fonction u sur Q les notations et hypothéses
de la Proposition A.1. On a alors:

(1) La fonction analytique (s, $,, ...S,)—~> B ... B*-u, définie sur 'ouvert Re(s,)
>0, ..., Re(s,)>0 de ©" et a valeurs dans Sy(Yg), se prolonge en une fonction
faiblement méromorphe sur C" tout entier.

(2) Soient a,,a,, ..., a, des entiers positifs. Soit a=(a,d,, ...a,). Il existe un
opérateur différentiel P(x, D, s) sur Yg, a coefficients algébriques dépendant poly-
némialement de s=(sy, ..., S,), et une fonction polynémiale b(s) non identiquement
nulle sur C", tels que:

P(x,D,,s) (P*-u)=b(s)- P %-u

pour tout seC" en dehors des variétés polaires des deux membres de !'égalité.

(3) Il existe des hyperplans affines Hy, ..., H; tels que la variété des poles de
Ps-u soit la réunion des translatés H,—m-g de ces hyperplans par des multiples
entiers positifs de a. L'espace vectoriel sous-jacent a H; est le complexifié d’un
sous-espace vectoriel de Q. L'ordre du pdle de P*-u le long de toute composante
est au plus égal au degré du polyndome b(s).

(4) Pour toute bande #,={se@": |Re(s)|l <r}, il existe une fonction polynémiale
Q, sur C”" telle que le produit Q,(s)- P*-u soit holomorphe sur A,.

Preuve. Quitte & remplacer u par P*-u, on peut supposer que u lui-méme
engendre un sous D(Yg)-module holonome de S,(Yg). On démontrera (2) pour
toute section u d’'un D(Yg)-module holonome .#. Le cas n=1 résulte immédiate-
ment du théoréme de Kashiwara sur lexistence de la b-fonction. La version
algébrique de ce théoréme est vraie sur tout corps de caractéristique 0, comme
on le voit en utilisant le principe de Lefschetz. Pour établir I’équation fonction-
nelle de (2) en général, on prouve le lemme suivant.
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Lemme A.3 Soit Y une variété algébrique affine lisse sur un corps k de caractér-
istique zéro. Soient Q, P, ..., B des fonctions réguliéres non-constantes sur Y.
Soit u un élément d’un D(Y)-module holonome M. Alors il existe un opérateur
différentiel P(y,D,,s,t) sur Y, a coefficients algébriques, dépendant polyndmiale-
ment de sek et de (t,, ..., t,), et une fonction polyndmiale b(s, t) non identquement
nulle sur k"* 1, tels que l'on ait:

P(y,D,.t,8)(Q°P"...B-u)=b(s,)) O° "' P"" ... F-u.

Preuve du Lemme A.3 Etendons le corps de base a K=k(t, ..., t,). On sait
alors que P/'...PB*-u engendre un D(Yx)-module holonome. Cela se voit par
récurrence sur #, le cas /=1 résultant du théoréme 1 plus haut et Iétape de
récurrence se démontrant de la méme fagon. En appliquant le théoréme de
Kashiwara dans le cas d’un seul polyndme, on obtient une équation fonctionnelle
du type voulu, mais avec b un polynéme en s a coefficients dans K, et P un
opérateur différentiel sur Y a coefficients dans K[s]. 11 suffit alors de chasser
les dénominateurs en multipliant par une fonction polynémiale de (¢4, ..., t,)
convenable. [

Pour déduire (2) du lemme A.3, on utilise les polyndmes:

Q=P P .B*, PP, ..., B_,.

Ceci achéve la preuve de (2). (1) s’en déduit par la méthode habituelle. On
voit aisément en utilisant I'équation fonctionnelle (2) que si V;, V,, ..., V, sont
les composantes de 'hypersurface d’équation b=0, les pdles de P*-u sont conten-
us dans la réunion des translatés V,—m-g. D’autre part, il est immédiat que
si V,—m-a est une composante de la variété polaire de P*-u, il en est de méme
de V,—p-a pour p<m. En effet, si P*-u était holomorphe au voisinage d’un
point général de V,— p-a, il en serait de méme de P™~ 7. P*-u; mais cela signifier-
ait que P*-u n’a pas de pdle le long de H;—m-ga, contrairement a 'hypothése
faite.

Il en résulte que la variété polaire de P-u est la réunion des translatés
par des multiples entiers non négatifs de a d’une famille (H,), <; ., d’hypersur-
faces de €. 1l faut maintenant démontrer que chaque H; est un hyperplan.

Pour ce faire, on observe que les conclusions précédentes restent valables
pour tout vecteur b=(b,, ..., b,) & coefficients entiers positifs. Donc la variété
polaire en question contient la réunion des translatés H;—m-b pour m=0. Il
existe alors une application ¢ de lensemble {1,2, ...,7} dans lui-méme (pas
forcément une permutation) telle que H;— b= H ,—m(i)a pour un certain entier
m(i)=0 qui dépend de i Soit ie{1,2,...,/} et soient r<s deux entiers tels
que o"(i)=0%(i). On a alors H;—rb=H,—ua et H;—sb=H,—vg pour p=d"(i)
et u et v deux entiers convenables.

1l en découle qu'il existe un vecteur ¢ de la forme c=wa-a+f-b, avec ¢,
BeZ et B=+0, tel que H;—c¢=H;. Comme b était choisi arbitrairement, on en
tire aussitdt qu’il existe un sous-groupe discret I' de R” de rang n—1 tel que
H, soit stable par toute translation par un vecteur de I'. Cela implique que
H; est stable par toute translation par un vecteur appartenant a adhérence
de Zariski de I' dans €", qui est un espace vectoriel de dimension n—1. Donc
H, est un hyperplan affine dont I'espace vectoriel sous-jacent est défini sur Q.
Pour estimer l'ordre du pdle de P*-u le long d’une composante H,—m-a de
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la variété polaire, on note d’abord que P*-u est holomorphe le long de H;+a.
Soit alors u(m) 'ordre du pole le long de H;—m-a. On a u(— 1)=0 par définition.
L’équation fonctionnelle de Bernstein (partie(2) du théoréme) montre que la
différence u(m)—p(m—1) est majorée par la multiplicité k(m) d’'une équation

de H;—(m—1)-a dans le polyndme b(s). Onen tire: u(m)< > k(j) et cette somme
j=1
est au plus égale au degré de b(s), ce qui acheéve de prouver (3).

Pour (4). Soit E; I'espace vectoriel sous-jacent a H;. On choisit f; forme linéaire
definissant E; telle que f; soit réelle sur R”. C’est possible car E; est le complexifié
d’un sous-espace vectoriel de @". Alors la fonction Re f; est bornée sur la bande
4,. Donc cette bande ne recontre qu'un nombre fini de translatés, H,—ma.
Alors (4) résulte de (3).

Appendice B
B.1

Soit X une variété C* de dimension n, Y une sous-variété fermée. On suppose
avoir choisi une mesure de Lebesgue sur X et sur Y de sorte que les fonctions
localement intégrables s’identifient a des distributions.

Soit I' un ensemble conique fermé dans T* X —{(x, 0)|xe X}. On note pour
u ¢lément de 2'(X), espace vectoriel des distributions sur X, WF(u), le front
d’ordre de u (cf. [HO, vol. T §8.27). On suppose que le fibré conormal a Y,
Ty X ne recontre pas I'. Soit:

Tr(X)={ue 2 (X)|WF(u)=TI).

On munit 25(X) des semi-normes suivantes:

(@) p,(w)=I<u, 93| pour pe C”(X).

(f) si ¥;: U;» V,c X, iel est un ensemble de cartes locales de X fixé (U; ouvert

de R", tel que | J V;=X, on définit pour iel, NeN*, ¢eCZ(U) et C cOne
iel

fermé dans IR" tel que {d¥; ')(Supp @ x C)nT'=0:

Pino.cW)=sup | IMi(Du) ™ (&)l

teC

ou || || est la norme | ||, sur R” et u; est la distribution sur U; déduite de
u par restriction a V; puis transportée sur U; grace a ¥, et ~ est la transformeée
de Fourier des distributions a support compact dans R" (pour peCZ (R"), ¢ (&)
= j e HED p(x) d x).

On sait que ces semi-normes sont finies sur les éléments de Z'(X) (cf. [HO,
lemme 8.2.1]). On munit 2(X) de la topologie définie par ces semi-normes.
Alors 'opération de restriction des distributions de X a Y est bien définie pour
les éléments de Z(X) et continue de (X)) dans £'(Y) muni de la topologie
faible (cf. [HO, théoréme 8.2.4]).
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Lemme B.1 Avec les notations ci-dessus, soit D un opérateur différentiel sur X
a coefficients C*. Alors on a:

(1) DD (X)=Dr(X) et D induit un opérateur linéaire continu sur D (X) muni
de la topologie définie plus haut.

(i) Uapplication Dp(X)— 2’ (Y) qui a ue Z2(Y) associe la restriction @ Y de Du
est continue de 27 (X) dans Z'(Y).

Démonstration. D’apres ce qui précede, le seul probléme est de prouver (i).
Comme pour toute seminorme p définissant la topologie de Zr(X), p(u) ne
dépend que de la restriction de u & un compact, on se raméne facilement au
cas ou D est somme de produits d’opérateurs différentiels d’ordre 1 ou 0. 1l
suffit alors de traiter le cas ou 'ordre de D est inférieur ou égal a 1.

Il s’agit de majorer p,(Du) €t p; y o c(Du).

Drabord: p,(Du)=p,, (u).

Drautre part, pour étudier p; y o.c{Du), on peut supposer U;=V,=X.

. S J ) .
Ecrivons D=f,+ ) fjé—; ou f;eC*(U) j=0, ..., n (dans les coordonnées
i=1 j
canoniques de IR"). Alors:

n

Pin.o.cDWE Y, sup [E1"

j=1 &eC

(‘I’j *aa u) A(é)‘ +sup [IEIMI(Pou) ~ (&)
Xj &eC
ou @;=aof,eC”(U) pour tout j.

. 0 0 0
Mais (pjaj’u—a-(qu)*(é;‘ (pj> u.

|<<1>,- (% ) A(é)léléjl (@) A(é)l+i((@axj 2)1) A(é)l.

J

D’ou

Mais || <||¢]. D’ou 'on déduit:

n
Pin,o,c DU Zpin go.c)+ Y I’i,N+141),-,(.“(“)'*‘!7,.Niq,j C(”)-
Pt N

D’ou la continuité voulue. [

B.2 Un sous-espace de Zr(X)

On définit un sous-espace Z r(X) de Z7(X) comme le sous-espace de P (X)
formé des éléments u de 27(X) pour lequel les semi-normes suivantes sont
finies:

(o) pour peCF(X), la seminorme p,(u)={<u, @>.

(B) pour tout ouvert V de X, tout difffomorphisme ¥: U—V ou U est un
ouvert de R" tout cbéne fermé de R"—{0}, C, tout $eC(UxS) ou
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S={feCi||&l| =1} telle que ® admette des dérivées partielles a tout ordre dans
la premiere variable (xe U} et continues sur U x S et vérifiant

‘(d¥)”(pri(supp P) x )N T'=0
(ou pry: U x 8§ — U est la premiére projection), on définit pour NeIN:

Pr.w.c.o(t)=sup [E[V|(Pu) ~ ()]

el
ou _
(Pu) (&)= [ e (D(x, EIIEN) up(x) dx

Rn

OU uy est la distribution sur U déduite de u par transport par ¥.

A priori on a 2 ((X)< Z(X) et la topologie définie par les semi-normes
ci-dessus est plus forte que la topologie induite par celle de 21-(X). En particulier
lapplication de restriction sera continue de 2 (X) vers 2'(Y) (muni de la
topologie faible) ou Yest comme en B.1.

Proposition B.1 Supposons donnés des opérateurs différentiels P, ..., B sur X a
coefficients C* et soit I' @ T* X l'ensemble défini par

I'={(x,5)eT*X|E+0etg,, (P)(x &=0, ..., 0, (P)(x, =0}

ou my est l'ordre de P, supposé >0 et a,, (P) son symbole principal.

Soit ¥7 un espace métrique et soit u: v — C(X) une application continue
de ¥ vers C(X) muni de la convergence uniforme sur les compacts de X. On
suppose que pour tout i=1, ..., r, il existe un polynéme dépendant de ve ¥ :

Riv,Zy=2ZPi+d, _ (1) Z" '+ ... +ab(v),

ou les a dépendent continiment de v et p;=1, tels que pour tout veY,
R;(v, P)(u(v)) =0 au sens des distributions sur X. Alors u est a valeurs dans 2, r(X)
et est continue de ¥~ dans @'y ((X) muni de la topologie ci-dessus.

Démonstration. Il s'agit de démontrer d’abord que chacune des semi-normes
définissant 2 (X) est finie sur les u(v), puis que, si voe ¥ est fixé, lim p(u(v)
—u(ve)) =0 si p est l'une de ces semi-normes. e

Il n’y a pas de probléme pour les p,,.

Pour py g c.o=pona:

pu@)<+oo et p(u(v)—ulvy)=sup (Pu()) " (&)—(Pu(vo)) " ()

EeC
<sup [@(x, &/lIEN)] x vol(¥ ™1 (K))
KxC
-sup [u(0)(¥ (x)) —u(vo) (¥ (X))l
xeK

ou K est un compact de R" tel que: Supp <K x S.
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La continuité de u implique alors:

U“_f? Po.w.c,o(t(v)—u(vy))=0.

On peut supposer pour la suite de la démonstration que ¥ est fixé et on peut
faire comme si X = V=U ce qui permet d’alléger les notations. On abandonnera
donc I'indice ¥ dans les notations.

On suppose C et @ fixés comme en f) ci-dessus. On note K=pr,(Supp @)
qui est compact. Comme (K xS)nTI'=@ on a:

VxeK,V&eS, die{l, ..., r},AVx)c U, IW(£) =S, Je>0,
V. meVx)x WS, low (R)(y, nl>e

ou V(x) est un voisinage de x dans U et W (&) un voisinage de ¢ dans C.
Un argument de partition de I'unité permet de majorer py ¢ 4 par une somme
finie de semi-normes du méme type, py c, o, avec pour tout k:

Jie{l, ..., r},3e>0,Y&cC,,Vxepr, (Supp D),
IEll=1=0,, (B)(x,{)2e.

On peut par ce biais se ramener au cas d’un opérateur différentiel P (=P, pour
un i) d'un cbne C et d’'une fonction @ telle que, notant K=pr, (Supp @) et
S={&eC||¢&| =1}, on ait:

0. (P)(x, DI #0,V(x, e V(K) x S

ou m est ordre de P et V(K) un voisinage ouvert de K. On va montrer que
Pn.c.o(u(v)) est fini par récurrence sur N. On I'a déja vu pour N=0. On écrit
R(v,2)=2Z"+a,_,(v)Z° '+ ... +ao(v) avec p>0 (ou R=R). Légalité
R(v, P)u(v)=0 implique:

VEeC, | e @ (x, &/ EINR (v, P)u())(x) dx=0
Rn

ou
P'(x,8)=0 si (x,H)e(U—-—K)xS
et
P'(x,8)=P(x, O)(0,(P)(x, &))" si (x,8)eK xS,

Notons que @ est continue sur U x S et admet des dérivées partielles a tout
ordre dans la premiére variable x, continues pour les deux variables (x, &) sur
U x 8, ceci d’aprés les propriétés de @ et P.

L’intégrale écrite plus haut est a comprendre au sens des distributions. Par
définition on a alors (en utilisant la définition de R):

0= [ e "=, (P)(x, O &' (x, &/ ) () (x) dx
Rn

mp~—1

+ i a®) Y § eTHETQ (%, &) Py (%, LI )(x) dx
k=0

q=0 Rn
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ou l'on a posé a,(v)=1 et @y ,(x,&) est C* sur U xIR" homogene de degre
g en ¢ Enfin @, , est définie sur U xS et vérifie les mémes conditions que
@, avec en outre Supp &, ,<Supp &. D’ou I'inégalité:
r ﬁp—l
IENPHPu@) ~OIE 3 la@l Y €MD u(o) (O
k=0

q=0

ou @ ,(x, E) =0 4(x, &) Dy ,(x, {) (pour (x, {)e U x §) vérifie des propriétés iden-
tiques a celle de &.
Comme on a déja tenu compte des semi-normes pg ¢ ON peut remplacer

dans la définitionde py ¢, N=1,lesuppar  sup ,sanschanger la topologie,
geC geC, el z

ce que ’on fera désormais. On voit alors facilement que:

mp—1

p
YN21, pycolu@)=s Z () Z Psup(N+q—mp, O)C(Dkq(u v)).

= g=0

La finitude de py c.o(u(v)) résulte alors de 'hypothése de récurrence appliquée
aux

Psup(V +4-mp,0), ¢, 7. (4(D))-

De la méme fagon, on obtient:

p—1 mp—1
Pr,c.oM(v)—u@) = Z (lax () — a(vo) z psup(N+q—mp.O),C.CDL.q(u(UO))
k=0 q=0
r— mp—1
+ Z |ay ()] 2 Psup(N +q-mp,0),C, 0. (4 () —u (Vo))
k=0 g=0

et on en déduit de méme par récurrence que:

,,liff,] Pw,c.o(u(v) —u(ve)) =0.

La proposition est démontrée. []

Proposition B.2 On reprend les hypothéses de la proposition B.1. On suppose
en outre que ¥~ est une variété analytique et les R; sont de la forme R,(v, Z)=Z2
— A;(v) avec A; holomorphe sur ¥". On suppose u holomorphe de V" vers C(X),
muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors u est holomorphe de ¥
vers 9y r(X) et a fortiori vers Dp(X).

Démonstration. On se raméne 4 ¥ ouvert de €* Pour éeC* la fonction T:
v xR - C(X) définie au voisinage de ¥ x {0} par:

u(v+t&)—u(v)
t
T, 0)=¢-u(v)

T, t)= pour t=+0

est continue dans ce voisinage de 0.
On prend Q;(v, t, Z)=(Z — 4()Z — A (v +1&)).
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Alors (Q;(v, t, B))(T(v,1))=0. D’apres la proposition B.1 cela implique que
Tset continue a valeurs dans 2 r(X) et que vi—u(v) admet une dérivée partielle
continue dans la direction de &. En considérant T comme fonctions des variables
(v, t, &) on montre que u(v) est différentiable et de classe C!. Par ailleurs, d’aprés
I’holomorphie de u de ¥~ dans C(X), on voit que les dérivées particlles de
u regardée comme application de ¥ dans 2 (X) satisfont Cauchy Riemann,
d’ou 'holomorphie voulue de u. [

Appendice C
C.1

Soit X un voisinage ouvert connexe de l'origine dans V=C" et Y une réunion
d’hyperplans, H,, s=1, ..., p, passant par l'origine. On note X*=X—Y.

Soit F un espace vectoriel de dimension finie et f une fonction holomorphe
sur X*, a valeurs dans F, méromorphe sur X.

On définit alors degf comme le plus petit entier keZ tel que pour tout
HeV—Yet teC avec |t| assez petit, t — t*f (t H) se prolonge holomorphiquement
au voisinage de 0 dans €. Si f est nulle on pose degf= —oo. Notant 7, s
=1, ..., p, une forme linéaire définissant 'hyperplan H,, on peut écrire:

f= g
[ @

ou v, est 'ordre du pdle de fle long de H, et g est holomorpne au voisinage
de Torigine. Notant r le degré du terme homogéne de plus bas degré non nul
dans le développement de Taylor de g a l'origine, on a clairement degf=v,
+ ..tV

On renvoie a [BD, lemme A.1] pour des propriétés élémentaires de degf.

Théoréme C.1 On conserve les notations précédentes. Soit </ une famille d opéra-

teurs différentiels holomorphes sur X*=X—Y, d’ordre strictement positif et a

valeurs dans End E, ou E est un espace vectoriel de dimension finie. On suppose

que of vérifie les propriétés suivantes:

(a) Si Dest est d'ordre M les termes de D d’ordre M sont constants et donc

le symbole principal de D s’identifie a un élémen* o(D) de SM(V)® End E.

(b) Lidéal & gauche de S(V)® End E, que ['on notera J, engendré par les o(D),

De s/ est un idéal a gauche gradué de codimension finie.

(c) SiDesf estd’ordre M, il peut s’écrire comme combinaison linéaire d ‘opérateurs
6"1

de la forme F,,,a? tels que les F,, soient holomorphes sur X*, méromorphes sur

X et vérifient deg F,, £ M —|m|. Cette hypothése est en particulier vérifiée si la

somme s,, des ordres le long des variétés polaires H de F,, est inférieur ou égal

a M —|m| pour tout m.

P M’

Soit M’ le plus petit entier tel que (H /s) D soit un opérateur différentiel
s=1

a coefficients holomorphes zur X que 'on notera D°. One se donne en outre un
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espace vectoriel complexe F de dimension finie et une application y: of x F - C,
telle que pour tout De.o/ 'application F —» QC définie par ve F— y(v, D)eC soit
polyndémiale sur F.

On notera D,=D —y(v, D) qui est un opérateur différentiel de méme ordre
que D, puisque tout D dans of est d’ordre strictement positif. En particulier D
et D, ont méme symbole principal.

p M’ 14 M
On notera D,=( | ] /s> D,,ou D°=( 11 /5) D; D, est un opérateur différen-
=1 s=1
tiel a coefficients holomorphes sur X.

On se donne U un ouvert connexe relativement compact de F d’adhérence

U. On note Hol(U) 'espace des fonctions continues sur U et holomorphes sur
U muni de la topologie de la convergence uniforme sur U. On se donne
pe0y(V, E® Hol(U)) et on note pour ve U, ¢, ’élément de O,(V, E) obtenue grace
a l'évaluation en v des éléments de Hol U. On procéde de méme pour les éléments
de O, (V, E®Q Hol(U)). Alors:
(i) si pour tout veU, ¢, est annulée par les opérateurs D, De.sf, on a
0e0y(V, E®Hol U), c’est a dire qu’il existe >0, et une fonction @ définie sur
la boule ouverte de centre 0 et de rayon £>0 dans V, B(0,¢), a valeurs dans
E ® Hol U et holomorphe telle que:

VDeS(V),¥veU (D®,)0)=0,(D).

(i) De plus, il existe £ >0, &' <& tel que ® regardée comme fonction sur B(0, &) x U
soit dans Hol(B(0, &) x U, E).

(iii) Si X* est connexe et si en outre application naturelle 7,(B(0, £)*, yo)
=7, (X*, y,) (0u B(0,8)*=B(0, &)— Y et yoeB(0, £)*) est un isomorphisme, alors
@ s’étend en une fonction holomorphie sur X x U.

C.2 Démonstration du théoréme C.1

On se fixe une base d’'un supplémentaire de J dans S(V)®End E, (Uj, ..., U)
formee d’éléments homogeénes avec U, =1® Id;. La démonstration du lemme
suivant est analogue a celle de la démonstration du lemme A.2 de [BD]).

Lemme C.1 Soit DeS(V)® End E regardé comme opérateur differentiel & coeffi-
cients holomorphes sur X* et a valeurs dans End E. Alors il existe des fonctions
gii=1,...,n), f;(j=1, ..., q) holomorphes sur X*, méromorphes sur X a valeurs
dans End E, il existe des fonctions polynémiales sur F, h;, k; et des éléments
D;de s/ et Y;, de S(V)® End E tels que:

q r
VveF,D= z Si(h;(v) Y;(Dy), + Z gi(k;(M) U
j=1 i=1
avec
degf;+d°Y;+d°D;=d°D

deg g, +d°U,<d°D.
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Pour He Von définit j, : € — Vpar j,(¢)=tH. On note j} application naturelle
correspondante:

0o(V; E® Hol(U)) » €, (C, E ® Hol(0)).
On pose, pouri=1,...,r
(pu)i=t""j}(U@) ou d(H)=d°y

On a (¢g)ie 0, (C, E® Hol(U)) comme produit de j%5(U;¢) et t*? regardé comme
¢lément de 0y ().

_ Onregarde ¢y =((@p);, ..., (py),) comme un élément de:

@o(C, E® Hol(U)® ©).

Lemme C.2 Pour HeX*,veU et teC on a:
d m
e on=( T ROVAL0) (0,
i=1

out les P sont des fonctions polynodmiales sur F et A;(H,t}e EndE ® " est holo-
morphe au voisinage de tout point (H,0) (o H décrit X*), comme fonction de
(H, 1)

Pour He X*, teC, veF on notera:

m

A(H, t,v)= Z B(v) 4;(H, t)

qui est élément de End(E®@ C").

Démonstration. La démonstration de ce lemme est analogue a celle du lemme
A.3 de [BD] (en utilisant le lemme (C.1).

Démonstration du théoréme C.1 Le point (i) se démontre de la méme fagon que
le point (i) du théoréme A.1 de [BD] en recourant a I'espace de Banach

B=C(@x U, E®QC)(aulieude C(Q, E®R C").

Pour voir (ii): si & est assez petit, on voit, par la démonstration de la partie
(i), que la série de Taylor de ¢, a coefficients dans E ® Hol(U), est normalement
convergente sur B(0,¢). Il s’agit alors d’une série de fonctions holomorphes
sur B(0,&)x U et continues sur B(0,&)x U qui converge uniformément. La
somme & est donc holomorphe sur B(0,¢) x U et continue sur B(0, ¢’} x U. Ceci
achéve de prouver (ii).

Pour prouver (iii) on procéde comme dans [BD, p. 307]. Pour cela il faut
étendre le théoréme A.1.2 de [CM] au cas des équations differentielles pour
des fonctions a valeurs dans des Banach, ce qui se fait sans probléme en utilisant
la méthode de [CL] ch. 1 section 8 (on remplace le W de dimension finie de
[CM] par un Banach et End¢(W) par les endomorphismes linéaires continus
avec la norme usuelle). On a aussi besoin d’une généralisation du lemme A.1.8
[CM] pour des fonctions holomorphes & valeurs dans un Banach. Mais il suffit
d’utiliser que pour une variété complexe X, Hol(X) muni de la topologie de
la convergence uniforme sur les compacts de X est un Fréchet nucléaire et
que pour un Banach B, Hol(X)® B est isomorphe a Hol(X, B) muni de la
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convergence uniforme sur les compacts de X (cf. [Gr, ch. II § 3 n® 3]). On réduit
alors le théoréme souhaité pour les fonctions 4 valeurs dans B aux fonctions
a valeurs dans €, pour lequel le résultat est connu. Ceci acheéve la preuve du
théoréme C.1. [
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