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A MA SCGEUR

Sharp majorations for the meromorphic continuation of Eisenstein integrals for
reductive symmetric spaces are proved. Using a technique due to E. P. van den
Ban, the problem reduces to prove temperedness when the parameter is pure imagi-
nary. Starting with a result for “good” parameters, established by using a result of
Flensted-Jensen, Oshima, and Schlichtkrull (1985) one gets temperedness by a
repeated use of translations functors: for discrete series (cf. Vogan (1988)), for gene-
ralized principal series and for the Poisson transform. A key role is played by
Oshima’s (1988) criterion for temperedness. The existence of a small B-matrix is
also proved.  © 1996 Academic Press, Inc.

0. INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie réductif dans la classe d’Harish-Chandra, o une
involution de G, 6 une involution de Cartan de G commutant a o, K le
groupe des points fixes de 0, H un sous-groupe ouvert du groupe des points
fixes de . On note g (resp. b, I, etc...) lalgébre de Lie de G (resp. H, K,
etc...) et q (resp. s) le sous-espace propre de la différentielle de o (resp. 0),
notée encore o (resp. 0), pour la valeur propre —1. Soit P un sous-groupe
parabolique gf-stable de G et P= MAN sa o-décomposition de Langlands
(A est en général plus petit et M plus gros que dans la décomposition de
Langlands de P; on a acsnq). Alors M est invariant par g. Soit (J, V)
une représentation unitaire de M de longueur finie non réduite a {0},
contenue dans L(M/M ~ H, dm) et telle que I'espace des vecteurs C* de
Vs, V¥, soit égal a un sous-espace pour de l'algebre des opérateurs diffé-
rentiels sur M/M n H invariants a gauche pour M, D(M/M n H). Toute
série discréte de L?(M/M n H, dm) est contenue dans une somme finie de
tels espaces (cf. [3]).
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On note # la forme linéaire sur V5" donnée par I’évaluation en e(M N H)
ou e est I’¢lément neutre. C’est un ¢lément de ’espace des vecteurs distribu-
tions de Vy, V ;% (dual de I'espace des vecteurs C*).

Pour vea¥, on dispose de la série principale généralisée C*, (n} ,, I} )
et de sa réalisation compacte (75 ,,1;). Ici I5 ,={p: G-V, ¢ est C~
et V(g,m,a,n)e Gx M x Ax N, gp(gman)=a~""""5(m~") p(g)} ou, pour
Xea, pp(X)=j;tr(ad X),, et G agit sur I} par translation a gauche.
L’espace I est donné par restriction des fonctions a K. L’action de G est
donnée par transport de structure. On a construit dans des travaux anté-
rieures ([ 12, 14]) une famille méromorphe de vecteurs distributions pour
(75 . I5), J(P, 0, v, 1) qui est caractérisée comme suit:

On note j(P, d, v, ) Iélément de (I5 )~ correspondant a j(P, d, v, ).
Alors, pour Re(v—pp) strictement dominant par rapport aux poids de a
dans n, j(P, J,v,n) est une fonction continue de G dans Vy* nulle en
dehors de HP, H-invariante a gauche et valant # en e. Ici on a utilisé une
identification de (1§ )~ avec un espace de distributions.

On peut alors définir ce que nous appelons les “intégrales d’Eisenstein”.
(Voir [5], § 3 et 4 pour le lien avec les intégrales d’Eisenstein dans le cas
des sous-groupes paraboliques gf-stables minimaux.) Plus précisément, si
@ est un élément de I'espace (I;) x, des vecteurs K-finis de 7, on introduit,
lorsque j(P, d, v, ) est défini, une fonction C* sur G/H, E(P,9d,v,n, @)
par:

VgeG, (E(P,d,v,n, ¢))(gH)={j(P,d,v,n), 75 (g ") p).

Ce sont des fonctions propres sous l’action de I’algebre des opérateurs
différentiels sur G/H invariants a gauche par G, D(G/H) (proposition 3).

Pour de telles fonctions, on a une notion de tempérance qui peut étre
décrite en terme de croissance de la fonction et de ses dérivees par les élé-
ments de I'algebre enveloppante de g, U(g).

Le théoréme principal (théoréme 1, § 3.5) de la premicre partie est essen-
tiellement le suivant:

Soit veia* tel que j(P,d,v,n) soit défini. Alors les “intégrales
d’Eisenstein”, E(P, d, v, 1, @), ¢ € (1) k), sont tempérées.

Nous allons donner une idée du plan de la démonstration.

Soit b un sous-espace abélien maximal de m N q. D’aprés 'isomorphisme
d’Harish-Chandra, le caractéere de D(M/M n H) par lequel cette algebre
opere sur V5 est repéré par A5 ebE (ou plutdt par une orbite de A sous
un groupe de Weyl). Utilisant le fait que les “intégrales d’Eisenstein” sont
bornées si veia* (car n§ , est alors unitaire et on peut utiliser un résultat
de Flensted Jensen, Oshima, Schlichtkrull (c¢f [21])) et les propriétés des
exposants directeurs dans les développements convergents des fonctions sur
G/H, K-finies et propres sous D(G/H), on montre que lorsque le parameétre
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Ag est “bon” (cf. définition 4) le théoréme est vrai (lemme 7). Une propriété
importante est que pour n e N*, assez grand, n4; est “bon” méme si /45 ne
I’est pas (lemme 6). On montre également aisément que I'on peut se rame-
ner au cas ou G est semi-simple et connexe et H est connexe (lemme 5) ce
que I'on suppose dans la suite.

La stratégie est alors claire: on va utiliser de fagcon répétée (trois fois) les
foncteurs de translation (produit tensoriel par une représentation de
dimension finie suivi de la projection le long d’un caractére infinitésimal).

On prouve d’abord (§ 5, proposition 8) que pour tout (J, Vs, #n, As)
comme ci-dessus il existe

(0, Vs, #j, Az) vérifiant les mémes propriétés (0.1)

une représentation de dimension finie (7, F) de G, dont la
contragrédiente posseéde un vecteur non nul invariant par
H, efy, (0.2)

tels que, en notant F, le M-module des invariants de F sous N, on ait:
Az est bon (0.3)

p(V§¥ ®F,)~V§ comme M-modules, ou p est le projec-
teur selon le caractére infinitésimal de J. (0.4)

15 ® €31, 1y, (vie ) S€ transporte (comme forme linéaire sur
p(V¥ ®F))) en ns dans I'isomorphisme si-dessus. (0.5)

Ici e¥, , désigne la restriction de e} a F,. Ceci résulte des travaux
d’Oshima et Matsuki sur les séries discretes et d’un résultat de Vogan
([40]) sur le comportement des séries discretes par certains foncteurs de
translation. Il faut toutefois détailler les arguments de ce dernier pour obte-
nir (0.5). Nous le remercions de nous avoir adressé une lettre précieuse a
ce sujet. En outre de pénibles contorsions sont dues a la non connexité
éventuelle de M et M n H.

Soit v, la forme linéaire sur a qui décrit I'action de a sur F,. Soit ve a§
tels que j(P, 0, v, j) et j(P, d, v+ v,, n) soient définis. On note:

V(Pa g) v, ﬁ) = {E(P) g) Vv, 7/79 (ﬂ) | (p € (15)(K)}‘

On définit de méme V(P,d,v+v,,n). Ce sont des sous-espaces de
C*(G/H), propres sous I'action de D(G/H). On note F le sous-espace vec-
toriel de C*(G/H) engendré par les coefficients de g {e¥, (g~ ') v) ou
v décrit F. On note V(P, 5, v, ij) - F I'espace vectoriel engendré par les pro-
duits d’un élément de V(P, 5, v, 7j) par un élément de F. On montre alors
(§ 4, propositions 4, 5 et 6), que pour v “générique” dans af:

q(V(P,d,v,77)-F)=WV(P,5,v+v,, 1) (0.6)
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ol ¢ est le projecteur selon le caractére infinitésimal de 7§, , . Pour cela,
on étudie I'effet du foncteur de translation associ¢ a (7, F) et ¢ sur I | et
J(P, 5, v, 7). Ceci généralise certains résultats de [14].

On utilise ensuite un critére d’Oshima caractérisant la tempérance d’une
fonction C* sur G/H, K-finie et propre sous l’action de G/H, par une pro-
priété de support d’une valeur au bord de I'image de f, 7, par la correspon-
dance de Flensted-Jensen. Appliqué aux E(P, 0, v, /i, @) pour ¢ € (I5(K) et
v générique dans ia* (A est bon), ce critére implique une propriété de sup-
port qui s’¢tend par prolongement analytique a v générique dans aZ. (§ 6,
propositions 9 et 10).

On étudie alors le comportement de la transformation de Poisson et de
la valeur au bord par certains foncteurs de translation. L’étude est similaire
a celle faite pour les séries principales généralisées (§ 4) tout en utilisant un
lemme de Vogan (cf. [40], lemme 4.8).

On voit alors que les propriétés de support sont préservées par le fonc-
teur de translation utilisé, essentiellement grace au fait que le projecteur
selon un caractére infinitésimal est donné par un élément du centre de
l'algebre enveloppante de g. Alors grace a I’égalité (0.6) on obtient une
condition de support qui permet d’appliquer la partie réciproque du critére
de tempérance d’Oshima et d’achever la preuve du théoréme (§ 7).

A partir de maintenant on suppose seulement que J est unitaire irréduc-
tible.

Soit #” un ensemble de représentants dans K des (H, P) doubles classes
ouvertes contenant I’élément neutre. Pour we #°, on note 7 (J,w)=
(Vy=)yMow - La  définition de j(P,d,v,n) sétend a ne? (d):
I[Tyew ¥ (0,w) (qui est de dimension finite cf. [3]). Soient P,, P, deux
sous-groupes paraboliques of-stables de G de o-décomposition de
Langlands P,= MAN,, i=1,2. On note v+ A(P,, P,,d,v) le prolonge-
ment méromorphe des intégrales d’entrelacements entre /52 et I5',. D’aprés
[14], proposition 4, il existe une fonction méromorphe sur af a valeurs
dans End(7°(9)), vio B(P,, P,,0d,v), dite matrice B, telle que:
J(Py,0,v,n)o A(Py, Py, 9, v)=j(P>, d, v, B(P,, Py, 0d,v) (identit¢é de fonc-
tions méromorphes). On dit que 7€ ¥ (J, w) est de carré intégrable si et
seulement si, pour tout ve (V5°) 4~ ) la fonction sur M/M ~w~"'Hw, défi-
nie par m {d'(m)n, vy est de carré intégrable. On note ¥ (0, W) gisc =
{ne (5, w) | n est de carré intégrable} et 7 (6)gise =[Lwe s ¥ (0, W) gise-

On montre au théoréme 2 que les matrices B préservent ¥ (9);s.. Don-
nons une esquisse de la démonstration. On définit, de fagon analogue a
V" (0)dise» ¥ (0)emp €N remplagant de carré intégrable par tempéré. On
montre d’abord que l'on peut se réduire au cas ou P, =P, P,=P. Ici
P:=0(P). Ensuite on prouve un lemme analogue au lemme classique de
Langlands (qui lie les propriétés asymptotiques des coefficients des séries
principales généralisées aux intégrales d’entrelacement). Le lemme est
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également la généralisation d’un théoréme d’Olafsson ([ 307, théoréme 6.2).
On utilise ensuite une propriété (importante dans tout I’article) d’holomor-
phie des coefficients des développements asymptotiques des familles holo-
morphes de fonctions D(G/H)-propres sur G/H (cf. [5], théoréme 12.9,
voir aussi le travail d’E. P. van den Ban et H. Schlichtkrull [ 7]). Cette pro-
priété est rappelée au lemme 2. Ceci joint a ce qui précede nous permet de
montrer que si 7€Y (6)gier &y :=B(P, P, 5, v)y est un élément de
¥7(0)emp- On montre, par des arguments de généricite, que si ne€ ¥ (6, w)
est D(M/M ~nw~'Hw)-propre les différentes composantes de &, dans les
77(0, x), x € ¥, possédent une propriété similaire pour des valeurs propres
indépendantes de v.

On établit d’autre part la propriété suivante. Soit F une fonction C* sur
G/H, K-finie, D(G/H)-propre et tempérée. On suppose en outre que le
paramétre d’Harish-Chandra, qui repére le caractére par lequel D(G/H)
agit sur F, est “réel et régulier” (cf. lemme 15 pour des définitions précises).
Alors, si G/H admet des séries discrétes, F est de carré intégrable.

Ceci appliqué a M/M nw~'Hw, joint aux propriétés des séries discrétes
de M/M nw~"Hw et a ce qui précéde, permet de conclure.

Enfin, on obtient au théoréme 4 des majorations des intégrales
d’Eisenstein. Pour cela, on établit (théoréme 3) un analogue d’un théoréme
d’E. P. van den Ban (cf. [5], théoréme 18.3) avec une légere modification
de la preuve.

Grossierement, ce théoréme permet, pour une famille holomorphe F
de fonctions D(G/H)-propres sur G/H définie sur une bande a}=
{vea¥ | |[Rev| <e}, satisfaisant des conditions de croissance modérée
uniformément sur cette bande, et telle que F, soit tempérée pour ve ia*,
d’améliorer considérablement les majorations uniformes.

Le théoréme 1 et des majorations uniformes grossieres (propositions 2
et 3) permettent d’utiliser le théoréme 3 et d’obtenir les majorations voulues.

Les majorations ainsi obtenues jointes a un travail de J. Carmona [ 14]
sur le terme constant des fonctions tempérées, devraient permettre de
former les paquets d’onde dans I'espace de Schwartz % (G/H) défini par
E. P. van den Ban: ([5], § 17; pour les paquets d’ondes dans le cas des
séries principales minimales voir [8]).

Les résultats de cet article (théorémes 1, 2, 3) dans le cas des groupes
sont dus a Harish-Chandra. Dans ce cas, les intégrales d’Eisenstein, qui
different des notres par une normalisation, sont données par des intégrales
convergentes et les majorations résultent des propriétés des fonctions &
(cf. [23] lemme 17.1).
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1. NOTATIONS. PROPRIETE DE CONTINUITE AUTOMATIQUE

1.1.

Si E est en ensemble on notera Id, (ou parfois Id) 'application identique
de E. Si E est un espace vectoriel, on note E* son dual algébrique; si E est
réel on note E. son complexifi¢ et S(E) l'algébre symétrique de E. De
plus, pour ve E-, on notera Rev et Imv les éléments de E tels que
v=Rev+ilmuv.

Si E et F sont des espaces vectoriels topologiques, on désigne par
ZL(E, F) l'espace des applications linéaires continues de E dans F, par E’
le dual topologique de E, par ‘u (ou parfois u') la transposée d’une applica-
tion linéaire continue, u, de E dans F.

Etant donnés une variété X, dénombrable a linfini et de classe C*, un
espace de Fréchet E, on note Z(X, E) I'espace des fonctions C* a support
compact de X dans E que I'on munit de la topologie usuelle. On note
2'(X, E) son dual topologique que I’on munit de la topologie forte de dual.

Si u est une application linéaire continue de E dans F (ou E et F sont
deux espaces de Fréchet), la composition des fonctions avec u détermine
une application linéaire continue de Z(X, E) dans Z(X, F) notée encore u.

Si S est un groupe de Lie réel, e ou ey désignera son élément neutre, S°
désignera sa composante neutre, Z(.S) son centre, s son algébre de Lie, 3(s)
le centre de s, U(s) lalgébre enveloppante de la complexifiée s, X+ X’
I’antiautomorphisme principal de U(s), Z(s) le centre de U(s). Le dual uni-
taire de S sera noté S.

Si S est compact, €S et (n, E) une représentation continue de S dans
un espace vectoriel localement convexe séparé, on notera E* sa compo-
sante isotypique de type u et E g, I'espace des vecteurs S-finis.

On choisit une mesure de Haar a gauche, ds, sur S (de masse totale 1
si S est compact), ce qui permet d’identifier, pour E espace de Fréchet,
C*(S, E') a un sous-espace de 2'(S, E). On note s+ L, (resp. s— R,) la
représentation réguliere gauche (resp. droite) sur C*(S, E) et XL,
(resp. X+— Ry) la représentation de U(s) obtenue par différentiation. Si T
est un sous-groupe fermé de S, on notera ds une mesure invariante par les
translations a gauche par S sur S/7, lorsqu’il en existe une.

Si (7, E) est une représentation de S dans E, on notera 7* la représenta-
tion contragédiente de S dans E* et ES le sous-espace des éléments inva-
riants sous 7(.S). Si de plus E est un espace vectoriel topologique et si, pour
tout s dans S, 7(s) est continu on notera s+ 7'(s) := ‘z(s ~') la représenta-
tion contragédiente de 7 dans le dual topologique E’ de E.

Si (7, E) est une représentation de S dans un espace vectoriel localement
convexe séparé (el.c.s), on dira que 7 est continue si lapplication
(s, v) > 7(s) v est continue de S x E dans E. Si (n, E) est continue et £ est
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un espace de Fréchet et de Montel, 7' est continue lorsque 'on munit E’
de sa topologie forte de dual (cf. [37], proposition 34.5 et [43], § 4.1.2).

Si (7, E) est continue et £ complet, on notera E* l'espace des vecteurs
différentiables (ou C*) de (x, E), espace que ’on munira de sa topologie
naturelle et sur lequel S agit par une représentation continue notée encore
7, ainsi que la représentation de s obtenue par différentiation. On dit
qu’une représentation (7, E) est difféerentiable ou C* si E est égal a E~
muni de sa topologue canonique. On remarque que (7, E*) est différen-
tiable (pour ce qui précéde cf. e.g. [43], § 44.1). On note (7', E~*) la
représentation contragédiente de (7, E®). Les éléments de £~ > sont les
vecteurs distributions de (7, E).

On dira qu’une suite exacte de morphismes continus de S-modules dans
des elcs.: 0— E, 5 E,—% E; — 0 est forte si elle est topologiquement
scindée c’est-a-dire s’il existe une section linéaire continue de u,.

On établit sans difficulté que, si (7, E) est une représentation continue de
S dans un el.c.s. complet et (p, F) une représentation de dimension finie de
S, on a:

(EQF)*=E*®F. (1.1.1)

Pour cela, il suffit de remarquer que si ve (E® F)*, lapplication s+
(n(s)®Id) v est C* car égale a s+— (Id® p(s) " H((T® p)(s)) v.

1.2.

Soit G un groupe réductif dans la classe d’Harish-Chandra (cf. [22], § 3
ou [38], part. 11, § 1-1) i.e. tel que:

(o) g est réductive,

(B) G/G° est fini,

(y) Ad(G) est contenu dans le sous-groupe analytique
de GL(g) d’algébre de Lie ad(g.) ou Ad (resp. ad) (1.2.1)
est la représentation adjointe de G (resp. g ) dans g¢,

(0) le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie

g;:=[g, 9], noté¢ G, est de centre fini.

Alors G, est fermé dans G (cf. [38], part II, § 1.2, proposition 8). On se
fixe (cf. [38], part II, § 1.3) une involution de Cartan de G, 0, et on note
K le sous-groupe des points fixes de 6. On note s le sous-espace de g formé
des ¢éléments anti-invariants par 0 et 3 le centre de g. On note c=3ns et
C=expc
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On notera °G l'intersection des noyaux des homomorphismes continus
de G dans R**. On a (cf. [38], Part II, § 1.3, théoréemes 12, 13, 14):

G="GCet°Gn C={e},

G = Kexp s (décomposition de Cartan) (12.2)
G,=K,exps,ou K;=KnG,,s,=95Nng,

°G=KG,.

On fixe une forme bilin¢aire symétrique B sur g invariante sous Ad G et
0, telle que la forme quadratique || X||*> = —B(X, 0(X)) soit positive définie
sur g. On munit G d’une fonction notée encore || | définie par:

VXes,, |exp X| est égal a la norme de 'opérateur Ad(exp X)
dans g muni de la norme ci-dessus, (1.2.3)
V(k, X, Y)e(Kxs, x¢), [[kexp Xexp Y| = [exp X]| exp [ Y].

(cf. [7], p. 643 et [6], lemme 2.1). On peut alors définir la notion de
G-module ou représentation différentiable (ou lisse) a croissance modérée
de fagon similaire a [41], § 11.5.1. Noter que dans cette définition I’espace
de la représentation est un espace de Fréchet.

Remarque 1. On ne peut référer directement a [41] car la classe de
groupes considérées par Wallach est différente de celle d’Harish-Chandra.
En effet, si un groupe réductif au sens de Wallach est dans la classe
d’Harish-Chandra, il est de type intérieur (cf. [41], § 2.2.8). Par ailleurs,
tout groupe réductif de type intérieur au sens de Wallach est dans la classe
d’Harish-Chandra mais la réciproque n’est pas claire. C’est ce qui rend
nécessaire la discussion qui suit.

Certains résultats de [41], chapitre 11 dont nous aurons besoin subsis-
tent néanmoins pour les groupes réductifs dans la classe d’Harish-Chandra
avec des démonstrations analogues:

I’espace des vecteurs C* d’une représentation Banachique
est un G-module lisse a croissance modérée (cf. 1l.c.
lemme 11.5.1, voir aussi le lemme 2.A.2.2 de 1.c.) (1.2.4)

en particulier les induites C*, & partir d’un sous-groupe
parabolique minimal de G, de représentations de dimen-
sion finie sont lisses et a croissance modérée. (1.2.5)

En effet, ces induites apparaissent comme espaces de vecteurs C* de
représentations Banachique (et méme Hilbertienne) (cf. [41], lemme 1.5.3
et théoreme 1.8.4).
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On dira quun (g, K)-module est de Harish-Chandra s’il est admissible
(cf. [9], § 0.2.4) et de type fini sous U(g). On appelle G-module de Harish-
Chandra un G-module différentiable dans un Fréchet E dont le (g, K)-
module des vecteurs K-finis, E ) est de Harish-Chandra.

Alors, du théoréme du sous-module de Casselman (cf. [16], théoreme
8.12) et de (1.2.5) on déduit que tout (g, K)-module de Harish-Chandra
admet une complétion lisse a croissance modérée. i.e. apparait comme le
(g, K)-module des vecteurs K-finis d’'un G-module de Harish-Chandra a
croissance modérée.

1.3. Propriété de continuité automatique

On va déduire des résultats sur les groupes semi-simples connexes de
centre fini (cf. [41], théoréme 11.6.7, voir aussi [ 15]) le corollaire suivant:

ProrosiTiON 1. Pour toute paire (V, W) de G-modules de Harish-
Chandra, tout morphisme de (g, K)-modules entre V , et W x, se prolonge
en un morphisme continu de G-modules entre V et W dont I'image est fermée
et admet un supplémentaire topologique dans W.

Remarque 2. Cette proposition montre que G ainsi que les sous-
groupes de Levi de ses sous-groupes paraboliques vérifient la propriété de
continuité automatique. (cf. [ 147, § 1.2). En particulier les résultats de [ 14]
sont valables pour G dans la classe de Harish-Chandra.

Démonstration de la proposition 1. On sait que le groupe G, est fermé
dans G (cf. § 1.2), dans la classe d’Harish-Chandra et que K; en est un
sous-groupe compact maximal ([ 38], Part II, théoréme 1.3.12). Si V est un
G-module de Harish-Chandra, montrons que Vi, est égal a V k). Evi-
demment, Vg, < V g,,. Par ailleurs, en utilisant le fait que V, est admis-
sible et de type fini sous U(g) on montre qu’il existe une famille finie de
caracteres de Z(g), 11, - X, €t 1y, ..., 1, € N* tels que:

YDeZ(a).  YoeVi.  (D—z(D)"- (D —z,(D)" v=0.
(1.3.1)

La continuité de 'opérateur D sur V' montre que cette relation est encore
vraie si ve V. Soit I lidéal de Z(g) engendré par {(D—y (D))" - --- -
(D—yx,(D))"| De Z(g)}. En utilisant que Z(g) est une algebre de poly-
noémes on voit facilement que 7 est de codimension finie, g, dans Z(g) et
donc:

YoeV, dim(Z(g)v)<q. (1.32)

Comme U(3n¥) est contenu dans Z(g) on en déduit que tout vecteur de
V est exp(3 N I)-fini. Mais K° = K, exp(3 nT) et K/K° est isomorphe a G/G°
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([38], Part II, théoréme 1.3.13) donc fini. On conclut alors que tout vec-
teur K -fini est K-fini et V k= V x,) comme annoncg.

Montrons maintenant que V) est un U(g,)-module de type fini. Soit
{v,, .. v,} un ensemble de générateurs de V x, sous U(g)= Ulg,) U(3).
Drapres (1.3.2) et le fait que U(3) = Z(g) on a dim(U(3) v;) < ¢ pour tout i.
L’assertion en résulte immédiatement.

Montrons que V , est un (g,, K;)-module admissible. Comme V', est
de type fini sous U(g) et que tout élément de V|, est Z(g)-fini on voit faci-
lement qu’il existe un nombre fini de caractéres de exp(z N ¥), k4, ..., k,, tels
que tout K-type i€ K, intervenant dans V k), se restreint en un multiple
d’un caractere de exp(3 N 1), x,,, égal a I'un des x;.

Soit (u;, H,)eK, tel que V*'#0 et soit 1<ij<i,<--- <i,)<m,
I’ensemble des entiers i tels que la représentation u; ® c; de K, xexp(3 N f)
provienne d’une représentation de K°=K,exp(3nI) composée avec
'application naturelle de K, x exp(3 N I) dans K°, cette représentation étant
encore notée u, ® ;. Alors:

1
yre Y pren (13.3)

Jj=1

Mais I'ensemble des K-types u tels que Homgo(H ,, ., » ) soit non nul
est fini d’aprés la réciprocité de Frobenius. En effet Pinduite de K° & K de
#1 @k, est de dimension finie puisque K/K° est fini. Ceci joint a (1.3.3) et
au fait que Vg, est un (g, K)-module admissible implique que V*' est de
dimension finie.

Ceci achéve de prouver que Vi, est un (g,, K,)-module d’Harish-
Chandra. On a donc prouvé que tout G-module de Harish-Chandra est
aussi un G,-module d’Harish-Chandra.

Soient V' et W comme dans I’énoncé et 7" un morphisme de (g, K)-
modules entre V et W. D’apres ce qui précéde et comme la proposition est
vraie pour les groupes semi-simples réels connexes de centre fini (cf. [41],
théoréme 11.6.7), on voit que 7 se prolonge en un morphisme continu de
G,-modules, T, entre V et W dont I'image est fermée et admet un supplé-
mentaire topologique dans W. Comme 7 est un morphisme de g-modules
et de K-modules, la densité de V k) dans V et la continuité de T impliquent
qu’il en va de méme de T. En particulier, T est un ¢-morphisme. Or tout
vecteur de Vg, est Z(g)-fini donc U(c)-fini. Utilisant le fait, facile a établir,
que ¥V, est constitué de vecteurs faiblement analytiques pour G et la
proposition 1.6.6 de [41], on voit que V , est invariant sous exp ¢, de
méme pour W x,, et T commute a I'action de exp c. Par continuité de 7 et
densité de V4, cela montre que 7 commute a action de exp¢. Ce qui
préceéde joint & Iégalité G=KG,exp ¢ (cf. (1.2.2)) montre que T est un
G-morphisme. |
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COROLLAIRE DE LA PROPOSITION 1. (i) A isomorphisme prés, il existe
une unique complétion a croissance modérée d’un (g, K)-module de Harish-
Chandra.

(i1) Toute suite exacte de G-modules de Harish-Chandra est une suite
exacte forte.

(ii1) Tout G-module de Harish-Chandra est un espace de Fréchet
nucléaire donc de Montel.

Démonstration. (i) L’existence de la complétion a été vue en 1.2.
L’unicité résulte de la proposition.

Pour (ii) il suffit d’utiliser la proposition et le théoréme du graphe fermé
pour les espaces de Fréchet.

Pour (iii), grace a la proposition, au théoréme du sous-module de Cas-
selman et a (1.2.5) on voit que I'espace d'un G-module de Harish-Chandra
V est un facteur direct topologique de I'espace d’une induite C* d’une
représentation de dimension finie d’un sous-groupe parabolique minimal de
G. En restreignant les fonctions de G a K, V apparait aussi comme un fac-
teur direct topologique de C*(K)® F ou F est un espace vectoriel de
dimension finie. Comme C*(K) est un espace de Fréchet nucléaire il en va
de méme de V griace a [37], proposition 50.1. Alors V est un espace de
Montel (cf. [37], corollaire 3 de la proposition 50.2). ||

1.4.

On se donne ¢ un automorphisme involutif de G, H un sous-groupe
ouvert du groupe G” formé des points fixés par . On choisit une involu-
tion de Cartan de G, 0 qui commute a g, pour laquelle on adopte les nota-
tions de 1.2 et 1.3. On note q le sous-espace de g formé des éléments de g
anti-invariants par o.

On peut choisir la forme bilinéaire B du § 1.2 invariante également par
0, ce que nous supposerons dans la suite.

Pour toute sous-algébre abélienne d de g (ou gc) formée d’éléments
semi-simples et tout sous-espace u de g (ou g.) stable sous Il’action
adjointe de D, on notera A(u,d) (=dE ou d*) 'ensemble des poids non
nuls de d dans us (ou u) et pour aedE (ou d*), u* le sous-espace poids
correspondant dans u.

On choisit un sous-espace abé¢lien maximal de s N q, a,. On fixe un sous-
ensemble 4}, de racines positives de a, dans ¢”’=(fnh)@ (s q) et on
note .# la famille des ensembles de racines positives de 4(g, a,) contenant
4}, Pour Ze€.7 on notera: ny(?)= @, c» 9"

On note L, le centralisateur de a; dans G. On définit m,:=
Ly in ®ly kg ®Ly g 0 1 4, =1,nTnq etc.. Cest une sous-algebre de Lie
de my.
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Soit Py(#) le sous-groupe parabolique de G dalgébre de Lie
ps(2) =1, ®ny(2). On note P,(?)=M,A,N,(2) la g-décomposition de
Langlands de P,(2) (cf. [4], § 2) ou M, admet 1, comme algébre de Lie,
Ay =exp (a,) et Ny(2)=-exp ny2).

Soit X (Z2) I’ensemble des racines simples de 2. On choisit ® < X (). On
note a=(),.o Kera, [ le centralisateur de a dans g, et m l'orthogonal de
a dans [ pour B. Soient 1= @ ,c » 4/, 08" €t p=1@n qui est une sous-
algebre parabolique. Le sous-groupe parabolique de G d’algebre de Lie p,
P, est g0-stable et on note P=MAN sa o-décomposition de Langlands
(cf[4], § 2). Alors M et le centralisateur de L = MA de a dans G sont dans
la classe d’Harish-Chandra et invariants par o.

On définit une forme linéaire sur a, pp, par pp(X)=1/2Tr(ad X) . On
notera parfois p, = pp,») et p au lieu de pp.

2. FONCTIONS PROPRES SOUS L’ALGEBRE DES OPERATEURS DIFFERENTIELS
INVARIANTS A GAUCHE PAR G SUR G/H

2.1. Algebres d’opérateurs différentiels invariants

Soit | une sous-algébre de Cartan de g, invariante par ¢ et 0. On note
ir=int, ix,=intnqetc. On notera y; I'isomorphisme d’Harish-Chandra
du centre Z(g) de U(g) vers S(i)"3e 19 ot W(gc,ic) est le groupe de
Weyl du systéme de racines de {c dans g¢, 4(gc,ic) (cf eg [26],
chapitre VIII, § 5).

On identifiera l'algébre des opérateurs différentiels invariants a gauche
par G sur G/H a U(g)"/U(g) h n U(g)" agissant par représentation réguliére
droite sur C*(G/H) (cf. [5], lemme 2.1). On se fixe un sous-groupe para-
bolique of-stable P comme dans 1.4. On a des identifications similaires
pour D(L/L~H) et D(M/M n H). On introduit, comme dans [5], § 2.1,
eq. (21), un homomorphisme w, (noté 'u, dans lc.) de D(G/H) dans
D(L/L n H) par:

¥DeD(G/H), D—w,(D)enl(g)+ Ug)b. (2.1.1)

Ici, on observera I'abus de notation qui consiste a ne pas distinguer un
élément de D(G/H) (resp. D(L/L n H)) avec un représentant dans U(g)”
(resp. U(I)*"*) mais cela ne pose pas de probléme (cf. l.c.).

On remarque que D(L/Ln H) est canoniquement isomorphe a
D(M/MnH)® S(a), ce qui permet de regarder D(L/Ln H) comme
I’algebre des fonctions polynomiales sur a¥ a valeurs dans D(M/M n H).
On définit alors un morphisme d’algebres de D(G/H) dans D(L/L N H),
w, { (noté up dans l.c.) caractérisé par:

Vieat, (@, (D))= (0,(D))i+pp). (2.1.2)

g, 1
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On justifiera plus tard I'indépendance de w,  par rapport a N. On note
a?, 1%, b7 les sous-algébres de Lie de g définies par:

g'=tnh+ifnq)+i(snh)+snq
t'=tnbh+isnh), bi=tnh+i(fnq).

On note s?=sn q+i(fnq). Alors g =1/@ s est une décomposition de
Cartan de g?. Si a“ est un sous-espace abélien maximal de s¢, on dispose
de Pisomorphisme d’Harish-Chandra, y., de D(G/H) sur S(a?)"(s“ ) ou
W(g? a?) est le groupe de Weyl du systéme de racines 4(g? a“).

On note 1{ (au lieu de [ pour des raisons qui apparaitront plus bas)
l'algebre de Lie [~ n g%

Supposons que a“ contienne a. Alors I'isomorphisme d’Harish-Chandra
pour L/L ~ H relativement & a“, y, ., envoie D(L/L N H) sur S(a“) Wi o),
De plus:

yl, n"owg,I:ynd (213)

d’apres lc. eq. (21), ce qui justifie I'indépendance de w, , par rapport a N.

On note 1/ le centralisateur de a“ dans g. Alors y,=w  ou l'on a
muni g7 de I'involution 09, égale 4 l'identité sur ¥ et a 'opposé de I'identité
sur 5% et identifié D(G/H) a U(g”)"/U(g) T~ U(g%)""

Pour finir, nous ferons un choix particulier de i et a? (les autres choix
étant notés différemment). On choisit a, comme 1.4 et on prend pour j une
sous-algebre de Cartan de g, o et O-stable, telle que d’une partinsnqg=a,
et d’autre part a,:=ins (resp. t;, ®a, ou t;, :=infnq) soit un sous-
espace abélien maximal dans s (resp. q). Pour I'existence de i, cf. [34],
lemme 2.4. Alors on prend a?:=it,, @ a,.

On note m“ le centralisateur de a¢ dans Y. On choisit un ensemble de
racines positives de (jnb). dans (m%). noté 4" (m?%inh). On note
pad€(inh)% la demi-somme des éléments de 4" (m¢ in}). En utilisant
les égalités: ic =(nh e @ (N q)e et (inqg)e =(a%), on peut identifier
(foaq)¥ (resp. (1 h)E) a un sous-espace de (j)&.

Alors, en “identifiant” Z(g) a une sous-algébre de D(G/H) (par l'inclu-
sion naturelle de Z(g) dans U(g)®, on a:

VDeZ(g), Vie(aD)E,  (yu(D)(A)=(i(D)(A+pw).  (2.14)

On dira qu'une fonction C* (ou une distribution) F sur G/H (resp. sur
G) est vecteur propre, ou bien vecteur propre généralisé, sous D(G/H)
(resp. Z(g)) pour la valeur propre /e (a?)% (resp. A€ (j)%) si et seulement:

VeD(G/H) (resp.(Z(g)),
DF=((y,(D)(2)) F (resp. Lp F=((y;(D))(4)) F)
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ou bien:

IneN*, VDeD(G/H) (resp.Z(g)),
(D —(44(D))(A))" F=0 (resp. (L,—7;(D)(4))" F=0)

En particulier:

si F est propre sous D(G/H) pour la valeur propre 4, F est
propre sous Z(g) pour la valeur propre —A— p,q. (2.1.5)

En effet, pour Ze Z(g), et Fe C*(G), RF=L,F et y;(Z)=(y,(Z))".
L’assertion résulte alors de (2.1.4).

2.2. Développements convergents et développements asymptotiques

On dit que deux éléments /4, u de (a,)& sont intégralement inéquivalents
si Z—p n’est pas dans le réseau engendré par 4(g, ay). Pour €% on
définit:

af (?)={Xea,|a(X)>0,Voae 2}

E*(ﬂ):{ieag‘llz Y n,a, ou naeN}

e

L(P)= —LH(P).

Soit F une fonction sur G/H, K-finie et annulée par un idéal de codimen-
sion finie de Z(g), I. 1l résulte de [2], théoreme 2.5, que, pour chaque
2 e 7, il existe un ensemble fini d’¢léments de (a,)¥ intégralement inéqui-
valents deux a deux, S, et pour chaque élément de S+ ¥~ (2), une fonc-
tion sur K x a4 notée (k, X)—p; ,(k, X, F) telles que:

(i) pour k fixé, les fonctions X+ p, ,(k, X, F) sont polynomiales sur a
de degré borné indépendamment de k et A. (2.2.1)
(i) VXea,(2), VkeKk,

FkexpX)= Y ps (kX F)et—ro

leS+ L ()
la convergence étant absolue et uniforme sur a (¢, 2) =
{Xea,(2)|Vae P, a(X)> e}, pour tout ¢ > 0. (2.2.2)

Ces propriétés caractérisent ce développement (cf. par exemple [26],
Appendix B, théoréme B.25) qu’on appellera développement convergent de
F. On appelle exposant de F le long de P,(Z) tout élément A de af tel que
D;. »(k, X, F) n’est pas identiquement nul sur Kx a, (si A¢S+ %~ (£) on
pose p;. »(k, X, F)=0).
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On appelle exposant directeur de F le long de P4(#) tout exposant de
F maximal pour T'ordre sur (a})c, <, défini par A=<, A’ si et seulement
si ' —AeZ"(2). On définit également la relation d’ordre <, sur (a,)&
par A<, A siet seulement si A'— A=Y, ., n,a avec n, eR*. On a alors
facilement (cf. par exemple, [ 15], proposition A.2.1):

si F est borné, tout exposant de F le long de P ,(2), vérifie
Re A —p, est négatif sur a(2) (ie. ReA—p, <, 0). (2.2.3)

Nous aurons également recours aux développements asymptotiques défi-
nis dans [5], théoréme 12.8 ou plutdt a une extension facile aux fonctions
D(G/H)-finies (cf. [7], § 1 pour le cas des espaces riemanniens symétri-
ques).

Soit F une fonction C* sur G/H qui est D(G/H)-finie et élément de
CX(G) pour un re R. (voir [5], § 11 pour la définition de C*°(G) que nous
redonnons plus loin, § 2.3). Il existe pour tout £ € #, un sous-ensemble fini
S, de (af)c, et pour xeGet Ae S, + £ ~(2) des fonctions polynomiales
sur ay, p,(2, F, x) telles que:

pour Xea, (2), F(xexptX) admet pour développement
asymptotique (au sens de [6], §3 par exemple) quand
t— +0o0:

> PP, F,x, tX) " * 1)), (2.2.4)
leSp+ L (2)

On dit que Ae(af)c est un exposant asymptotique de F le long de
Py(2) si, et seulement si L€ S, + %~ (2) et x+— p,(2, F, x) n’est pas iden-
tiquement nulle sur G. On définit également la notion d’exposant asympto-
tique directeur.

On sait que si F est une fonction C* sur G/H, D(G/H)-finie et K-finie,
il existe re R tel que Fe C*(G) d’apres [5], lemme 12.3, et on peut donc
lui appliquer les résultats ci-dessus. On dispose aussi des développements
convergents. D’apres 'unicité des développements asymptotiques (cf. [6],
proposition 3.1), on voit que A est un exposant de F'le long de P () si et
seulement si / est un exposant asymptotique de F le long de Py(2) tel que
x> p,(2, F, x) ne soit pas identiquement nul sur K. Si de plus on définit
PP, F,x)=0pour 1¢S, + % (Z) on a:

Vieag, Vke K, VXeay, PP, F, k) X)=p, »(k, X, F). (22.5)

Montrons quil y a identité entre exposants directeurs et exposants
asymptotiques directeurs le long de P,(Z). Montrons d’abord que si 4 est
un exposant asymptotique directeur le long de P,(2), p,(2, F, k) n’est pas
identiquement nul pour tout k € K. Pour cela, on montre, comme dans [5],
théoréme 8.4, que x> p,(2, F, x) est une application invariante a droite
par N,(Z) et qui se transforme simplement a droite sous My N H et 4,
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(cf. [5], lemme 13.1). Tenant compte de G=KP,(?) et M,=
(M, nK)exp(mynsnb) (car my nsnq=0) on voit que si p,(2, F, x)
est nul pour tout x e K il est nul pour tout xe G. Une contradiction qui
montre ce que I'on désirait.

Soit 4 un exposant asymptotique directeur le long de P,(Z). Alors cest
un exposant et il est maximal pour l'ordre =<, car tout exposant est un
exposant asymptotique. Donc 4 est un exposant directeur. On montre de
méme qu’un exposant directeur est un exposant asymptotique directeur.

LeEmME 1. Si Fe C*(G/H) est K-finie et vecteur propre généralisé sous
D(G/H) pour la valeur propre Ae(a)%, les exposants directeurs de F le
long de Py(2), ? €7, sont de la forme wA,,, we W(g%, a?).

Démonstration. Cela résulte de la discussion ci-dessus, du corol-
laire 13.3 de [5] étendu aux fonctions qui sont vecteurs propres généralisés
sous D(G/H) et des lemmes 2.2 et 2.4 de [5]. |

Remarque 3. On peut donner une démonstration de ce lemme sans
utiliser les développements asymptotiques mais en utilisant un lemme
non publi¢ I’E. van den Ban (lemme 6.3 du preprint de [2]) joint aux
lemmes 2.2 et 2.3 de [5].

2.3. Familles holomorphes de fonctions propres sous D(G/H)

Nous allons donner des généralisations de certains résultats d’E. van den
Ban (cf. [5], p. 393 et 394) qui sont faciles a établir en utilisant ses
méthodes. On définit pour f fonction de G dans C et reR:|f],=
sup, ¢ IIx[l 7" | f(x)]. On note C,(G) 'espace des fonctions continues sur G
vérifiant | f|, < + oo que 'on munit de la norme | ||,. C’est un espace de
Banach sur lequel G opére par représentation réguliére gauche. C’est une
représentation continue et ’espace des vecteurs C* (resp. de classe C?
(geN)) noté C7(G) (resp. CYG)) est égal a {fe C*(G) resp. CY(G) |
VD e U(g), (resp. de degré inférieur ou égal a ¢), L, fe C.(G)} (procéder
comme dans [ 12], lemme 1) que ’on munit des semi-normes f+ | L, f|,,
pour D décrivant une base de U(g) (resp. de I'espace des éléments de U(g)
de degré inférieur ou égal a ¢) associée a une base X, ..., X, de g. L’espace
C%(G) est un espace de Banach lorsqu’on le munit de la forme /|| /], , =
SUP,, 4 .. 1y <q lLxs fll, o0 X7=X7...X7. Pour Ae(a’)¥, on note
o/ (G/H, /) P'espace des fonctions C* sur G/H propres sous D(G/H) pour
la valeur propre 4. Si reR, on définit «Z(G/H, ). =./(G/H, 1) n CX(G)
qui est un sous-espace fermé de C°(G/H), donc un espace de Fréchet pour
la topologie induite par celle de C*(G/H).

Soit P un sous-groupe parabolique gf-stable comme en 1.4. On notera:

ad i=a’nme. (2.3.1)
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Alors:
a’=a, da (2.3.2)

ce qui permet d’identifier a¥ et (a9,)% a des sous-espaces de (a“)%.

DEFINITION 1. Soit 4 € (a?,)% et Q un ouvert de a%. Une famille holo-
morphe de fonctions propres sous D(G/H) de croissance r(r € R) basée sur
(4, Q) est une application F de Q x G/H dans C telle que, notant, pour
ve R, F, l'application de G/H dans C définie par gH — F(v, gH), on ait:

WweQ, F,ed(G/H, A—v) (2.3.3)

et:
I'application de 2 dans C;°(G/H), v+— F,, est holomorphe.  (2.34)

On notera «Z(G/H, A, 2) 'ensemble de ces applications.

Remarque 4. Soit F une application de Q2 x G/H dans C qui vérifie
(2.3.3) et telle que:

vDe U(g), sup |[LpF, |, < + 0. (2.3.5)

veQR

pour tout g élément de G et D élément de
Ulg), v— (L, F,)(gH) est holomorphe sur Q. (2.3.6)

Alors F vérifie (2.3.4) (cf. [5], preuve du lemme 14.1). En effet, cela
résulte de la formule intégrale de Cauchy pour les coefficients d’une série
entiere.

On dira aussi qu’une application F de Q x G/H dans C est une famille
holomorphe de fonctions propres sous D(G/H), a croissance modérée,
basée sur (4, Q) si et seulement si, pour tout 4, € 2, il existe un voisinage
ouvert de 4, V(4,), et ry € R tels que F restreinte a V() x G/H soit une
famille holomorphe de fonctions propres sous D(G/H) de croissance r,,
basée sur (A, V(4,)). On notera <7, (G/H, A, ) I'espace de ces fonctions.

On remarque que le théoréme 12.9 de [5] admet la généralisation sui-
vante en utilisant les résultats de l.c, § 11 et les mémes méthodes.

LEMME 2. Soient Ae(a%)%, Q un ouvert de a%, F un élément de
A (G/H, A, Q2), PeF. Pour v élément de af on définit:

X(2, A,v):={w(4 —v)|a¢+ L(2) | we W(g%, a?)}
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(1) Alors pour v élément de Q2, tout exposant asymptotique de F, le
long de P () est élément de X(2, A, v).

(1) Soit vy e et Ly X(P, A, vy). On note, pour veQ, E(v, Ay) la
réunion de Iensemble {0} n{l,} avec Pensemble {w(A—v), +u|pe
L(P), we W(g”, a?) et w(A— VO)‘M +p =14}

Alors il existe un voisinage ouvert V(v,) de v, dans Q et r, tels que
Papplication

lag

(V,X)|—> Z pl('@’ Fv; 9X) eA(X)

LeE(v, Ay)

est continue de V(v,) x ay dans C=(G) et de plus holomorphe en v.

COROLLAIRE | DU LEMME 2. Avec les notations ci-dessus (resp. en suppo-
sant en outre F, K-finie pour tout veQ), soit vy €Q et L, un exposant
asymptotique (resp. exposant) de F, le long de P (#). Alors pour toute suite
(v,) dans Q tendant vers v, il existe une suite (A,) dans af qui converge vers
Ay et telle, que A, soit un exposant asymptotique (resp. exposant) de F, le
long de Py(2).

Démonstration. Supposons que 4, soit un exposant asymptotique (resp.
exposant) de F, le long de P,(2). Alors il existe xe G (resp. xe K) et
Xea,tels que p, (2, F,,, x, X) soit non nul (cf. § (2.2.5)). Alors, d’apres le
lemme précédent, il existe pour n assez grand A,eZ(v,, 4,) tel que
P, (2, F,x, X) soit non nul. Donc 4, est exposant asymptotique (resp.
exposant) de F,. Mais A,=w,(4—v,),, +u, ou w,eW(g% a9, u,e

L " ay
L~ (2) vérifient:

w(A— Vo)w + 1, = Ao

Alors |4, — Ag| < |lv,,— voll et (4,) tend vers 4,. |

DErINITION 2. Soit F une fonction C* sur G/H, D(G/H)-finie et élé-
ment de C*(G) pour un réel r, cette derniére condition étant automatique-
ment vérifiée si F est en outre K-finie. On dit que F est tempérée si pour
tout Z e et tout exposant asymptotique (directeur) 4 de F le long de
Py(2), on a:

Re A<, 0 (ie. Rei‘qgw)g(}).

Rermarque 5. Si F est K-finie, on peut remplacer “exposant asymptoti-
que” par “exposant” dans la définition, d’aprés I'identité des exposants
asymptotiques directeurs et des exposants directeurs (cf. la discussion apres
(2.2.4)). Au vu des théoremes 6.3 et 6.4 de [ 2] cette définition coincide avec
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celle de [31], corollaire 4.5, au moins si G est semi-simple connexe, F
propre sous D(G/H) et K-finie. De plus, la notion de tempérance ne dépend
que de o et pas de H.

COROLLAIRE 2 DU LEMME 2. Avec les notations du lemme 2, soit X une
partie de Q telle que tout ve X, F, est tempérée. Alors pour tout élément v
de I'adhérence de X dans Q, F, est tempérée.

Démonstration. Cela résulte de la définition ci-dessus et du corollaire 1.

3. SERIES PRINCIPALES GENERALISEES ET “INTEGRALES D’EISENSTEIN”

3.1. Séries principales généralisées

On va rappeler ou plutdt généraliser certains résultats de [ 14], (cf. [ 14],
§ 2.3 pour plus de détails). On se fixe un sous-groupe parabolique gf-stable
P de G comme en 1.4. Si (7, V) est une représentation continue de P dans
un espace de Fréchet, on notera (n%, I%) la représentation réguliére gauche
de G dans:

I7={p:G> V" | pest C* et V(g p)eGxP, p(gp)=mn,p") p(g)}
(3.1.1)
ol
7 ,(man) = a’n(man), pour meM,acA,ne N (3.1.2)

que I'on munit des semi-normes:

ol p,,=sup q(Lpo(k))

keK

ou D décrit U(g) et ¢ décrit les semi-normes définissant la topologie de V.
Il est facile de voir que I, est un sous-espace fermé de C*(G, V) et que
sa topologie est induite par celle de C*(G, V). En conséquence, (n%, I%)
est une représentation C*. On note que:

(Wh 15) = (nho, I}0). (3.13)

Si V est un espace de Hilbert, 7%, est 'espace des vecteurs C* de la repré-
sentation continue de G dans I'espace

GG, P,V):={peC(G,V)|VgeG,VpeP, o(gp)=n,(p ") p(g)}

muni de la norme ||¢| =sup,.x |¢(k)| qui en fait un espace de Banach.
En conséquence, si V est un espace de Hilbert, (n], I%) est a croissance
modérée.
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Retournons au cas général i.e. V' est un espace de Fréchet. En restrei-
gnant les fonctions de G a K on obtient un isomorphisme topologique de
1%, noté ¢ — @, sur:

I ={Y: K> V= |V(k,m)e Kx (M nK), y(km)=nr(m ") y(k) ety est C*}

lorsque I'on munit 7, des semi-normes Y Y| p ,=sup, .k g(LpP(k)),
ou ¢ décrit les semi-normes définissant la topologie de V> et D décrit U(T)
(utiliser par exemple le théoreme du graphe fermé en remarquant que 7% et
I, sont des espaces de Fréchet et que ’homomorphisme de restriction des
fonctions a K est continu et bijectif de 1%, vers I,;). On notera 7%, la repré-
sentation de G dans I, obtenue par transport de structure de z%. On
notera, pour y € I,  élément de 7% tel que ) =y. On note L (resp. R)
la représentation réguliere gauche (resp. droite) de G dans Z2(G, V=) et L’
(resp. R') sa contragédiente dans Z'(G, V).

On définit une application linéaire continue 0, de Z(G, V) dans I%,
par:

VgeG,  Voed(G, V7)), (9v(<ﬂ))(g)=L n,(p) o(gp)dp (3.1.4)

qui entrelace 7% et L. Ici dp est une mesure de Haar invariante a gauche
sur P.

Par ailleurs, on choisit une fonction C* a support compact sur G,
invariante a gauche par K et telle que:

| vilpydp=1. (3.15)

On note Z'(G, P, V) :={te Z'(G, V) |Vpe P, R)(r)=(n"), (p~ ")t} que
I’on munit de la topologie induite par la topologie forte sur 2'(G, V).
Ici, (n'), (man) =a’n’'(man) pour (m, a,n)e M x AxN. Alors (0,)" est un
isomorphisme topologique de G-modules entre (7%) (muni de la topo-
logie forte) et 2'(G, P, V) admettant pour inverse lapplication w,, de
2'(G, P, V) dans (I%)', définie par:

VieZ'(G, P, V), Voely, <(op(1),9)=L{tYp). (3.1.6)
On identifiera dans la suite (I1) et 2'(G, P, V). On identifie de méme le
dual fort de I, I',, au sous-espace Z'(K, ) de Z'(K, V=) (muni de la

topologie induite) définie par:

P'(K,n)={teZ' (K, V") |VmeMnK, R,t=n"(m" ") t}.
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L’identification se fait par Iisomorphisme entre I, et 2'(K, n) qui, a
tel, associe 1, € Z'(K, n) défini par:

VoeZ(K, V™), 11,9y =<7, 0(¢)) (3.1.7)

ou Q(¢)e I, est défini par:

Yoe (K, V"), Vkek, Q((p)(k):[ o(m) g(km) dm.

MnK
On notera 7+ 7 le transposé de ’homomorphisme de restriction des
fonctions a K, ¢+ @ de IY dans I,, et 1+ 7 le transposé de ¢ — @.
A noter qu’on peut montrer que 7+ T correspond a la restriction des distri-
butions a K.
Soient V,,V, deux P-modules de Fréchet et wu:V,+—V, (resp.
V{ +— V) un morphisme continu de P-modules. On en déduit un mor-

phisme continu de G-modules Ind u: I} +— I, donné par:

Yoely, (Ind u)(@)=uo- o. (3.1.8)

On vérifie facilement que le transposé, (Ind u)’, de Ind u, regardé comme
morphisme continu de G-modules de (G, P, V,) dans Z'(G, P, V)
vérifie:

VTEQ,(G, P, V2)s V(pe@(G, V;/J)a <(Indu)'(‘r), (0>=<Tyuo(p>

(3.1.9)
Alors

Ve (G, P, V,), Supp((Indu) (t))<Suppr  (3.1.10)

ou Supp désigne le support.
De plus, si u, regardée comme application linéaire de V5° dans V5, est
surjective et admet une section linéaire continue, on a:

Ve Z'(G, P, V,),  Supp(Ind u)(t)=Suppz. (3.1.11)

Supposons que 'on ait des P-modules dans des Fréchet V,, V,, V; et
une suite exacte forte de P-modules:

uji

0 Ve Ve -2 pe 0. (3.1.12)

Comme M N K est compact, u, admet une section linéaire continue qui
est un M n K-morphisme. Alors on voit facilement que les suites:

Ind u Ind up

0—>I,1L;l II,P/2

15, -0 (3.1.13)
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et:

(Ind u3)’ (Ind uy)’
_—

OHD@,(G,Ps V3) @’(G,P, Vz) 9’(G>P9 Vl)_)o

(3.1.14)
sont des suites exactes fortes de G-modules (utiliser les 7).

Si (0, V) est une représentation de M et vea® on note (J,, (Vy),) la
représentation de P dans V; définie par:

V(m,a,n)e M x AxN, o, (man)=a" o(m). (3.1.15)
Notez que ((Vy),)* =(V5),. Si V; est un Fréchet, on posera:
(nf 15 ) =l I (), 2'(G, P,0,v):=2'(G, P, (Vs),) (3.1.16)
I;:=1,., 2'(K, 0):=92'(K, J,) (3.1.17)
(cf. [14], § 2.3).
Si 0 est la représentation triviale de dimension 1 de M on oubliera ¢ dans

la notation:

nli=nf

v J, v

9'(G, P,v):=9'(G, P, 4, v). (3.1.18)

3.2. Vecteurs distribution H-invariants des séries principales généralisées

Rappelons certains résultats de [ 14]. On note W le quotient du normali-
sateur dans K de a4, Ng(a,), par son centralisateur, qui s’identifie au
groupe de Weyl du systéme de racines 4(g, a,) (cf. e.g. [4], lemme 1.2). On
fixe P comme en 1.4. On note W, (resp. W™) I'image dans W du normali-
sateur dans Kn H (resp. Kn M) de a,, Ng . u(a,) (resp. Ng - pl(a,)). On
note ¥  un ensemble de représentants dans Ng(a,) de I'ensemble des
(W, WM)-doubles classes dans W, W \W/W™, tel que ec ¥ . Cest un
ensemble de représentants des (H, P)-doubles classes ouvertes dans G
(cf. [14], lemme 3).

On se donne (J, V) une représentation unitaire de M telle que:

(1) O est une somme finie de représentations unitaires
irréductibles (3.2.1)

(ii) o admet un caractere infinitésimal.
Pour tout we Ng(ay,), on notera:
(6, w) = (V=)Mo (3.2.2)
et g, 'involution de G définie par:

VgegG, . (g)=wla(wgw " w (3.2.3)
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qui commute a ¢ et laisse stable a,. On définit:

7 (8)= [ 7 (6. w). (3.2.4)

wew

L’injection (resp. la projection) naturelle de ¥ (J, w) dans ¥ () (resp.
¥7(0) sur ¥ (J, w)) sera notée i,, (resp. pr,,). L’espace ¥ (0) est de dimen-
sion finie. Pour ve a¥ on dispose d’une application évaluation en we ¥~
(resp. sur #°) notée ev,, (resp. ev) qui envoie I'espace des vecteurs distribu-
tions H-invariants de 15 ,, 2'(G, P, 0, v)", dans 77(d,w) (resp. 77(9)),
I’application ev étant le produit des applications ev,,.

Alors on sait qu’il existe une famille localement finie d’hyperplans dans
ag, notée J,, s (et dont le complémentaire dans a¥ sera notée #;, ;) telle
que pour tout v élément de #¢ ), ev est bijective et telle que:

ev, &

X, ..X,, €a\{0},34,, .., 4, €C*,

P k
o= U {Vea?é [v(X)e U (Zi+ N)} (3.25)
=1 i=1
(cf. [14], théoréme 1).
De plus, (cf. l.c. théoréme 3) il existe une unique famille méromorphe sur
a%, v—j(P,J,v), dapplications linéaires de ¥ (J) dans 2'(G, P, J, v)"
telle que

evoj(P, 6, v)=1d, ). (3.2.6)

La méromorphie peut aussi bien &étre interprétée en regardant j(P, J, v)
comme a valeurs dans End(77(d), 2'(G, V{)) ou bien en regardant
j(P,0,v) dans la réalisation compacte grice a Iisomorphisme de
9'(G, P, 6, v) avec I (cf. l.c. § 2.4 et lemme 5). On notera vi—j(P, J, v)
lapplication méromorphe de af dans End(7(d), I5) ~ End(77(9),
9'(K, 0)) obtenue par transport de structure. De plus, la variété polaire de
vi—j(P, 6, v) est contenue dans une famille localement finie d’hyperplans de
ag, A 5, telle que:

H,, ..., H,ea\{0}, u\, .. 1, €C, 0, € a*,
, (3.2.7)
H, 5= {v+nw,|veat,neN, v(H,) =pu,}
i=1

(cf. [14], théoréme 3). On notera:

o= {vea* | v(X)e{Im 1, .., Im A} } (3.2.8)

Jj=1
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et
4
w5 =) {vea* | v(H)=Impy,}. (3.2.9)
i=1
Comme X, .., X, H,, .., H €a\{0} et w, €a*, on a facilement:
Vveag, Imve s, .s=>VveH, s (3.2.10)

ou * vaut pour ev ou j.

3.3. Croissance polynomiale de j(P, 6, v)
Pour ReR on définit (cf. 1.4 pour la définition de X(2) et O):

a*(R) :={veat | VaeX(2)\O, Re(v—p, a) > R}. (3.3.1)

Ici a est muni du produit scalaire induit par B ce qui permet de I'identi-
fier a a* et de munir ce dernier d’'un produit scalaire. Ce procédé sera uti-
lis¢ pour d’autres sous-espaces sans référence particuliere. On rappelle que
J(P,d,v) et j(P,d,v) sont holomorphes sur a*(0) (cf. par exemple [14],
prop. 2).

Rappelons I’équation fonctionnelle pour j sous une forme adaptée a nos
besoins. Soit u € a* que I'on regarde comme un élément de &, en utilisant
i=(nm)@a On suppose, qu'avec les notations de lc., lemme 1,
=27, migia m;e N*,

On note ¢, la fonction C* sur G (notée ¢,(ek) dans lc. § 4.4) qui vérifie:
Yk, m,a,n)e Kx M x AxN, &, (kman)=a=". (3.3.2)

Alors il existe des fonctions polynomiales sur af, b,, ¢, .., q,, avec
b, #0, des éléments U, .., U, de U(g) et une fonction polynomiale sur a
a valeurs dans End(77(9)), R,,, qui laisse invariante les 7" (J, w), tels que
I’on ait I'identité de fonctions méromorphes:

Ve (), b,(v)j(P,d,v,n)

= Z a:(")((75.,) (U))euj(P, 0, v+u, R, (v) 7). (33.3)

i=1

On obtient cette équation fonctionnelle par prolongement méromorphe
de I’équation fonctionnelle du théoréme 2 de l.c., en utilisant 'expression de
A(Z,) et en effectuant les contractions qui s’imposent. On doit également
remarquer que la multiplication par ¢, envoie Z'(G, P,d,v+u) dans
9'(G, P, J, v).
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LEMME 3. Soient ne v (0) et ReR. Il existe un polynéme by sur a¥,
non identiquement nul, un entier N e N et une semi-norme continue py_, sur
I tels que:

(1) bgrj(P,9d,v,n) est holomorphe sur a*(R)
(1) Veels, Vvea*(R),

[<bR(v) (P, 0, v, 1), @ | <(1+ VDY pr. ().

Démonstration. On se rameéne aisément au cas ou anj3={0}. Par
linéarité et en tenant compte de l.c. (2.4.5), on peut supposer 7€ 7 (9, e),
ce que nous ferons dans la suite. Montrons d’abord le lemme en supposant
R>0. Soit v, € a* tel que: Vae Z(2)\O, (vo—p, ) =R.

Alors, j(P, d, vy, ) est une application continue de K dans V; * (cf. par
exemple [ 14], proposition 2), donc d’image compacte et a fortiori bornée,
pour la topologie forte de dual sur V;*. Mais V;* est un espace de
Fréchet donc tonnelé. Alors (cf. [10], ch. IV, § 3.2 proposition 2) cette
image est une partie équicontinue du dual topologique de VY. En particu-
lier, il existe une semi-norme continue sur V5, p,, telle que:

VkeK,  VyeVy, o (P 6, vo, M)K) ) <po).  (334)

Maintenant si ve a*(R) et v—vo=>", (v—1,),0,, on a:

J(Po, v, =[] (P, 0, vo, ) (335)

i=1

ou m= #X(2)\O et les ¢, sont les restrictions a K des fonctions continues
sur G, ¢;, qui vérifient:

() ¢, est nulle en dehors de HP

(B) VY(h,m,a,n)e Hx M x A XN, ¢;,(hman) = a’
ou 9§, vérifie (3, x) =0 pour a € A(n, a).

Mais, d’apres le théoréme de convexité d’E. van den Ban (cf. [ 1], théo-

réme 1.2), si ke K vérifie k = hman avec (h, m, a,~n) eHxMxAxN, on a
a=exp X, ou X vérifie, pour tout i=1, .., m:{9;, X> <0. On en déduit

que les fonctions &; de (3.3.5) sont majorées par 1.
Alors (3.3.4) joint a (3.3.5) donne:

Vvea*(R),  Voels, [P, 0,v.n) k), p(k))| <po(e(k))

et en intégrant sur K:

vvea*(R)a V(PEIJ’ |<j(P> 5) v, ’7)7 (P>|<qu((p)
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ou pg (@) =sup,cxpo(@(k)). Le polynome b, identiquement égal a 1,
entier N=0 et pg , vérifient les conditions voulues, lorsque R > 0.

Supposons maintenant R quelconque. On se fixe 4 comme dans 1’équa-
tion fonctionnelle de j (cf. (3.3.3)) tel que (i, «) > — R+ 1 pour tout o
¢lément de X(2)\6. Alors le polyndme b, :=b, vérifie (i) grace a I'holo-
morphie de j sur a*(0). On réécrit (3.3.3) en restreignant les deux membres
a K et en se rappelant que ¢, , =1

VV € a*(R)’ bR(V)](P’ 5a v, 77)

=2 :((75,) (U)(P, 6, v+p, R, (v) ).

i=1
On applique les deux membres a ¢ € I; et on transpose (75 )’ (U,):

Vvea*(R), Vo els,

Chrv) J(P, S, v, n), 9> = Z q:(V){J(P, 6, v+u, R,(v)n), 5 (US) @>.

i=1

Alors, d’aprés la premiére partie de la démonstration:

[<bR(V)j(P, 0, v, 1), @)

<3 100 £ 1R 0 (o (U 01 )

Jj=1

ou (74, ..., 7,) est une base de 77 (J, e) et

t
Z /‘-]

Mais pour Ue U(g), v~} ( U) est une application polynomiale de a¥
dans les endomorphismes continus de /;, i.e. a valeurs dans un espace de
dimension finie et polynomiale. Pour cela voir par exemple [ 17], § 2, pro-
position 1 ou l'assertion est démontrée pour I'action de U sur I'espace des
vecteurs K-finis d’une série principale. Cette démonstration vaut sans chan-
gement, en utilisant le fait que V5" s’identifie & un sous-module fermé d’une
série principale de M, griace au théoréme du sous-module de Casselman et
a la proposition 1. Ceci, joint au fait que les R, ; sont des fonctions polyno-
miales, permet d’achever la démonstration du lemme. ||

3.4. “Intégrales d’Eisenstein”: Définition et majorations initiales

DErmNITION 3. Lorsque veaf et ye ¥ (J) sont tels que j(P, J, v, ) est
bien défini, on appelle “intégrale d’Eisenstein” de parametre P, d, v, 77, ¢ ou
@ elg, la fonction E(P, d, v, 7, @) sur G/H définie par:

VgeG,  E(P,0,v,n,gH)={(75,) (g)j(P,d,v,n), ¢).
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Il est clair que, lorsqu’elle est définie, c’est une fonction C*. Si p €I,
on notera parfois E(P, d, v, 7, ¢) la fonction E(P, 6, v, 1, ¢|,).

LemMmE 4. Soit p une semi-norme continue sur Is. Il existe une semi-
norme p' sur I;, r>0 et ge N tels que:

Vk, k' e K, VXe€a,, Yveag, Yoel,,
U5 (Kk(exp X) K'))(@)) < (1 + [[v])? e+ IR XDp (¢9)
(out a, est un sous-espace abélien maximal de s cf. § 2.1).

Démonstration. Dans le cas ou g =0 et P est un sous-groupe paraboli-
que minimal de G, cela résulte immédiatement de [ 5], lemme 10.1. Mainte-
nant en utilisant un plongement de V'{° dans une série principale C* de M,
qui est un isomorphisme topologique sur son image (cf. démonstration du
lemme 3), et en induisant par étage, le lemme résulte du cas particulier
ci-dessus. |

ProrosiTION 2. Soit Re R et ne v (9). Soit br comme dans le lemme 3.
Alors il existe r>0 tel que pour tout De U(g), il existe ne N, une semi-
norme, p, continue sur I; vérifiant:

Voels, Vk e K, VXeay, VYvea*(R),
I(Lp(bg(v) E(P,d,v,n, ¢)))(k(exp X) H)|
<(1 + HVH)" elr +IRe VH)(HXH)p((D)
(ici, on a prolongé vi—bg(v) E(P, 6, v, gH) de fagon holomorphe a a*(R)).
Démonstration. En effet, on a par définition:
(Lp(bg(v) E(P, 0, v,n, ¢)))(k(exp X) H)
= (b0 (P, 9, v, m), 75 ((exp— X))k~ ") 75 (D) @)

En utilisant le fait que vi—>7§ , (D) est polynomiale (cf. la fin de 3.3)
et en appliquant les lemmes 3 et 4 avec p=pr ,, on obtient le résultat
voulu. |

ProrosiTION 3. Soit ne€ 7 (d,e). On suppose que 1 est propre sous
Paction de U(m)™ " Y/(U(m)(m b)) n (Um))"™ " pour la valeur propre
Ae(ad,)E. Alors:

(1) Si ReR et pelg, la fonction sur a*(R) x G/H définie par:
(v, §H) = b r(V)(E(P, 0, v, 11, ¢))(gH)
est un élément de </, (G/H, A, a*(R)) (cf. définition 1, § 2.3).
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(i)  Soit A5 5 le complémentaire de H; 5 dans o (cf. (3.1.7)). La fonc-
tion sur A5 5 x G/H définie par:

(v, gH) — (E(P, 0, v, ¢))(gH)

est un élément de <1, (G/H, A, K5 ;).

Démonstration. Soit D € D(G/H) que 'on confond avec un représentant
dans U(g)". En utilisant l'invariance a droite par N et a gauche par H de
J(P,0,v,7) et la définition de w, (cf. (2.1.1)) on a immédiatement pour
vea*(0):

ev(((m5,)" (D)(P, 0, v, 1)) =ev(((n5,) (,(D))(j(P, d,v,1))).

En tenant compte du fait que j(P, J, v, n7) est un élément de 2'(G, P, J, v)
et de la définition de w, ; (cf. (2.1.2)) on a facilement

ev(((m5,)" (D)J(P, 0, v, 1)) = (0"((w,(D)(—v+pp)) ev (J(P, 6, v,7)))

= (@4, (D)N(=V)) 1.

Mais d’aprés les propriétés de # et en tenant compte de (2.1.3) ceci est
égal a (y.«(A4—v))n. Dou, en utilisant la propriété caractéristique de j
(cf. (3.1.6)), on déduit I’égalité de fonctions holomorphes (resp. méro-
morphes) sur a*(0) (resp. af)

((z5,)" (D)(P, 0, v, 1) = (yas(A =) j(P, 3, v, 7). (34.1)

Il en résulte aisément que b(v) E(P, d, v, 1, ¢) est propre sous D(G/H)
pour la valeur propre A4 — v. Alors (i) résulte de la remarque 4 et de la pro-
position 2.

Prouvons (ii). Soit v, € #’; ;. Soient r, € R et ¢>0 tels que: v bg(v)
E(P, d,v,1n, @) soit holomorphe de B(v,, ¢) dans C,7(G) ou B(v,, &) est la
boule ouverte de centre v, de rayon ¢>0 (r, et ¢ existent d’aprés (i)). 1l
existe vy € a¥ tel que le polyndme d’une variable z, z+> by (v, + zv) ne soit
pas identiquement nul. Alors il existe r >0 tel que {y,,(¢)=v,+re"vy | te
[0,2n]} soit inclus dans B'(vgy, &) ={veB(vy, &) |bg(v)#0}. Puis par
continuité et compacité on trouve V{(v,) voisinage compact de v, contenu
dans B(v,, ¢) tels que:

{y(t)=v+re™vy | ve V(vy), te[0,2n]} = B'(vy, ).
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Alors en écrivant la formule intégrale de Cauchy on a:

Yve V(vy),
(E(P,0,v,p))(gH)=1)2in rﬂ (br(v+re™vy)) !

X (bg(v+re™V))(E(P, 6, v+re™vy, n, ¢))(gH)) dt.

On estime alors le numérateur dans l'intégrale griace a la proposition 2.
De plus, le module du dénominateur est minoré. On en déduit que
{E(P,0,v,9)|veV(vy)} est un borné de C, (G). On acheve de prouver (ii)
grice a la remarque 4 et en remplagant ¢ par 75 (D) ¢, D€ U(g), dans le
raisonnement ci-dessus. |

3.5. Enoncé du théoréme principal, premiére réduction

On dit que ne(V ;)M est de carré intégrable pour M N H si 'appli-
cation de Vy dans C*(M/MnH), qui a ve VY associe la fonction
m(M n H)— {5 (m)n, v, est a valeurs dans L*(M/M ~ H). En utilisant la
proposition 1, on voit qu’il suffit que cette propriété soit vraie pour
veE(Vs)ynx (cf. [12], proposition 1 pour un raisonnement similaire).
Notez que, comme J§ n’est pas supposée irréductible, cela n’implique pas
que J est une sous-représentation de L*(M/M n H).

THEOREME 1. Avec les notations et hypothéses de § 3.2, soit ne
V7 (5,e)=(Vy*)MH de carré intégrable.

Soit R>0 et by comme dans le lemme 3. Alors pour tout v élément de ia*
et tout ¢ élément de (1) gy, br(v) E(P, 0, v, n, @) est une fonction tempérée
sur G/H.

COROLLAIRE DU THEOREME 1. Soit ne€ V7 (9, e) de carré intégrable. Alors
pour tout veia*, tel que v& J, 5 et tout ¢ € (1), E(P,d,v,1n, ) est une
fonction tempérée sur G/H.

Démonstration. Cela résulte immédiatement du théoréme 1 et de la pro-
position 3 (ii). |

Remarque 6. Au vu du corollaire 2 du lemme 2 et de la proposition 3,
on voit que le théoréeme 1 est équivalent a son corollaire.

Nous allons commencer par réduire la démonstration du théoréme a des
cas particuliers.

Lemme 5. (1) 1l suffit de prouver le théoréme lorsque H est supposé
connexe.

(i1) 1l suffit de prouver le théoréme lorsque [’on suppose en outre que
G est semi-simple et connexe.
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Démonstration. Pour prouver (i) on affecte d’un indice supérieur “°” les
notations relatives a G/H®: W °, ¥°°(9), j°, ev’, E° etc... On choisit #° et
9 de telle sorte que ¥ <% . On remarque que HP est la réunion de
(H°, P) doubles classes qui sont toutes ouvertes.

En effet si xe Kn H on a Ad x(a,) =p naq. Alors il existe ue(Kn H)’
tel que (Ad " Ad x)(a;) =a,. Do x=u(u"'x) avec (u~'x)eN(a,) et
ue H°. Donc:

H= U Hw et HP = U H°wP.

we Ng(ag) " H we Ng(ag) nH

On note W {={we#°| H'wP<=HP}. Si we#’ on peut écrire w=
wyw, avec w; € Ng(ay) N H et wy € Ni(a,) n M. Alors

Mno(w 'Hw)y=Mnw; "How;!
=wy, (M~ H)w,

Soit €7 (d,e)=(V; *) " Etudions j(P, 6, v, ). Pour we #°¢ avec
w=w,w, comme ci-dessus, on voit que: ev’(j(P, d,v,n))=0"(w, ") 5 et si
we W evs(J(P,0,v,1))=0.

D’ou, en posant 7, =d'(w, ') n:

J(P, 0, v,m)=Y joP,d,v,1,). (3.5.1)

we WY

Mais 7, est de carré intégrable pour M/M n H® car M n H/M n H’ est
fini. En effet, on a (MnH)’cMnHcMnH et MnH/(Mn H)° est
fini d’apres [2], proposition 1.1. Alors, par transport de structure, il en va
de méme de 7, pour M/w, (M~ H°)w,. Dautre part, grice a [14],
eq. (2.4.5), (2.4.6), on a:

E°(P,0,v,1,, ¢)=E°(wPw~', wo, wv, n,,, R(w) @)

ou R désigne la représentation réguliére droite et dans le membre de droite
onaz, e’ (wd,e)=7"(5,w)). Sile théoréme est vrai pour H° le membre
de droite de cette égalité est tempéré et (i) résulte de (3.5.1), qui implique
une relation similaire entre E et E°, et de la fin de la remarque 5.
Passons a (i1). On suppose H connexe. Il résulte aisément de la définition
qu'une fonction Z(g)-finie et K-finie sur G/H est tempérée dés que la res-
triction a G°/(G°n H) de ses translatées a gauche par K sont tempérées.
Alors, grace a la remarque 6, il suffit de prouver que la restriction a G°/H
de E(P, d, v, 1, @) est tempérée pour tout ¢ € (I;) g, et ve (ia*)n A 5. En
fait, d’apres le corollaire 2 du lemme 2, il suffit de le prouver pour v dans
un ouvert dense de (ia*) N #’; ;. Comme J est une représentation unitaire,



452 PATRICK DELORME

les exposants sont imaginaires purs sur 3na, et la restriction de
E(P,0,v,p,n) & G°/H est tempérée si et seulement si sa restriction a
G,/G, n H est tempérée. Maintenant G = G,P car P rencontre toutes les
composantes connexes de G (cf. [22], lemme 4.11). On note ¢, la restric-
tion de 0 a M, =M n G,. Comme par hypothése exp (3 nm) agit par un
caractere sur V; on voit que V3" = V3. Mais la restriction des fonctions de
G a G, induit un isomorphisme topologique de I3, sur IJ' . ou
Py=PnG ety =y ,aveca, =ang,. En outre cet isomorphisme entre-
lace nf;v et né’l{ ,, comme représentations de G,. (cf. e.g. [41], § 11.4.1 pour
plus de détails). De plus, M/M, exp (3 »m) est fini car M/M?° est fini puis-
que M est dans la classe d’Harish-Chandra. On en déduit que J, est une
représentation unitaire de M, somme finie de représentations irréductibles,
qui admet un caractére infinitésimal.

Etudions HP N G,. Comme, par connexité, H=(H n G,)’ exp(3n ) et
que exp(3 N b) est contenu dans P on voit que si ge HP, on a g=/hp ou
he(HnG,)°, peP. Sion adeplusgeG,,onapeP,. Dout HPNnG,=
H,P, ou H,:=(HnG,)°. Avec n comme dans I’énoncé du théoréme on
voit que # définit un élément de (V5 )" " de carré intégrable pour
M,/(M, n H) grace a la formule:

Yfe C(M/M H), j f(m(M ~ H)) dii

exp(3nm) M (M~ H)/Mn~ H

flkm (M, A H)) diir, dk

‘pr(smmmf) JM]/M]mH

et au fait que exp(3 nmnf), qui est compact, agit par un caractere unitaire

sur #. La formule ci-dessus résulte de I'égalité
3nm=GAmnh)®Grnmning) car snmngns=1{0}.

P

S, v

, J(P, 0, v, 7n7) se transporte sur j(P,, d,, vy, 1), d’ou 'on déduit aisé-

Alors comme HP n G, = H, P,, on voit que, dans I'isomorphisme entre /
et I

1, v
ment:

V(pe(lé)(K)a E(Pa 6» v, }7a go)lG]/G](\H:E(Pl’ 519 Vla ’]a (pl)

ol @, =@ k¢, et ou les deux membres sont définis simultanément. Si le
théoréme est vrai pour G, et H,, on voit donc que, pour v élément de
{Celia*)n A5, 1&, eAs) (qui est un ouvert dense de 77 ,),

E(P, 0, v, n, @) est tempérée. Ceci achéve de prouver (ii). ||
3.6. Un cas particulier du théoréme 1

DEFINITION 4. On suppose g semi-simple. On dit que 4 e(a%,)* est
“bon”, si pour tout 2 élément de F et tout w élément de W(g? a“) on a
wd ., < » 0 dés que wA,wg/,,,p,,,.
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LEMME 6. Si Ae(a4,)*, il existe t,>0 tel que pour tout t>t,, tA est
“bon”.

Démonstration. Soit w et 2 tels que wA, ;{/ 0ie. wAl =D aes(o) Mol
avec au moins l'un des n,,n,, strlctement positif. On ecrlt de méme

Pr=2uecs(») M Onchoisit ¢, , e R™ tel que ¢, ,(n,)>m,,. On prend
to:=Supi{t, , | we W(g%, a9, ?eZF, wA|,, % 0}. On vérifie aisément
que ¢, convient. ||

Le lemme suivant est un cas particulier du théoréme 1.

LemMmE 7. On suppose G semi-simple. Soit 5 € V" (9, e) de carré intégrable
et propre sous U(m)™"Y/(Um)(mnbh))n (Um)™"Y) pour la valeur
propre A €(a$,)*. Si A est bon, pour tout R>0, tout veia* et ¢ €(I;) ),
br(v) E(P, 0, v, n, @) est tempérée.

Démonstration. Avec les notations de I'énoncé, comme v eia*, 7} est
unitaire. Il résulte de [21], corollaire 2.2 que Eg(v) :=bg(v) E(P, J, v, 1, @)
est bornée sur G/H. Par ailleurs, E(v) est propre sous D(G/H) pour la
valeur propre A4 —v (cf. proposition 3). Utilisant (2.2.3) et le lemme 1, on
en déduit que les exposants directeurs le long de P,(#) (e F) de E R( )
sont de la forme w(A— v)I o ou we W(g% a?) avec: Re w(A— )‘w
Pr<y 0 Mais v est imaginaire pur sur a et 4 réel sur a%,. Comme w pre-
serve a? on a: Re w(A —v) =wA. Donc: wh o, — P2 < » 0. Comme 4,,, es
bon (par hypothese), on a: wA,, < , 0, soit encore: Re w(A —v),, <, O
ce qui assure que Ex(v) est tempérée. ||

4. “INTEGRALES D’EISENSTEIN’’ ET FONCTEURS DE TRANSLATION

4.1. Projections selon les caractéres infinitésimaux

Si V est g-module sur lequel Z(g) agit de facon localement finie et y est
un caractere de Z(g) on notera:

V,:={veV|3IkeN,VZe Z(g),(Z—x(Z)) v=0}.

On note Z( ) I'ensemble des caracteres de Z(g). Alors V=@, . Z Vet
l’on note p) ou p, le projecteur sur ¥, parallelement a la somme des
%' #x. Si{ est une sous-algébre de Cartan de get Aeif onnote y, le carac-
tere de Z(g) obtenu par composition de I'homomorphisme d’Harish-
Chandra, y;, suivi de I'évaluation en 4. Si y =y, on dit que / est un para-
metre de Harish-Chandra de y. On utilisera des notations similaires pour
m avec m en indice supérieur.

Le lemme suivant est une conséquence immédiate d’une observation de

D. Vogan (cf. [41] lemme 10.A.1.6).
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LeEmME 8. Soit V un g-module annulé par un idéal de codimension finie

—

I de Z(g). Alors, pour tout y € Z(g), il existe Z)I( € Z(g) tel que p, soit donné
par laction de Z,.

Démonstration. On considére .#; la catégorie des g-modules annulés
par I. La correspondance qui a V associe p; , pour V objet de .#,, est une
transformation naturelle du foncteur identique de .#,. Alors 'existence de
Z;, résulte de [41], lemme 10.A.16.

Remarque 7. (i) On remarque que si yy, ..., X, eZ/(E) etny,..,n,eN,
Iidéal de Z(g) engendré par {(Z —x(Z))"---(Z—y,(Z))" | Ze Z(g)}, est
de codimension finie et que tout idéal de codimension finie de Z(g)
contient un tel idéal. Pour démontrer la premiére partie de ’assertion on

identifie Z(g) a C[ X}, ..., X;]. Si y;(P)= P(4;) I'idéal étudié contient:
J={PeC[X,,..,X,]|0%0X*P(;)=0 pour |a| <n;eti=1,..,p}.

Mais J est clairement de codimension finie. Pour la deuxieme partie, il
suffit d’étudier I'action de Z(g) sur Z(g)/I en opérant une trigonalisation
simultanée de I’action de générateurs algébriquement indépendants de Z(g).

(i1) Avec les hypotheses du lemme, si V est en outre un G-module dif-
férentiable on voit que les p, sont continus et leurs images sont fermées.

4.2.

On fera dans la suite du § 4 les hypotheses suivantes. On suppose G
connexe et semi-simple et 'on suppose données deux représentations uni-
taires (0, V), (9, V5) de M de longueur finie, possédant un caractére infini-
tésimal. On suppose quil existe ne(Vy; )" fje(Viy )" et une
représentation de dimension finie de G, (z, F'), dont le dual possede un vec-
teur non nul invariant par H, e, tels que:

(a) 7n (resp. 7]) est propre sous
Um)™ Y (Um)(m b)) (Um)™ ") pour la valeur

propre A (resp. A). (4.2.1)

Alors le caractére infinitésimal de o (resp. 5) admet — A, (resp. -1,
comme parametre de Harish-Chandra (cf. (2.1.4) et (2.1.5)) ou
A=A+ pa(resp. Agi=A+pa).

(b) Notant F, le M-module F”", on a un isomorphisme topologique
de M-modules:

P VE®F)~VS. (4.2.2)
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Dans la suite on se fixera un isomorphisme et on identifiera ces deux
espaces. En particulier on écrira:

UV FN)=Vs (423)

(c) Notant e¥; , la restriction de e}; a F; (qui est non nulle, cf. par
exemple [24] démonstration du théoréme 4.1, eq (7), p. 537) on a:

(@ ek u) vy =1. (4.2.4)

On notera e, un vecteur non nul de poids extrémal sous i, u, tel que
e, € FN. On notera s, =i ., et v; =u,,. On voit que F" est irréductible
sous M A, que a agit sur F~ par v, et que F, admet x, comme poids extré-
mal. Enfin Pexistence de e}, impose a u d’étre nul sur i nh (cf. [24], ch. V,
théoréme 4.1).

4.3. Foncteurs de translation et séries principales généralisées

Soit ve a. On note @,, I'isomorphisme de G-modules entre /%, @ F et
I{,:) & défini par:

Voelf,, YoeF, VgeG,  (P(p®v))(g)=0(g)@n(g ")v
(43.1)

(cf. [14], eq. (4.2.2)).

On définit également un isomorphisme, ¥,, de G-modules entre
9'(G,P,3,v)QF* et 2'(G, P,(V;),) ®F (que l'on identifie a un sous-
espace de Z'(G, V) ® F*) par la formule imagée:

Vie Z'(G, P,6,v),  Vo*eF*,  “V,(t@v¥)(g)=t(g)®@n*(g ") v*”
(432)

(cf. [14], lemme 12 (ii) pour plus de détails).
On vérifie sans peine que ¥, est I'inverse du transposé¢ @/, de @,.
On note 7 l'injection naturelle de V" =p™ , (V¥ ® F,) dans V¥ @ F.
Celle-ci induit un morphisme continu de P-modules entre (V5°),,,, et
(VE),®F.

ProproSITION 4. Il existe un polynéme non identiquement nul sur a¥, g,
tel que si q(v) #0 on ait:

(i) Indi (resp. ®@,'oIndi) est un isomorphisme topologique de
G-modules entre I(I)‘), vy € p—Ay+\’+V1(I(PVg)‘,®F) (resp. p—/iy+v+v1(1§ , ®F)).
On notera T:=®; " oInd i.
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(1) Le morphisme de G-modules transposé de Ind i (resp. T), (Ind i)’
(resp. 1), entre 2'(G,P,(V;),®F) (resp. 2'(G, P,o,v)QF*) et
9'(G, P,0,v+v,), induit un isomorphisme topologique de [I'image de
DPay—v_y, Sur 2'(G, P, 0,v+v,). De plus 7' =(Ind i)’ - ¥,.

Démonstration. On considére une suite de Jordan Holder du
P-module F, 0c F, < --- <« F,=F. On peut supposer que chaque F; a un
supplémentaire MA-invariant et irréductible dans F,, ,, (utiliser I’ “unitary
trick”). Les sous-quotients simples F;/F; , sont de la forme (V),, ou v; est
un poids de a dans F et V; est un M-module simple. En particulier on a
'identité de P-modules: F, = (F,),,.

Introduisons une suite de Jordan Hélder topologique (i.e. les €léments de
la filtration sont fermés et topologiquement irréductibles) du M-module de
Harish-Chandra V¥ @ V;=(V;® V,;)® (cf. (1.1.1)) & croissance modérée
(cf. (1.24)) construite a laide dune suite de Jordan Hoélder du
(m, M n K))-module des vecteurs M n K-finis et de la proposition 1. On
notera V; ; les sous-quotients irréductibles de celle-ci. Alors en utilisant le
fait que le foncteur V — I% transforme les suites exactes fortes de
P-modules différentiables en suites exactes fortes de G-modules
(cf. (3.1.13)), l'exactitude forte de toute suite exacte de M-modules de
Harish-Chandra a croissance modérée (cf. proposition 1 et (3.1.13)), Iiso-
morphisme @, entre I5 , ®F et I{,; op Tégalite I o =1{ys) o
(cf. 1.1.1) et (3.1.3), on voit que 1(’{ , ® F posséde une suite de composition
dont les sous-quotients sont les 7 Vi D Soit 4, ; le paramétre de Harish-
Chandra du caractére infinitésimal de I'/,, ;- Alors I, Vi ey, & POUT caractere
infinitésimal y 4, .,y 4y,

Montrons que si y A, # X —a, ou bien si i # 1, il existe un polynoéme p, ;
non nul sur {§ invariant sous W(gc,ic) tel que:

qi,j(v) ::pi,j(/lij+ vi+v) _pi,j( —A,+v,+v)

soit un polynome sur a¥ non identiquement nul. Si p, ; n’existait pas on
aurait Y, oy oy =X _ 4,4+ +v POUr tout veaf. Mais alors 4, ;+v,+v et
— A + v, +v sont conjugués par un élément de W(gc, jc) pour tout ve a¥.
Grace a la propriété de Baire de a* et la finitude de W(gc,ic), on voit:

Iwe Mge,ic), Yvea*, wy =y, v;

1

=V, et wd; ;= —A4

s

Donc i=1. De plus ona we W(me, (inm)c) et x,, =y _,, c€ qui prouve
Iexistence de p; ;. On note ¢ le produit des p; ;.

Soit vea¥ tel que ¢(v)#0. On va utiliser lidentit¢ (V¥), ® F=
(V€), ® F) (cf. (1.1.1)) et lidentité I =17, pour tout P-module de
Fréchet V' (cf. (3.1.3)). Alors la suite:

0>V S VERF— (VY ®F)/Imi—0
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est une suite exacte forte de M-modules de Harish-Chandra a croissance
modérée car, d’aprés la proposition 1, 'image de i est fermée et toute suite
exacte est forte. Comme I’application i est un morphisme de P-modules
entre (V5),,,, et (Vy),®F, on dispose d’une suite exacte forte de
P-modules:

0> (V) ysn— (VE),@F>((V§),®F)/[Imi—0

qui, par induction (cf. (3.1.13)) donne une suite exacte forte:

Ind i

0-1%

P P
S, v+l Iiveyner 2 liws)enmi = 0.

Gréce aux propriétés de ¢ on voit que tous les sous-quotients d’une suite
de composition topologique de I{; (VE),@ F)/tm ¢ ONt des caractéres infinitési-
maux différents de y_, ,,,,. De Pexactitude du foncteur V — V., (ou
xe€Z(g) et V est dans la catégorie des modules Z(g)-localement ﬁms) on
déduit que: p_, ., +,,II(U,~ L@ rym: =10} puis que Ind i induit un isomor-
phisme de G-modules entre I, TwEtp_ AJHH](I(V~ e r)- D’apres le théo-
réme du graphe fermé c’est un isomorphisme topologlque Ceci, compte
tenu des propriétés de @, prouve (i). Alors (ii) s’en déduit par transposi-

tion, en tenant compte des propriétés de ¥,. |

PROPOSITION 5. Soit veaf, tel que q(v)#0, vé A 5, v+v, A ;0
A,

ev, 0"

Alors, on a:

TPt v )P, 8, v, 7)) @ €Fy)) = (P, 6, v+ vy, 1)

(cf. § (3.2.5) et (3.2.7) pour la définition de A, s, A,

ev, 5 et la pi’Oposi[ion
précédente pour la définition de T).

Démonstration. Avec nos hypotheses les deux membres de 1’égalité a
prouver ont un sens et sont des éléments de &'(G, P, 6, v+ v,)™ dont il faut
comparer I'image par ev. Mais on a: i'op, ,_, =p, _,_, oI et comme
2'(G, P,0,v+v,) admet XA~y COmme caractere infinitésimal, on en
déduit: i'op, ,_,, =1". Alors grace a la définition de 7’ et ¥, ainsi qu’aux
propriétés de (Ind i)’ (cf (3.1.9)), on voit que:

Ywe ', ev [T'(J(P, 6, v, 1) ®ef) =i'(ev, (j(P, 6, v, 1) @n*(w") efy).

Ceci est ¢gal a 0 pour w#e et a I'(77® ef;) pour w=e. Mais i est I’appli-
cation canonique V" =p" (Vi QF;) —5 V¥ QF et (4.24) implique:
I"(fi®ek) =

D’ou il résulte que les images par ev des deux membres de I’égalité a
démontrer sont égales. D’apres les propriétés de ev et le fait que
v+v, €4, s, ceci implique I'égalité voulue. |i
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Soit f est une fonction C* sur G/H annulée par un idéal de codimension
finie 7 de Z(g). Alors le sous-G-module fermé de C*(G/H) engendré par f,
noté V, vérifie les hypotheses du lemme 8. En particulier pour y caractere
de Z(g), on peut définir p;/(f) que 'on notera p (f). Alors f est égale a
27 p,(f), ou la somme ne comporte qu’'un nombre fini de termes non
nuls.

De plus p,(f)=L! f, ou 7! e Z(g) (cf. lemme 8).

PROPOSITION 6. Notons pour veF, ¥ la fonction C* sur G/H définie par
(gH) :=<{n*(g) ef,vy. Soit veaf tel que q(v)#0, véH 5, v+v, &
H 5O HA,

Alors:

v, 0°

(i) VYoely, YoeF,  p_vin((E(P, 3,7, 0)D))

:E(P’ (59 v+ Vi, 1, (iil(p—/l5+v+v1(¢v ® U)))i)

Ici on consideére inverse de T qui est défini sur I’image de T (cf. proposi-
tion 4). De plus Papplication ¢ @, de I5 dans 1%, (resp. Y de 17

o, v J, v+
dans 1) a été définie au § 3.1.

(i) Soit V(P,0,v,7j)={E(P,0,v,n, )| pe(ls) ). Cest un sous
(g, K)-module d’Harish-Chandra de C*(G/H). On introduit de méme
V(P,6,v+v,,5). On note F= {ﬁ|veF} qui est un sous G-module de
C*(G/H). On note V(P, 5, v,7))-F I’ espace vectoriel engendré par les pro-
duits des éléments de V(P, 5 v, 7j) et F. Cest un sous (g, K)-module de
Harish-Chandra de C*( G/H ).

(i) On a:

Démonstration. Prouvons (i). Soit @ le produit des fonctions C* sur
G/H, E(P, J, v,7]) et . Alors:

VgeG,  @(gH)=<((n},) (&) ®@n*(2)J(P, 3, v, ) ®ek), ¢, ®v).

Leffet de p_, ,,, sur @ est alors facile a calculer en fonction de
Pactionde p ., surI5 QF:

VgeG, (P arvin®)gH)={(((n5,) ®@7*) ()P, 0, v, 7)) ®ek),

p—/ls+v+v1(¢v ®U)>
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Utilisant le fait que p _, ,,,,, est un projecteur de /5§ , ® F, de transposé
D, v_v»> o0 en déduit:

VgeG, (P—tyrvinP)gH)
= ((RE N ®T*NEPa,—v_u((J(P, 5, v, 1) ® ),
p*Ax+\’+v1(¢v® U)>

De la proposition 5, on déduit:

(Pt v @NgH) = (75 ) ®@7*)(g))(T" ' (J(P, d, v+vy, 1)),
p*AAy+v+v1(¢v ® U)>

Ici, on regarde I’ comme une bijection de p, , ,((/5,)®F*) sur
v f; v4v;) (cf. proposition 4 (ii)). En transposant i’~! (aprés commutation
avec (%)) ®@n*)(g)) on obtient (i).

Pour (i) on remarque que V(P, 5, v, #j) (resp, V(P,d,v+v,, 7)) est un
quotient du (g, K)-module de Harish-Chandra (15 ), (resp. (I3, ,)x)-

De méme V(P, d, v, j) - F est un quotient de (15 ) ® F.

Pour (iii) on remarque d’abord que si (7, V) est un G-module différen-
tiable, dans un Fréchet, annulé par un idéal de codimension finie de Z(g),

on a:
V2 Z(8). P Vik) = (2, V- (43.3)
D’autre part:

(VO F) =V ®F. (4.3.4)
En effet, Vg @ F<(V®F)x,. D’autre part, soit Te Homy(E, V® F)
ou E est un K-module de dimension finie. On définit 7, €

Homy(E® F*, V) par:

Vee E, Yo* e F*, (T (e®v*))=<T(e), v*>eV.

Alors I'image de T',, V', est contenue dans Vy, et celle de T est contenue

dans V; ® F. Ceci acheve de prouver (4.3.4).
Donc, grace a la proposition 4, on a:

lN_l(l’—Ax+\r+v1((I§, v)(]() ®F))= (If?, v+\rl)(]()'

Maintenant, (iii) résulte de (i). ||
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5. SERIES DISCRETES POUR LES ESPACES SYMETRIQUES REDUCTIFS ET
FONCTEURS DE TRANSLATION

5.1

On se propose de réunir les conditions de 4.2 pour des séries discrétes de
M/MAH.

On commence par compléter, dans le numéro suivant, un résultat de
D. Vogan ([40], p. 207, 208). Précisons certaines notations.

Si Ae(a’) on note V' ou Vg , le sous-espace de L*(G/H, dg) formé
des vecteurs C* pour laction réguliere gauche de G et qui sont propres
sous D(G/H) pour la valeur propre A. On notera V', 'adhérence de V'
dans L*(G/H) qui est un sous-espace invariant sur lequel G agit par une
représentation unitaire 7 ,. De plus, I'espace des vecteurs C* de V,,
(V,)>, vérifie:

(V)==V=. (5.1.1)

En effet, on a clairement V% < (V,)* et Vg est égal a I'espace
{fe(V,)™ | fest D(G/H)-propre pour la valeur propre A}. Comme V', est
un facteur direct de L*G/H), (V,)* est un sous-espace fermé de
L*(G/H)™. Les éléments de D(G/H) agissant continument sur L*(G/H)*
(cf. [3], lemme 1.1), on en déduit que V' est fermé dans (V,)*. Par ail-
leurs utilisant le théoréeme 1.3 de [35] avec B=V, et D=V on voit que
V% est dense dans (V). D’ou (5.1.1).

Je remercie le referee de cette simplification de ma démonstration
de (5.1.1).

Draprés [ 3], théoreme 1.5, toute série discréte de G/H (i.e. sous-représen-
tation irréductible de L*(G/H)) est contenue dans une somme finie de V,
et (cf. L.c., théoréme 3.1):

Chaque V, est la somme directe d'un nombre fini de
représentations unitaires irréductibles de G. (5.1.2)

On notera 7, le vecteur distribution de V', donné par I’évaluation en eH
des éléments de V5. On remarque que:

V,=V, dé que 4 et A’ sont conjugués sous W(g? a?). (5.1.3)

5.2. Séries discrétes pour G/H et foncteurs de translation, lorsque G est
semi-simple connexe de centre fini

On rappelle le choix de P (§ 1.4) et celui de i, a?, 47 (m“, in}) (cf. fin
du paragraphe 2.1).
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On choisit pour la suite de larticle un ensemble de racines positives
4% (g% a) (resp. 4*(gc,ic)) de 4(g7 a?) (resp. 4(gc,ic)) de telle sorte
que:

aed(ge,ic) si et seulement si:
o 4 #0 et €47 (g% a?), ou bien (5.2.1)
2..=0 et o  edT(m’inh).

On suppose en outre que si a€d(ge,ic) et o,€4(n,a) on a
ae 4 (gc, ic)

On rappelle brievement la “dualité” de Flensted-Jensen dans un cadre
legerement plus général que celui de [20], § 2. Cette extension est néces-
saire a notre propos.

On suppose dans ce numéro et jusqu’a nouvel ordre que G est semi-
simple connexe de centre fini et H connexe. On note G le groupe semi-
simple, connexe, simplement connexe d’algébre de Lie g. et GY, H, K¢, G,
H, K les sous-groupes analytiques de G d’algébres de Lie g% b?, 1, g, b, L.

On note M? le centralisateur dans K¢ de a¢, A9 :=expa? et P'=
M49N? le sous-groupe parabolique minimal de GY tel que
A7 a?y =A% (g% a?).

On note G le revétement universel de Get 7, : G — G, n,: G — G, les pro-
jections canoniques. On note K (resp. H~) les sous-groupes analytiques de
G d’algebre de Lie T (resp. ). D’apres [28], corollaire 1, page 161:

les applications de (snbh)x(snq)xK (resp. K, K)
dans G (resp. G resp. G) de méme que lapplication
de (i(fnq))x(snq)xK? dans G9 définies par:
(X, Y, k) (exp X)(exp Y) k, sont des difffomorphismes.

(5.2.2)

On en déduit que H est homéomorphe a (Kn H)xexpsnl. Donc
K H est connexe puisque H est connexe. De méme, on voit que KN H,
K H™ et K~ GY sont connexes. Alors K~ H et K¢~ G? sont des sous-
groupes fermés de G (car K¢ et K sont fermés dans G et G, et G (resp.
HY H) sont fermés dans G (resp. G, H) comme sous-groupes ouverts du
groupe des points fixes d’une involution. De plus, ils ont méme algebre de
Lie. Donc: KN H'= K H. De méme, K~ H~ est fermé dans G. On dis-
pose alors de morphismes canoniques surjectifs: 7,: KnH~ - Kn H,
7,: KnH~ - K H, induits par 7, et 7,. On sait que Ker 7, et Ker 7,
sont contenus dans le centre de G, Z(G).

Soit K(H) = {ueK | p est triviale sur Z(G) r\KmH}. Alors fi=p o7, est
une représentation de K H~, triviale sur Z(G)nKn H~ qui contient
Ker z,. Alors ji|g py~=pc7, ou u est une représentation de Kn H
(= K?n H?). Par prolongement C-linéaire a f. de la différetielle de u et
restriction a h? on obtient une représentation x“ de h“ qui coincide sur
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A bh? avec la différentielle de . Comme H'= (K~ H") exp i(ftnq), on
en déduit qu’il existe une représentation irréductible de dimension finie de
H? de différentielle x¢, qu'on notera encore u. On notera: HY(K)=
{u?| pe K(H)}. Remarquez que H"(K) ¢ H".

On notera, pour 4 € (a9)%, /(G/H, A) k) espace des éléments K-finis de
o (G/H, A) (cf. § 2.3 pour la définition de .«/(G/H, A)). De fagon analogue,
on note o7/(G?K“, A) l'espace des fonctions C* sur G/K“ propres sous
D(G/K?)~ D(G/H) pour la valeur propre A. Si ue HY(K) on notera
o (GK, A)* Tespace des éléments de .o/(G9/K? A) qui se transforment
par un multiple de x sous H. On notera:

A(GUK, A) i = D A (GYK, AY-. (52.3)

we HI(K)

Alors la correspondance de Flensted Jensen définit un morphisme de g-
modules bijectif fi— f entre o7(G/H, A)x, et A (G/K, A) 1 k-

Rappelons la définition de f“ pour f'e C*(G/H) . On définit une appli-
cation F; de G/H dans C*(K) par:

VxeG/H, VkeK,  (Fy(x))(k)=f(k 'x). (5.2.4)

Si fest de type u €K sous K, F rest a valeurs dans I'espace V/; engendré
par les coefficients de la représentation w. Il est clair que V, est isomorphe
avV,®Vy ou V, est l'espace de u. Si f#0 on voit que u e K(H).

Alors on a une bijection entre V, et ’'espace engendré par les coefficients
de la représentation u? de HY V,, qui associe au coefficient de
u, g—><u(g) v, v*y, pour (v,v*)elV,xV}E le coefficient de ul g
{u(g) v, v*>. On la note ¢ — . Alors £ est caractérisée par:

Vaeexp a,, Vhe H,  f9(haK?)=(F/(a))’(h~"). (5.2.5)
On rappelle la définition de la transformation de Poisson £, qui est un
morphisme de G-modules entre Z'(G“, P9, A) (cf. (3.1.18) pour la notation)
et o/(GY/K? A). On note 1, I'élément de I’ qui est identiquement égal &
1 sur K9 et I'on a:
VeeG’,  VeeZ(GUPL M), (Z0)(g)=<{n](g) 1i .

Soit 4 € (a?)% tel que V', soit non nul. Alors:

Ae(a?)* (ie. A est réel sur a?) et A est régulier par rapport a 4(g%, a“)
(5.2.6)
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(cf. [33], § 1 théoréme (i), (iii) et note p. 388). De plus, (cf. 1.c.) il existe
un sous-espace abélien maximal de g contenu dans fngq,t. On notera
a’?“:=it'. Cest un sous-espace abélien maximal de s?. On peut en outre
choisit x,, .., x, e K tels que Ad(x;) a’=a’? et que {HxP?|j=1, .., p}
soit ’ensemble des (H?, P?)-doubles classes fermées dans G?. On définit:

DG, P A) i gy = {t€2' (G P’ A)|Supp <
de]-P" et 7 se transforme sous H? par une représen-
tation de dimension finie de HY qui est somme

directe d’éléments de ﬁ(l()}.

(5.2.7)

Alors si V, est non nul, on a un isomorphisme de g.-modules:

P
T: ® 2'(G% P, At gy (= 7'(G*, P, 4)) > ( Vi (528)
j=

1

donné par:
T (2(1))? (5.29)

qui est bien défini par 2,(7) € oy x,(G/K?, A).

Pour ce qui précéde cf. L.c. § 1, théoréme, dans lequel on a remplacé les
hyperfonctions par des distributions, grace aux résultats de E. van den Ban
et H. Schlichtkrull (cf. [6], théoréme 12.2 et théoreme 14.1). Notons en
abrégé 2"/ pour 2'/(G? P, A) i k). Comme f9(e)=f(e) et 2Z,(1)(e)=
{1,1,), on a:

Ve ® 2, guT(r) =<t 1,>. (5.2.10)

Jj=1

La proposition suivante contient et précise un résultat de D. Vogan
([40], p. 207, 208).

PrOPOSITION 7. On suppose toujours G semi-simple connexe de centre
fini mais H west plus supposé connexe. Soit Ae(a®)% tel que V , soit non
nul. Alors A est réel sur a et régulier par rapport a A(g?, a) (cf. (5.2.6)).
On peut supposer A dominant par rapport a A+ (g%, a) (cf. (5.1.3)), ce que
Fon fera dans la suite.

(1) Soit (n, F) une représentation de dimension finie de G de plus haut
poids u( €i¥) relativement a A*(g¢, ic) possédant une forme linéaire non
nulle invariante par H. On en choisit une que ['on note e¥. On note
Z=A+ﬂw et Ay;=A+4p,a.
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Soit t lapplication de (V% Q@ F) dans C*(G/H) définie par:
VveF, VoeVi, He®uv)=p_,(¢-0),

ou ¥ est la fonction sur G/H définie par: 9(gH)={n*(g)e¥,v) pour g
éléement de G. Alors t est un morphisme continu de G-modules qui vérifie
top_, =1

(i) Le morphisme de G-modules t induit un isomorphisme topologique
de G-modules entre p_ ,(VE QF) et V.

(1) De plus, le transposé de cet isomorphisme transporte n, sur
Pa(ni®ek), soit encore:n ot=(nz@ek)op_ 4., pour un bon choix de e¥;.

(iv) 1l existe po € N* tel que poA, regardé comme élément de 1§, soit
un poids entier dominant relativement a A* (g¢, ic).

Démonstration. On va commencer par démontrer la proposition lors-
que H est connexe et on utilise les notations qui préceédent I’énoncé de la
proposition.

(1) est immédiat méme si H est non connexe (utiliser le lemme 8 pour la
continuité).

Comme F* admet un vecteur H invariant non nul, on a d’apres, le théo-
reme de Cartan—Helgason: p |, . =0 ie. ue (a?)*. D’autre part, F (resp.
F*) est muni d’une représentation holomorphe de G~ de différentielle égale
au prolongement C-linéaire de la différentielle de 7 (resp. #n*) a g notée
encore 7 (resp. 7*). En particulier F et F* sont des G“-modules. On note
e, (resp. e;f) un €lément non nul de F (resp. F*) de poids y (resp. —u) sous
ic. On suppose en outre (e}, e, > =1.

On note e%s un élément non nul de F* invariant par H (donc par K9).
D’aprées [ 24], démonstration du théoréme V.4.1, page 537, eq. (7), on peut
choisir e}« tel que {e%s, e,> =1. On note C, (resp. C;) le P?module de
dimension 1 sur lequel MYN¢ agit trivialement et 49 agit par le caractére
de différentielle A4 (resp. 4). On dipose d’un morphisme canonique de
P?modules, p: C; ® F* —» C ,, donné par:

V(A v*)eCy  x F*, PAR®V*)=A{v* e,).

En effet, comme Ky, St nul, e, est invariant par m<. De plus,

A— —it,,«=A. D’autre part, on introduit, de fagon similaire a (4.3.1) un iso-
morphisme de G-modules:

DI QF* 17 . (52.11)
par:

Vee Gl Vel W*eF*  (Dlp®u*))(g)=p(g)® (n*(g ") v*).
(52.12)
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On voit facilement que le transpos¢ @' de @ est un isomorphisme de
G“-modules entre 2'(G“, P?, C; ® F*) et 2'(G“, P, A)® F donné par la
formule imageée:

Ve Z'(GL P C1@F*),  “(@'(1)(g)=(1®n(g))(r(g))". (5.2.13)

ORI

démontre de facon similaire a la proposition 4 (i) que le morphlsme de
G“-modules:

pi=Indpo®: 15 @F* > 1% (5.2.14)

induit par restriction un ismorphisme de G*modules entre p , (15 2QF *) et
I 2 Par transposition, on voit que le morphisme de G*-modules:

pi=® o(Indp): 2'(G% P, A)—> 2'(G%, P, A)QF  (5.2.15)

est un isomorphisme topologique entre Z'(GY P% A) et p_,(2'(G,
P A)®F).

Il nous faut maintenant discuter d’une variante des vecteurs K-finis.

Si V est un g%module, c’est aussi un g-module (utiliser U(g) = U(g“)) et
le (g, K/(Z(G)n H))-module des vecteurs (K/(Z(G)n H))-finis est bien
défini (cf. [39], définition 6.2.4). On le notera V', x,. C’est un g*-module.

Cette notation est cohérente avec les notations antérieures. Comme F*
a un élément non nul invariant par H, 7 est triviale sur Z(G)n H. Alors
utilisant un raisonnement similaire a celui conduisant a (4.3.4), on voit que:

Vi @F=(V®F) t x- (5.2.16)

Si en outre V est Z(g)-localement fini:

(2, V)t 00 =P,V (114 x))- (5.2.17)

Etudions maintenant I'image par p’ de /(G P?, A) i x,- On remar-
que d’abord que (Ind p)’ préserve les supports d’aprés (3.1.11). Il est immé-
diat d’établir la méme propriété pour @', qui est aussi vraie pour p’. Par
ailleurs,

Pep_a=p_a°P =P (5.2.18)
puisque 2'(G“, P, A) admet y_,, comme caractére infinitésimal.

Notons Z'/(G%, P/, A)={te Z'(G’, P%, A) | Supp t < H'x/P?} et de
méme pour 4. Comme p’ préserve les supports, il résulte de (5.2.18) que:

P(27(GY P4, ) ep_ 1 (277(GY, P, 1)@ F).
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Montrons qu'il y a égalité. Soit tep_ ,(2'/(G?, P%, A)® F). Alors Supp t
est inclus dans H“ P’ car p_, est donné par l'action d’un élément de
Z(g) (cf. lemme 8 et [27], théoreme 5.1). Par ailleurs, 7 est dans I'image
de p' dapres ce que l'on vient de voir. Donc 7=p'(r;) ou 7, €
2'(GY, P, A). Mais p’ préserve les supports. Ceci montre 1’égalité voulue et
que p' réalise un isomorphisme de G’-modules:

P27(GL P ) sp L, (77(GY P A)®F).

Prenant les vecteurs (K/Z(G) n H))-finis et utilisant (5.2.16) et (5.2.17),
on voit que j' réalise un isomorphisme de g“modules:

P DG, P A) gy > P (DG P ) iy ® F). (5.2.19)

Cet isomorphisme est celui décrit par D. Vogan dans [40] p. 207-208 et
dont il m’a fourni une version détaillée. Ceci achéve de prouver (ii).

Etudions 5(p (11 ®eka)). Cest un élément de 17 "invariant par K¢ donc
proportionnel a 1,. Calculons la constante de proportionnalité ¢. On a:
c=p(pa(li®eka)(e). Mais [ P" a pour caractére infinitésimal y 4,» donc
c=p(1; ®e¥q)(e). Maintenant en utilisant la définition de f=Ind po @,
celle de @ ((5.2.12)) et de Ind p (§ 3.1), on a: ¢ =<{e%kq, e,> =1. Donc, en
utilisant encore (5.2.18):

P(pa(l1®eka)=p(17®@eka)=1,. (5.2.20)

On remarque maintenant qu’il existe un isomorphisme 7 pour V1)
analogue a T (cf. (5.2.8)). En effet, comme V, #0 et A est 4" (g% a%)
dominant, il est strictement dominant d’aprés [33], § 1, théoréme (i). Alors
il en va de méme de A=A +pu (car pu est élément de (a?)* et de plus
A% (g¢, ic )-dominant) et 'on peut appliquer le théoréme (ii) du para-
graphe 1 de [33].

En utilisant (5.2.19), (5.2.20), (5.2.10) et son analogue pour 7, on obtient
par transport de structure un isomorphisme de (g, K)-modules:

r(Vdw 2P -aVi)u ®F
tel que:
N = (n:®ekd)or.

Draprés la propriété de continuité automatique r se prolonge en un mor-
phisme continu de G-modules, noté encore r, entre V' et V% ® F qui réalise
un isomorphisme topologique entre Vi et p_, (V% ® F). De plus, on a:

na=;i@eka)or (5.2.21)
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et

D g or=rop_, =T (5.2.22)

On va voir que si on prend e}y :=efs alors t=r"'op_,. Posons
ty=r"'op_,. Clairement: ¢, op_, =p_,, et ¢, induit par restriction un
isomorphisme topologique de G-modules entre p_ (V¥ ® F) et V.

Calculons maintenant pour p e V% et veF, ¢, :=t,(¢ ®v). Grace a la
définition de 7, on a, pour g élément de G:

p(gH) =<n'y(g) N4, t:(@®0))

et d’apres (5.2.21):

p(gH) =y (gN(ni ®eF)eor), ti(p®v)).

Alors, grace a la définition de ¢, et le fait que r, #;, p_, sont des mor-
phismes de G-modules, on a:

pi(gH) =<{ni®ekp ,(ni(g"") p)®n(g™") v).

Mais ¢(gH)=<{nz,m5(g"") ). Alors ¢,(gH) = (p_ (¢ -0))(gH).

D'ou #,(p®v)=p _,(¢-7) et t, =t Alors (ii) résulte des propriétés de
t, et (iii) résulte de (5.2.21).

Prouvons (iv). On définit p? et p“ e (a?)* par:

VXea? p?(X)=1/2tr(ad X), .,
pf’l(X) = 1/2 tr(ad X)|n‘[mbd'

On définit p¢, p¢ et A; € (a'“)* par p?=p?oAd x; ', etc... Alors dapres
[33], § 1 théoreme (iii), comme V7 #0, il existe j, tel que
wh=4 j0+pj‘.3—2p_;’0, . soit un élément du réseau engendré par les plus
hauts poids des représentations de K admettant un vecteur non nul inva-
riant par KN H.

On regarde (a’“)¥ comme un sous-espace de (j')& (ou i’ :=Ad x,(j)) de
la maniére habituelle. On va montrer qu’il existe n,, n,, n; € N* tels que
nply, nypé et 2nyp¢  soient des poids du systeme de racines A(gc, i').

Pour l’existence de n,;, on voit quil suffit de démontrer que pour tout
o, plus haut poids dune représentation de K ayant un vecteur
K n H-invariant non nul, il existe n, € N* tel que nyu, soit un poids pour
A(ge,ic)

On note t: ={Xej; | Vaed(ge,ic), o(X)eiR} et T le sous-groupe
analytique de G d’algébre de Lie t, qui est compact. Alors A€ (i’ )& est un
poids si et seulement si 4 est la différentielle d’'un caractére de 7. On note
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que t,: =ia’?<ct. Le sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie t,, T,
est un sous-groupe ouvert du sous-groupe de T formé des éléments anti-
invariants par g¢. Ici g est 'involution de G dont la différentielle est le
prolongement C-linéaire a g de . Soit t;- I'orthogonal de t, dans t. Il est
contenu dans le centralisateur, m’?, de a’? dans t“ et le sous-groupe analyti-
que de T d’algebre de Lie ti, T est un tore maximal du centralisateur de
a’“ dans K 1l est donc compact. L’intersection de T, et T est donc finie.
Soit y un caractére de 7. Soit n tel que x” soit trivial sur T, N T. Alors
il existe un caractére 7 de 7, trivial sur T et égal & y" sur T,. Si u, € (a'9)*
est le plus haut poids d’une représentation de K admettant un vecteur inva-
riant par K, u, est la différentielle d’'un caractére de T,. L’existence de
ny € N* tel que nyu, soit un poids relativement a 4 (g, jc) résulte de ce
qui précéde. Lexistence de n, est alors immédiate. Comme 2p“ et 2p¢ sont
les différentielles de caractéres de T, I'existence de n, et n; suit de méme.
On déduit alors (iv) des égalités:

A./():ﬂilo+p_;lr)_2p.;{1, ¢
A, =AoAd x; .

Ceci achéve de prouver la proposition lorsque H est connexe.

Passons au cas général. On note V9, V% les espaces correspondants a
H°. Comme H/H" est fini (cf. e.g. [2] proposition 1.1), on a: V7 < (V%)*
et Vi={pe(VY)” | Vhe H/H’, R,p=g)}.

On note ¢° le morphisme de (V%)* ® F sur (V%) que lon vient de
construire.

Décomposant VY et V% sous laction a droite de H/H® on voit facile-
ment que ¢° induit le morphisme voulu de V¥ ® F sur V7. Alors (ii) et
(iii) en résultent. De méme pour (iv) car si V7 #{0} on a
(V)= {0} 1

5.3. Foncteurs de translation et séries discrétes pour lespace symétrique
associé au sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique a0-stable
dun groupe semi-simple connexe

G est donc toujours supposé connexe et semi-simple et P comme en 1.4.
On adopte les notations de 5.1 pour les séries discrétes de M/M n H en
omettant I'indice M lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

PROPOSITION 8. Soit Ae(ay,)E tel que V,, , soit non nul. Alors:

i) A est réel sur a?, et
M

Yae A(g?, af), o), =0=(4,a)#0.
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(1)  On suppose en outre A dominant par rapport aux racines positives
de a4, dans me. Il existe v, € a*, p, € N* tels que, pour tout ne N*, yu=
n(p, A+v))(e(a?)* <i%) soit le plus haut poids dune représentation de
dimension finie (n, F') de G dont la contragédiente posséde un vecteur non nul
invariant par H, e%.

(ili) Avec les notations de (ii), posons A =g, +A=(np, +1) 4,
F,=F". Soit t application de V% ® F, dans C*(M/M n H) définie par:

VoeVsi, VYveF,, HeQuv)=p ,(¢-0),
ou v est la fonction C* sur M/M n H définie par:
o(m(M n H)) =n*(m) ejy, v).

Limage de t est égale a V' et t induit par restriction un isomorphisme
topologique de M-modules, noté encore t, entre p_ (V% ®F,) et V. De
plus, nyot=mz Q€% u)op_, ol ek g est la restriction de ef; a F.

Remarque 8. L’isomorphisme entre p_, (VY ® F) et V' est contenu
dans [40] pages 207-208. Les détails donnés ici reposent sur l.c. et une
lettre de D. Vogan mentionnée dans I'introduction. On précise ici I'isomor-
phisme.

Pour la démonstration de la proposition nous commencerons par établir
deux lemmes. On regarde M°/(M°n~ H) comme un sous-ensemble de
M/(M n H). Comme M n’a qu’un nombre fini de composantes connexes,
puisqu’il est dans la classe d’Harish-Chandra, on a M =|],.o M °x(M N
H) (réunion disjointe) pour un sous-ensemble fini de M bien choisi Q
contenant e. Comme M° est ouvert dans M, chacun des sous-ensembles de
la partition de M est ouvert et fermé. Donc M°/(M°~ H) est ouvert et
fermé dans M/(M ~ H). On note i, le morphisme de M°modules de
C*(M°/(M°~ H)) dans C*(M/(M ~n H)) donné par I'extension des fonc-
tions par 0 en dehors de M°/(M°~ H). On note r,, le morphisme de
M°-modules de C*(M/(M n H)) dans C*(M°/(M°~ H)) donné par la
restriction des fonctions.

LEMME 9. (i) YoeCHM/(MAH)), p=Y..oL.ciyoorylL, 1)

(i) Si V est un sous M-module (pas nécessairement fermé) de
C*(M/(MnH)), V est contenu dans le sous M-module de
C*(M/(M n H)), engendré par iy or po( V).

Démonstration. (1) résulte d’un calcul immédiat et (ii) est une consé-
quence facile de (i). ||
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On note r,,, le morphisme de restriction des fonctions C* sur M ou M°
au sous-groupe analytique de M d’algeébre de Lie m;=[m, m], M,. On
notera a‘,(4] =a?, n(m,)c. Par définition de m le centre 3(m) de m vérifie:

smnsnag={0},  3(m)=@Gm) AhHSGmM) NEnq).

On note Z, ¢ , le sous-groupe analytique de M d’algebre de Lie
3m. 1. q .= 3(M) NI q. Alors:
MY(M°nH)=Z (M,/(M, nH)) (5.3.1)

m, f, q

ou l'on regarde M,/(M, n H) comme un sous-ensemble de M°/(M° H).

Notons Z,=Z,,  , " (M,(M°~ H)). On remarque que M est fermé
dans G et dans la classe d’Harish-Chandra. Il en est donc de méme de M,
(cf. § 1.2). De méme Z,, ; , est fermé dans G car c’est un sous-groupe
ouvert du sous-groupe fermé de G:{geZ(M)|a(g)=g ', 0(g)=g}.
Etant contenu dans K, il est compact. D’autre part, M,(M° ~ H) est fermé
dans G. En effet, si (m,,) (resp. (m’,)) est une suite dans M, (resp. M°n H)
telle que (m,m,) converge vers me G, (m,a(m, ")) converge vers ma(m ).
Mais d’apres [32], cela implique que m, M9 converge dans M /M9, ou
MS{={meM,|a(m)=m}. Mais M7/(M, n H) est fini. Quitte a extraire
une sous-suite on peut supposer que (m, (M, nH)) converge dans
M, /(M nH). Ceci équivaut a l’existence d’une suite (m)) dans M, n H
telle que (m,m’) converge dans M,. Ecrivons m,m), = (m,m})(m" ~'m.).
Alors (m,m") converge dans M, et (m” —'m!) est une suite dans M°n H
qui converge. Mais M°n H est fermé dans G car M° et H le sont. D’ou
meM,(M°~ H) comme désiré. Alors Z, est fermé et contenu dans K,
donc compact.

On montre de méme que si (m,,) est une suite dans M, et m e M, tels que
m,(M° ~ H) converge vers m(M° n H) dans M°/M° ~ H, il existe une sous
suite de (m, (M, n H)) qui converge vers m(M, n H) dans M,/M, n H. 1l
en résulte que I'image, par linjection naturelle de M,/M, nH dans
M°/M°~ H, dun fermé de M,/M, n H est fermé dans 'image de cette
injection naturelle. Celle-ci est donc un plongement.

Comme Z, est un sous-ensemble du centre de M° on voit facilement que
Z, est un sous-groupe central de M°. En effet, si z, 2’ € Z,, on a z=m,m,,
Z=mimy avec: z,z'€Z, ., m,myeM, mymyeM’nH. Alors,
comme z est dans le centre de M, myz "=z "'myetz '=m;'m; ' €Z,.
De méme: zz' =m'zmy=m\m,momy € Z,.

Il est clair que Z, laisse invariant le sous-ensemble M,/M, N H de
M°/M°~ H. En effet, soient z=m,m, avec ze Z,, m, e M,, my e M°n H
et m), e M,. Comme z est dans le centre de M° on a:

zm\(M° n H)=mm,my(M° nH)=mm,(M°~ H).
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Comme l'injection naturelle de M,/M, nH dans M°/M°~ H est un
prolongement, on en déduit une action de Z, sur C*(M,/(M, n H)) qui
commute a 'action de M, et tel que le morphisme de restriction des fonc-
tions de M°/(M°nH)a M,/(M, n H), r,,,, soit a la fois un morphisme de
M, et Z,-modules.

LEMME 10.  Soit A€ (a5, et A, sa restriction a (aj, ).

(i) Soit pe C*(M°/M°~ H). Les conditions suivantes sont équiva-
lentes:

(a) (pe VMO’ A

(b) vzezm,f,q’ er(Lz((p))EVMl,A] et VXe3m,f,q (C(a?&)c),
Lyp=—A(X) o.

(ii) Supposons V0, A #0. Il existe un caractére unitaire, y, de Z,
de différentielle — A . par lequel agit Z., y , sur Vi ,.

q

On note V4, ={0e V3 4 | ¢ se transforme sous Z, par y ,,}. Alors

I, induit une bijection de V 3y, 4 sur Vi 4.

Démonstration. Comme  D(M°(M°~H)) est isomorphe a
DM, /M, "H)®S(3..1,) on voit, grice a (53.1), que pour g@e
C*(M°/(M° ~ H)) les conditions suivantes sont équivalentes:

(a’) ¢ est propre sous D(M°/(M°~ H)) pour la valeur propre A.

(b’) Pour tout zeZ, i, Tu(L.@) est propre sous
D(M,/(M, n H)) pour la valeur propre A, et pour tout X élément de
3m.1.q> @ €st propre sous L, pour la valeur propre —A(X).

Pour prouver I’équivalence de (a) et (b) il suffit donc de voir que si ¢
vérifie les conditions équivalentes (a') et (b’), ¢ est de carré intégrable si et
seulement si r,,,(L_@) lest pour tout ze Z,, ; ,. Mais d’aprés (b’), ¢ se
transforme par un caractére du groupe compact Z,,  ,, x. Celui-ci est uni-
taire. Alors I’équivalence voulue résulte de (5.3.1) et de la compacité de
Z ..t q» C€ qui acheve de prouver (i).

Prouvons (ii). L’existence de y résulte de la démonstration de (i). De
cette existence et de (i) on deduit immédiatement: 7y, Vi o < Vi 4 -

L’injectivité de r,,, résulte de (5.3.1) et du fait que les éléments de V'35
se transforment par y sous Z,, ¢ ,.

Montrons la surjectivité de r,,,. Soit Y eV,
tion ¢ sur M°/(M° ~ H) par:

4.z~ On définit une fonc-

VZGZm,r,qa Vm, e M, @(Z'ml(MomH)):X(Z_l)‘//(ml(MlmH))
(5.3.2)
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On vérifie aisément que ¢ est bien définie et C*, que r,,, ¢ = . Utilisant
(i) on voit qu’en outre g € V3,0 ,. D’ou la surjectivité de r,,,. |

Démonstration de la proposition 8. On remarque que ryo( V3 ,) est
inclus dans Vi , et que iyo( Vi )= Vi 4. Done ryo( Vi )= Vi 4.
Alors, d’apres le lemme 9 (ii), V,, , est égal au sous-M-module de
C*(M/M n H) engendré (algébriquement) par 7,,0(V 30 ,). En particulier,
comme Vj; , est non nul, V3 , est non nul et, d’apres le lemme préce-
dent, V3, , est également non nul

Alors, d’apres la proposition 7, 4, est réel sur a"Ml. Par ailleurs, Als... [

est imaginaire pur puisque cest la différentielle de y. Comme a4, =
%y, @i(3m. 1, 4)> ceci prouve (i).

Prouvons (ii). On suppose A dominant par rapport aux racines positives
de a9, dans m. Soit T, le sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie
t,: =(jnmy)c n(f@is). Montrons que 7, est compact. Notons M
(resp. M) le sous-groupe analytique de G d’algébre de Lie m¢ (resp.
m;¢). Comme G est semi-simple connexe, il est de centre fini donc dans
la classe d’Harish-Chandra. Alors, d’apres les propriétés des sous-groupes
de Levi des sous-groupes paraboliques, M est fermé dans G et dans la
classe d’Harish-Chandra. Alors M. est fermé dans M (cf. [38], part 11,
§ 1.2 proposition 8) donc aussi dans G. Alors T, apparait comme un tore
maximal d’un sous-groupe compact maximal de M ..

De méme le sous-groupe analytique, 7, de G d’algebre de Lie
t:=jc n(f@is) est compact ainsi que T, :=expt, (resp. T, ,:=
expty i Trpi=expt,y) ou t,:=tnmg (resp. t,;,:=tn
3(m)e ningq, t, ,:=tn(3(m)) nb)¢), car c’est un sous-groupe ouvert du
sous- groupe fermé de T,TnMc, (resp {teTnZ(M¢)|oc(t)=1"",
Oc(t)=t} resp. {te TN Z(M¢) | ac(t)=t}). Ici O (resp. o) est I'involu-
tion holomorphe de G dont la différentielle est le prolongement C-linéaire
de 6 (resp. o) a g¢.

Enfin soit 7', :=expia qui est compact comme sous-groupe ouvert du
sous-groupe fermé de T:

{teTloc(t)=t""0c(t)=1t"", Vaed(gec,ic) x.=0=t"=1}. (53.3)
On a alors:
t=t, @ty Oty ®ia et T=T,T, T, T, (534)

ou les intersections deux a deux des groupes du membre de droite sont
finies.

Si 2% e(tHe (resp. A% e(t, 1 )& A%5€(t, )&, A% €(ia)¥) est tel que
I'un de ses multiples entiers non nul soit la différentielle dun caractere de T,
(resp. T v q» Tz 4. T,), il existe un entier p tel que p(A°, +A°, + 1% + 1%,
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soit la différentielle d’un caractére de 7, c’est-a-dire un poids relativement
a A(ge,ic) (en identifiant t- a {o). Dans la suite on identifiera (t;)&
(etc..) a un sous-espace de j£(=1%) grdce a la décomposition de t de
(5.3.4).

On regarde 4, =A‘a%] comme un ¢élément de (j nm,)E nul sur ortho-

gonal de ((:(‘]{41)C dans (j nm,)e pour la forme de Killing. Alors, d’aprés
le lemme 10, on a V3, , # {0} et, grice a la proposition 7 (iv), 4, :=4,
satisfait les propriétés voulues.

Pour /5 on prendra 0. On note p, =%, c 4. ic) 2 €(i)&. On va voir
que p,=pp (00 ppea®™ est regardé comme un élément de (j)*).

D’apres les propriétés de n on a facilement que a(p,)=0(p,)=p,.. 1l
suffit alors de voir que p,,, = pp. Cela se réduit a montrer que p,, ~ =0.
Mais j=(jnm)@a car aci. De plus, comme 3j(m)cmnj (fn a
inm=(Gn[mm])@3(m). Mais aynm=mnjinsnq. Alors comme
3(m) et [m,m] sont o et O-stables on voit que: a,Nm=
(ay n[m, m]) @ (3(m) N a,). En faisant agir m sur A9™ "¢(n), qui est de
dimension 1, on voit que [m, m] agit trivialement et que p, est nul sur
i [m, m]. Par ailleurs, 3(m)na,=0. En effet, si Xea, et X¢a, il existe
o€ O, tel que a( X) #0. Mais alors g* qui est inclus dans m ne commute pas
a X. Donc X¢m. Donc j3(m)nazca et, comme mna={0},
3(m)na={0}. Finalement on a bien montré p,=p,. Il en résulte que m
agit trivialement sur 44™"cn. Il en est de méme de I’action de 1. Alors
2p, est le plus haut poids d’une représentation de dimension finie de g.
Montrons <{p,,a>>0 si aed(ng,ic). Daprés la définition de
AY(ge,ic),onaXy=2, 02, ouX, (resp. 2, ) est 'ensemble des racines
simples de 4*(gc,ic) (resp. des racines simples de 4*(g¢, {c) contenues
dans A(ng,jic)) et X, est ’ensemble des racines simples de 4* (g, ¢ ).
Onnote po=1/23,cs+(ge.ic)% P = 1/2 2 e 4+ (me. i) % Comme deux éle-
ments distincts de X, ont un produit scalaire négatif ou nul, on voit que
stoeX,, {pm, ay<0. Alors, comme {p,, o> =<pg, x> —<pP.,%y, On a
P> =L py, ay >0. Traitons maintenant le cas ou a € X',,. Dans ce cas,
{ps, oy =0. Par addition on voit que, si a € A(ng, i), on a: {p,,ay >0,
comme désire.

Pour A, on choisira 2k,p avec k, € N* tel que:

Vae A" (ge,ic)s 2kg{pp,ay = —< 4, a) (5.35)

qui verifie également les conditions voulues.

On remarque maintenant que (t, ; ,)c =(a$, N 3(Me))e ce qui permet
d’identifier (t, . ,)& a (aj, n3(me))E. On va voir que Ay =) 4 ime)
satisfait les hypothéses voulues. On remarque que t, ; , =3, 1 4 €t 4, st
la différentielle d’'un caractére y de Z,, . , (cf. lemme 10 (ii)). Le centre
de G étant fini, une puissance de y, y"(neN¥*), est un caractere de
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Zot.o/(Zt.q 0" Z(G)) qui est un sous-groupe de Ad G. Mais le sous-
groupe analytique G de G, d’algébre de Lie g, est un revétement de Ad G.
Alors T , est un revétement de Z,, ; ,/(Z,.. 1. 4 0 Z(G)) et A, vérifie la
propriété voulue.

Alors un multiple entier non nul de A, +4,+4;+ 4, est un poids
entier relativement a A(ge,jc). Celui-ci est de plus dominant griace a
I’hypotheése sur A et a (5.3.5). Quitte a multiplier encore par 2, on voit que
c’est le plus haut poids d’une représentation de G dont la contragédiente
posséde un vecteur non nul invariant par le sous-groupe analytique de G ¢
d’algeébre de Lie b, H, d’aprés le théoreme de Cartan Helgason ([24],
théoréme V.4.1). On la note (7, F,) et on note son plus haut poids ;.
Réalisant la représentation de plus haut poids pu,, (7,, F,) comme sous-
représentation de (7 27, F®”) on voit que, pour p e N*, 7* admet un vec-
teur non nul H invariant. De plus, pour p bien choisi, sa restriction a G
provient d’une représentation de Ad G=Ad G. Alors (7, F,) est aussi une
représentation de G dont la contragrédiente admet un vecteur H°-invariant.
Comme H/H® est fini et que (F}¥)™ est de dimension un, un nouvel argu-
ment de tensorisation montre que pour p'eN* bien choisi (7}, F},)
admet un vecteur invariant H-invariant de méme que 7, pour tout
ke N*

Si w;=p"(A+4,+ 43+ 4,4) avec p” e N*, ce qui précéde montre que
p1=pp'p" et vi=2p,k,pp satisfont (ii), car A, + 1, =4 et 1,=2kypp.

Passons a (iii) dont on adopte les hypothéses et notations. Montrons que
I'image de ¢ est contenue dans V. Soit ¢ € V% et ve F,. 1l est clair que:

Vi=tp®v)e C*(M/M n H). (5.3.6)

Soit Xe3(m)nfnq. Alors X agit sur v par u(X) et sur ¢ par —A(X).

Or u(X)— A(X) = — A(X) daprés la définition de A. Donc:

VXe3(m)ntng, (LOn)(X))(¢®v)=—-A(X)(p®v)

et Lyy=—A(X) . (5.3.7)
De méme, on voit que:
VXe3(m)nh, (LX) X)e®v)=0 et Ly=0. (5.3.8)

Grace a (5.3.7) et (5.3.8), on voit que:

my

PTAS((/)"?) =P,A15(§0-5) ou Als:As‘a/{Cm(m])@'
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Appliquant aux deux membres 'opérateur de restriction des fonctions de
M/MnH)aM,/(M, nH) et utilisant que cet opérateur commute d p
on a:

Pan (W) =P, (Fan (@) - 7 ag (D)) (5.3.9)

Donc: 1y, (¥) e Vi, 4> d’apres la proposition 7(ii).
On applique ce résultat en partant de ¢'=L.y et v =n(z)v, pour

zeZ . 1 , €t I'on voit que:

V2eZp v Fan(L)EVT 4. (5.3.10)

D’apres le lemme 10 (i) et grace a (5.3.6), (5.3.7), (5.3.10), on en déduit
que 7y0(Y) € Vi 4. Alors utilisant le lemme 9 (ii) et le fait que V'3, , est
un sous-espace du M-module V3, ,, on conclut que:

I'image de ¢ est contenue dans V3 . (5.3.11)

Notons ¢, application de Vi 3 ® F, dans V7, définie (cf. proposi-

my

tion 7) par ¢ @ vi—p™, (¢ -1y, ). Ce qui précede montre que:
VoelV¥, YoeF,, (rynt)(e®@v)=t,((ry,)®v). (53.12)

Soit y (resp. 7) le caractere de Z,, ; , par lequel celui-ci agit sur V7
(resp. V%). Alors on sait (cf. début de la démonstration) que
ry’(VE =Vip 5, et dapres le lemme 10 (ii):

P VE=Von i s (5.3.13)

On a une ¢galité analogue pour 4 et y.

Montrons que (V5 7, , ®F)=V3 4 - 1l est clair que Z, agit par
un caractere y, sur F, puisque Z, est central dans M. D’autre part, 'action
de Z, sur C*(M /M, n H) laisse invariante V'3, , et V3 7. En effet, la
mesure M -invariante a gauche sur M,/(M, n H) se transforme sous
laction de Z,, par un caractere réel de Z,. Mais Z, étant compact la
mesure est invariante par Z,. Montrons que laction de Z, commute a
laction de D(M,/M,nH)) sur C*(M,/M,H). Laction de Z,
commute a laction de D(M°/(M°~ H)) sur C*(M°/(M°~ H)) car Z, est
central dans M°. Par ailleurs, tout élément de C*(M,/M, n H)) est la
restriction d’un élément de C*(M°/M°n H). En effet, M,/ (M, n H))
fermé dans M°/(M°n H), puisque M, (M°n H) est fermé dans G (cf.
les préliminaires du lemme 9), et Iinjection canonique de M,/M, nH
dans M°/M°~ H est un prolongement (cf. démonstration du lemme 9).
On peut donc utiliser [42] proposition 1.36. Comme D(M'/M' ~ H) est
naturellement inclus dans D(M°/M° ~ H) on obtient le résultat voulu par
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restriction. L’invariance de V73, , et V5, 5 par Z, resulte alors de ce qui
précede.

Drautre part, Z, étant central dans M, laction de Z, sur V7, , et
Vi1, 1, commute a celle de M. Alors, avec des notations €videntes:

Vinii= @ Vi e (5.3.14)
KeZy
(et de méme pour A,), la somme ne comportant qu'un nombre fini de ter-
mes non nuls, car V,, 7 est somme finie de représentations unitaires
irréductibles (cf. 5.1.2) de M,.

Enfin, l’action de Z, commute a I’action de Z(m,) sur C*(M,/M, n H)
car l’action de Z, commute a celle de D(M, /M, n H). Mais dans la défini-
tion de ¢;, p_ 4, est donné par l'action d’un élément de Z(m,) (cf. lemme
8 et [27], théoréme 5.1). Il résulte de ce qui précede:

tl(( V;\.jl, Z],K)®Fl) < V;ﬁl,A],lc11'

[ee]

Comme I'image de ¢, est égale a V3, , dapres la proposition 7 (ii), on
déduit de (5.3.14) et son analogue pour A,

tl(V]C;h/Tl,K®F1)= Vﬁ[,/l[,l\”}{] (5315)

ou y, est la restriction a Z, du caractére de Z,, { ,, x\, par lequel celui-ci
agit sur F;. L’inspection des différentielles et la connexité de Z,, ; , mon-
trent que gy, = x. Alors (5.3.14) et (5.3.15) appliqués a x = 7,,, impliquent
I’égalité cherchée:

tl( Vﬁ},/}],;’f ®Fl) = Vﬁ],/h,;{‘

Tenant compte de (5.3.12) et (5.3.13) on voit que: ry, (Im )=V , .
Alors (5.3.6), (5.3.7) et (5.3.10) et le lemme 10 impliquent:

Fa(Im 1) = Vi . (5.3.16)

Mais ryo(Im 1) = t(ryo( V3, 7) @ F) puisque p™ ; est donné par I'action
d’un élément de Z(m) (lemme 8 et [27], théoréme 5.1). Donc Im ¢ contient
Vi 4. Joint a (5.3.16) et au lemme 9, cela prouve que le sous-M-module
de C*(M/M N H), Im¢, est égal a V5, .

Soit Y =37, 9, @v,eV%®F, tel que p™,(y)=y et (§)=0. On
suppose que (v,;) est une base de F. On a facilement:

my

PP (@) 1 (D)) =7, (P4 (@00)),

ny

pour peVy%, veF,. Alors PfAls(lﬁl), ou Y, =37 ry(p)®uv,;, est
dans le noyau de l'application ¢,, d’apres (5.3.12), donc nul d’apres la
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proposition 7 (ii). D’autre part, on voit facilement que p™, ()=, car
P (W) =1. Dou iy =0etr,(p,)=0 pour tout i. Donc r e, =0 d’apres
le lemme 10 (ii).

Appliquant ce résultat aux (L, ® n(x)) ¥, x € Q, qui vérifient les mémes
conditions que ¥, on voit, grace au lemme 9 (i), que les ¢; sont nulles,
donc que ¥ est nulle. Donc ¢ est un isomorphisme de G-modules entre
P4 (VE ®F,) et Vi. Dautre part, ¢ est clairement continu de V¥ ® F,
dans C*(M/M n H). La proposition 1 permet de conclure que ¢ est con-
tinu de V% ® F, dans V%, induisant un isomorphisme topologique entre
P (VE®F,) et V7.

Etudions # ot Soit 5, (resp. n;) I'€lement de V', *, (resp. V,,*7)
défini par I’évaluation en I’¢lément neutre. Alors:

NaA=M1,°T a5 NA=MN1 °Ta,- (5.3.17)

Donc: ot =1, orsy, ot. Mais, d’apres (5.3.12), on a ry, ot =
tyo(ry, ®1d). Alors:

Nyot=mn, 0t o(ry @Id). (5.3.18)

D’aprés la proposition 7 (iii), on a:

Mot = (17, @€ty ) op™,. (53.19)
De plus:
Py o (Fay ®Id) = (1), ®Id)op™ . (5.3.20)

Mais le centre de m, 3(m), agissant sur V% ® F, par une forme linéaire
nulle sur 3(m) b et égale a A, sur 3(m)nfngqon a:

P o (o ®1d) = (rpy, @Id)op™
Ceci joint a (5.3.18), (5.3.19) et (5.3.20) donne:
Npol= (77/7, ®e;‘f,,~ i) ° (VM, ®I1d) OPTA;

Et grace a (5.317): n ct=(ni®e%, ) op™ - |

6. TRANSFORMATION DE POISSON, VALEUR AU BORD ET
FONCTEURS DE TRANSLATION

6.1.

On supposera dans tout le paragraphe 6 que g est semi-simple et on
adopte les notations du paragraphe 5.2.
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On suppose donnés A, Ae(a?)* et Ee(a’)* (ce sont des formes
linéaires réelles) telles que:

(a) 1l existe une représentation irréductible de dimen-
sion finie, (7, F), de G? possédant un vecteur non
nul, v, invariant par M?N se transformant par
& sous a“ et dont un élément non nul du dual, e%s,
est invariant par K9 (noter que d’aprés [24],
démonstration du théoreme V.4.1, (v., eks) est
non nul; on supposera v, efs) =1 dans la

suite). (6.1.1)

(b) A=A+¢& (6.1.2)
(c) VYoaed"(g%a?), a, =0=({4,a)>0

et (Aad>0) (6.1.3)

On notera v, =¢,, de sorte que I'on a:
A+v,=A+¢& (6.1.4)

On note également A, = A+ p ..

La proposition suivante généralise certains résultats établis au cours de
la démonstration de la proposition 7 pour le cas ou dima=0 et x=¢. On
procede ici d’une fagon légérement différente avec un moindre controle des
supports dans (iii), mais ceci suffit pour la suite.

ProprosITION 9. Soit veaf tel que Im v soit régulier par rapport aux
racines de a dans g°. Alors, pour tout x e W(g“, a), il existe un morphisme
surjectif de G“-modules, p.. , (noté p, en abrégé):

P (G P x(A—v)®F - 2'(GY P x(A—v—v)))
tel que:

(1) px:px OpfAAJerrvl
(il) p. induit un isomorphisme topologique de G“-modules:

LD ayrv i n(Z(GY P X(A =) QF) > 7' (G, P4, X(A—v—v,))

(i)  Lapplication p . restreint les supports.

(iv) Pour Ae(a®)%: on regarde 1,( elfd) comme un élément du dual
topologique de 2'(G“, P?, J.). Alors si x=e ou si xA est dominant par rap-
port a A+ (g% a?), il existe ¢, #0 tel que:

— ~ *
Cxlx(/i—v—w) °Px= (1x(/l—v) ®eK‘l) Op—/ly+v+v1'
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Démonstration. On identifie 2'(G% P, x(A—v))®F a 2'(G% P,
C.i_v ®F%*) grace a lapplication habituelle (cf. (4.3.2)), ¥, définie de
maniere imagée par:

Ve 2'(G% P x(A—v)), YoeF, “Pruv)g)=1(g)Q@nlg ")v".
On considére une suite de Jordan Holder du PY-module F
0ZF =Cv.&F,--- F,=F.

On en déduit une suite de Jordan Hélder du P?-module F* en prenant
les orthogonaux des F;, puis, par induction, une suite de composition du
G“-module 1 {gfj_dﬂ,)@ #«. Enfin en prenant les orthogonaux des ¢léments de
celle-ci, on obtient une suite de composition de Z'(G¥, P, (Coavy ®F™)):

02U, 2U,-- 2U,=2'(G’ P, (Cyi_, ®F*)),

ou U;=2'(G% P, C5_, ®F). De plus linclusion U, —» U, , est égale
a (Ind r;)’ ou r; est la projection naturelle de F}_, dans F} ou plus exacte-
ment de C,; ,,®F} | dans C,; ,,®F} Enfin les sous-quotients de
cette suite de composition sont isomorphes a V,:=2'(G“, P9, Codin®
(F;/F;_1)*) (cf. (3.1.13) et (3.1.14)).

On note w;e(j)f le plus haut poids du M“4%module irréductible
F;/F,_, relativement a I’ensemble de racines positives de j. dans
(Mm@ a’)e, {aeX(4*(gc,ic)) |, «=0}, ou X est un élément de
W(gc,ic) tel que % ,=x. Alors le caractere infinitésimal y; de V; admet
—x(A—v)+u; + Xp,.« comme parametre de Harish-Chandra.

Ce caractére y; de Z(g) n’est égal au caractére infinitésimal de
2'(GY, P4, x(A—v—v,)), quon notera y, que si (et seulement si) il existe
we W(ge,ic) tel que:

_X(AN_ V) +iui+)zpm‘1= M}(_i(/l — V= vl) +ipmd)
soit encore, en posant w' =X~ 'wX et pi=%"'u;:
(Z_v)_ﬂ;_pmdzwl(/l_v_vl_pmd' (615)

On regarde les deux membres de I’égalité ci-dessus comme des formes
C-linéaires sur jp = (it") ®a“, ou t:=i. nm9 est une sous-algébre de
Cartan de m<.

Alors en prenant la partie imaginaire des deux membres de (6.1.5) et en
tenant compte du fait que Wiz =ig on voit d’abord que w'Im v =1Imv.
Mais le stabilisateur de Im v dans W(gc, i) est engendré par les réflexions
par rapport aux racines orthogonales a Im v. La régularité de Im v montre
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que w' laisse invariant a point par point. Alors en restreignant a a la partie
réelle de (6.1.5) on obtient:

i, =vy. (6.1.6)

Donc u} est le plus haut poids relativement a A4 (m?@® a)¢, ic)=
{aed™(gc, ic) | o),.=0}, dune sous-représentation irréductible de M?4¢
dans le sous-espace F, de F formé des vecteurs de poids v, sous a. Mais F,
est une représentation irréductible de [ (ou [=m @ a) de plus haut poids
& par rapport a A* (I, jc)={aed™(ge,ic) |, =0} égale a U(m) v,
(utiliser le théoreme Poincaré-Birkhoff-Witt et la décomposition

=0(n)P1@n). Par ailleurs, prenant la partie réelle de (6.1.5) et tenant
compte de (6.1.6) et des propriétés de w’, on obtient:

ll/li - (A + é) + Pmd= 11//( -4 + pm‘])

ou w' est un élément du groupe de Weyl de A(I, ic), W(le, ic)-

En utilisant le lemme 4.8 de [40] pour [ et sa sous-algebre parabolique
(p?)e N1 on obtient u)=¢ et u; =%, Bien entendu I'indice i pour lequel
cela se produit est unique. On le notera i,. Alors comme v est, & un
scalaire, pres, le seul vecteur de poids & dans F et qu’il est invariant sous
M9 on voit que ¢&| =0, F,/F,_, est de dimension 1 et égal a C
comme P“-module.

Donc un seul sous-quotient de la suite de composition de Z'(GY, P,
Cyi_» ®F*) a une image non nulle sous p, et ce sous-quotient V; est
isomorphe & Z2'(G%, PY, C 41—, _,,).

Par ailleurs, on a:

icomic i1 X od

PA(2'(G P, Cy5_,) ®F*%) U,

L

(6.1.7)

En effet, on a une suite exacte forte de P%modules, 0 > F lt - F* >
F} —0, qui, tensorisée par C, 5 ,), donne par induction et transposition
(cf. (3.1.14)), une suite exacte forte de G“modules, 0 — v,—-U,—
W, —0,ou W, =2'(G’ P, C.5_,, ®Fy).

On démontre que p,(W;)=0. Pour cela, on considére une suite de com-
position associée a la suite de Jordan Holder de F/F,, 0 Z F, , ,/F;

--- cF,/F;, = F/F,. Alors, en utilisant I'exactitude du foncteur p, et ce qu1
précéde, on voit que p (W;)=0 et p (U,)=p,(U,). Dou p (U, cU,
comme annoncé. Mais F, /F; | ~Cg; ,comme P “module. D’ou une suite
exacte forte de P“modules, 0 —> F; | —» F; > C¢ e — 0, qui par transposi-
tion et tensorisation avec C,; , puis induction et transposition (cf.
(3.1.14)) conduit, en tenant compte de (6.1.4), a une suite exacte forte de

G“%-modules:

0-U,_, - U, - 7'(G% P C, , ) = 0. (6.1.8)

—v—r)
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Comme précédemment on voit que p(2'(G P, F} ,))=0 et que
p induit un isomorphisme topologique entre p (U,)=p,(U,) et
2'(GY, P4, x(A—v—v,)). On définit alors:

px=pep,° ¥ (6.1.9)

On vérifie que cette expression est bien définie grice a (6.1.8) et (6.1.7).
Les propriétés de p et ¥ permettent de voir que p, satisfait (i et (ii).

Par ailleurs, p, est donné par laction d’un élément de Z(g) sur
2'(G*, P!, Cyi_,) @ F*) (cf. lemme 8). Cette action est donnée par un
opérateur différentiel qui restreint les supports. L’application p posséde la
méme propriété (cf. 3.1.10). Enfin on vérifie aisément que ¥ préserve les
supports. Par composition on voit que p, vérifie (iii).

Prouvons (iv). Comme p,=p, -p,, il suffit de prouver que:

(lx(ﬂfv) ®elﬂ;’i)|lmpz :cx 1/171'7\;1 Oi,w (6110)

avec ¢, #0.

Clairement, (1,_,)®e¥,, , est un ¢elément K%invariant du dual
topologique de Im p,. Mais d’apres la réflexivité de 7 f(lA —w O voit,
grace a (ii), que le dual topologique de Im p, est 1somorphe arr (A —v—w)
et admet a un scalaire prés un unique vecteur K%invariant non nul égal a
loa—v_w iy Donc il existe ¢, e C tel que (6.1.10) soit vrai. Montrons
que c, est non nul. Ceci équivaut a montrer que p (1,5,  ® vis) est non
nul, ou y désigne le caractére infinitésimal de / Y('Aﬂﬂl)

Traitons le cas x=e. On introduit lisomorphisme de G“modules,
®: 1% @F* 1P .. défini par:

Vge Gl Vpelfl, Vo*eF*, (Po®u*)(g)=glg) n¥(g ") v*.
Drautre part, on a la suite exacte de P?-modules:
0—(Cog)" » F*— C_,,—0,

que lon peut tensoriser par Cj;_,. Par induction, on en déduit un
. . . , d
morphisme de G“modules surjectif, noté encore Indr: 17 o e 24

pd © e
Iy, _,, qui vérifie:

Vge G, Wpelll ope  ((Indr)(y))(g)=<W(g), ve).

OnalIndrep,=1Indr car I, P posséde ¥ comme caractére infinitési-

mal. On pose:

A—v—y

c:=((Indre®op,)(1;_, ®eki))(e).
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Utilisant @op,=p, o P et ce qui précede on a:
c=((Indre®)(15_, ®eka))(e).

Grace a la définition de Ind r et de @ on obtient:
c=lz_,(e)eka, v:) =< ek, vs).

D’ou ¢ =1 d’apres les hypothéses. Donc p,(1;_, ® eks) #0 comme désiré.
Ceci achéve de prouver (iv) lorsque x=e¢. On a ¢,=1.

Soit xe W(g% a?) tel que (xA, ad>>0 pour tout a élément de
A+ (g% a?). Soit:

o' ={Le(a)E | Vaed ¥ (g% a%), 2(L, o) /(o, ) & —N*}. (6.1.11)

Avec nos hypothéses, montrons que A —v et x(A—v) sont éléments
de 7'

Siona 2(A—v,a)/(, «)e —N*, on voit, en prenant la partie imaginaire,
que (Imv, ) =0 et, d’aprés la régularité de Im v, on a |, =0. Alors d’aprés
nos hypothéses ((6.1.3)) on a « négative. Ce qui prouve A —ve ./’

Si 2(x(A—v),a)/(a, ) —N* on conclut comme précédemment que
x'a est nulle sur a donc (xv,x)=0. Alors on a 2(xA, a)/(x, a) e — N*.
L’hypothése sur x et A montre alors que a est négative. Ceci achéve de
prouver que x(A—v)e.".

Alors le théoréme 12.2 de [ 6] implique que la transformation de Poisson
réalise un isomorphisme de G%modules entre 2'(GY P% A—v) (resp.
2'(G? P9 x(A—v))) avec le G%module &% _(G9/K?) (cf. [6], page 143,
pour les notations). Comme la dimension du sous-espace des vecteurs
Kinvariants dans le dual 75" (resp. I7(;_) de 2'(G“, P?, 1—v) (resp.
Z'(G? P% x(A—v))) est égale a un, on en déduit un G“isomorphisme
topologique entre Z'(G% P% A —v) et 2'(G% P? x(A—v)) dont le trans-
posé envoie 1,7 ,) sur 13 ,. Alors par transport de structure, comme
Py(17_, ®ekq) est non nul, on voit que p,(1,5_,) ®ekq) est non nul. Ceci
implique ce ¢, #0 comme désiré. ||

On rappelle que, pour Ae(a)%, la transformation de Poisson % est
un G%morphisme de %'(G% P9 1) dans &HGYK?) < C*(GYKY) (cf.
[6], page 143 pour la définition de & G9/K"), et que pour Ae.o/’, P, est
un isomorphisme topologique. De plus si Ze.oZ’, on dispose d’'un G%iso-
morphisme, f,, entre &3(GY/K?) et 2'(G?, P 1), appelé valeur au bord,
tel que 2, ' =c(4)"'B,, ou c est la fonction d’Harish-Chandra et ¢(4) #0
(cf. [6], théoréme 12.2). On note enfin que &#(GY/K9)=&*,(GY/KY) si
we W(g? a).
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ProrosITION 10.  On conserve les notations et hypothéses de la proposi-
tion 9, en particulier I’hypothése de régularité de ITm v.

(i) On suppose que x =e ou bien que xA € (a?)* est dominant relati-
vement a A" (g”, a?). Alors avec les notations de la proposition 9 (ii), (iv):

Vie 2'(G% P4 A—v), YveF,
p 7As+\’+v1((?i\’(27v)(f)) 5) = Cx‘@\’(/l 7\’7\’])([).\'(7’- ® U))
(ou © est la fonction sur G°/K? définie par 5(gK?)=<{n*(g) ek, v)).

(ii) _ On suppose que x =e ou que xA et xA sont A* (g%, a)-dominants.
Alors x(A—v) et x(A—v—v,) sont des éléements de </'.

(i) Avec les hypothéses de (ii), il existe ¢ (v)e C—{0} telle que:
er g;lhfv(Gd/Kd)s VUEFs pf/l.\+v+v1(f‘ E)Eém/klfval(Gd/Kd)
et ﬂx(/l —v— vl)(p —As+v+ vl(ﬁ)) = Cx(V) px(ﬁx(/jfv)(f') ® U)‘

De plus dans I’égalité ci-dessus le support du premier membre est inclus
dans le support de . 7 ,\(f).

—

Démonstration. Prouvons (i). On note y=yx_, ,,+, €Z(g). Soit
I:=(p,((Zi_ (1)) D))(g) pour g€ G. On a, par définition de la transfor-
mation de Poisson:

(Za—n() (&) = (L5, @)@ G-y @ €Ra) T® V.

Appliquant p, aux deux membres (regardés comme fonctions). On
obtient:

I=((x%5_,, @7*) (@)1 iy ®eka), p(t®0)).

Utilisant que p, est un G“-morphisme et la proposition 9 (iv) on a:

I=c. {1y v, Px((A55_,) ®@7) (g N(T®V)D.

En utilisant la propriété d’entrelacement de p, on a finalement:

I: Cx<n§(d/1 7}’7\71)(g) 1,\’(/17\'7V|)’px(r® U)>
= Cx(’%c(/l 7\’71’])(px(r ® U)))(g)

Ceci prouve (i).

On a déja vu au cours de la démonstration de la proposition 9 (iv)
que x(A—v)e.o/'. Le méme raisonnement appliqué a A et v =v+v,, qui
vérifient les mémes hypothéses, montre que x(A—v—v,)e./’. Ceci

prouve (ii).
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Passons a (iii). Appliquons (i) avec t=f.7_,,(f), ou fe &% _ (G//K?).
On obtient:

pz((‘%(zf\/)ﬂx(zfv)(f)) 5) = Cx%(/l7V7\’])(px(ﬂx(/l~fv)(f) ® U))

Ceci prouve que le premier membre est dans I'image de Z,; _,_,, ie.
dans &%_,_,(GK"). On peut donc appliquer f.,_,_,, aux deux
membres de I’égalité ci-dessus. On obtient alors I’égalité voulue avec:

c.(v)y=coe(x(A—=v)) " e(x(4A—v—1))) (6.1.12)

qui est bien défini et non nul car x(A—v) et x(4—v—v,) sont des élé-
ments de ./’. L’assertion sur les supports résulte du fait que p,. restreint les
supports (cf. proposition 9 (ii1)). ||

7. DEMONSTRATION DU THEOREME 1

7.1. Rappel dun résultat de T. Oshima

D’aprés le lemme 5, on peut supposer G semi-simple connexe de centre
fini et H connexe, ce que I'on fera dans la suite.

On utilise encore les notations spécifiques a ce cas (§ 5.2). On se donne
de(a®)% tel que:

Vaed* (g% a?), Re(Loa)=0 et (La)#0.  (7.11)

L’hypothése de régularité sur A est faite pour simplifier un peu I'exposé
qui suit. Alors Ae.o/’. Si f est une fonction C* sur G/K“ et propre sous
D(G?/K?) pour la valeur propre A, f,(f) est défini dans [25], § 6. Si
de plus fe&#(GK?) on dispose d’une autre définition de f,(f)e
2'(G, P9, 1) (cf. [6] § 12). Mais utilisant les propriétés de ces deux appli-
cations (cf. le rappel avant la proposition 10 et [25], § 5 et § 6) on voit que
ces deux définitions coincident pour fe &#(G¢, K?).

Soit fe C*(G/H), propre sous D(G/H) pour la valeur propre A. Alors
fle A (GYK )) et méme fe &HGY/K?) (cf. e.g. [6] théoréme 14.1).

De plus, on a le résultat suivant de T. Oshima (cf. [ 31], corollaire 4.5).
On note («,,..,a;) lensemble des racines simples de 47%(g,qa,) et
(), .., w;) la base duale de a; = a’. Pour Aea¥ on note

Wiy ={we W(g“ a?) | (Re<wi, w,), ..., Re<wi, w,>) ¢ (]—o00,0])"}.
(7.1.2)

Alors f est tempérée si et seulement si:

VYwe WA, Supp B,(f“) Pw~'P?“n’a pas de point intérieur.  (7.1.3)
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Ici Pw—'P? est 'adhérence de Pw~'P? dans G°. Comme f,(f7) est
Hfini, Supp B,(f9) est invariant & gauche par H?. Alors Supp f,(f9) est
une réunion de (H¢, P?)-doubles classes qui sont en nombre fini ([29]).

Comme la réunion d’une famille (nécessairement finie) de (H¢, P9)-
doubles classes est d’intérieur vide si et seulement si chacune de ces doubles
classes est d’intérieur vide (cf. [12], lemme 3 (i)), la condition (7.1.3) est
équivalente a:

Supp B,(f9) est inclus dans la réunion, S,,
des (HY P7%)-doubles classes HxP? telles que: (7.1.4)
Ywe Wiy, H%P'Pw 1P est d’intérieur vide.

Comme il n’existe qu’un nombre fini de (H¢, P)-doubles classes dans G*
et que S, est H%invariant a gauche et P%invariant a droite, il existe un

plus grand sous-ensemble de S; fermé dans G? et invariant & gauche (resp.
a droite par H? (resp. P?). On le note F,. Finalement on a:

f est tempérée si et seulement si Supp B,(f9) = F;. (7.1.5)
On remarque que:
FA:FRe). et VZ>0, FX:FZA‘ (716)

7.2. Correspondance de Flensted-Jensen et croissance modérée

G est donc toujours supposé connexe et semi-simple. Comme on I'a fait
pour G (cf. § 1.2) on introduit une fonction noter || || sur G% Pour reR,
on définit, comme en 2.3, les espaces C,(G?) et C*(G“) et on note || |, la
norme sur C,(G“) définie par:

Ve CAGY),  |fIl,=sup lgl " 1f(g)

geGd

On définit de méme des normes | ||, ,, g€ N, sur Cr(GY), (cf. § 2.3).

LeMME 11. Soit ueK tel que u soit triviale sur Z(G) n H. Alors il existe
r,>0et C,>0 tels que I’on ait:

Vr=0,Yfe C*(G/H)" n C(G),  f'e C*(G/K))nC,,, (G
el Hf’dHr+rﬂ < C,u Hf“l

Démonstration. On adopte les notations utilisées pour la définition
de f? (cf. (5.2.4) et ce qui suit). On choisit une base orthonormée du
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sous-espace V', de L*(K, dk), ¢, ..., ¢,,. Alors en écrivant F (x)e V,, pour
x € G/H, dans cette base on obtient:

Mais:

d’apres (5.2.4). Donc:

Fix)=| fk™'x) ,(k) dk.

et pour tout i, F; est C* sur G/H. De plus:

VikoeK,  Vaed,,  |F(koaH)|<(sup |f(kaH)|) (sup |g;(k)]).

ke K keH

(7.2.1)

On pose C,=SUPick i—1... . |@:i(k)]. Soit geG. Alors g=kyah ou
koeK, aeA,, he H. De plus, |g|| = |ah| = |la|| (cf. [6], lemme 14.4 (ii) et
utiliser le fait que ||g|| =g ~!||). Comme 7 >0, on déduit de (7.2.1) que:

Vi=1,.,n,  Vr=0, |F|,<C,|fll. (7.2.2)
Par ailleurs, comme les ¢¢ (cf. aprés (5.2.4)) sont de combinaisons
linéaires de coefficients d’une représentation de dimension finie de H<, y', il

résulte des propriétés de | | sur G (cf. [6], lemme 2.1 (iv)):

I,>0, 3C,>0, Vi=1,..n,  sup |h] " pUh)<C,.

heHY
(7.2.3)
Tenant compte de I'égalité G‘=H"(exp a,) K, on a:
£, ., = sup lha| =" =" | f(haK?)|. (7.24)

heHA, aeexp(agp)

Mais d’apres (5.3.5):

[ (haK") =3, Fi(a) i{(h~"). (7.25)
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De plus, d’apres [6], lemme 14.4:
Vhe HY,  Vaeexpa,, |hal=Sup(|Al, [a])=1
et [All=lA""] (7.2.6)

En partant de (7.2.4) et utilisant (7.2.5), (7.2.6) on voit, grace a (7.2.2),
que:

1f s sr, <HCLCo | S]],
D’ou le lemme. ||

On note (G*) =V, C°(GY). Si Yy € #(G’) et fe C,(G), pour re R, le
produit de convolution *f est bien défini, ot Y(g)=y(g ). (cf. [6]
haut de la page 143). Soit be R tel que: [qlg| "dg< + oo (cf. [6], § 11
pour l'existence de b). Le lemme suivant est implicite dans [ 6], lemme 11.1.

LemME 12. Soit r=20. Si W e S(G?), Popérateur de convolution a gauche
par i, noté L(y), définit un opérateur borné de C,(G”) dans C, ,(G?).

Démonstration. On remarque que C,(G?) s'identifie 2 un sous-espace de
(C_,_(G%)" en posant:

Ve UGN YpeCo, (G (mp)=] dlz)ols)de.

De plus, |z|"_,_, vérifie:

il < (Il de ) iel,
G

ou || |I'_,_, est la norme sur le dual topologique de I'espace de Banach
C_,_(G". Alors on applique le lemme 11.1 de [6] en y remplacant ¢ par
W, r par —(b+r), T par 7 et en y prenant ¢ égal a 0. On obtient:

Vq' e R, s =0, 3C' >0, Yy e £(GY),
Ve CG), LY (W) tlg s, <C Tl Wy, 5

Le lemme en résulte. ||

LEMME 13. Soient peR, Ae(al):, Q un ouvert de a% et fe
A (G/H, A, Q). On suppose que pour tout vef2, f, est de type u. Soient
xeW(g% a?) et Q' :={veQ|x(A—v)es'}. Cest un ouvert de Q. Alors
pour tout ve ', on a f¢e&%_ (GYKY) et B, \(f9) est bien définie.
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De plus, si e CX(G?), lapplication de Q'. dans C définie par:
Vi <ﬂx(/1 —v)(f:f)a W

est holomorphe. Ici B, 4 ,v)(fi‘,') e Z'(G* P9 x(A—v)) est regardé comme
une distribution sur G°.

Démonstration. 1l est facile de voir grice aux lemmes 11 et 12 que pour
tout vea¥, L () f9 est D(G?/K?)-propre pour la valeur propre A4 —v et
que pour tout v, € a¥ il existe un voisinage ouvert de v, dans af, V(v,),
et o> 0 tel que vi—> L(}}) ¢ soit holomorphe de ¥(v,) dans C2(G"). Alors
le lemme résulte de la définition de 4, (cf. [6] § 12) et de la générali-
sation a notre situation du théoréme 9.2 (i) et premicre partie de (ii) de l.c.
Cette généralisation repose sur une extension (facile et par les mémes
méthodes) du théoréme 3.6 de lc. au cas ou le parametre varie dans
A+af 1

7.3. Démonstration du théoreme 1

Comme tout série discrete de M/M n H est contenue dans une somme
finie de V', , (cf. (5.1.2)), on peut se ramener a prouver le théoréme lors-
que Vy=V,#0, Ae(al)* et n=n, (on omet les indices M). On peut
supposer de plus que A vérifie (6.1.3) ie: Vaed ¥ (g% a), o =0=
(A, a) >0 (cf. proposition 8 et (5.1.3)).

Avec les notations de la proposition 8 (iii) on pose (3, Vs, #j)=
(m5, V4,n7) ou l'on a pris soin de choisir n assez grand dans la définition
de A pour que A soit “bon” (cf. lemme 6) (on rappelle que
A=(np,+1) A). On est alors dans le cadre de 4.2 et on peut appliquer les
propositions 4 et 5. On se fixe x € W(g% a?) tel que xA soit dominant par
rapport & 4% (g% a“). Alors, il en est de méme de x.

Soit veia* régulier par rapport aux racines de a dans g? et tel que
Imv ¢ A, ;5. En particulier v¢ 7 5. On a x(A—v)e.o" (cf. proposition
10). Alors, comme /A est bon, on peut utiliser la conclusion du lemme 7.
Cecli, joint au critere d’Oshima (7.1.2) et a sa variante (7.1.5), conduit a:

Voe5) k)  Supp(Buiw(E(P, 8, v, 7, 9)))=F,, (13.1)
car F 7, =Frevi_n=F.i=F,, daprés (7.1.6). Soit:
U A

O :={veaf |Imyv est régulier, Im v ¢ 4 t.ev.o O Hm . sp (1.32)

m,j, &

C’est un ouvert de a¥ et notant O;,=0niaona O=0,;+a et O est
un ouvert dense de ia*. De plus avec les notations du lemme 13, O = O’
(cf. proposition 10 (ii)). L’application de ce lemme, rendue possible par la
proposition 3 (ii), a la famille E(P, 5, v, i, @), ¢ € (I5) k), montre que:

0

VVEO, V(pe(lg)(l()ﬂ Suppﬂx(/?—v)((E(Pa Sa v, ’75 ga))d)CFxA‘ (733)
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Pour ve F (que l'on regarde aussi bien comme une représentation de G
que de G“= G) on notera ¥ (resp. #7) la fonction sur G/H (resp. G%/K%)
définie par:

Vge G (resp. G),  ©(g) (resp. i(g)) =<{m*(g) ey, v).

On peut appliquer la proposition 10 (iii) pour ve O en prenant pour f
les “intégrales d’Eisenstein” et en remplagant # par #°. Comme p, restreint
les supports (proposition 9 (iii)) en tenant compte de (7.3.3) on a:

Vve O, Vo e (l5) k)
SUPP Bria v (Pt s ((E(P, 8, v, 7, ) 59) < Fy.
Mais il est aisé de voir que:
(E(P, 3, v, 71, ) 0= (E(P, 8, v. 7. ¢) D).

Comme la correspondance de Flensted-Jensen est un morphisme de
gc-modules, on a, avec les notations de la proposition 6:

VVEO, vfepfAl\Jrthvl(V(Ps 59 v, ﬁ)F),
SUpp s —v—w(f) S Foy. (7.3.4)

Introduisons le polyndéme ¢ de la proposition 4, qui s’applique ici comme
on l'a déja remarqué, et notons O,={veO|q(v)#0}. On déduit de
(7.3.4) et de la proposition 6:

Yve O,, Vo es) x>
SUPD B —v—u(E(P, 8, v+vi, @) F,,. (7.3.5)
D’aprés la définition de O et O, on voit que:
Os={v+v,|veO,} nia*={ve O, | q(v—v,) #0}.

Alors O; est dense dans ia* car O, est un ouvert dense de ia*. D’autre
part, d’aprés le critére d’Oshima et sa variante (7.1.5) comme F, = Fy. , (cf.
7.1.6), on déduit de (7.3.5) que:

Vve O;, Yo(ls) k), E(P, 6, v, ) est tempéré.
La densité de O5 dans ia* jointe au corollaire 2 du lemme 2 achéve la

démonstration du corollaire du théoréme 1 et donc du théoréme 1 (cf.
remarque 6). ||
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8. EXISTENCE D’UNE PETITE MATRICE B

8.1. Propriétés des fonctions tempérées

On retourne aux hypothéses générales sur G et H (cf. 1.2 et 1.4).

Soit (7, ¥) un G-module dans un Fréchet, tel que V* soit un G-module
de Harish-Chandra (par exemple une représentation unitaire irréductible,
ou bien un G-module de Harish-Chandra). Soit & e (¥ ~*)". On dit que ¢
est H-tempéré si et seulement si pour tout v e V4, la fonction sur G/H (qui
est Z(g)-finie et K-finie) gH > {7'(g) &, v) est tempérée. On appelle expo-
sant (resp. exposant asymptotique) le long de Py(#) de & tout exposant
(resp. exposant asymptotique) le long de P,4(#) de I'une des fonctions ci-
dessus. On appelle exposant directeur (resp. exposant asymptotique direc-
teur) le long de P,(2) tout élément de (ajf)- maximal pour <, parmi les
exposants (resp. exposants asymptotiques) le long de Py(Z)) de &.

Rappelons qu’un sous-(g, K)-module de Harish-Chandra, V, de
C*(G/H) est dit tempéré si et seulement si tout ¢lément de ce module est
une fonction tempérée sur G/H. On définit également comme ci-dessus la
notion d’exposant (asymptotique) etc... de V.

LemMmE 14. Soit F fonction C* sur G/H, K-finie, D(G/H)-finie et
tempérée.
Alors:

(1) Pour De U(g) et ke K, L, F et L, F sont tempérées.
(1) Le sous-(g, K)-module de C*(G/H) engendré par F est tempéré.

Démonstration. D’aprés la définition de la tempérance, tout exposant
directeur de F, 4, le long de Py(2), # € F, vérifie Re 4|, +(»)<0. D’apres
I'identité entre exposants asymptotiques et exposants directeurs (cf. la dis-
cussion qui suit (2.2.4)) on voit qu’il en est de méme pour les exposants
asymptotiques directeurs de F, donc aussi de tous les exposants asymptoti-
ques de F.

Alors, en utilisant les propriétés de covariance des p (2, F, -,-) (cf. [5]
théoréme 12.8 (ii)) on voit qu’il en est de méme pour les exposants asympto-
tiques de L, F et L, F, donc en particulier de leurs exposants asymptotiques
directeurs. Utilisant a nouveau Iidentité entre exposants asymptotiques
directeurs et exposants directeurs on en déduit que L, F et L, F sont tem-
pérées. Ce qui prouve (i). Alors (ii) résulte des définitions et de (i). |

LEMME 15. On suppose que G/H posséde des séries discrétes. Soit F une
fonction C* sur G/H, K-finie et vecteur propre généralisé sous D(G/H) pour
la valeur propre A e (a®)%.
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(1) Si F est de carré intégrable, F est D(G/H)-propre et A est réel
d
sur a“.

(ii) On suppose F tempérée. Si A est réel sur a“ et régulier par rapport
a A(g?, a?), ie. (A, a)#0 pour aed(g a?), alors elle est de carré
intégrable.

Démonstration. (i) D’apres [3], théoréme 1.5, on sait que laction de
D(G/H) sur la partie discréte de L*(G/H, dh) se diagonalise. Le fait que F
soit D(G/H)-propre en résulte. Le fait que A est réel sur a? a déja été men-
tionné (cf. (5.2.6)).

Passons a (ii). Soit V le sous (g, K)-module de C*(G/H) engendré par
F. D’apres le lemme précédent celui-ci est tempéré. On note pour # € F,
2, ={ay, .., a;} la base correspondante de 4(g, a,) et {f,, .., f;} la base
duale de X', pour le produit scalaire B (ie. f;  =0et (f; a)=0;). On
choisit Z € # et A, un exposant directeur de V' le long de P,(Z) tels que
I’ensemble formé des f; orthogonaux a Re 4, soit de cardinal maximal. On
note @ ={o; €2, | (Re 4y, f;) #0} et P=MAN le sous-groupe paraboli-
que of-stable contenant P () associé¢ a @ (cf. 1.4). Il résulte de la démons-
tration du théoréme 2 de [ 18] (voir aussi les corrections dans I'appendice)
que:

Ao=A1+ v avec v, eia* et Ay e(agnm)E.

De plus M/M n H possede des séries discrétes. Montrons qu’avec nos
hypothéses on a nécessairement P = G. En effet, d’aprés le lemme 1 on a:

Iwe W(g?, a9, WAy, = Ao

On a alors: wA = A, + A, pour un élément A4, de (t;,)¥. En séparant par-
tie réelle et partie imaginaire par rapport a (a?)* on en déduit:

wA=Re A, +Re 4.

Mais Re 4, +Re 4, € (a?,)*. Légalité ci-dessus jointe a la régularité de
A montre qu’il existe un élément régulier dans (a,)* (ou (a%,)) relative-
ment 3 A(g% a?). Par ailleurs, comme M/M n H admet des séries discrétes,
il existe t,, cfngnm qui est maximal abélien dans g~ m. Alors, par
transport de structure, on en déduit I'existence d’un élément X, dans it,,
régulier par rapport a 4(g% a¢) ou a¥=1it,, ®a (qui est conjugué, par un
élément centralisant a du groupe adjoint de g%, a a“). Mais alors le centrali-
sateur dans g¢ de X, est égal a m¢ @ a?, ou m¢ est le centralisateur dans
i’ de af. On en déduit que t,, est maximal abélien dans f n q. Mais d’aprés
I’hypotheése faite sur G/H (G/H a des séries discrétes), t,, est alors maximal
abélien dans g (c.f. [33] § 1 théoréme 1.5) et a=0. Donc P=G.
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Dans ce cas, la définition de A, montre que tout exposant directeur, A,
de V'le long de Py(2), 2e€ .7, vérifie:

Re }%J(vg)<0.

Ceci montre que les éléments de V, et en particulier F, sont de carré inté-
grable sur G/H (cf. [2] théoréme 6.4). ||

8.2. Une propriété asymptotique des “intégrales d’Eisenstein”

On reprend les notations de 3.2. On suppose ¢ irréductible (et toujours
unitaire). On note N=0(N), P=0(P). On rappelle (cf. eg [4]1] lemme
10.1.2) qu’il existe une constante ¢, telle que, pour tout ve a¥, vérifiant:

VYoe A(n, a), (Rev, o) =cy (8.2.1)

on ait:

Pour tout pel} , et geG, lintégrale f ~@(gn)dn est convergente et
Papplication g |y @(gnn)dn définit un élément de I}, noté A(P, P,
0, v)(@). De plus A(P, P,6,v) est un opérateur d’entrelacement non nul
entre I§ et I .

Le symbole a —> + o0 (resp. a —> +00) signifie que ae 4 et a* - + 0
pour tout a€ A(n, a) (resp. 4(i, a)).

Le lemme suivant est une généralisation d’un théoréme d’Olafsson (cf.
[30], théoréme 6.2). Il est dans I'esprit du lemme classique de Langlands.

LemMmE 16.  Soit ve a¥ veérifiant (8.2.1) et tel que Re(v— pp) soit stricte-
ment A(n, a) dominant. Alors:

Voelf VgeG, Ve v (0),
lim a""""E(P,d,v,1, ¢, gaH) = (A(P. P.6,v)(9))(&), pren
.

ou pr.n est la composante de n dans V" (9, e).

Démonstration. Par linéarité on peut supposer €7 (4, w) pour un
we #,, ce que 'on fera dans la suite. Avec nos hypotheses j( P, d, v, i7) est
une fonction continue sur G a valeurs dans V' ;. Donc pour ge G, ae 4
on a:

E(P, 6, v, 0, gaH) = | {plgak), (P, o, v, m)(k) dk.

K/KAM

On pose E=E(P,d,v,n, ¢) et j=j(P,o,v,n). Alors, on a (cf. e.g. [41],
lemme 2.4.5):

E(gal)= | <gl(gan). jin) di.
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En changeant 7 en ana '

droite de ¢ on a:

et en utilisant les propriétés de covariance a

@ "E(gaH)= | (o(gn).jlaia)) di.

Sia—> + 0, il est clair que a~'7ia converge vers e et I'expression sous
le signe somme converge simplement vers <{ ¢(gn), pr.n . 1l suffit donc de
vérifier que 'on peut appliquer le théoréme de convergence dominée, car
on a:

LV {olgn), prony = {(A(P, P,0,v) @)(g), pron).

Passons a la majoration de { ¢(gn), j(a~'7a)>.

Pour xeG, on écrit x=k(x)m(x)a(x)n(x) ou k(x)eK, m(x)e
exp(mns), a(x)eAd, n(x)eN. Si neN et loga est strictement A(ii, a)
dominant, il résulte de [24], chapitre IV, cor. 6.6, page 439, et en utilisant
une projection sur a, que:

Re(v— pp)(log(a(a='7a))) < Re(v — pp)(log a(#)). (8.2.2)

D’autre part, soit 7€ N~ HwP. Ecrivons 7i=hwma'n o0 he H, me M,
aeA, neN. Soit h,,=w~'hw. Comme we K on a:

n=wk(h,) m(h,) a(h,) n(h,) ma'n
et:
log a(in) =log a(h,,)+logda'.

Le théoréme de convexité de van den Ban (cf. [1], théoreme 1.1),
appliqué a wHw ~! au lieu de H, montre, avec nos hypothéses sur v et par
projection sur a, que:

Re(v—pp)(log a(h,,)) =0.
Donc:
Re(v—pp)(loga’) < Re(v—pp)(log a(i)). (8.2.3)

Soit 7e N. Si a~'7ia ¢ HwP, on a j(a '7ia) =0. Si a~'iae HwP, on écrit
a~"ia = hgwmgagn, avec hy € H, mye M, a, € A, n, € N, et 'on a:

Jla 'ray=aj "' (my ") n.
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De méme on a:
@(gn)=0(m(n)) " a(f) ="~ "" p(gk(n)).

Alors on déduit successivement de (8.2.3) appliqué a ™~ '7a et de (8.2.2)
que:

|<§0(gﬁ)aj(ailﬁa)>| Sa(ﬁ)Rei"pr a(ailﬁa)Re v—pp
x [{o(m(m)) ™" p(gk(n)), 8'(mg ") )|
et [Coplgn), jlaay| <atm) > [Co(gh(n), 8 (m(mmg ) > (8.2.4)

On introduit .o%(M/M ~nw~'Hw) I'espace des fonctions C* sur M/M N
w~'Hw qui sont bornées ainsi que leurs dérivées par des éléments de U(m).
Alors, comme ¢ est unitaire, lapplication linéaire de V5 dans
C*(M/M ~w~"Hw), qui a ve V§ associe application m(M nw~'Hw) >
(v, &'(m)n), est a valeurs dans .</(M/M ~w~'Mw) et est continue de V5
dans .o%(M/M ~w~'Mw) muni de la topologie de la convergence uniforme
des fonctions et de leurs dérivées par les éléments de U(m) (cf,, dans [12],
la proposition 1 et la remarque dans I'introduction, ainsi que la proposition
1 du présent article). L’ensemble {¢(gk) | k€ K} est relativement compact
dans V¥, d’apres la continuité de ¢, donc borné. Donc ensemble des
applications m+— {p(gk), d'(m)n>, keK, est borné dans .of(M/M N
w~'Hw) d’aprés ce qui précéde. Il en résulte que:

C:= sup [Ko(gk(n)),d'(m)ny| <+ o0.
neN. meM
On déduit alors de (8.2.4) que pour tout a tel que log a soit strictement
A(i1, a) dominant:

VieN,  [Ko(gn),jla 'fa))| < Ca(ir) "

Mais il est bien connu que: |ga(n) *”di< + . Les hypothéses du
théoréme de convergence dominée étant réunies, le lemme est démontré. ||

Si « est une racine de a, , :=a, nm dans m, on note encore « son
extension a a, par 0 a a, qui est un ¢lément de 4(g, a,). On note 4, ,,
'ensemble des racines de a, ,, dans m qui sont dans 4,. On note .7, la
famille des ensembles de racines positives de 4(m, a, ,,) qui contiennent
Ay e S PyeFy on notera P ={aedg, a;) |, =0 et aeP,, ou
a, €A(n, a)}.

D’aprés la construction de P, on a Ze€%. On notera alors
P, s(Py) =Py(2)n M. Cest un sous-groupe parabolique gf-stable mini-
mal de M de g-décomposition de Langlands P, () =M Ay 1N y(Pos)
ou Ny(Zy)=Ny(P)nMet Ay ,y=A; 0" M=exp (ay ).
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LEMME 17. On suppose toujours o irréductible. Soient ne ¥ (9) et
No=pr.u. Soient Pyy € Foy, Ao € (a4, 2)E un exposant (asymptotique) direc-
teur de 1, le long de P, ,(%,). Soit ve (at) tel que Rev+pp(=Rev—pp)
soit strictement dominant pour A(, a) et vérifie (8.2.1) relativement . Alors
J(P,d,v,5) admet Ay—v comme exposant asymptotique le long de Py2)
(cf. le début de 8.1 pour la définition dexposant asymptotique dun vecteur
distribution H-invariant).

Démonstration. Soit ¢ € (15 k) et E=E(P,d,v,n,¢) ou v est ‘comme
dans I’énoncé. On applique le lemme précédent en échangeant P et P. Alors

on a:

Vg eG, lim a"*"7rE(gaH) = {(A(P, P, 5,v)(¢))(g), ny> (8.2.5)

a—+ 0
P

On dispose des développements asymptotiques le long des murs pour E,
car E est D(G/H)-finie (car Z(g)-finie) et K-finie. Ici on utilise une générali-
sation aux fonctions D(G/H)-finies (au lieu de propres) du lemme 12.3 et
du théoreme 12.8 de [ 5] (cf. [13], théoréme 1). Alors il résulte de la défini-
tion des développements asymptotiques (cf. [6], § 3), de la proposition
A2.1 de [16] et de (8.2.5), que le coefficient du développement asymp-
totique affectant a =" *r, noté (g, X)r—~p_(P|f,g, X) (ou ge@G, Xea)
est constant en X. Ici on a adopté le décalage habituel par p,. De plus,
pour geG, p_(P|E, g)=<(A(P, P,5,v)(¢))g), no>. En particulier, en
utilisant les propriétés de covariance des éléments de 1% , on a:

Vme M, p_(P|E,m)={(A(P, P,d,v)(p))(e), 5 (m)n,>. (8.2.6)

Posons y := (A(P, P, 5, v)(¢))(e). En utilisant une généralisation a notre
situation du théoréme 3.1 de [7] (cf. [13], théoréme 2) on voit alors que,
si 4, est un exposant asymptotique le long de P, ,/(%,) de la fonction
D(M/M n H)-finie et M N K-finie sur M/M n H, définie par mM N H—
(Y, 0'(m)nyy, Ag—v est un exposant asymptotique le long de Py(#) de la
fonction E. Pour achever la démonstration, il suffit de vérifier que
Vi={A(P,P,0, v)(p)(e) | pe(I} )k} est égal & (Vs)a k). Mais V), est
clairement un sous (m, M nK)-module de (Vs)~x. Si on avait
Vi #(Vs)anx on aurait donc ¥, = {0}, puisque J est irréductible. Alors
de la densité de (1§ ), dans I et de la continuité de A(P, P, d, v) sur
I§, on déduirait:

Voel? .,  (A(P,P,d,v)¢p)(e)=0.

Par équivariance, on conclurait que A(P, P, J,v)=0. Or ceci n’est pas
(cf. eg. [41], lemme 10.1.2). Donc V,=(Vs)m~x ¢t le lemme est
démontré. ||
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8.3. Petite matrice B

On conserve les notations précédentes. On rappelle que pour P,, P,
sous-groupes paraboliques of-stables de G de o-décomposition de
Langlands P,= MAN,, i=1, 2, il existe une fonction méromorphe sur ag
a valeurs dans End(7"(d)), v+ B(P,, P,,d,v), telle que pour tout
ne ¥ (0) on ait I'identité de fonctions méromorphes sur af:

j(Pl’éa v, ”)OA(PI’P2759 V)=j(P2,5, v, B(PZanés V) 77)9

ou A désigne le prolongement méromorphe des intégrales d’entrelacement
(cf. [14], proposition 4).

On note pour we #", ¥ (J, w)gisc 'ensemble des éléments de ¥ (J, w) de
carré intégrable pour M nw~'Hw, qui est un sous-espace vectoriel de
77 (0, w). On note 7 (0)gise = Lvecw 7 (0, W) gise-

THEOREME 2. Lorsqu’il est défini, B(P,, P, d, v) préserve le sous-espace
vectoriel V" (0)qisc de 77 (0).

Nous allons préparer la démonstration de ce théoréme.

LemMme 18. 11 suffit de démontrer le théoréme pour P, =P, P,=P.

Démonstration. Grace a [ 14], proposition 5, on peut se ramener au cas
ou P, et P, sont g-adjacents. On utilise alors la proposition 6 de [ 14] pour
se ramener au cas ou P, =P, P,= P (pour un autre groupe). |

On supposera donc dans la suite que P, =P, P,=P et on notera B(v)
au lieu de B(P, P, 6, v).

Soit we #". On note m,,=Adw(m), M,=wMw~"', m?=(m,)cng"
[,=Adw(l), etc.. On identifie  U(m,)™"°/(U(m,)(m, nh))n
(U(m,,)™ ") a D(M,, /M, ~H) (cf. 2.1). Comme w normalise a, et que
[, est le centralisateur dans g de a,,, a, qui est contenu dans le centralisa-
teur de a4 dans g¢, est contenu dans (I,)¢.

On note af, ,:=a’n(m,)c. Alors a’=af,  @a,. A noter que ay,
n’est pas nécessairement égal a Adw(a9,) car, a priori, w ne normalise pas

a/ et donc on ne sait pas si Adw(a?,) est contenu dans a“. On dispose
de Tlisomorphisme d’Harish-Chandra Vag ~entre DM, /M, mH) et
S(ayMmi- i) ou W(md, a4, ) est le groupe de Weyl de A(m?, af, ).
Celui-ci peut étre naturellement regardé comme le sous-groupe de
W(g? a?) formé des éléments qui laissent fixes les éléments de a,. De
méme, on dispose de Ilisomorphisme d’Harish-Chandra y, .« entre
D(L, /L, nH) et S(a®)" ™ 4. et de ’homomorphisme w, y, (cf. 2.1).

Si ne? (d,w) on a aussi y€ ¥ (wd, e), et, avec les identifications ci-
dessus, cela a un sens de parler de l'action de D(M,,/M, n H) sur 5 ou
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77(d, w) (grace a wo qui est une représentation de M,). Comme ¥ (J, w)
est de dimension finie (cf. [3]), il se décompose sous I’action de D(M,,/
M, n H) en une somme directe finie de sous-espaces propres généralisés.
On note &, I'ensemble (fini) des valeurs propres généralisées, que I'on
regarde comme des éléments de (a§, ,)¥. En fait, il sagit de W(m?, a}, ,)-
orbites dans (a, ).

LemME 19. Soitve a?é Soit e (1}, P V") qui est D(G/H)-propre pour
la valeur propre Ae(a)i. On suppose que ) est régulier par rapport a
A(g?, a). Alors pour tout we W', ev,,& est somme d’éléments de vV (5, w) qui
sont D(M,,/M,, ~ H)-propres pour des valeurs propres A, ..., 4, €6, telles
que:

Vi=1, .., n, Ix, € W(g“, a9, A=Wy =X,

Démonstration. On montre de maniére analogue a la démonstration
de la proposition 3 que: VDeD(G/H), evw((nf;v)’(D)f)z((wg, (D))
(—wv))(ev,S).

D’ou:

VD e D(G/H),
((7a¢(D))(2))(ev,.&) = (g, 1 (D)) —wv))(ev,E). (8.3.1)

Donc ev, (&) est propre sous llmage de w, , dans D(L, /L, n H).

En transportant le probléeme griace a y. et y,. af,, ON dispose du
S(a? W, M)W(‘"”“l{f »-module de dimension finie, 7" (J, w), qui se décompose
en somme directe finie de modules primaires de type C,,, ¥;, i=1,..,n ou
A;€6,,. On écrit ev,&=>"_ 1, ou n,€¥;. On étend l’actlon de
S(a’}(l, o) sur ¥ (6, w) A S(ad) *) en faisant agir a, par
—wve(a,)¥. Alors, daprés (8.3.1), C,, est un S(a’)™ o’ a)_gous-module de
dimension 1 de 77(d, w), isomorphe a C,. Alors, si #; est different de 0,
comme 7, est un sous-espace propre généralisé de S(a?)”("™ %) pour la
valeur propre A; —wv, il existe x; € W(g% a“) tel que A, —wv=xA. 1l reste
a prouver que 7, est propre sous D(M, /M, nH)~ S(a$, n)W("‘d""' W,
Mais A, —wv est régulier par rapport a A(g¢, a?). De plus W(g% a?) (resp.
W(m¢, a4, ) est un groupe engendré par des réflexions correspondant a
ae A(g? a?)) (resp. a € A(m?, a?)). Comme A; — wv est régulier, on voit que
le stabilisateur de A;—wv dans W(g“ a?) est trivial. La proposition A.2 de
[17] s’applique et acheéve de prouver le lemme. ||

LemME 20. Soit n un élément de v (0,w) qui est D(M,/M, N
H)-propre pour la valeur propre Ae(a‘,{l, WE. On suppose A régulier par
rapport a A(m?, a MM) On suppose que [lapplication méromorphe sur



498 PATRICK DELORME

aX, vio pr B(v) n, west pas identiquement nulle. Alovs, il existe x € W(g?, a)
tel que I’on ait xw|,=1d, (auquel cas xaf, , = a%,) et tel que, lorsque B(v)n
est défini, l'on ait: pr (B(v) n) est D(M/M n H)-propre pour la valeur propre
xAe(ad)x.

A noter que x est unique modulo laction a gauche de W(m<, a%,) sur
W(g“, a?), on m{=m¢ N g“

Démonstration. On remarque que, pour des raisons d’entrelacement,
&, :=j(P,d,v, B(v) n) est D(G/H)-propre pour la valeur propre A —wv, car
il en est ainsi de j(P, J, v, ) (appliquer (3.4.1) a P, =wP, 1 et wo).

Soit O I'ensemble des v € a vérifiant les conditions suivantes:

B(v) est défini et pr (B(v)n)#0 (8.3.2)
et si xe W(g? a?), et (v—xwv)e &, —xA alors:

xw =1d, (8.3.3)
A —wv est régulier par rapport a 4(g?, a“). (8.3.4)

Si xeW(ga’) et xw, #1d,, lensemble des veaf tels que
v—xwveé,—xA est une réunion finie de sous-espaces affines de a¥. Son
complémentaire est un ouvert dense de a¥. De méme, la régularité de A
implique que I'’ensemble des v vérifiant (8.3.4) est un ouvert dense de a¥.
Donc O est un ouvert dense de a%. Soit ve O et 5, :=ev,&,. Ecrivons,
grice au lemme précédent (appliqué a P), 7,=>"_, 5, ou n,€ ¥ (J, e) est
D(M/M ~ H)-propre pour la valeur propre 4, €&, = (a4,)%.

Si 57, #0, toujours d’aprés le lemme précédent, il existe x,; € W(g“, a?) tel
que: 1;—v=x;(A4—wv). Cest-a-dire: v—x;wv =4, —x,;4. Comme 4, €, et
ve O, d’apres (8.3.3) on a x,w =Id, . Pour w fixé il existe au plus un seul
x; € W(g“, a?) vérifiant cette propriété, modulo la multiplication a gauche
par un élément de W(m?, a¢,). De plus, on a 4,=x,4. D’ou I'existence et
l'unicité de x.

L’unicité de x décrite ci-dessus montre que la décomposition de 7, com-
porte au plus un terme. Donc #, est propre sous D(M/M n H) pour la
valeur propre xA. On achéve la démonstration du lemme grace a la densité
de O et la méromorphie de B. |

Lemme 21.  Soit €7 (9, W)gise qui est D(M,,/M,, n H)-propre pour la
valeur propre A€ (a4, )*. Alors, dés que B(v)n est défini, pr(B(v)n)
(e (V5 =)M M)y est M ~ H-tempéré (cf. le début de 8.1 pour la définition de
cette notion).

Démonstration. Le théoréme 1 montre que j(P, J, v, ) est tempéré deés
quiil est défini et que veia*. Par transport de structure on en déduit qu’il
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en est ainsi de j(P, J, v, B(v)n) dés que A(P, P, J,v), j(P,d,v,n) et B(v)n
sont définis.

En interprétant les intégrales d’entrelacement comme des fonctions j
pour G x G/Diag(G) (cf. [12], § 4), on déduit des propriétés de j (cf. (3.2.7),
(3.29), (3.2.10)) lexistence de H}, .., H,, € a\{0}, u, ..., u,, € R tels que,
notant:

S a =) {vea* [ v(H)=p} (83.5)

i=1

on ait:
Yveag, (Im v A, )= (A(P, P, J, v) est holomorphe en v).  (8.3.6)
D’aprés la définition de B(v) on a:
Yve v (0, w), B(v)n=ev(j(P, 6, v,n)oA(P, P, 5, v)).

En conséquence B(v) est holomorphe en v dés que j(P,d,v) et
A(P, P, 6, v) le sont, grace a [14], proposition 3. On introduit 'analogue
pour P de /4, ; ; que I'on notera J, ; ;. Cette notation est un peu abu-
sive car j a déja un autre sens (cf. (3.2.9)).

Soit

Olmz{vea*|v¢‘yﬁm,AU‘%m,j,5u°yfIm,j,§} (837)
et

O={veaf |ImveOy,}. (8.3.8)

Clairement, O est dense dans a¥ et toute composante connexe de O
rencontre ia*. Supposons le lemme faux. Comme I’ensemble
PV (3, €)remp :={E€ 7 (0,€) | & est M H-tempérée} est un sous-espace
vectoriel de 77 (J, w) et que B est un méromorphe, ’ensemble O, des ve aE
tel que B(v) i soit défini et non tempéré est un ouvert non vide et dense de
af. Comme A est régulier et que pr,(B(v) i) est supposé non identiquement
nul, il existe, grice au lemme précédent, x € W(g%, a?) tel que xw, =1Id, et
(B(v)n) est D(M/M ~ H)-propre pour la valeur propre x4 €(a%,)*. On
pose A4,,:=x4. On note A(v) le transporté sur I, de A(P, P, 5, v) par les
isomorphismes naturels entre 15 , I5 , et I,.

Soit ¢ € (I5) . La famille vi— E(P, 3, v, n, A(v) @), ve O, est un élément
de o/, (G/H, 4,,, O) d’aprés la proposition 3(ii) et ’holomorphie sur O des
intégrales d’entrelacements. I en va donc de méme de E (¢):=
E(P, 5, v, B(v) 5, ¢) puisque l'on a:

YweO,  E(P,0,v,B(v)n, @)=E(P,0,v,n, Av)p).  (839)
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Soit &' I'ensemble des exposants directeurs le long des différents sous-
groupes paraboliques de M, P, (%), Py€Fy, des éEléments de
V(0,e)=(Vy=)MH. & est un sous-ensemble de (af,)c ou
ay 5 i=ay nnt. Comme 6 est irréductible, les éléments de 77 (J, e) se trans-
forment tous sous Z(m) par un méme caractére de Z(m). Alors il résulte
de [2], théoréme 2.4, que &’ est un ensemble fini. On note l'opérateur de
restriction a a, des formes linéaires sur a“, res,,. Soit O, y,, I'ensemble des
ve O, \{0} tels que, pour tout ye W(g“, a ), veriﬁant res., oY 7réId(1 ,
on ait V=Y, ¢ {Im /| Led’}, ou la partie imaginaire est relative a a}.
On note O0,= {ve O|Imve O, ,}. Clairement O, <O et O, est un
ouvert dense de af dont toute composante connexe rencontre ia*. Soient
Ay €&, Py €Fy. On note 2 I'élément de F associé naturellement a %,
(voir ce qui précede le lemme 17). On va voir que, pour tout ge G et
Xea,, lapplication vi—p (2, E(¢), g, X) est holomorphe sur O,.

Soit vy € O,. On pose A,=A,—v,. 1l suffit de voir, d’aprés le lemme
2(ii), que Z(v, 49) ={4,—v} pour ve O,. D’abord v, #0 implique 4, #0.
Alors tout élément 1 de Z(v, A,) s’écrit sous la forme A=y(A4,, — )'% +u
ou ye W(g% a?) et ue ¥ (2) sont tels que: y(A4,,—v,),, ,Hu=Ay—,.

En prenant la partie imaginaire relativement a aj de cette égalité, en
tenant compte du fait que 4, donc A, est réel sur a? et que u est réel
sur a, on a: Im(vo—ypvy),,=Im4,. Comme v,€0, et Ay€d’, on a
alors res,, cy,.=1d,.. Donc y/lw‘aﬂ—,u:/l0 et y(/lw—v)w%—u =Ay—.
Donc A —A0 —vet B(v, 4y) ={A4,—v} comme désiré. D’ou 'holomorphie
cherchée.

Soit v, un élément de O, N O, tel que Re vy + pp soit strictement domi-
nant pour A(i, a). Un tel élément existe car O, N O, est un ouvert dense
de af. Comme pr,(B(vy)n) n'est pas tempéré, il existe £, € #;, et A, un
exposant directeur de pr (B(v,) n) le long de P (%) tel que:

Re Ao, s o €0,

Mais pour tout €lément X de a; ,,(Z,), il existe Y e a tel que X + Y soit
¢lément de a, (#). Donc Re 4, regardé comme un ¢lément de aj nul sur
a vérifie:

Re Ag, ;) 0. (8.3.10)

Par ailleurs, d’aprés le lemme 17, 4, — v, est un exposant asymptotique
de j(P,d, B(v)n) le long de P,(2). Donc il existe ¢,€(1;) k), Xo€a,
et g, €G tels que p,,_ (2, E,(¢), 80, X,) soit non nul. Comme A, €&,
lapplication, définie sur O,, vi>p,, (2, E,(@o). &, X,) est holomorphe
d’aprés ce que I'on a vue plus haut.

Toute composante connexe de O, rencontrant ia* on en déduit qu’il
existe v, eia* N O, tel que A,—v, soit un exposant le long de Py(Z) de
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E(P,0, vy, 1), ou , =A(v,) ¢y €(I5)x). Mais d’apres la définition de j
(cf. [14], (2.4.5)) et le théoréme 1, appliqué & wPw~! au lieu de P,
E(P,0d,v,,n, ) est une fonction tempérée. Comme Re(A,—v,)=Re 4,
ceci contredit (8.3.10). Donc O, est vide et le lemme en résulte. ||

Démonstration du théoréme 2. Soit we ¥~ et montrons que pour tout
neV (0, W)gs ON a pr(B(v)n)e ¥ (0, )y lorsque B(v) i est défini.

Comme toute série discréte pour M, /M, n H est contenue dans une
somme finie de V,, ,, A€ ("‘7\14, L)* on voit que tout ¢lément de
Y(0, W)giie €St somme finie d’éléments de ¥7(J, w)ge qui sont
D(M,,/M, ~ H)-propres. Alors par linéarité, on peut se ramener au cas ou
n est D(M, /M, ~ H)-propre pour la valeur propre A€ (af, ,)* ce que
lon fera dans la suite. Le lemme précédent montre que pr,(B(v)7n)e
77(J, €)emp- Montrons que A est réel sur a‘]"'L .- D’abord avec les notations
de (5.1), comme V,, ,#{0}, A est réel sur i3(m,)na{, . De plus,
Vir,. 4 710} implique Vo 4 # {0} puis Vyp 4, # {0} o Ay =44 .
Alors A, est réel sur a?, , nml, d’aprés (5.2.6) appliqué & M. /M ~ H.
Donc A est réel sur af, .. Toujours grice a (5.2.6) appliqué a A,, on
voit que A possede la propriété de régularité requise pour appliquer le
lemme 20. On en déduit que pr (B(v) 1), s’il est non nul, est D(M/M n H)-
propre pour la valeur propre x4 € (a¢,)* ol x est comme dans le lemme 10.
De plus x4 est régulier pour 4(m¢, a4,), par transport de structure a l'aide
de x. Mais d’apres le lemme précédent pr,(B(v)#n) est tempéré. Le lemme
14 permet alors de conclure que pr,(B(v) n) € 7" (9, €)4is.. Par linéarité, on
a donc démontré pr (B(v) ¥ (0)gs) =7 (0, €)4ie- En changeant de sous-
groupe parabolique et en tenant compte de la définition de j (cf. [14],
(2.4.5)), on voit également que:

Ywe ', pr(B(v) 7 (0)dise) =7 (0, W) gise-

D’ou le théoréme. |

9. MAJORATIONS UNIFORMES DES “‘INTEGRALES D’EISENSTEIN”’

9.1. Familles de fonctions uniformément modérées, uniformément tempérées

On reprend les notations du § 2.3. On définit pour x e G/H, t(x) := || X]||
si x=k(exp X)H avec keK, Xea,;. Si xeG/H et veaf, on note:
[(v, )] := (14 |[v])(14+1(x)). Si €>0, on note a}={veak | |Rev|<e}.
Soient A e(a%,)*, reR et ¢>0. On note .Z,,(G/H, A, ¢, r) le sous-espace
vectoriel de .«/(G/H, A, a}) formé des éléments F tels que:

vDe U(g), dneN, VxeG/H, Yveak,
|LpF ()] < C(1+|v])" e (9.1.1)
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Un ¢élément de o7, (G/H, A, ¢, r) est dit uniformément modéré de crois-
sance exponentielle . Soit ¢ >0. Pour Re R tel que — R soit assez grand,
a*(R) (cf. définition au § 3.3) contient a¥*. On fixe un tel R. On se fixe
nev (d6,e) tel que n soit D(M/M n H)-propre pour la valeur propre
Ae(a4,)k. Alors il résulte de la proposition 3 (i) et de la proposition 2 que:

Irs>0, Vo els, vie bg(v) E(P, d, v, 1, @)

définit un élément de <7, (G/H, 4, &, ry). (9.1.2)

De plus, rs; ne dépend pas de 4 et #.

LEMME 22. Soient ¢, &' >0 avec &' <e&. On note p =¢—¢'. Soit b un poly-
nome non nul sur af. Il existe des constantes C,>0, a >0, feR telles que
pour toute fonction holomorphe f sur af tout m>0 et ne N vérifiant:

Yveak, 1b(v) f(W)| <m(1+ |v])"
on ait:
WeaX,  [f(MI<aC,pFm(1+ |v] +p).

Démonstration. Si vyea} la boule ouverte de centre v, et de rayon p
est contenue dans a}. Par application du théoréme 1.4 page 8 de [19],
en tenant compte de Iinégalité évidente (14 [[v]|)"<(1+ ||voll +p)" si
[v—v,l <p, on obtient le résultat voulu. ||

COROLLAIRE DU LEMME 22. On fixe rs comme dans (9.1.2). Soit ne
V7 (9, e) qui est D(M/M ~ H)-propre pour la valeur propre A€ (a4,)%. Soient
pels, ¢>0 et y une fonction holomorphe sur o satisfaisant:

JneN, 3C>0, Vvea®  |pm)|<CA+|v])"  (9.13)
et

Pour tout x € G/H, la fonction sur a,

vi—y(v) E(P, 0, v, 1, @, x) est holomorphe (9.14)

Alors: pour tout & <e, Uapplication vi— y(v) E(P, d, v, n, ¢) =F, est un éle-
ment de <, (G/H, A,¢&,r).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme précédent avec f(v)=
w(v) E(P,d,v,n, ¢, x), xeG/H, et b=by pour R assez grand, tout en
remarquant que les constantes C,, «, f ne dépendent pas de f'(donc de x).
On déduit les majorations voulues de (9.1.2), (9.1.3). Il suffit alors
d’appliquer la remarque 4. |
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On introduit, comme dans [5], § 18, la fonction @ sur G/H définie par:
VgeG,  O(gH)=./Z(ga(g)")

ou = est la fonction d’Harish-Chandra.
Soient ¢>0 et seR. On note J (G/H, A,¢,s) le sous-espace de
Ae(G/H, A, aF) formé des éléments F tels que:

VD e U(g), dneN, 3C>0, Vxe G/H, Vveak,
[LpF(x)] < C|(v, x)|" O(x) e* IRV =), (9.1.5)

Un ¢lément de 7 (G/H, A, ¢, s) sera dit uniformément tempéré d’échelle
s. Noter toutefois que (9.1.5) nimplique pas que F, est tempéré (sauf si
veia*).

THEOREME 3. Soient Ae(a%,)% et ro>0. Il existe ¢g>0 et soeR tels
que, pour tout £>0 avec e¢<eg, et Fe <, (G/H, A, e r,) on ait. Fe
T (G/H, A, ¢, o), dés que F, est tempérée pour tout v e ia*.

Etablissons d’abord un lemme.

LEMME 23. Soient Ae(a%)k. Il existe ¢, tel que pour tout >0 avec
e<eéy, tout r>0, tout Fe o, (G/H, A, ¢, r) tel que F, soit tempérée pour
veia®, tout Pe€F et tout veal, on ait:

Tout exposant asymptotique directeur de F, le long de Py P) est de la
Jorme w(A—v),, . ouw est un élément de W(g?, a) tel que Re WA |5 () <O

Démonstration. Soit & le réseau des racines de 4(g, a,). On définit:

& =1/2Inf{ |[Re(xA —x'A), , +pul, | x,x" € W(g%, a), ue &

et Re(xA —x'A), +u+#0}.

lag

Comme le réseau des racines est un ensemble discret, on a &; >0. On va
voir que &; répond a la question. On se donne alors ¢, r et F comme dans
I’énoncé. On choisit Z € %. On va commencer par étudier les exposants
asymptotiques de F, le long de P, (), pour v dans un sous-ensemble
dense. Pour w,e W(g% a?), on note O, l'ensemble des éléments v de a*
tels que:

wo

d .d
Ywe W(g%, a%), res,, ow| . F#resq, oWwo,.

= (Im wyv—1Im wv)hﬂélm(wo/l—w/l) (9.1.6)

lag
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ou Im est la partie imaginaire par rapport a (a“)* et res, , est la restriction
des formes linéaires sur a’ a a,. On définit:

0, :=0 sl resg, owo,.=0 (9.1.7)

w0 wo

et

’
011 0

{veO,, | Imwyd—v)  #0} si res,, owo,.#0.  (9.1.8)

wo

II est clair que O, est un ouvert dense de a¥ dont toute composante
connexe rencontre ia*.

Montrons que pour xe G/H, Xeay, vi=> P4y (2, F,, x, X) est holo-
morphe sur O]

Soit vy€ O,,,. On pose Ay=wy(4— v0)| Alors , avec les notations du
lemme 2, il suffit de voir, que pour Yeo Z(v, o) est réduit a
{wo(4— )|u¢,}

Soit A€ (v, 4y), avec L& {0} N {i,}. Alors il existe we W(g“ a“) et
ne L (2) tels que A=w(Ad— v)‘M +uet lg=w(d—vy), +u.

On a donc: wo(A =), =w(A4=vo), +u

En prenant la partie imaginaire et utilisant v, e O, , il résulte de la défi-
nition que: res,, ow, . =res,, cwo.. D’ou il suit que: wod, =wA|, +u

wo*

wo o

‘%

puis: A =wo(4—v) . Il reste & traiter le cas i€ {0} N {Zo}. Cela ne peut
se produire que dans le cas (9.1.7).

Mais alors res,, owq .. =0 et wod, ,=0. Donc res, wo(4—v)=0 et 'on
a bien aussi A =res,wo(4—v)=0 comme désiré. Il en résulte I'holomor-
phie cherchée.

Finalement, soit O =(),, c w(q¢. oty O,,» qui est aussi un ouvert dense de a*
dont toute composante connexe rencontre ia*.

Soit v, O et soit 4, un exposant asymptotique directeur de F, le
long de P,(2). Alors il existe wye W(g? a?) tel que Ay=wo(A—vy) (cf.
lemme 1). Grace a I'holomorphie pour xe G/H, Xea, de vi=p, 4 .
(2, F,, x,X) sur O (voir ce qui précéde) et aux propriétés de O, il existe
v, eia* tel que wy(4 —v;) soit un exposant de F,, le long de P (). Utili-
sant la tempérance de F,, on en déduit le résultat cherché:

V]
Re wo/l‘aﬂg,)so.

Maintenant, soit ve aX*et (v,) suite dans O convergeant vers v. Soit 4 un
exposant asymptotique directeur de F, le long de Py(#). Alors d’apres le
corollaire 1 du lemme 2, il existe une suite (4,) de (af)- qui converge vers
/ et telle que pour tout ne N, 4, est un exposant asymptotique de F, le
long de Py(2).

D’aprés ce que l'on vient de voir, on a: A,=w,(4—v,)+pu,, ou

LEZL(P) et w,e W(g” a?) vérifie Re W”A‘“J(”’) <0.
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Par extraction d’une sous-suite on peut supposer que (w,) est constante
et égale a w. D’autre part, (v,) étant bornée, (W(/I—Vn)|a¢) est bornée.
Alors par différence avec (4,) qui est bornée, on voit que (u,) est bornée.
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (u,) est convergente,
puis constante (&£ (Z2) est discret). Alors A, =w(A —v,,)w—i-u. D’ou
A=w(A =), +p. Par ailleurs, A=w'(4—v), pour un élément w' de
W(g“, a) (cf. lemme 1). D’ou par différence et en prenant la partie réelle:

Re(wAw —w'A4, )+u=Re(w'v— wv|n¢).

lag
Comme vea¥ le deuxieme membre est de norme plus petite que 2e.
D’apres la définition de ¢,, on a alors:

Rewd| +u=Rew'd .
Comme Re WAWM,)<O et ue L (2) on a aussi:
Re w'a| 4 <0.

D’ou le lemme. ||

Démonstration du théoréme 3. La démonstration est la méme que celle
du théoréme 18.3 de [5], ou I'on remplace a(¢), par a lorsqu’il s’agit de
la définition de F. Le seul changement est l'utilisation du lemme 23 pour
limiter les exposants asymptotiques de F, dans la démonstration de I'analo-
gue de la proposition 184 de [5]. 1|

THEOREME 4. Avec les notations du § 3.2, soit ne€V (0, €)gsc qui est
D(M/M ~ H)-propre pour la valeur propre A € (a“,)*. Il existe ¢,> 0, 54> 0
tels que pour tout ¢>0 avec ¢ <eg, tout @ €(l;)) et toute fonction holo-
morphe y sur af satisfaisant (9.1.3) et (9.14), on ait pour & <e,
vio F i=y(v) E(P, 0, v, n) élément de 7 (G/H, A, €, sy). En particulier:

VD e U(g), dneN, i1C, >0, VxeG/H, Yveal,

[y(v) Lp Fy(x)] < Cp |(v, x)[" O(x) e e =),

Démonstration. On va appliquer le théoréme 3 avec ro=r; (cf. (9.1.2))
et I'on choisit ¢, comme dans celui-ci. Soit F, comme dans I’énoncé. Cette
famille a les propriétés voulues pour utiliser les conclusions du théoréme 3,
ceci d’aprés le lemme 21 d’une part et d’autre part le corollaire 1 du
théoréme 1 joint au corollaire 2 du lemme 2. ||
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APPENDICE

Il s’agit de corriger les erreurs ou incorrections qui émaillent [ 18], cette
référence étant utilisée dans le corps de larticle. Sauf exception diment
mentionnée les références de paragraphes ou pages renvoient a [18]. Les
notations sont celles de [18].

Précisons d’abord une définition:

Dans 1.2 (ii) et dans la suite de I’article, on dit qu'un sous-ensemble d’un
espace vectoriel (réel ou complexe) est stable par dilatation, s’il est stable
par les homothéties de centre d’origine et de rapport réel supérieur ou égal
al

La convergence des développements asymptotiques le long des murs est
énoncée de maniére incorrecte en 2.2 (i) page 115. A la place il faut lire:

2.2 (i). Les fonctions Q,, ,» o sont polynomiales sur a, pour k et a fixés,
et analytiques en ae A® pour k et X fixés. Le degré des polyndmes en X,
X0, » olk,a,X) est borné indépendamment de keK et aeA®.
En outre pour R>0, il existe C=Cy » o 5 tel que, notant ag (2, C)
I’ensemble

{Xeag | Vae?, ) #0=a(X)< —C},
on ait:

VXeay(2,C), VaecA®,  |loga|<R
° (A.1)
= Flkaexp X)=Y Q, , o(k, a, X, F) " *rr D,

u

Le reste de 2.2 (i) est inchangé. Pour démontrer ce point, il faut utiliser
la preuve de [ 2], théoréme 5.2, qui est analogue a celle du théoréme 6.2 de
[16]. Dans la preuve de ce dernier, on doit inverser 'ordre du choix de J
et e.

Remarquons que l'on pourrait avantageusement utiliser la technique
développée par A. Knapp dans [26], proposition 8.44 et théoreme 8.45,
convenablement généralisée a notre cas. On pourrait alors remplacer
ae A® par me M, et la norme de a par celle de mH dans (A.1). Ici, avec
les notations du corps de l'article (cf. (1.2.3)) [|[mH| = |ma(m~")| /2. Une
utilisation judicieuse de ce développement permet vraisemblablement
d’éviter I'utilisation de I'appendice avec E. P. van den Ban dans la suite de
larticle. La modification de 2.2 (i) conduit a une modification de 2.2 (iii):

On doit remplacer les lignes 2 et 3 de la page 116 par:

Soit (a®) (2))={Xe€a®|Vae?),a(X)<0}. Soit R>0. On note
Ci=sup,(Cr ».0.r) €t Op= {(X, V) e(a®) " (2)) xag (2, C)) | |IX] <
R, X+ Yea (2')} qui est clairement non vide. Alors si (X, Y)e O on a
les relations: etc...
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Le reste de I’énoncé de 2.2 (iii) est inchangé, ainsi que 2.2 (iv).

Dans la démonstration de 2.2 (iii) page 116, ligne —8, on prend
(X, Y)e Oy et page 116 ligne —5 on prend (log a, X) € Og. On remarque
alors que pour Xe€ag avec | X| <R, I'ensemble des { Yeag | (X, Y) € Og}
est un ouvert non vide stable par dilatation. De méme pour 2.2 (iv).

Dans le lemme 2 (ii): page 118 ligne —4, il faut lire Pol(ay) au lieu de
S(ag), ou Pol(ay) est 'espace vectoriel des fonctions polynomiales sur ag.

Puis page 118 ligne —1, il faut remplacer ng(2) par fiy(2) =0(ng(2))
ainsi que dans toute démonstration du lemme 2.

Enfin, page 119, ligne 1, il faut lire:

Soit L la représentation de a, sur Pol(a,), donnée par la différenciation
de la représentation réguliére gauche du groupe additif a, sur Pol(ay).
A chaque fois qu’intervient ad dans la suite il faut le remplacer par L.

Et: page 119, ligne 3, il faut remplacer Ao+ p 5 o Par —Ag—p 4. o-

La démonstration du lemme 2 (i) doit étre corrigée comme suit:

page 119, ligne —8, remplacer “Deg* ou g* ” par “Deg;*ouDeg
et page 119, ligne —35, lire:

—a

D=f,(a)(D+0D)+f,(a) Ada(D + cD).

Le reste de la démonstration de (i) est inchangée.

Dans la démonstration du lemme 2 (ii): page 121, ligne 5 remplacer
“ae A® Xeay(2)” par “a=exp Ye A®, Xea,(2) et (Y, X)e O, pour
un R >0 (avec les notations de 2.2 (iii))”.

page 122, ligne 2, remplacer les conditions sur X, Y par: (X, Y)e O,
pour un R >0.

page 122, ajouter avant la ligne —6: On vérifie aisément que i, (F)(m)
est bien défini grace au lemme 1 (ii).

Dans le théoréme 1, (page 126, ligne 9), il faut remplacer P,(Z) par
Py(2)=0(P,2)) et iy par —4i,. La démonstration est essentiellement
inchangée.

L’énoncé des théorémes 2 et 3 (pages 127 et 129) est correct tel que.
Mais, pour que la démonstration soit inchanggée, il faut remplacer, P,(2)
par Po(2)=0(Po(P)), No(P) par No(P)=0(Ng(P)) et v, par —v,. En
outre, page 129, derniére ligne il faut remplacer v par —v,. Le corollaire du
théoréme est inchangé.
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