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a� ma s?ur

Sharp majorations for the meromorphic continuation of Eisenstein integrals for
reductive symmetric spaces are proved. Using a technique due to E. P. van den
Ban, the problem reduces to prove temperedness when the parameter is pure imagi-
nary. Starting with a result for ``good'' parameters, established by using a result of
Flensted-Jensen, Oshima, and Schlichtkrull (1985) one gets temperedness by a
repeated use of translations functors: for discrete series (cf. Vogan (1988)), for gene-
ralized principal series and for the Poisson transform. A key role is played by
Oshima's (1988) criterion for temperedness. The existence of a small B-matrix is
also proved. � 1996 Academic Press, Inc.

0. Introduction

Soit G un groupe de Lie re� ductif dans la classe d'Harish-Chandra, _ une
involution de G, % une involution de Cartan de G commutant a� _, K le
groupe des points fixes de %, H un sous-groupe ouvert du groupe des points
fixes de _. On note g (resp. h, k, etc...) l'alge� bre de Lie de G (resp. H, K,
etc...) et q (resp. s) le sous-espace propre de la diffe� rentielle de _ (resp. %),
note� e encore _ (resp. %), pour la valeur propre &1. Soit P un sous-groupe
parabolique _%-stable de G et P=MAN sa _-de� composition de Langlands
(A est en ge� ne� ral plus petit et M plus gros que dans la de� composition de
Langlands de P; on a a/s & q). Alors M est invariant par _. Soit ($, V$)
une repre� sentation unitaire de M de longueur finie non re� duite a� [0],
contenue dans L2(M�M & H, dm* ) et telle que l'espace des vecteurs C� de
V$ , V �

$ , soit e� gal a� un sous-espace pour de l'alge� bre des ope� rateurs diffe� -
rentiels sur M�M & H invariants a� gauche pour M, D(M�M & H). Toute
se� rie discre� te de L2(M�M & H, dm* ) est contenue dans une somme finie de
tels espaces (cf. [3]).
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On note ' la forme line� aire sur V �
$ donne� e par l'e� valuation en e(M & H)

ou� e est l'e� le� ment neutre. C'est un e� le� ment de l'espace des vecteurs distribu-
tions de V$ , V &�

$ (dual de l'espace des vecteurs C �).
Pour & # a*C , on dispose de la se� rie principale ge� ne� ralise� e C�, (?P

$, & , I P
$, &)

et de sa re� alisation compacte (?� P
$, & , I$). Ici I P

$, &=[.: G � V �
$ , . est C �

et \(g, m, a, n) # G_M_A_N, .(gman)=a&&&\P $(m&1) .(g)] ou� , pour
X # a, \P(X)= 1

2 tr(ad X) | n
et G agit sur I P

$, & par translation a� gauche.
L'espace I$ est donne� par restriction des fonctions a� K. L'action de G est
donne� e par transport de structure. On a construit dans des travaux ante� -
rieures ([12, 14]) une famille me� romorphe de vecteurs distributions pour
(?� P

$, & , I$), j� (P, $, &, ') qui est caracte� rise� e comme suit:
On note j(P, $, &, ') l'e� le� ment de (I P

$, &)
&� correspondant a� j� (P, $, &, ').

Alors, pour Re(&&\P) strictement dominant par rapport aux poids de a

dans n, j(P, $, &, ') est une fonction continue de G dans V &�
$ nulle en

dehors de HP, H-invariante a� gauche et valant ' en e. Ici on a utilise� une
identification de (I P

$, &)&� avec un espace de distributions.
On peut alors de� finir ce que nous appelons les ``inte� grales d'Eisenstein''.

(Voir [5], 9 3 et 4 pour le lien avec les inte� grales d'Eisenstein dans le cas
des sous-groupes paraboliques _%-stables minimaux.) Plus pre� cise� ment, si
. est un e� le� ment de l'espace (I$)(K) des vecteurs K-finis de I$ , on introduit,
lorsque j(P, $, &, ') est de� fini, une fonction C� sur G�H, E(P, $, &, ', .)
par:

\g # G, (E(P, $, &, ', .))(gH)=( j� (P, $, &, '), ?� P
$, &(g&1) .).

Ce sont des fonctions propres sous l'action de l'alge� bre des ope� rateurs
diffe� rentiels sur G�H invariants a� gauche par G, D(G�H) (proposition 3).

Pour de telles fonctions, on a une notion de tempe� rance qui peut être
de� crite en terme de croissance de la fonction et de ses de� rive� es par les e� le� -
ments de l'alge� bre enveloppante de g, U(g).

Le the� ore� me principal (the� ore� me 1, 9 3.5) de la premie� re partie est essen-
tiellement le suivant:

Soit & # ia* tel que j (P, $, &, ') soit de� fini. Alors les ``inte� grales
d'Eisenstein'', E(P, $, &, ', .), . # (I$)(K) , sont tempe� re� es.

Nous allons donner une ide� e du plan de la de� monstration.
Soit b un sous-espace abe� lien maximal de m & q. D'apre� s l'isomorphisme

d'Harish-Chandra, le caracte� re de D(M�M & H) par lequel cette alge� bre
ope� re sur V �

$ est repe� re� par 4$ # b*C (ou plutôt par une orbite de 4$ sous
un groupe de Weyl). Utilisant le fait que les ``inte� grales d'Eisenstein'' sont
borne� es si & # ia* (car ?P

$, & est alors unitaire et on peut utiliser un re� sultat
de Flensted Jensen, Oshima, Schlichtkrull (cf [21])) et les proprie� te� s des
exposants directeurs dans les de� veloppements convergents des fonctions sur
G�H, K-finies et propres sous D(G�H), on montre que lorsque le parame� tre
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4$ est ``bon'' (cf. de� finition 4) le the� ore� me est vrai (lemme 7). Une proprie� te�
importante est que pour n # N*, assez grand, n4$ est ``bon'' même si 4$ ne
l'est pas (lemme 6). On montre e� galement aise� ment que l'on peut se rame-
ner au cas ou� G est semi-simple et connexe et H est connexe (lemme 5) ce
que l'on suppose dans la suite.

La strate� gie est alors claire: on va utiliser de fac� on re� pe� te� e (trois fois) les
foncteurs de translation (produit tensoriel par une repre� sentation de
dimension finie suivi de la projection le long d'un caracte� re infinite� simal).

On prouve d'abord (9 5, proposition 8) que pour tout ($, V$ , ', 4$)
comme ci-dessus il existe

($� , V$� , '~ , 4$� ) ve� rifiant les mêmes proprie� te� s (0.1)

une repre� sentation de dimension finie (?, F ) de G, dont la
contragre� diente posse� de un vecteur non nul invariant par
H, e*H , (0.2)

tels que, en notant F1 le M-module des invariants de F sous N, on ait:

4$� est bon (0.3)

p(V �
$� �F1)&V �

$ comme M-modules, ou� p est le projec-
teur selon le caracte� re infinite� simal de $. (0.4)

'$� �e*M, H | p(V�
$� �F1) se transporte (comme forme line� aire sur

p(V �
$� �F1)) en '$ dans l'isomorphisme si-dessus. (0.5)

Ici e*M, H de� signe la restriction de e*H a� F1 . Ceci re� sulte des travaux
d'Oshima et Matsuki sur les se� ries discre� tes et d'un re� sultat de Vogan
([40]) sur le comportement des se� ries discre� tes par certains foncteurs de
translation. Il faut toutefois de� tailler les arguments de ce dernier pour obte-
nir (0.5). Nous le remercions de nous avoir adresse� une lettre pre� cieuse a�
ce sujet. En outre de pe� nibles contorsions sont dues a� la non connexite�
e� ventuelle de M et M & H.

Soit &1 la forme line� aire sur a qui de� crit l'action de a sur F1 . Soit & # a*C
tels que j(P, $� , &, '~ ) et j(P, $, &+&1 , ') soient de� finis. On note:

V(P, $� , &, '~ )=[E(P, $� , &, '~ , .) | . # (I$� )(K)].

On de� finit de même V(P, $, &+&1 , '). Ce sont des sous-espaces de
C�(G�H), propres sous l'action de D(G�H). On note F� le sous-espace vec-
toriel de C �(G�H) engendre� par les coefficients de g [ (e*H , ?(g&1) v) ou�
v de� crit F. On note V(P, $� , &, '~ ) } F� l'espace vectoriel engendre� par les pro-
duits d'un e� le� ment de V(P, $� , &, '~ ) par un e� le� ment de F� . On montre alors
(9 4, propositions 4, 5 et 6), que pour & ``ge� ne� rique'' dans a*C :

q(V(P, $� , &, '~ ) } F� )=V(P, $, &+&1 , ') (0.6)
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ou� q est le projecteur selon le caracte� re infinite� simal de ?P
$, &+&1

. Pour cela,
on e� tudie l'effet du foncteur de translation associe� a� (?, F ) et q sur I P

$� , & et
j(P, $� , &, '~ ). Ceci ge� ne� ralise certains re� sultats de [14].

On utilise ensuite un crite� re d'Oshima caracte� risant la tempe� rance d'une
fonction C� sur G�H, K-finie et propre sous l'action de G�H, par une pro-
prie� te� de support d'une valeur au bord de l'image de f, f d, par la correspon-
dance de Flensted-Jensen. Applique� aux E(P, $� , &, '~ , .) pour . # (I$� (K) et
& ge� ne� rique dans ia* (4$� est bon), ce crite� re implique une proprie� te� de sup-
port qui s'e� tend par prolongement analytique a� & ge� ne� rique dans a*C . (9 6,
propositions 9 et 10).

On e� tudie alors le comportement de la transformation de Poisson et de
la valeur au bord par certains foncteurs de translation. L'e� tude est similaire
a� celle faite pour les se� ries principales ge� ne� ralise� es (9 4) tout en utilisant un
lemme de Vogan (cf. [40], lemme 4.8).

On voit alors que les proprie� te� s de support sont pre� serve� es par le fonc-
teur de translation utilise� , essentiellement grâce au fait que le projecteur
selon un caracte� re infinite� simal est donne� par un e� le� ment du centre de
l'alge� bre enveloppante de g. Alors grâce a� l'e� galite� (0.6) on obtient une
condition de support qui permet d'appliquer la partie re� ciproque du crite� re
de tempe� rance d'Oshima et d'achever la preuve du the� ore� me (9 7).

A partir de maintenant on suppose seulement que $ est unitaire irre� duc-
tible.

Soit W un ensemble de repre� sentants dans K des (H, P) doubles classes
ouvertes contenant l'e� le� ment neutre. Pour w # W, on note V ($, w)=
(V &�

$ )M & w&1Hw. La de� finition de j(P, $, &, ') s'e� tend a� ' # V ($):
>w # W V ($, w) (qui est de dimension finite cf. [3]). Soient P1 , P2 deux
sous-groupes paraboliques _%-stables de G de _-de� composition de
Langlands Pi=MANi , i=1, 2. On note & [ A(P1 , P2 , $, &) le prolonge-
ment me� romorphe des inte� grales d'entrelacements entre I P2

$, & et I P1
$, & . D'apre� s

[14], proposition 4, il existe une fonction me� romorphe sur a*C a� valeurs
dans End(V ($)), & [ B(P2 , P1 , $, &), dite matrice B, telle que:
j(P1 , $, &, ') b A(P1 , P2 , $, &)=j(P2 , $, &, B(P2 , P1 , $, &) (identite� de fonc-
tions me� romorphes). On dit que ' # V ($, w) est de carre� inte� grable si et
seulement si, pour tout v # (V �

$ )(M & K) la fonction sur M�M & w&1Hw, de� fi-
nie par m [ ($$(m) ', &) est de carre� inte� grable. On note V ($, w)disc=
[' # V ($, w) | ' est de carre� inte� grable] et V ($)disc=>w # W V ($, w)disc .

On montre au the� ore� me 2 que les matrices B pre� servent V ($)disc . Don-
nons une esquisse de la de� monstration. On de� finit, de fac� on analogue a�
V ($)disc , V ($)temp en remplac� ant de carre� inte� grable par tempe� re� . On
montre d'abord que l'on peut se re� duire au cas ou� P1=P, P2=P� . Ici
P� :=%(P). Ensuite on prouve un lemme analogue au lemme classique de
Langlands (qui lie les proprie� te� s asymptotiques des coefficients des se� ries
principales ge� ne� ralise� es aux inte� grales d'entrelacement). Le lemme est
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e� galement la ge� ne� ralisation d'un the� ore� me d'Olafsson ([30], the� ore� me 6.2).
On utilise ensuite une proprie� te� (importante dans tout l'article) d'holomor-
phie des coefficients des de� veloppements asymptotiques des familles holo-
morphes de fonctions D(G�H)-propres sur G�H (cf. [5], the� ore� me 12.9,
voir aussi le travail d'E. P. van den Ban et H. Schlichtkrull [7]). Cette pro-
prie� te� est rappele� e au lemme 2. Ceci joint a� ce qui pre� ce� de nous permet de
montrer que si ' # V ($)disc , !& :=B(P� , P, $, &) ' est un e� le� ment de
V ($)temp . On montre, par des arguments de ge� ne� ricite� , que si ' # V ($, w)
est D(M�M & w&1Hw)-propre les diffe� rentes composantes de !& dans les
V ($, x), x # W, posse� dent une proprie� te� similaire pour des valeurs propres
inde� pendantes de &.

On e� tablit d'autre part la proprie� te� suivante. Soit F une fonction C� sur
G�H, K-finie, D(G�H)-propre et tempe� re� e. On suppose en outre que le
parame� tre d'Harish-Chandra, qui repe� re le caracte� re par lequel D(G�H)
agit sur F, est ``re� el et re� gulier'' (cf. lemme 15 pour des de� finitions pre� cises).
Alors, si G�H admet des se� ries discre� tes, F est de carre� inte� grable.

Ceci applique� a� M�M & w&1Hw, joint aux proprie� te� s des se� ries discre� tes
de M�M & w&1Hw et a� ce qui pre� ce� de, permet de conclure.

Enfin, on obtient au the� ore� me 4 des majorations des inte� grales
d'Eisenstein. Pour cela, on e� tablit (the� ore� me 3) un analogue d'un the� ore� me
d'E. P. van den Ban (cf. [5], the� ore� me 18.3) avec une le� ge� re modification
de la preuve.

Grossie� rement, ce the� ore� me permet, pour une famille holomorphe F
de fonctions D(G�H)-propres sur G�H de� finie sur une bande a*==
[& # a*C | &Re &&<=], satisfaisant des conditions de croissance mode� re� e
uniforme� ment sur cette bande, et telle que F& soit tempe� re� e pour & # ia*,
d'ame� liorer conside� rablement les majorations uniformes.

Le the� ore� me 1 et des majorations uniformes grossie� res (propositions 2
et 3) permettent d'utiliser le the� ore� me 3 et d'obtenir les majorations voulues.

Les majorations ainsi obtenues jointes a� un travail de J. Carmona [14]
sur le terme constant des fonctions tempe� re� es, devraient permettre de
former les paquets d'onde dans l'espace de Schwartz C(G�H) de� fini par
E. P. van den Ban: ([5], 9 17; pour les paquets d'ondes dans le cas des
se� ries principales minimales voir [8]).

Les re� sultats de cet article (the� ore� mes 1, 2, 3) dans le cas des groupes
sont dus a� Harish-Chandra. Dans ce cas, les inte� grales d'Eisenstein, qui
diffe� rent des nôtres par une normalisation, sont donne� es par des inte� grales
convergentes et les majorations re� sultent des proprie� te� s des fonctions 5
(cf. [23] lemme 17.1).
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1. Notations. Proprie� te� de continuite� automatique

1.1.

Si E est en ensemble on notera IdE (ou parfois Id) l'application identique
de E. Si E est un espace vectoriel, on note E* son dual alge� brique; si E est
re� el on note EC son complexifie� et S(E) l'alge� bre syme� trique de EC . De
plus, pour v # EC , on notera Re v et Im v les e� le� ments de E tels que
v=Re v+i Im v.

Si E et F sont des espaces vectoriels topologiques, on de� signe par
L(E, F ) l'espace des applications line� aires continues de E dans F, par E$
le dual topologique de E, par tu (ou parfois u$) la transpose� e d'une applica-
tion line� aire continue, u, de E dans F.

E� tant donne� s une varie� te� X, de� nombrable a� l'infini et de classe C�, un
espace de Fre� chet E, on note D(X, E) l'espace des fonctions C� a� support
compact de X dans E que l'on munit de la topologie usuelle. On note
D$(X, E) son dual topologique que l'on munit de la topologie forte de dual.

Si u est une application line� aire continue de E dans F (ou� E et F sont
deux espaces de Fre� chet), la composition des fonctions avec u de� termine
une application line� aire continue de D(X, E) dans D(X, F) note� e encore u.

Si S est un groupe de Lie re� el, e ou eS de� signera son e� le� ment neutre, S0

de� signera sa composante neutre, Z(S) son centre, s son alge� bre de Lie, z(s)
le centre de s, U(s) l'alge� bre enveloppante de la complexifie� e sC , X [ Xt

l'antiautomorphisme principal de U(s), Z(s) le centre de U(s). Le dual uni-
taire de S sera note� S� .

Si S est compact, + # S� et (?, E) une repre� sentation continue de S dans
un espace vectoriel localement convexe se� pare� , on notera E + sa compo-
sante isotypique de type + et E(S) l'espace des vecteurs S-finis.

On choisit une mesure de Haar a� gauche, ds, sur S (de masse totale 1
si S est compact), ce qui permet d'identifier, pour E espace de Fre� chet,
C�(S, E$) a� un sous-espace de D$(S, E). On note s [ Ls (resp. s [ Rs) la
repre� sentation re� gulie� re gauche (resp. droite) sur C�(S, E) et X [ LX

(resp. X [ RX) la repre� sentation de U(s) obtenue par diffe� rentiation. Si T
est un sous-groupe ferme� de S, on notera ds* une mesure invariante par les
translations a� gauche par S sur S�T, lorsqu'il en existe une.

Si (?, E) est une repre� sentation de S dans E, on notera ?* la repre� senta-
tion contrage� diente de S dans E* et ES le sous-espace des e� le� ments inva-
riants sous ?(S). Si de plus E est un espace vectoriel topologique et si, pour
tout s dans S, ?(s) est continu on notera s [ ?$(s) := t?(s&1) la repre� senta-
tion contrage� diente de ? dans le dual topologique E$ de E.

Si (?, E) est une repre� sentation de S dans un espace vectoriel localement
convexe se� pare� (e.l.c.s), on dira que ? est continue si l'application
(s, v) [ ?(s) v est continue de S_E dans E. Si (?, E) est continue et E est
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un espace de Fre� chet et de Montel, ?$ est continue lorsque l'on munit E$
de sa topologie forte de dual (cf. [37], proposition 34.5 et [43], 9 4.1.2).

Si (?, E) est continue et E complet, on notera E � l'espace des vecteurs
diffe� rentiables (ou C�) de (?, E), espace que l'on munira de sa topologie
naturelle et sur lequel S agit par une repre� sentation continue note� e encore
?, ainsi que la repre� sentation de s obtenue par diffe� rentiation. On dit
qu'une repre� sentation (?, E) est diffe� rentiable ou C� si E est e� gal a� E �

muni de sa topologue canonique. On remarque que (?, E�) est diffe� ren-
tiable (pour ce qui pre� ce� de cf. e.g. [43], 9 4.4.1). On note (?$, E &�) la
repre� sentation contrage� diente de (?, E�). Les e� le� ments de E&� sont les
vecteurs distributions de (?, E).

On dira qu'une suite exacte de morphismes continus de S-modules dans
des e.l.c.s.: 0 � E1 w�u1 E2 w�u 2 E3 � 0 est forte si elle est topologiquement
scinde� e c'est-a� -dire s'il existe une section line� aire continue de u2 .

On e� tablit sans difficulte� que, si (?, E) est une repre� sentation continue de
S dans un e.l.c.s. complet et (\, F ) une repre� sentation de dimension finie de
S, on a:

(E�F )�=E� �F. (1.1.1)

Pour cela, il suffit de remarquer que si v # (E�F )�, l'application s [
(?(s)�Id) v est C� car e� gale a� s [ (Id�\(s)&1)((?�\)(s)) v.

1.2.

Soit G un groupe re� ductif dans la classe d'Harish-Chandra (cf. [22], 9 3
ou [38], part. II, 9 1-1) i.e. tel que:

(:) g est re� ductive,

(;) G�G 0 est fini,

(#) Ad(G) est contenu dans le sous-groupe analytique

de GL(g C ) d'alge� bre de Lie ad(gC ) ou� Ad (resp. ad) (1.2.1)

est la repre� sentation adjointe de G (resp. gC ) dans gC ,

($) le sous-groupe analytique de G d'alge� bre de Lie

g1 :=[g, g], note� G1 , est de centre fini.

Alors G1 est ferme� dans G (cf. [38], part II, 9 1.2, proposition 8). On se
fixe (cf. [38], part II, 9 1.3) une involution de Cartan de G, %, et on note
K le sous-groupe des points fixes de %. On note s le sous-espace de g forme�
des e� le� ments anti-invariants par % et z le centre de g. On note c=z & s et
C=exp c.
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On notera 0G l'intersection des noyaux des homomorphismes continus
de G dans R+*. On a (cf. [38], Part II, 9 1.3, the� ore� mes 12, 13, 14):

G= 0GC et 0G & C=[e],

(1.2.2)G=K exp s (de� composition de Cartan)

G1=K1 exp s1 ou� K1=K & G1 , s1=s & g1

0G=KG1 .

On fixe une forme biline� aire syme� trique B sur g invariante sous Ad G et
%, telle que la forme quadratique &X&2=&B(X, %(X)) soit positive de� finie
sur g. On munit G d'une fonction note� e encore & & de� finie par:

\X # s1 , &exp X& est e� gal a� la norme de l'ope� rateur Ad(exp X)

dans g muni de la norme ci-dessus, (1.2.3)

\(k, X, Y) # (K_s1_c), &k exp X exp Y&=&exp X& exp &Y&.

(cf. [7], p. 643 et [6], lemme 2.1). On peut alors de� finir la notion de
G-module ou repre� sentation diffe� rentiable (ou lisse) a� croissance mode� re� e
de fac� on similaire a� [41], 9 11.5.1. Noter que dans cette de� finition l'espace
de la repre� sentation est un espace de Fre� chet.

Remarque 1. On ne peut re� fe� rer directement a� [41] car la classe de
groupes conside� re� es par Wallach est diffe� rente de celle d'Harish-Chandra.
En effet, si un groupe re� ductif au sens de Wallach est dans la classe
d'Harish-Chandra, il est de type inte� rieur (cf. [41], 9 2.2.8). Par ailleurs,
tout groupe re� ductif de type inte� rieur au sens de Wallach est dans la classe
d'Harish-Chandra mais la re� ciproque n'est pas claire. C'est ce qui rend
ne� cessaire la discussion qui suit.

Certains re� sultats de [41], chapitre 11 dont nous aurons besoin subsis-
tent ne� anmoins pour les groupes re� ductifs dans la classe d'Harish-Chandra
avec des de� monstrations analogues:

l'espace des vecteurs C� d'une repre� sentation Banachique
est un G-module lisse a� croissance mode� re� e (cf. 1.c.
lemme 11.5.1, voir aussi le lemme 2.A.2.2 de 1.c.) (1.2.4)

en particulier les induites C�, a� partir d'un sous-groupe
parabolique minimal de G, de repre� sentations de dimen-
sion finie sont lisses et a� croissance mode� re� e. (1.2.5)

En effet, ces induites apparaissent comme espaces de vecteurs C� de
repre� sentations Banachique (et même Hilbertienne) (cf. [41], lemme 1.5.3
et the� ore� me 1.8.4).
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On dira qu'un (g, K)-module est de Harish-Chandra s'il est admissible
(cf. [9], 9 0.2.4) et de type fini sous U(g). On appelle G-module de Harish-
Chandra un G-module diffe� rentiable dans un Fre� chet E dont le (g, K)-
module des vecteurs K-finis, E(K) est de Harish-Chandra.

Alors, du the� ore� me du sous-module de Casselman (cf. [16], the� ore� me
8.12) et de (1.2.5) on de� duit que tout (g, K)-module de Harish-Chandra
admet une comple� tion lisse a� croissance mode� re� e. i.e. apparaît comme le
(g, K)-module des vecteurs K-finis d'un G-module de Harish-Chandra a�
croissance mode� re� e.

1.3. Proprie� te� de continuite� automatique

On va de� duire des re� sultats sur les groupes semi-simples connexes de
centre fini (cf. [41], the� ore� me 11.6.7, voir aussi [15]) le corollaire suivant:

Proposition 1. Pour toute paire (V, W ) de G-modules de Harish-
Chandra, tout morphisme de (g, K)-modules entre V(K) et W(K) se prolonge
en un morphisme continu de G-modules entre V et W dont l 'image est ferme� e
et admet un supple� mentaire topologique dans W.

Remarque 2. Cette proposition montre que G ainsi que les sous-
groupes de Levi de ses sous-groupes paraboliques ve� rifient la proprie� te� de
continuite� automatique. (cf. [14], 9 1.2). En particulier les re� sultats de [14]
sont valables pour G dans la classe de Harish-Chandra.

De� monstration de la proposition 1. On sait que le groupe G1 est ferme�
dans G (cf. 9 1.2), dans la classe d'Harish-Chandra et que K1 en est un
sous-groupe compact maximal ([38], Part II, the� ore� me 1.3.12). Si V est un
G-module de Harish-Chandra, montrons que V(K) est e� gal a� V(K 1) . E� vi-
demment, V(K) /V(K 1) . Par ailleurs, en utilisant le fait que V(K) est admis-
sible et de type fini sous U(g) on montre qu'il existe une famille finie de
caracte� res de Z(g), /1 , ..., /p et n1 , ..., np # N* tels que:

\D # Z(g), \v # V(K) , (D&/1(D))n1 } } } } } (D&/p(D))n p v=0.

(1.3.1)

La continuite� de l'ope� rateur D sur V montre que cette relation est encore
vraie si v # V. Soit I l'ide� al de Z(g) engendre� par [(D&/1(D))n 1 } } } } }
(D&/p(D))n p | D # Z(g)]. En utilisant que Z(g) est une alge� bre de poly-
nômes on voit facilement que I est de codimension finie, q, dans Z(g) et
donc:

\v # V, dim(Z(g) v)�q. (1.3.2)

Comme U(z & k) est contenu dans Z(g) on en de� duit que tout vecteur de
V est exp(z & k)-fini. Mais K0=K1 exp(z & k) et K�K 0 est isomorphe a� G�G0
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([38], Part II, the� ore� me 1.3.13) donc fini. On conclut alors que tout vec-
teur K1-fini est K-fini et V(K)=V(K1) comme annonce� .

Montrons maintenant que V(K) est un U(g1)-module de type fini. Soit
[v1 , ..., vn] un ensemble de ge� ne� rateurs de V(K) sous U(g)=U(g1) U(z).
D'apre� s (1.3.2) et le fait que U(z)/Z(g) on a dim(U(z) vi)�q pour tout i.
L'assertion en re� sulte imme� diatement.

Montrons que V(K ) est un (g1 , K1)-module admissible. Comme V(K ) est
de type fini sous U(g) et que tout e� le� ment de V(K ) est Z(g)-fini on voit faci-
lement qu'il existe un nombre fini de caracte� res de exp(z & k), }1 , ..., }m tels
que tout K-type + # K� , intervenant dans V(K ) , se restreint en un multiple
d'un caracte� re de exp(z & k), }+ , e� gal a� l'un des }i .

Soit (+1 , H+ 1
) # K� 1 tel que V+ 1{0 et soit 1�i1<i2< } } } <il�m,

l'ensemble des entiers i tels que la repre� sentation +1 �}i de K1 _exp(z & k)
provienne d'une repre� sentation de K0=K1 exp(z & k) compose� e avec
l'application naturelle de K1_exp(z & k) dans K0, cette repre� sentation e� tant
encore note� e +1 �}i . Alors:

V+ 1/ :
l

j=1

V +1 �} ij . (1.3.3)

Mais l'ensemble des K-types + tels que HomK 0 (H +1�} ij
, H+) soit non nul

est fini d'apre� s la re� ciprocite� de Frobenius. En effet l'induite de K0 a� K de
+1 �}ij est de dimension finie puisque K�K0 est fini. Ceci joint a� (1.3.3) et
au fait que V(K) est un (g, K)-module admissible implique que V +1 est de
dimension finie.

Ceci ache� ve de prouver que V(K) est un (g1 , K1)-module d'Harish-
Chandra. On a donc prouve� que tout G-module de Harish-Chandra est
aussi un G1-module d'Harish-Chandra.

Soient V et W comme dans l'e� nonce� et T un morphisme de (g, K)-
modules entre V et W. D'apre� s ce qui pre� ce� de et comme la proposition est
vraie pour les groupes semi-simples re� els connexes de centre fini (cf. [41],
the� ore� me 11.6.7), on voit que T se prolonge en un morphisme continu de
G1-modules, T� , entre V et W dont l'image est ferme� e et admet un supple� -
mentaire topologique dans W. Comme T est un morphisme de g-modules
et de K-modules, la densite� de V(K) dans V et la continuite� de T� impliquent
qu'il en va de même de T� . En particulier, T� est un c-morphisme. Or tout
vecteur de V(K) est Z(g)-fini donc U(c)-fini. Utilisant le fait, facile a� e� tablir,
que V(K) est constitue� de vecteurs faiblement analytiques pour G et la
proposition 1.6.6 de [41], on voit que V(K) est invariant sous exp c, de
même pour W(K) , et T commute a� l'action de exp c. Par continuite� de T� et
densite� de V(K) cela montre que T� commute a� l'action de exp c. Ce qui
pre� ce� de joint a� l'e� galite� G=KG1 exp c (cf. (1.2.2)) montre que T� est un
G-morphisme. K
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Corollaire de la proposition 1. (i) A isomorphisme pre� s, il existe
une unique comple� tion a� croissance mode� re� e d 'un (g, K)-module de Harish-
Chandra.

(ii) Toute suite exacte de G-modules de Harish-Chandra est une suite
exacte forte.

(iii) Tout G-module de Harish-Chandra est un espace de Fre� chet
nucle� aire donc de Montel.

De� monstration. (i) L'existence de la comple� tion a e� te� vue en 1.2.
L'unicite� re� sulte de la proposition.

Pour (ii) il suffit d'utiliser la proposition et le the� ore� me du graphe ferme�
pour les espaces de Fre� chet.

Pour (iii), grâce a� la proposition, au the� ore� me du sous-module de Cas-
selman et a� (1.2.5) on voit que l'espace d'un G-module de Harish-Chandra
V est un facteur direct topologique de l'espace d'une induite C� d'une
repre� sentation de dimension finie d'un sous-groupe parabolique minimal de
G. En restreignant les fonctions de G a� K, V apparaît aussi comme un fac-
teur direct topologique de C�(K)�F ou� F est un espace vectoriel de
dimension finie. Comme C�(K) est un espace de Fre� chet nucle� aire il en va
de même de V grâce a� [37], proposition 50.1. Alors V est un espace de
Montel (cf. [37], corollaire 3 de la proposition 50.2). K

1.4.

On se donne _ un automorphisme involutif de G, H un sous-groupe
ouvert du groupe G_ forme� des points fixe� s par _. On choisit une involu-
tion de Cartan de G, % qui commute a� _, pour laquelle on adopte les nota-
tions de 1.2 et 1.3. On note q le sous-espace de g forme� des e� le� ments de g

anti-invariants par _.
On peut choisir la forme biline� aire B du 9 1.2 invariante e� galement par

_, ce que nous supposerons dans la suite.
Pour toute sous-alge� bre abe� lienne d de g (ou gC ) forme� e d'e� le� ments

semi-simples et tout sous-espace u de g (ou gC ) stable sous l'action
adjointe de d, on notera 2(u, d) (/d*C ou d*) l'ensemble des poids non
nuls de d dans uC (ou u) et pour : # d*C (ou d*), u: le sous-espace poids
correspondant dans u.

On choisit un sous-espace abe� lien maximal de s & q, a, . On fixe un sous-
ensemble 2+

_% de racines positives de a, dans g_%=(k & h)� (s & q) et on
note F la famille des ensembles de racines positives de 2(g, a,) contenant
2+

_% . Pour P # F on notera: n,(P)=�: # P g:.
On note L, le centralisateur de a, dans G. On de� finit m, :=

l,, kh � l,, kq � l,, sh ou� l,, kq=l, & k & q etc... C'est une sous-alge� bre de Lie
de m, .
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Soit P,(P) le sous-groupe parabolique de G d'alge� bre de Lie
p,(P)=l, �n,(P). On note P,(P)=M, A,N,(P) la _-de� composition de
Langlands de P,(P) (cf. [4], 9 2) ou� M, admet m, comme alge� bre de Lie,
A,=exp (a,) et N,(P)=exp n,(P).

Soit 7(P) l'ensemble des racines simples de P. On choisit 3/7(P). On
note a=�: # 3 Ker :, l le centralisateur de a dans g, et m l'orthogonal de
a dans l pour B. Soient n=�: # P , : | a {0 g: et p=l�n qui est une sous-
alge� bre parabolique. Le sous-groupe parabolique de G d'alge� bre de Lie p,
P, est _%-stable et on note P=MAN sa _-de� composition de Langlands
(cf [4], 9 2). Alors M et le centralisateur de L=MA de a dans G sont dans
la classe d'Harish-Chandra et invariants par _.

On de� finit une forme line� aire sur a, \P , par \P(X)=1�2 Tr(ad X ) | n . On
notera parfois \P =\P,(P ) et \ au lieu de \P .

2. Fonctions propres sous l'alge� bre des ope� rateurs diffe� rentiels

invariants a� gauche par G sur G�H

2.1. Alge� bres d 'ope� rateurs diffe� rentiels invariants

Soit j une sous-alge� bre de Cartan de g, invariante par _ et %. On note
jk=j & k, jkq=j & k & q etc. On notera # j l'isomorphisme d'Harish-Chandra
du centre Z(g) de U(g) vers S(j)W(g C , j C ), ou� W(g C , j C ) est le groupe de
Weyl du syste� me de racines de jC dans gC , 2(gC , jC ). (cf. e.g [26],
chapitre VIII, 9 5).

On identifiera l'alge� bre des ope� rateurs diffe� rentiels invariants a� gauche
par G sur G�H a� U(g) h�U(g) h & U(g) h agissant par repre� sentation re� gulie� re
droite sur C�(G�H) (cf. [5], lemme 2.1). On se fixe un sous-groupe para-
bolique _%-stable P comme dans 1.4. On a des identifications similaires
pour D(L�L & H) et D(M�M & H). On introduit, comme dans [5], 9 2.1,
eq. (21), un homomorphisme |p (note� $+P dans l.c.) de D(G�H) dans
D(L�L & H) par:

\D # D(G�H), D&| p (D) # nU(g)+U(g) h. (2.1.1)

Ici, on observera l'abus de notation qui consiste a� ne pas distinguer un
e� le� ment de D(G�H) (resp. D(L�L & H)) avec un repre� sentant dans U(g)H

(resp. U(l)L & H) mais cela ne pose pas de proble� me (cf. l.c.).
On remarque que D(L�L & H) est canoniquement isomorphe a�

D(M�M & H)�S(a), ce qui permet de regarder D(L�L & H) comme
l'alge� bre des fonctions polynomiales sur a*C a� valeurs dans D(M�M & H).
On de� finit alors un morphisme d'alge� bres de D(G�H) dans D(L�L & H),
|g , l (note� +P dans l.c.) caracte� rise� par:

\* # a*C , (|g , l(D))(*)=(|p (D))(*+\P). (2.1.2)
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On justifiera plus tard l'inde� pendance de |g, l par rapport a� N. On note
gd, kd, hd les sous-alge� bres de Lie de gC de� finies par:

gd=k & h+i(k & q)+i(s & h)+s & q

kd=k & h+i(s & h), hd=k & h+i(k & q).

On note sd=s & q+i(k & q). Alors gd=kd�sd est une de� composition de
Cartan de gd. Si ad est un sous-espace abe� lien maximal de sd, on dispose
de l'isomorphisme d'Harish-Chandra, #ad , de D(G�H) sur S(ad)W(gd, ad ) ou�
W(gd, ad) est le groupe de Weyl du syste� me de racines 2(gd, ad).

On note ld
1 (au lieu de ld, pour des raisons qui apparaîtront plus bas)

l'alge� bre de Lie lC & gd.
Supposons que ad contienne a. Alors l'isomorphisme d'Harish-Chandra

pour L�L & H relativement a� ad, # l , ad , envoie D(L�L & H) sur S(ad)W(l d
1 , ad ).

De plus:

# l , ad b |g , l =#ad (2.1.3)

d'apre� s l.c. eq. (21), ce qui justifie l'inde� pendance de |g , l par rapport a� N.
On note ld le centralisateur de ad dans gd. Alors # ad=|gd, ld ou� l'on a

muni gd de l'involution %d, e� gale a� l'identite� sur kd et a� l'oppose� de l'identite�
sur sd, et identifie� D(G�H) a� U(gd) kd�U(gd) kd & U(gd) kd

.
Pour finir, nous ferons un choix particulier de j et ad (les autres choix

e� tant note� s diffe� remment). On choisit a, comme 1.4 et on prend pour j une
sous-alge� bre de Cartan de g, _ et %-stable, telle que d'une part j & s & q=a,

et d'autre part as :=j & s (resp. tkq �a, ou� tkq :=j & k & q) soit un sous-
espace abe� lien maximal dans s (resp. q). Pour l'existence de j, cf. [34],
lemme 2.4. Alors on prend ad :=i tkq �a, .

On note md le centralisateur de ad dans kd. On choisit un ensemble de
racines positives de (j & h) C dans (md) C note� 2+(md, j & h). On note
\md # (j & h)*C la demi-somme des e� le� ments de 2+(md, j & h). En utilisant
les e� galite� s: jC =(j & h)C � (j & q) C et (j & q) C =(ad) C , on peut identifier
(j & q)*C (resp. (j & h)*C) a� un sous-espace de (j)*C .

Alors, en ``identifiant'' Z(g) a� une sous-alge� bre de D(G�H) (par l'inclu-
sion naturelle de Z(g) dans U(g) h, on a:

\D # Z(g), \* # (ad)*C , (# ad (D))(*)=(# j (D))(*+\md). (2.1.4)

On dira qu'une fonction C� (ou une distribution) F sur G�H (resp. sur
G) est vecteur propre, ou bien vecteur propre ge� ne� ralise� , sous D(G�H)
(resp. Z(g)) pour la valeur propre * # (ad)*C (resp. * # (j)*C ) si et seulement:

\ # D(G�H) (resp. (Z(g)),

DF=((#ad (D)(*)) F (resp. LD F=((# j (D))(*)) F )
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ou bien:

_n # N*, \D # D(G�H) (resp. Z(g)),

(D&(#ad (D))(*))n F=0 (resp. (LD&# j (D)(*))n F=0)

En particulier:

si F est propre sous D(G�H) pour la valeur propre *, F est
propre sous Z(g) pour la valeur propre &*&\md . (2.1.5)

En effet, pour Z # Z(g), et F # C�(G), RZF=LZt F et # j (Zt)=(# j (Z))t.
L'assertion re� sulte alors de (2.1.4).

2.2. De� veloppements convergents et de� veloppements asymptotiques

On dit que deux e� le� ments *, + de (a,)*C sont inte� gralement ine� quivalents
si *&+ n'est pas dans le re� seau engendre� par 2(g, a,). Pour P # F on
de� finit:

a+
, (P)=[X # a, | :(X)>0, \: # P]

L+(P)={* # a*, | *= :
: # P

n::, ou� n: # N=
L&(P)=&L+(P).

Soit F une fonction sur G�H, K-finie et annule� e par un ide� al de codimen-
sion finie de Z(g), I. Il re� sulte de [2], the� ore� me 2.5, que, pour chaque
P # F, il existe un ensemble fini d'e� le� ments de (a,)*C inte� gralement ine� qui-
valents deux a� deux, S, et pour chaque e� le� ment de S+L&(P), une fonc-
tion sur K_a, note� e (k, X) [ p*, P(k, X, F ) telles que:

(i) pour k fixe� , les fonctions X [ p* , P(k, X, F ) sont polynomiales sur a,

de degre� borne� inde� pendamment de k et *. (2.2.1)

(ii) \X # a+
, (P), \k # K,

F(k exp X)= :
* # S+L&(P)

p*, P(k, X, F ) e(*&\P )(X)

la convergence e� tant absolue et uniforme sur a+
, (=, P)=

[X # a,(P) | \: # P, :(X)>=], pour tout =>0. (2.2.2)

Ces proprie� te� s caracte� risent ce de� veloppement (cf. par exemple [26],
Appendix B, the� ore� me B.25) qu'on appellera de� veloppement convergent de
F. On appelle exposant de F le long de P,(P) tout e� le� ment * de a*C tel que
p*, P(k, X, F ) n'est pas identiquement nul sur K_a, (si * � S+L&(P) on
pose p*, P(k, X, F )#0).
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On appelle exposant directeur de F le long de P,(P) tout exposant de
F maximal pour l'ordre sur (a*,) C , PP , de� fini par *PP *$ si et seulement
si *$&* # L+(P). On de� finit e� galement la relation d'ordre �P sur (a,)*C
par *�P *$ si et seulement si *$&*=�: # P n:: avec n: # R+. On a alors
facilement (cf. par exemple, [15], proposition A.2.1):

si F est borne� , tout exposant de F le long de P,(P), ve� rifie
Re *&\P est ne� gatif sur a+

, (P) (i.e. Re *&\P � P 0). (2.2.3)

Nous aurons e� galement recours aux de� veloppements asymptotiques de� fi-
nis dans [5], the� ore� me 12.8 ou plutôt a� une extension facile aux fonctions
D(G�H)-finies (cf. [7], 9 1 pour le cas des espaces riemanniens syme� tri-
ques).

Soit F une fonction C� sur G�H qui est D(G�H)-finie et e� le� ment de
C�

r (G) pour un r # R. (voir [5], 9 11 pour la de� finition de C �
r (G) que nous

redonnons plus loin, 9 2.3). Il existe pour tout P # F, un sous-ensemble fini
SP de (a*,) C , et pour x # G et * # SP +L&(P) des fonctions polynomiales
sur a, , p*(P, F, x) telles que:

pour X # a+
, (P), F(x exp tX) admet pour de� veloppement

asymptotique (au sens de [6], 9 3 par exemple) quand
t � +�:

:
* # SP+L&(P)

p*(P, F, x, tX ) et(*&\P )(X). (2.2.4)

On dit que * # (a*,) C est un exposant asymptotique de F le long de
P,(P) si, et seulement si * # SP +L&(P) et x [ p*(P, F, x) n'est pas iden-
tiquement nulle sur G. On de� finit e� galement la notion d'exposant asympto-
tique directeur.

On sait que si F est une fonction C� sur G�H, D(G�H)-finie et K-finie,
il existe r # R tel que F # C �

r (G) d'apre� s [5], lemme 12.3, et on peut donc
lui appliquer les re� sultats ci-dessus. On dispose aussi des de� veloppements
convergents. D'apre� s l'unicite� des de� veloppements asymptotiques (cf. [6],
proposition 3.1), on voit que * est un exposant de F le long de P,(P) si et
seulement si * est un exposant asymptotique de F le long de P,(P) tel que
x [ p*(P, F, x) ne soit pas identiquement nul sur K. Si de plus on de� finit
p*(P, F, x)#0 pour * � S P +L&(P) on a:

\* # a*C , \k # K, \X # a, , p*(P, F, k)(X)=p*, P(k, X, F ). (2.2.5)

Montrons qu'il y a identite� entre exposants directeurs et exposants
asymptotiques directeurs le long de P,(P). Montrons d'abord que si * est
un exposant asymptotique directeur le long de P,(P), p*(P, F, k) n'est pas
identiquement nul pour tout k # K. Pour cela, on montre, comme dans [5],
the� ore� me 8.4, que x [ p*(P, F, x) est une application invariante a� droite
par N,(P) et qui se transforme simplement a� droite sous M, & H et A,
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(cf. [5], lemme 13.1). Tenant compte de G=KP,(P) et M,=
(M, & K) exp(m, & s & h) (car m, & s & q=0) on voit que si p*(P, F, x)
est nul pour tout x # K il est nul pour tout x # G. Une contradiction qui
montre ce que l'on de� sirait.

Soit * un exposant asymptotique directeur le long de P,(P). Alors c'est
un exposant et il est maximal pour l'ordre PP car tout exposant est un
exposant asymptotique. Donc * est un exposant directeur. On montre de
même qu'un exposant directeur est un exposant asymptotique directeur.

Lemme 1. Si F # C�(G�H) est K-finie et vecteur propre ge� ne� ralise� sous
D(G�H) pour la valeur propre 4 # (ad)*C , les exposants directeurs de F le
long de P,(P), P # F, sont de la forme w4 | a, , w # W(gd, ad).

De� monstration. Cela re� sulte de la discussion ci-dessus, du corol-
laire 13.3 de [5] e� tendu aux fonctions qui sont vecteurs propres ge� ne� ralise� s
sous D(G�H) et des lemmes 2.2 et 2.4 de [5]. K

Remarque 3. On peut donner une de� monstration de ce lemme sans
utiliser les de� veloppements asymptotiques mais en utilisant un lemme
non publie� d'E. van den Ban (lemme 6.3 du preprint de [2]) joint aux
lemmes 2.2 et 2.3 de [5].

2.3. Familles holomorphes de fonctions propres sous D(G�H)

Nous allons donner des ge� ne� ralisations de certains re� sultats d'E. van den
Ban (cf. [5], p. 393 et 394) qui sont faciles a� e� tablir en utilisant ses
me� thodes. On de� finit pour f fonction de G dans C et r # R: & f&r=
supx # G &x&&r | f (x)|. On note Cr(G) l'espace des fonctions continues sur G
ve� rifiant & f&r<+� que l'on munit de la norme & &r . C'est un espace de
Banach sur lequel G ope� re par repre� sentation re� gulie� re gauche. C'est une
repre� sentation continue et l'espace des vecteurs C� (resp. de classe Cq

(q # N)) note� C �
r (G) (resp. C q

r(G)) est e� gal a� [ f # C �(G) resp. Cq(G) |
\D # U(g), (resp. de degre� infe� rieur ou e� gal a� q), LD f # Cr(G)] (proce� der
comme dans [12], lemme 1) que l'on munit des semi-normes f [ &LD f&r ,
pour D de� crivant une base de U(g) (resp. de l'espace des e� le� ments de U(g)
de degre� infe� rieur ou e� gal a� q) associe� e a� une base X1 , ..., Xp de g. L'espace
Cq

r (G) est un espace de Banach lorsqu'on le munit de la forme f [ & f&q, r=
sup#1+ } } } +#p�q &LX # f&r ou� X#=X #1

1 } } } X #p
p . Pour * # (ad)*C , on note

A(G�H, *) l'espace des fonctions C� sur G�H propres sous D(G�H) pour
la valeur propre *. Si r # R, on de� finit Ar(G�H, *): =A(G�H, *) & C �

r (G)
qui est un sous-espace ferme� de C �

r (G�H), donc un espace de Fre� chet pour
la topologie induite par celle de C �

r (G�H).
Soit P un sous-groupe parabolique _%-stable comme en 1.4. On notera:

ad
M :=ad & mC . (2.3.1)
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Alors:

ad=ad
M �a (2.3.2)

ce qui permet d'identifier a*C et (ad
M)*C a� des sous-espaces de (ad)*C .

De� finition 1. Soit 4 # (ad
M)*C et 0 un ouvert de a*C . Une famille holo-

morphe de fonctions propres sous D(G�H) de croissance r(r # R) base� e sur
(4, 0) est une application F de 0_G�H dans C telle que, notant, pour
& # 0, F& l'application de G�H dans C de� finie par gH [ F(&, gH), on ait:

\& # 0, F& # Ar(G�H, 4&&) (2.3.3)

et:

l'application de 0 dans C �
r (G�H), & [ F& , est holomorphe. (2.3.4)

On notera Ar(G�H, 4, 0) l'ensemble de ces applications.

Remarque 4. Soit F une application de 0_G�H dans C qui ve� rifie
(2.3.3) et telle que:

\D # U(g), sup
& # 0

&LDF&&r<+�. (2.3.5)

pour tout g e� le� ment de G et D e� le� ment de
U(g), & [ (LDF&)(gH) est holomorphe sur 0. (2.3.6)

Alors F ve� rifie (2.3.4) (cf. [5], preuve du lemme 14.1). En effet, cela
re� sulte de la formule inte� grale de Cauchy pour les coefficients d'une se� rie
entie� re.

On dira aussi qu'une application F de 0_G�H dans C est une famille
holomorphe de fonctions propres sous D(G�H), a� croissance mode� re� e,
base� e sur (4, 0) si et seulement si, pour tout *0 # 0, il existe un voisinage
ouvert de *0 , V(*0), et r0 # R tels que F restreinte a� V(*0)_G�H soit une
famille holomorphe de fonctions propres sous D(G�H) de croissance r0 ,
base� e sur (4, V(*0)). On notera A

*
(G�H, 4, 0) l'espace de ces fonctions.

On remarque que le the� ore� me 12.9 de [5] admet la ge� ne� ralisation sui-
vante en utilisant les re� sultats de l.c, 9 11 et les mêmes me� thodes.

Lemme 2. Soient 4 # (ad
M)*C , 0 un ouvert de a*C , F un e� le� ment de

A
*

(G�H, 4, 0), P # F. Pour & e� le� ment de a*C on de� finit:

X(P, 4, &) :=[w(4&&) | a,
+L&(P) | w # W(gd, ad)]
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(i) Alors pour & e� le� ment de 0, tout exposant asymptotique de F& le
long de P,(P) est e� le� ment de X(P, 4, &).

(ii) Soit &0 # 0 et *0 # X(P, 4, &0). On note, pour & # 0, 5(&, *0) la
re� union de l 'ensemble [0] & [*0] avec l 'ensemble [w(4&&) | a ,

++ | + #
L&(P), w # W(gd, ad) et w(4&&0) | a ,

++=*0].

Alors il existe un voisinage ouvert V(&0) de &0 dans 0 et r0 tels que
l 'application

(&, X) [ :
* # 5(&, *0)

p*(P, F& , } , X) e*(X)

est continue de V(&o)_a, dans C �
r0

(G) et de plus holomorphe en &.

Corollaire 1 du lemme 2. Avec les notations ci-dessus (resp. en suppo-
sant en outre F& K-finie pour tout & # 0), soit &0 # 0 et *0 un exposant
asymptotique (resp. exposant) de F&0

le long de P,(P). Alors pour toute suite
(&n) dans 0 tendant vers &0 il existe une suite (*n) dans a*C qui converge vers
*0 et telle, que *n soit un exposant asymptotique (resp. exposant) de F&n le
long de P,(P).

De� monstration. Supposons que *0 soit un exposant asymptotique (resp.
exposant) de F&0

le long de P,(P). Alors il existe x # G (resp. x # K) et
X # a, tels que p*0

(P, F& 0
, x, X) soit non nul (cf. 9 (2.2.5)). Alors, d'apre� s le

lemme pre� ce� dent, il existe pour n assez grand *n # 5(&n , *0) tel que
p*n(P, F, x, X) soit non nul. Donc *n est exposant asymptotique (resp.
exposant) de F&n . Mais *n=wn(4&&n) | a ,

++n ou� wn # W(gd, ad), +n #
L&(P) ve� rifient:

wn(4&&0) | a ,
++n=*0

Alors &*n&*0&�&&n&&0 & et (*n) tend vers *0 . K

De� finition 2. Soit F une fonction C� sur G�H, D(G�H)-finie et e� le� -
ment de C �

r (G) pour un re� el r, cette dernie� re condition e� tant automatique-
ment ve� rifie� e si F est en outre K-finie. On dit que F est tempe� re� e si pour
tout P # F et tout exposant asymptotique (directeur) * de F le long de
P,(P), on a:

Re *�P 0 (i.e. Re * | a ,
+( P )�0).

Rermarque 5. Si F est K-finie, on peut remplacer ``exposant asymptoti-
que'' par ``exposant'' dans la de� finition, d'apre� s l'identite� des exposants
asymptotiques directeurs et des exposants directeurs (cf. la discussion apre� s
(2.2.4)). Au vu des the� ore� mes 6.3 et 6.4 de [2] cette de� finition coi� ncide avec
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celle de [31], corollaire 4.5, au moins si G est semi-simple connexe, F
propre sous D(G�H) et K-finie. De plus, la notion de tempe� rance ne de� pend
que de _ et pas de H.

Corollaire 2 du lemme 2. Avec les notations du lemme 2, soit X une
partie de 0 telle que tout & # X, F& est tempe� re� e. Alors pour tout e� le� ment &
de l 'adhe� rence de X dans 0, F& est tempe� re� e.

De� monstration. Cela re� sulte de la de� finition ci-dessus et du corollaire 1.

3. Se� ries principales ge� ne� ralise� es et ``inte� grales d'Eisenstein''

3.1. Se� ries principales ge� ne� ralise� es

On va rappeler ou plutôt ge� ne� raliser certains re� sultats de [14], (cf. [14],
9 2.3 pour plus de de� tails). On se fixe un sous-groupe parabolique _%-stable
P de G comme en 1.4. Si (?, V) est une repre� sentation continue de P dans
un espace de Fre� chet, on notera (?P

V , I P
V) la repre� sentation re� gulie� re gauche

de G dans:

I P
V=[.: G � V� | . est C� et \(g, p) # G_P, .(gp)=?\( p&1) .(g)]

(3.1.1)

ou� :

?\(man)=a\?(man), pour m # M, a # A, n # N (3.1.2)

que l'on munit des semi-normes:

&.&D, q=sup
k # K

q(LD.(k))

ou� D de� crit U(g) et q de� crit les semi-normes de� finissant la topologie de V�.
Il est facile de voir que I P

V est un sous-espace ferme� de C�(G, V�) et que
sa topologie est induite par celle de C�(G, V�). En conse� quence, (?P

V , I P
V)

est une repre� sentation C�. On note que:

(?P
V , I P

V)=(?P
V� , I P

V �). (3.1.3)

Si V est un espace de Hilbert, I P
V est l'espace des vecteurs C� de la repre� -

sentation continue de G dans l'espace

C(G, P, V) :=[. # C(G, V) | \g # G, \p # P, .(gp)=?\( p&1) .(g)]

muni de la norme &.&=supk # K &.(k)& qui en fait un espace de Banach.
En conse� quence, si V est un espace de Hilbert, (?P

V , I P
V) est a� croissance

mode� re� e.
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Retournons au cas ge� ne� ral i.e. V est un espace de Fre� chet. En restrei-
gnant les fonctions de G a� K on obtient un isomorphisme topologique de
I P

V , note� . � .� , sur:

IV=[�: K � V� | \(k, m) # K_(M & K), �(km)=?(m&1) �(k) et � est C�]

lorsque l'on munit IV des semi-normes � [ &�&D, q=sup} # K q(LD �(k)),
ou� q de� crit les semi-normes de� finissant la topologie de V� et D de� crit U(k)
(utiliser par exemple le the� ore� me du graphe ferme� en remarquant que I P

V et
IV sont des espaces de Fre� chet et que l'homomorphisme de restriction des
fonctions a� K est continu et bijectif de I P

V vers IV). On notera ?� P
V la repre� -

sentation de G dans IV obtenue par transport de structure de ?P
V . On

notera, pour � # IV , �� l'e� le� ment de I P
V tel que ��� =�. On note L (resp. R)

la repre� sentation re� gulie� re gauche (resp. droite) de G dans D(G, V�) et L$
(resp. R$) sa contrage� diente dans D$(G, V�).

On de� finit une application line� aire continue %V de D(G, V�) dans I P
V

par:

\g # G, \. # D(G, V�), (%V (.))(g)=|
P

?\( p) .(gp) dp (3.1.4)

qui entrelace ?P
V et L. Ici dp est une mesure de Haar invariante a� gauche

sur P.
Par ailleurs, on choisit une fonction C� a� support compact sur G, �0 ,

invariante a� gauche par K et telle que:

|
P

�0( p) dp=1. (3.1.5)

On note D$(G, P, V) :=[{ # D$(G, V�) | \p # P, R$p({)=(?$)\ ( p&1) {] que
l'on munit de la topologie induite par la topologie forte sur D$(G, V �

$ ).
Ici, (?$)\ (man)=a\?$(man) pour (m, a, n) # M_A_N. Alors (%V)$ est un
isomorphisme topologique de G-modules entre (I P

V)$ (muni de la topo-
logie forte) et D$(G, P, V) admettant pour inverse l'application |V , de
D$(G, P, V) dans (I P

V)$, de� finie par:

\{ # D$(G, P, V), \. # I P
V , (|V ({), .) =({, �0.). (3.1.6)

On identifiera dans la suite (I P
V)$ et D$(G, P, V). On identifie de même le

dual fort de IV , I$V , au sous-espace D$(K, ?) de D$(K, V�) (muni de la
topologie induite) de� finie par:

D$(K, ?)=[{ # D$(K, V�) | \m # M & K, R$m{=?$(m&1) {].

441INTE� GRALES D'EISENSTEIN



File: 580J 283721 . By:BV . Date:01:02:00 . Time:14:05 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2713 Signs: 1415 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm

L'identification se fait par l'isomorphisme entre I$V et D$(K, ?) qui, a�
{ # I$V , associe {1 # D$(K, ?) de� fini par:

\. # D(K, V�), ({1 , .) :=({, Q(.)) (3.1.7)

ou� Q(.) # IV est de� fini par:

\. # D(K, V�), \k # K, Q(.)(k)=|
M & K

$(m) .(km) dm.

On notera { [ {~ le transpose� de l'homomorphisme de restriction des
fonctions a� K, . [ .� de I P

V dans IV , et { [ {� le transpose� de . [ .~ .
A noter qu'on peut montrer que { [ {� correspond a� la restriction des distri-
butions a� K.

Soient V1 , V2 deux P-modules de Fre� chet et u: V1 [ V2 (resp.
V�

1 [ V �
2 ) un morphisme continu de P-modules. On en de� duit un mor-

phisme continu de G-modules Ind u: I P
V1

[ I P
V2

donne� par:

\. # I P
V1

, (Ind u)(.)=u b .. (3.1.8)

On ve� rifie facilement que le transpose� , (Ind u)$, de Ind u, regarde� comme
morphisme continu de G-modules de D$(G, P, V2) dans D$(G, P, V1)
ve� rifie:

\{ # D$(G, P, V2), \. # D(G, V �
1 ), ( (Ind u)$ ({), .) =({, u b .)

(3.1.9)

Alors

\{ # D$(G, P, V2), Supp((Ind u)$ ({))/Supp { (3.1.10)

ou� Supp de� signe le support.
De plus, si u, regarde� e comme application line� aire de V �

1 dans V �
2 , est

surjective et admet une section line� aire continue, on a:

\{ # D$(G, P, V2), Supp(Ind u)$({)=Supp {. (3.1.11)

Supposons que l'on ait des P-modules dans des Fre� chet V1 , V2 , V3 et
une suite exacte forte de P-modules:

0 � V �
1 w�

u1 V �
2 w�

u2 V �
3 � 0. (3.1.12)

Comme M & K est compact, u2 admet une section line� aire continue qui
est un M & K-morphisme. Alors on voit facilement que les suites:

0 � I P
V1

www�
Ind u1 I P

V2
www�

Ind u2 I P
V3

� 0 (3.1.13)
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et:

0 � D$(G, P, V3) www�
(Ind u2)$

D$(G, P, V2) www�
(Ind u1)$

D$(G, P, V1) � 0

(3.1.14)

sont des suites exactes fortes de G-modules (utiliser les IVi).
Si ($, V$) est une repre� sentation de M et & # a*C on note ($& , (V$)&) la

repre� sentation de P dans V$ de� finie par:

\(m, a, n) # M_A_N, $&(man)=a& $(m). (3.1.15)

Notez que ((V$)&)�=(V �
$ )& . Si V$ est un Fre� chet, on posera:

(?P
$, & , I P

$, &) :=(?P
(V$) &

, I P
(V $) &

), D$(G, P, $, &) :=D$(G, P, (V$)&) (3.1.16)

I$ :=I(V $) & , D$(K, $) :=D$(K, $&) (3.1.17)

(cf. [14], 9 2.3).
Si $ est la repre� sentation triviale de dimension 1 de M on oubliera $ dans

la notation:

?P
& :=?P

$, & , D$(G, P, &) :=D$(G, P, $, &). (3.1.18)

3.2. Vecteurs distribution H-invariants des se� ries principales ge� ne� ralise� es

Rappelons certains re� sultats de [14]. On note W le quotient du normali-
sateur dans K de a, , NK (a,), par son centralisateur, qui s'identifie au
groupe de Weyl du syste� me de racines 2(g, a,) (cf. e.g. [4], lemme 1.2). On
fixe P comme en 1.4. On note WH (resp. WM) l'image dans W du normali-
sateur dans K & H (resp. K & M) de a, , NK & H(a,) (resp. NK & M(a,)). On
note W un ensemble de repre� sentants dans NK (a,) de l'ensemble des
(WH , WM)-doubles classes dans W, WH"W�W M, tel que e # W. C'est un
ensemble de repre� sentants des (H, P)-doubles classes ouvertes dans G
(cf. [14], lemme 3).

On se donne ($, V$) une repre� sentation unitaire de M telle que:

(i) $ est une somme finie de repre� sentations unitaires

irre� ductibles (3.2.1)

(ii) $ admet un caracte� re infinite� simal.

Pour tout w # NK (a,), on notera:

V ($, w)=(V &�
$ )M & (w&1Hw) (3.2.2)

et _w l'involution de G de� finie par:

\g # G, _w(g)=w&1_(wgw&1) w (3.2.3)
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qui commute a� % et laisse stable a, . On de� finit:

V ($)= `
w # W

V ($, w). (3.2.4)

L'injection (resp. la projection) naturelle de V ($, w) dans V ($) (resp.
V ($) sur V ($, w)) sera note� e iw (resp. prw). L'espace V ($) est de dimen-
sion finie. Pour & # a*C on dispose d'une application e� valuation en w # W
(resp. sur W) note� e evw (resp. ev) qui envoie l'espace des vecteurs distribu-
tions H-invariants de I P

$, & , D$(G, P, $, &)H, dans V ($, w) (resp. V($)),
l'application ev e� tant le produit des applications evw .

Alors on sait qu'il existe une famille localement finie d'hyperplans dans
a*C , note� e Hev, $ (et dont le comple� mentaire dans a*C sera note� e Hc

ev, $) telle
que pour tout & e� le� ment de Hc

ev, $), ev est bijective et telle que:

_X1 , ...Xp , # a"[0], _*1 , ..., *k # C*,

Hev, $= .
p

j=1
{& # a*C | &(Xj ) # .

k

i=1

(*i+N)= (3.2.5)

(cf. [14], the� ore� me 1).
De plus, (cf. l.c. the� ore� me 3) il existe une unique famille me� romorphe sur

a*C , & [ j(P, $, &), d'applications line� aires de V ($) dans D$(G, P, $, &)H

telle que

ev b j (P, $, &)#IdV($) . (3.2.6)

La me� romorphie peut aussi bien être interpre� te� e en regardant j(P, $, &)
comme a� valeurs dans End(V ($), D$(G, V �

$ )) ou bien en regardant
j(P, $, &) dans la re� alisation compacte grâce a� l'isomorphisme de
D$(G, P, $, &) avec I$$ (cf. l.c. 9 2.4 et lemme 5). On notera & [ j� (P, $, &)
l'application me� romorphe de a*C dans End(V ($), I$$) r End(V ($),
D$(K, $)) obtenue par transport de structure. De plus, la varie� te� polaire de
& [ j(P, $, &) est contenue dans une famille localement finie d'hyperplans de
a*C , Hj, $ , telle que:

_H1 , ..., Hl # a"[0], +1 , ..., +l # C, |0 # a*,
(3.2.7)

Hj, $= .
l

i=1

[&+n|0 | & # a*C , n # N, &(Hi)=+i]

(cf. [14], the� ore� me 3). On notera:

HIm, ev, $ := .
n

j=1

[& # a* | &(Xj) # [Im *1 , ..., Im *k]] (3.2.8)
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et

HIm, j, $ := .
l

i=1

[& # a* | &(Hi)=Im +i]. (3.2.9)

Comme X1 , ..., Xp , H1 , ..., Hl # a"[0] et |0 # a*, on a facilement:

\& # a*C , Im & � HIm, V , $ O & � HV , $ (3.2.10)

ou� V vaut pour ev ou j.

3.3. Croissance polynomiale de j� (P, $, &)

Pour R # R on de� finit (cf. 1.4 pour la de� finition de 7(P) et 3):

a*(R) :=[& # a*C | \: # 7(P)"3, Re(&&\, :)>R]. (3.3.1)

Ici a est muni du produit scalaire induit par B ce qui permet de l'identi-
fier a� a* et de munir ce dernier d'un produit scalaire. Ce proce� de� sera uti-
lise� pour d'autres sous-espaces sans re� fe� rence particulie� re. On rappelle que
j(P, $, &) et j� (P, $, &) sont holomorphes sur a*(0) (cf. par exemple [14],
prop. 2).

Rappelons l'e� quation fonctionnelle pour j sous une forme adapte� e a� nos
besoins. Soit + # a* que l'on regarde comme un e� le� ment de j*C , en utilisant
j=(j & m)�a. On suppose, qu'avec les notations de l.c., lemme 1,
+=�m

i=1 mi $� i , mi # N*.
On note =+ la fonction C� sur G (note� e =+(e*K) dans l.c. 9 4.4) qui ve� rifie:

\(k, m, a, n) # K_M_A_N, =+(kman)=a&+. (3.3.2)

Alors il existe des fonctions polynomiales sur a*C , b+ , q1 , ..., qs , avec
b+ �0, des e� le� ments U1 , ..., Us de U(g) et une fonction polynomiale sur a*C
a� valeurs dans End(V ($)), R+ , qui laisse invariante les V ($, w), tels que
l'on ait l'identite� de fonctions me� romorphes:

\' # V ($), b+(&) j(P, $, &, ')

= :
s

i=1

qi (&)((?P
$, &)$ (Ui))(=+ j(P, $, &++, R+(&) ')). (3.3.3)

On obtient cette e� quation fonctionnelle par prolongement me� romorphe
de l'e� quation fonctionnelle du the� ore� me 2 de l.c., en utilisant l'expression de
2(Z&) et en effectuant les contractions qui s'imposent. On doit e� galement
remarquer que la multiplication par =+ envoie D$(G, P, $, &++) dans
D$(G, P, $, &).
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Lemme 3. Soient ' # V ($) et R # R. Il existe un polynôme bR sur a*C ,
non identiquement nul, un entier N # N et une semi-norme continue pR, ' sur
I$ tels que:

(i) bR j(P, $, &, ') est holomorphe sur a*(R)

(ii) \. # I$ , \& # a*(R),

|(bR(&) j� (P, $, &, '), .) |�(1+&&&)N pR, '(.).

De� monstration. On se rame� ne aise� ment au cas ou� a & z=[0]. Par
line� arite� et en tenant compte de l.c. (2.4.5), on peut supposer ' # V ($, e),
ce que nous ferons dans la suite. Montrons d'abord le lemme en supposant
R>0. Soit &0 # a* tel que: \: # 7(P)"3, (&0&\, :)=R.

Alors, j� (P, $, &0 , ') est une application continue de K dans V &�
$ (cf. par

exemple [14], proposition 2), donc d'image compacte et a fortiori borne� e,
pour la topologie forte de dual sur V &�

$ . Mais V &�
$ est un espace de

Fre� chet donc tonnele� . Alors (cf. [10], ch. IV, 9 3.2 proposition 2) cette
image est une partie e� quicontinue du dual topologique de V �

$ . En particu-
lier, il existe une semi-norme continue sur V �

$ , p0 , telle que:

\k # K, \� # V �
$ , ( ( j� (P, $, &0 , '))(k), �) �p0(�). (3.3.4)

Maintenant si & # a*(R) et &&&0=�m
i=1 (&&&0) i $� i , on a:

j� (P, $, &, ')= `
m

i=1

=� (&&&0)i j� (P, $, &0 , ') (3.3.5)

ou� m=*7(P)"3 et les =� i sont les restrictions a� K des fonctions continues
sur G, =i , qui ve� rifient:

(:) =i est nulle en dehors de HP
(;) \(h, m, a, n) # H_M_A_N, =i (hman)=a$� i

ou� $� i ve� rifie ($� i , :)�0 pour : # 2(n, a).
Mais, d'apre� s le the� ore� me de convexite� d'E. van den Ban (cf. [1], the� o-

re� me 1.2), si k # K ve� rifie k=hman avec (h, m, a, n) # H_M_A_N, on a
a=exp X, ou� X ve� rifie, pour tout i=1, ..., m: ($� i , X) �0. On en de� duit
que les fonctions =� i de (3.3.5) sont majore� es par 1.

Alors (3.3.4) joint a� (3.3.5) donne:

\& # a*(R), \. # I$ , |( j(P, $, &, ')(k), .(k)) |�p0(.(k))

et en inte� grant sur K:

\& # a*(R), \. # I$ , |( j� (P, $, &, '), .) |�pR, '(.)

446 PATRICK DELORME



File: 580J 283726 . By:BV . Date:01:02:00 . Time:14:05 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3307 Signs: 1880 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm

ou� pR, '(.)=supk # K p0(.(k)). Le polynôme bR identiquement e� gal a� 1,
l'entier N=0 et pR, ' ve� rifient les conditions voulues, lorsque R>0.

Supposons maintenant R quelconque. On se fixe + comme dans l'e� qua-
tion fonctionnelle de j (cf. (3.3.3)) tel que (+, :)>&R+1 pour tout :
e� le� ment de 7(P)"3. Alors le polynôme bR :=b+ ve� rifie (i) grâce a� l'holo-
morphie de j sur a*(0). On re� e� crit (3.3.3) en restreignant les deux membres
a� K et en se rappelant que =+ |K #1:

\& # a*(R), bR(&) j� (P, $, &, ')

= :
s

i=1

qi (&)((?� P
$, &)$ (Ui))( j� (P, $, &++, R+(&) ')).

On applique les deux membres a� . # I$ et on transpose (?� P
$, &)$ (Ui):

\& # a*(R), \. # I$ ,

(bR(&) j� (P, $, &, '), .) = :
s

i=1

qi (&)( j� (P, $, &++, R+(&) '), ?� P
$,&(U

t
i) .) .

Alors, d'apre� s la premie� re partie de la de� monstration:

|(bR(&) j� (P, $, &, '), .) |

� :
s

i=1

|qi (&)| \ :
t

j=1

|R+, j (&)| ( p1, 'j (?�
P
$, &(U

t
i) .))+

ou� ('1 , ..., 't) est une base de V ($, e) et:

R+(&) '= :
t

j=1

R+, j (&) 'j .

Mais pour U # U(g), & [ ?� P
$, &(U) est une application polynomiale de a*C

dans les endomorphismes continus de I$ , i.e. a� valeurs dans un espace de
dimension finie et polynomiale. Pour cela voir par exemple [17], 9 2, pro-
position 1 ou� l'assertion est de� montre� e pour l'action de U sur l'espace des
vecteurs K-finis d'une se� rie principale. Cette de� monstration vaut sans chan-
gement, en utilisant le fait que V �

$ s'identifie a� un sous-module ferme� d'une
se� rie principale de M, grâce au the� ore� me du sous-module de Casselman et
a� la proposition 1. Ceci, joint au fait que les R+, j sont des fonctions polyno-
miales, permet d'achever la de� monstration du lemme. K

3.4. ``Inte� grales d 'Eisenstein'': De� finition et majorations initiales
De� finition 3. Lorsque & # a*C et ' # V ($) sont tels que j(P, $, &, ') est

bien de� fini, on appelle ``inte� grale d'Eisenstein'' de parame� tre P, $, &, ', . ou�
. # I$ , la fonction E(P, $, &, ', .) sur G�H de� finie par:

\g # G, E(P, $, &, ', gH)=( (?� P
$, &)$ (g) j� (P, $, &, '), .) .
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Il est clair que, lorsqu'elle est de� finie, c'est une fonction C�. Si . # I P
$, & ,

on notera parfois E(P, $, &, ', .) la fonction E(P, $, &, ', . |K).

Lemme 4. Soit p une semi-norme continue sur I$ . Il existe une semi-
norme p$ sur I$ , r>0 et q # N tels que:

\k, k$ # K, \X # as , \& # a*C , \. # I$ ,

p((?� P
$, &(k(exp X ) k$))(.))�(1+&&&)q e (r+&Re &&)(&X&)p$(.)

(ou� as est un sous-espace abe� lien maximal de s cf. 9 2.1).

De� monstration. Dans le cas ou� _=% et P est un sous-groupe paraboli-
que minimal de G, cela re� sulte imme� diatement de [5], lemme 10.1. Mainte-
nant en utilisant un plongement de V �

$ dans une se� rie principale C� de M,
qui est un isomorphisme topologique sur son image (cf. de� monstration du
lemme 3), et en induisant par e� tage, le lemme re� sulte du cas particulier
ci-dessus. K

Proposition 2. Soit R # R et ' # V ($). Soit bR comme dans le lemme 3.
Alors il existe r>0 tel que pour tout D # U(g), il existe n # N, une semi-
norme, p, continue sur I$ ve� rifiant:

\. # I$ , \k # K, \X # a, , \& # a*(R),

|(LD(bR(&) E(P, $, &, ', .)))(k(exp X ) H)|

�(1+&&&)n e (r+&Re &&)(&X&)p(.)

(ici, on a prolonge� & [ bR(&) E(P, $, &, gH) de fac� on holomorphe a� a*(R)).

De� monstration. En effet, on a par de� finition:

(LD(bR(&) E(P, $, &, ', .)))(k(exp X ) H)

=(bR(&) j� (P, $, &, '), ?� P
$, &((exp&X)k&1) ?� P

$, &(D) .) .

En utilisant le fait que & [ ?� P
$, & (D) est polynomiale (cf. la fin de 3.3)

et en appliquant les lemmes 3 et 4 avec p=pR, ' , on obtient le re� sultat
voulu. K

Proposition 3. Soit ' # V ($, e). On suppose que ' est propre sous
l 'action de U(m)m & h�(U(m)(m & h)) & (U(m)) m & h pour la valeur propre
4 # (ad

M)*C . Alors:

(i) Si R # R et . # I$ , la fonction sur a*(R)_G�H de� finie par:

(&, gH) [ bR(&)(E(P, $, &, ', .))(gH)

est un e� le� ment de A
*

(G�H, 4, a*(R)) (cf. de� finition 1, 9 2.3).

448 PATRICK DELORME



File: 580J 283728 . By:BV . Date:01:02:00 . Time:14:05 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2940 Signs: 1744 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm

(ii) Soit Hc
j, $ le comple� mentaire de Hj, $ dans a*C (cf. (3.1.7)). La fonc-

tion sur Hc
j, $_G�H de� finie par:

(&, gH) [ (E(P, $, &, .))(gH)

est un e� le� ment de A
*

(G�H, 4, Hc
j, $).

De� monstration. Soit D # D(G�H) que l'on confond avec un repre� sentant
dans U(g) h. En utilisant l'invariance a� droite par N et a� gauche par H de
j(P, $, &, ') et la de� finition de |p (cf. (2.1.1)) on a imme� diatement pour
& # a*(0):

eve(((?P
$, &)$ (D))( j(P, $, &, ')))=eve(((?P

$, &)$ (|p (D)))( j(P, $, &, '))).

En tenant compte du fait que j(P, $, &, ') est un e� le� ment de D$(G, P, $, &)
et de la de� finition de |g , l (cf. (2.1.2)) on a facilement

eve(((?P
$, &)$ (D))( j(P, $, &, ')))=($$((| p(D))(&&+\P)) eve( j(P, $, &, ')))

=((|g , l(D))(&&)) '.

Mais d'apre� s les proprie� te� s de ' et en tenant compte de (2.1.3) ceci est
e� gal a� (#ad (4&&)) '. D'ou� , en utilisant la proprie� te� caracte� ristique de j
(cf. (3.1.6)), on de� duit l'e� galite� de fonctions holomorphes (resp. me� ro-
morphes) sur a*(0) (resp. a*C )

((?P
$, &)$ (D))( j(P, $, &, '))=(#ad (4&&)) j(P, $, &, '). (3.4.1)

Il en re� sulte aise� ment que bR(&) E(P, $, &, ', .) est propre sous D(G�H)
pour la valeur propre 4&&. Alors (i) re� sulte de la remarque 4 et de la pro-
position 2.

Prouvons (ii). Soit &0 # Hc
j, $ . Soient r0 # R et =>0 tels que: & [ bR(&)

E(P, $, &, ', .) soit holomorphe de B(&0 , =) dans C �
r0

(G) ou� B(&0 , =) est la
boule ouverte de centre &0 de rayon =>0 (r0 et = existent d'apre� s (i)). Il
existe &$0 # a*C tel que le polynôme d'une variable z, z [ bR (&0+z&$0) ne soit
pas identiquement nul. Alors il existe r>0 tel que [#&0

(t)=&0+reit&$0 | t #
[0, 2?]] soit inclus dans B$(&0 , =)=[& # B(&0 , =) | bR(&){0]. Puis par
continuite� et compacite� on trouve V(&0) voisinage compact de &0 contenu
dans B(&0 , =) tels que:

[#&(t)=&+reit&$0 | & # V(&0), t # [0, 2?]]/B$(&0 , =).
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Alors en e� crivant la formule inte� grale de Cauchy on a:

\& # V(&0),

(E(P, $, &, .))(gH)=1�2i? |
2?

0
(bR(&+reit&$0))&1

_(bR(&+reit&$0))((E(P, $, &+reit&$0 , ', ,))(gH)) dt.

On estime alors le nume� rateur dans l'inte� grale grâce a� la proposition 2.
De plus, le module du de� nominateur est minore� . On en de� duit que
[E(P, $, &, .) | & # V(&0)] est un borne� de Cr0

(G). On ache� ve de prouver (ii)
grâce a� la remarque 4 et en remplac� ant . par ?� P

$, &(D) ., D # U(g), dans le
raisonnement ci-dessus. K

3.5. Enonce� du the� ore� me principal, premie� re re� duction
On dit que ' # (V &�

$ )M & H est de carre� inte� grable pour M & H si l'appli-
cation de V �

$ dans C�(M�M & H), qui a� v # V �
$ associe la fonction

m(M & H) [ ($$(m) ', v) , est a� valeurs dans L2(M�M & H). En utilisant la
proposition 1, on voit qu'il suffit que cette proprie� te� soit vraie pour
v # (V$)M & K (cf. [12], proposition 1 pour un raisonnement similaire).
Notez que, comme $ n'est pas suppose� e irre� ductible, cela n'implique pas
que $ est une sous-repre� sentation de L2(M�M & H).

The� ore� me 1. Avec les notations et hypothe� ses de 9 3.2, soit ' #
V ($, e)=(V &�

$ )M & H de carre� inte� grable.
Soit R>0 et bR comme dans le lemme 3. Alors pour tout & e� le� ment de ia*

et tout . e� le� ment de (I$)(K) , bR(&) E(P, $, &, ', .) est une fonction tempe� re� e
sur G�H.

Corollaire du the� ore� me 1. Soit ' # V ($, e) de carre� inte� grable. Alors
pour tout & # ia*, tel que & � Hj, $ et tout . # (I$)(K) , E(P, $, &, ', .) est une
fonction tempe� re� e sur G�H.

De� monstration. Cela re� sulte imme� diatement du the� ore� me 1 et de la pro-
position 3 (ii). K

Remarque 6. Au vu du corollaire 2 du lemme 2 et de la proposition 3,
on voit que le the� ore� me 1 est e� quivalent a� son corollaire.

Nous allons commencer par re� duire la de� monstration du the� ore� me a� des
cas particuliers.

Lemme 5. (i) Il suffit de prouver le the� ore� me lorsque H est suppose�
connexe.

(ii) Il suffit de prouver le the� ore� me lorsque l 'on suppose en outre que
G est semi-simple et connexe.
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De� monstration. Pour prouver (i) on affecte d'un indice supe� rieur ``o'' les
notations relatives a� G�Ho: Wo, Vo($), j o, evo, Eo etc... On choisit W0 et
W de telle sorte que W/W0. On remarque que HP est la re� union de
(H0, P) doubles classes qui sont toutes ouvertes.

En effet si x # K & H on a Ad x(a,)/p & q. Alors il existe u # (K & H)o

tel que (Ad u&1 Ad x)(a,)=a, . D'ou� x=u(u&1x) avec (u&1x) # NK (a,) et
u # H o. Donc:

H= .
w # NK(a,) & H

How et HP= .
w # NK(a,) & H

H owP.

On note Wo
1=[w # Wo | HowP/HP]. Si w # Wo

1 on peut e� crire w=
w1w2 avec w1 # NK (a,) & H et w2 # NK (a,) & M. Alors

M & (w&1H ow)=M & w&1
2 H ow&1

2

=w&1
2 (M & H o) w2

Soit ' # V ($, e)=(V &�
$ )M & H. E� tudions j(P, $, &, '). Pour w # Wo

1 avec
w=w1w2 comme ci-dessus, on voit que: evo

w( j(P, $, &, '))=$$(w&1
2 ) ' et si

w � Wo
1 : evo

w( j(P, $, &, '))=0.
D'ou� , en posant 'w=$$(w&1

2 ) ':

j(P, $, &, ')= :
w # W o

1

j o(P, $, &, 'w). (3.5.1)

Mais 'e est de carre� inte� grable pour M�M & Ho car M & H�M & Ho est
fini. En effet, on a (M & H)o/M & Ho/M & H et M & H�(M & H)o est
fini d'apre� s [2], proposition 1.1. Alors, par transport de structure, il en va
de même de 'w pour M�w&1

2 (M & H o) w2 . D'autre part, grâce a� [14],
eq. (2.4.5), (2.4.6), on a:

Eo(P, $, &, 'w , .)=Eo(wPw&1, w$, w&, 'w , R(w) .)

ou� R de� signe la repre� sentation re� gulie� re droite et dans le membre de droite
on a 'w # V (w$, e)(=V ($, w)). Si le the� ore� me est vrai pour H o le membre
de droite de cette e� galite� est tempe� re� et (i) re� sulte de (3.5.1), qui implique
une relation similaire entre E et E o, et de la fin de la remarque 5.

Passons a� (ii). On suppose H connexe. Il re� sulte aise� ment de la de� finition
qu'une fonction Z(g)-finie et K-finie sur G�H est tempe� re� e de� s que la res-
triction a� Go�(Go & H) de ses translate� es a� gauche par K sont tempe� re� es.
Alors, grâce a� la remarque 6, il suffit de prouver que la restriction a� Go�H
de E(P, $, &, ', .) est tempe� re� e pour tout . # (I$)(K) et & # (ia*) & Hc

j, $ . En
fait, d'apre� s le corollaire 2 du lemme 2, il suffit de le prouver pour & dans
un ouvert dense de (ia*) & Hc

j, $ . Comme $ est une repre� sentation unitaire,
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les exposants sont imaginaires purs sur z & a, et la restriction de
E(P, $, &, ., ') a� Go�H est tempe� re� e si et seulement si sa restriction a�
G1 �G1 & H est tempe� re� e. Maintenant G=G1P car P rencontre toutes les
composantes connexes de G (cf. [22], lemme 4.11). On note $1 la restric-
tion de $ a� M1=M & G1 . Comme par hypothe� se exp (z & m) agit par un
caracte� re sur V$ on voit que V �

$ =V �
$1

. Mais la restriction des fonctions de
G a� G1 induit un isomorphisme topologique de I P

$, & sur I P1
$1, &1

, ou�
P1=P & G1 et &1=& | a 1

, avec a1=a & g1 . En outre cet isomorphisme entre-
lace ?P

$, & et ?P1
$1, &1

comme repre� sentations de G1 . (cf. e.g. [41], 9 11.4.1 pour
plus de de� tails). De plus, M�M1 exp (z & m) est fini car M�M o est fini puis-
que M est dans la classe d'Harish-Chandra. On en de� duit que $1 est une
repre� sentation unitaire de M1 , somme finie de repre� sentations irre� ductibles,
qui admet un caracte� re infinite� simal.

E� tudions HP & G1 . Comme, par connexite� , H=(H & G1)o exp(z & h) et
que exp(z & h) est contenu dans P on voit que si g # HP, on a g=hp ou�
h # (H & G1)o, p # P. Si on a de plus g # G1 , on a p # P1 . D'ou� HP & G1=
H1 P1 ou� H1 :=(H & G1)o. Avec ' comme dans l'e� nonce� du the� ore� me on
voit que ' de� finit un e� le� ment de (V &�

$1
)M1 & H1 de carre� inte� grable pour

M1 �(M1 & H) grâce a� la formule:

\ f # Cc(M�M & H), |
exp(z & m) M1(M & H)�M & H

f (m(M & H)) dm*

=|
exp(z & m & k)

|
M 1 �M1 & H

f (km1(M1 & H)) dm* 1 dk

et au fait que exp(z & m & k), qui est compact, agit par un caracte� re unitaire
sur '. La formule ci-dessus re� sulte de l'e� galite�

z & m=(z & m & h)� (z & m & k & q) car z & m & q & s=[0].

Alors comme HP & G1=H1P1 , on voit que, dans l'isomorphisme entre I P
$, &

et I P1
$1, &1

, j(P, $, &, ') se transporte sur j(P1 , $1 , &1 , '), d'ou� l'on de� duit aise� -
ment:

\. # (I$)(K) , E(P, $, &, ', .) |G 1�G 1 & H=E(P1 , $1 , &1 , ', .1)

ou� .1=. |K & G 1
et ou� les deux membres sont de� finis simultane� ment. Si le

the� ore� me est vrai pour G1 et H1 , on voit donc que, pour & e� le� ment de
[! # (ia*) & Hc

j, $ | ! | a1
# Hc

j, $1
] (qui est un ouvert dense de Hc

j, $),
E(P, $, &, ', .) est tempe� re� e. Ceci ache� ve de prouver (ii). K

3.6. Un cas particulier du the� ore� me 1

De� finition 4. On suppose g semi-simple. On dit que 4 # (ad
M)* est

``bon'', si pour tout P e� le� ment de F et tout w e� le� ment de W(gd, ad) on a
w4 | a,� P 0 de� s que w4 | a,

�P \P .
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Lemme 6. Si 4 # (ad
M)*, il existe t0>0 tel que pour tout t�t0 , t4 est

``bon''.

De� monstration. Soit w et P tels que w4 | a,
�3 P 0 i.e. w4 | a,

=�: # 7( P ) n::
avec au moins l'un des n: , n:0

, strictement positif. On e� crit de même
\P =�: # 7(P ) m::. On choisit tw, P # R+ tel que tw, P(n:0

)>m:0
. On prend

t0 :=Sup[tw, P | w # W(gd, ad), P # F, w4 | a,
�3 P 0]. On ve� rifie aise� ment

que t0 convient. K

Le lemme suivant est un cas particulier du the� ore� me 1.

Lemme 7. On suppose G semi-simple. Soit ' # V ($, e) de carre� inte� grable
et propre sous U(m)m & h�(U(m)(m & h)) & (U(m) m & h ) pour la valeur
propre 4 # (ad

M)*. Si 4 est bon, pour tout R>0, tout & # ia* et . # (I$)(K) ,
bR(&) E(P, $, &, ', .) est tempe� re� e.

De� monstration. Avec les notations de l'e� nonce� , comme & # ia*, ?P
$, & est

unitaire. Il re� sulte de [21], corollaire 2.2 que ER(&) :=bR(&) E(P, $, &, ', .)
est borne� e sur G�H. Par ailleurs, ER(&) est propre sous D(G�H) pour la
valeur propre 4&& (cf. proposition 3). Utilisant (2.2.3) et le lemme 1, on
en de� duit que les exposants directeurs le long de P,(P) (P # F) de ER(&)
sont de la forme w(4&&) | a,

ou� w # W(gd, ad) avec: Re w(4&&) | a,
&

\P�P 0. Mais & est imaginaire pur sur a et 4 re� el sur ad
M . Comme w pre� -

serve ad on a: Re w(4&&)=w4. Donc: w4 | a,&\ P � P 0. Comme 4 |a, est
bon (par hypothe� se), on a: w4 | a,� P 0, soit encore: Re w(4&&) | a,�P 0,
ce qui assure que ER(&) est tempe� re� e. K

4. ``Inte� grales d'Eisenstein'' et foncteurs de translation

4.1. Projections selon les caracte� res infinite� simaux

Si V est g-module sur lequel Z(g) agit de fac� on localement finie et / est
un caracte� re de Z(g) on notera:

V/ :=[v # V | _k # N, \Z # Z(g), (Z&/(Z))k v=0].

On note Z(g)@ l'ensemble des caracte� res de Z(g). Alors V=�/ # Z(g)@ V/ et
l'on note pV

/ ou p/ le projecteur sur V/ paralle� lement a� la somme des V/$ ,
/${/. Si j est une sous-alge� bre de Cartan de g et * # j*C on note /* le carac-
te� re de Z(g) obtenu par composition de l'homomorphisme d'Harish-
Chandra, # j , suivi de l'e� valuation en *. Si /=/* on dit que * est un para-
me� tre de Harish-Chandra de /. On utilisera des notations similaires pour
m avec m en indice supe� rieur.

Le lemme suivant est une conse� quence imme� diate d'une observation de
D. Vogan (cf. [41] lemme 10.A.1.6).
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Lemme 8. Soit V un g-module annule� par un ide� al de codimension finie

I de Z(g). Alors, pour tout / # Z(g)@ , il existe ZI
/ # Z(g) tel que p/ soit donne�

par l 'action de ZI
/ .

De� monstration. On conside� re MI la cate� gorie des g-modules annule� s
par I. La correspondance qui a� V associe pV

/ , pour V objet de MI , est une
transformation naturelle du foncteur identique de MI . Alors l'existence de
ZI

/ re� sulte de [41], lemme 10.A.16.

Remarque 7. (i) On remarque que si /1 , ..., /p # Z(g)@ et n1 , ..., np # N,
l'ide� al de Z(g) engendre� par [(Z&/1(Z))n1 } } } (Z&/p(Z))np | Z # Z(g)], est
de codimension finie et que tout ide� al de codimension finie de Z(g)
contient un tel ide� al. Pour de� montrer la premie� re partie de l'assertion on
identifie Z(g) a� C[X1 , ..., Xl]. Si /i (P)=P(*i) l'ide� al e� tudie� contient:

J=[P # C[X1 , ..., Xl] | �:��X:P(*i)=0 pour |:|�ni , et i=1, ..., p].

Mais J est clairement de codimension finie. Pour la deuxie� me partie, il
suffit d'e� tudier l'action de Z(g) sur Z(g)�I en ope� rant une trigonalisation
simultane� e de l'action de ge� ne� rateurs alge� briquement inde� pendants de Z(g).

(ii) Avec les hypothe� ses du lemme, si V est en outre un G-module dif-
fe� rentiable on voit que les p/ sont continus et leurs images sont ferme� es.

4.2.

On fera dans la suite du 9 4 les hypothe� ses suivantes. On suppose G
connexe et semi-simple et l'on suppose donne� es deux repre� sentations uni-
taires ($, V$), ($� , V$� ) de M de longueur finie, posse� dant un caracte� re infini-
te� simal. On suppose qu'il existe ' # (V &�

$ )M & H, '~ # (V &�
$� )M & H et une

repre� sentation de dimension finie de G, (?, F ), dont le dual posse� de un vec-
teur non nul invariant par H, e*H , tels que:

(a) ' (resp. '~ ) est propre sous
U(m) m & h�(U(m)(m & h)) & (U(m) m & h ) pour la valeur
propre 4 (resp. 4� ). (4.2.1)

Alors le caracte� re infinite� simal de $ (resp. $� ) admet &4s (resp. &4� s)
comme parame� tre de Harish-Chandra (cf. (2.1.4) et (2.1.5)) ou�
4s :=4+\md (resp. 4� s :=4� +\ md).

(b) Notant F1 le M-module F N, on a un isomorphisme topologique
de M-modules:

pm
&4 s

(V �
$� �F1)&V �

$ . (4.2.2)
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Dans la suite on se fixera un isomorphisme et on identifiera ces deux
espaces. En particulier on e� crira:

pm
4s

(V �
$� �F*1)=V �

$ (4.2.3)

(c) Notant e*M, H la restriction de e*H a� F1 (qui est non nulle, cf. par
exemple [24] de� monstration du the� ore� me 4.1, eq (7), p. 537) on a:

('~ �e*M, H) |V$
�='. (4.2.4)

On notera e+ un vecteur non nul de poids extre� mal sous j, +, tel que
e+ # F N. On notera +1=+ | j & m et &1=+ |a . On voit que F N est irre� ductible
sous MA, que a agit sur F N par &1 et que F1 admet +1 comme poids extre� -
mal. Enfin l'existence de e*H impose a� + d'être nul sur j & h (cf. [24], ch. V,
the� ore� me 4.1).

4.3. Foncteurs de translation et se� ries principales ge� ne� ralise� es

Soit & # a*C . On note 8& , l'isomorphisme de G-modules entre I P
$� , & �F et

I P
(V$� )&�F de� fini par:

\. # I P
$� , & , \v # F, \g # G, (8&(.�v))(g)=.(g)�?(g&1) v

(4.3.1)

(cf. [14], eq. (4.2.2)).
On de� finit e� galement un isomorphisme, 9& , de G-modules entre

D$(G, P, $� , &)�F* et D$(G, P, (V$� )&)�F (que l'on identifie a� un sous-
espace de D$(G, V �

$ )�F*) par la formule image� e:

\{ # D$(G, P, $� , &), \v* # F*, ``9&({�v*)(g)#{(g)�?*(g&1) v*''

(4.3.2)

(cf. [14], lemme 12 (ii) pour plus de de� tails).
On ve� rifie sans peine que 9& est l'inverse du transpose� 8$& de 8& .
On note i l'injection naturelle de V �

$ =pm
&4s

(V �
$� �F1) dans V �

$� �F.
Celle-ci induit un morphisme continu de P-modules entre (V �

$ )&+&1
et

(V �
$� )& �F.

Proposition 4. Il existe un polynôme non identiquement nul sur a*C , q,
tel que si q(&){0 on ait:

(i) Ind i (resp. 8&1
& b Ind i) est un isomorphisme topologique de

G-modules entre I P
$, &+&1

et p&4s+&+&1
(I P

(V$� )&�F) (resp. p&4s+&+&1
(I P

$� , & �F )).
On notera i~ :=8&1

& b Ind i.
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(ii) Le morphisme de G-modules transpose� de Ind i (resp. i~ ), (Ind i)$
(resp. i~ $), entre D$(G, P, (V$� )& �F ) (resp. D$(G, P, $� , &)�F*) et
D$(G, P, $, &+&1), induit un isomorphisme topologique de l 'image de
p4s&&&&1

sur D$(G, P, $, &+&1). De plus i~ $=(Ind i)$ b 9& .

De� monstration. On conside� re une suite de Jordan Ho� lder du
P-module F, 0/F1 / } } } /Fr=F. On peut supposer que chaque Fi a un
supple� mentaire MA-invariant et irre� ductible dans Fi+1 , (utiliser l' ``unitary
trick''). Les sous-quotients simples Fi �Fi&1 sont de la forme (Vi)&i ou� &i est
un poids de a dans F et Vi est un M-module simple. En particulier on a
l'identite� de P-modules: F1=(F1)&1

.
Introduisons une suite de Jordan Ho� lder topologique (i.e. les e� le� ments de

la filtration sont ferme� s et topologiquement irre� ductibles) du M-module de
Harish-Chandra V �

$� �Vi=(V$� �Vi)
� (cf. (1.1.1)) a� croissance mode� re� e

(cf. (1.2.4)) construite a� l'aide d'une suite de Jordan Ho� lder du
(m, M & K))-module des vecteurs M & K-finis et de la proposition 1. On
notera Vi, j les sous-quotients irre� ductibles de celle-ci. Alors en utilisant le
fait que le foncteur V � I P

V transforme les suites exactes fortes de
P-modules diffe� rentiables en suites exactes fortes de G-modules
(cf. (3.1.13)), l'exactitude forte de toute suite exacte de M-modules de
Harish-Chandra a� croissance mode� re� e (cf. proposition 1 et (3.1.13)), l'iso-
morphisme 8& entre I P

$� , & �F et I P
(V$� )&�F , l'e� galite� I P

(V$� )&�F=I P
(V$�

�)&�F

(cf. 1.1.1) et (3.1.3), on voit que I P
$� , & �F posse� de une suite de composition

dont les sous-quotients sont les I P
(Vi, j)&+&i

. Soit 4i, j le parame� tre de Harish-
Chandra du caracte� re infinite� simal de Vi, j . Alors I P

(Vi, j)&+&i
a pour caracte� re

infinite� simal /4i, j+&+&i .
Montrons que si /4i, j {/&4s ou bien si i{1, il existe un polynôme pi, j

non nul sur j*C invariant sous W(gC , jC ) tel que:

qi, j (&) :=pi, j (4ij+&i+&)&pi, j (&4s+&1+&)

soit un polynôme sur a*C non identiquement nul. Si pi, j n'existait pas on
aurait /4i, j+&i+&=/&4s+&1+& pour tout & # a*C . Mais alors 4i, j+&i+& et
&4s+&1+& sont conjugue� s par un e� le� ment de W(gC , jC ) pour tout & # a*C .
Grâce a� la proprie� te� de Baire de a* et la finitude de W(gC , jC ), on voit:

_w # W(gC , jC ), \& # a*, w&=&, &i=&1 et w4i, j=&4s .

Donc i=1. De plus on a w # W(mC , (j & m) C) et /4i, j=/&4s , ce qui prouve
l'existence de pi, j . On note q le produit des pi, j .

Soit & # a*C tel que q(&){0. On va utiliser l'identite� (V �
$� )& �F=

((V �
$� )& �F )� (cf. (1.1.1)) et l'identite� I P

V=I P
V� , pour tout P-module de

Fre� chet V (cf. (3.1.3)). Alors la suite:

0 � V �
$ w�i V �

$� �F � (V �
$� �F )�Im i � 0
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est une suite exacte forte de M-modules de Harish-Chandra a� croissance
mode� re� e car, d'apre� s la proposition 1, l'image de i est ferme� e et toute suite
exacte est forte. Comme l'application i est un morphisme de P-modules
entre (V �

$ )&+&1
et (V �

$ )& �F, on dispose d'une suite exacte forte de
P-modules:

0 � (V �
$ )&+&1

w�i (V �
$� )& �F � ((V �

$� )& �F )�Im i � 0

qui, par induction (cf. (3.1.13)) donne une suite exacte forte:

0 � I P
$, &+&1

ww�Ind i I P
(V $�

�
)& �F � I P

((V$�
�

)&�F)�Im i � 0.

Grâce aux proprie� te� s de q on voit que tous les sous-quotients d'une suite
de composition topologique de I P

((V$�
�)&�F )�Im i ont des caracte� res infinite� si-

maux diffe� rents de /&4s+&+&1
. De l'exactitude du foncteur V � V/ (ou�

/ # Z� (g) et V est dans la cate� gorie des modules Z(g)-localement finis) on
de� duit que: p&4s+&+&1

I P
((V$�

�
)&�F )�Im i=[0] puis que Ind i induit un isomor-

phisme de G-modules entre I P
$, &+&1

et p&4s+&+&1
(I P

(V$�
�)&�F). D'apre� s le the� o-

re� me du graphe ferme� c'est un isomorphisme topologique. Ceci, compte
tenu des proprie� te� s de 8& , prouve (i). Alors (ii) s'en de� duit par transposi-
tion, en tenant compte des proprie� te� s de 9& . K

Proposition 5. Soit & # a*C , tel que q(&){0, & � Hj, $� , &+&1 � Hj, $ _

Hev, $ .
Alors, on a:

(i~ $)(( p4s&&&&1
)( j(P, $� , &, '~ )�e*H))=j(P, $, &+&1 , ')

(cf. 9 (3.2.5) et (3.2.7) pour la de� finition de Hj, $ , Hev, $ , et la proposition
pre� ce� dente pour la de� finition de i~ ).

De� monstration. Avec nos hypothe� ses les deux membres de l'e� galite� a�
prouver ont un sens et sont des e� le� ments de D$(G, P, $, &+&1)H dont il faut
comparer l'image par ev. Mais on a: i~ $ b p4s&&&&1

=p4s&&&&1
b i~ $ et comme

D$(G, P, $, &+&1) admet /4s&&&&1
comme caracte� re infinite� simal, on en

de� duit: i~ $ b p4s&&&&1
=i~ $. Alors grâce a� la de� finition de i~ $ et 9& , ainsi qu'aux

proprie� te� s de (Ind i)$ (cf. (3.1.9)), on voit que:

\w # W, evw(i~ $( j(P, $� , &, '~ )�e*H))=i$(evw( j(P, $� , &, '~ ))�?*(w&1) e*H).

Ceci est e� gal a� 0 pour w{e et a� i~ $('~ �e*H) pour w=e. Mais i est l'appli-
cation canonique V �

$ =pm
&4s

(V �
$� �F1) w�i V �

$� �F et (4.2.4) implique:
i $('~ �e*H)='.

D'ou� il re� sulte que les images par ev des deux membres de l'e� galite� a�
de� montrer sont e� gales. D'apre� s les proprie� te� s de ev et le fait que
&+&1 � Hev, $ , ceci implique l'e� galite� voulue. K
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Soit f est une fonction C� sur G�H annule� e par un ide� al de codimension
finie I de Z(g). Alors le sous-G-module ferme� de C�(G�H) engendre� par f,
note� V, ve� rifie les hypothe� ses du lemme 8. En particulier pour / caracte� re
de Z(g), on peut de� finir pV

/ ( f ) que l'on notera p/( f ). Alors f est e� gale a�
�/ # Z(g)@ p/( f ), ou� la somme ne comporte qu'un nombre fini de termes non
nuls.

De plus p/( f )=LZ I
/

f, ou� ZI
/ # Z(g) (cf. lemme 8).

Proposition 6. Notons pour v # F, v~ la fonction C� sur G�H de� finie par
v~ (gH) :=(?*(g) e*H , v). Soit & # a*C tel que q(&){0, & � Hj, $� , &+&1 �
Hj, $ _ Hev, $ .

Alors:

(i) \. # I$� , \v # F, p&4s+&+&1
((E(P, $� , &, '~ , .))(v~ ))

=E(P, $, &+&1 , ', (i~ &1( p&4s+&+&1
(.~ & �v)))&).

Ici on conside� re l 'inverse de i~ qui est de� fini sur l 'image de i~ (cf. proposi-
tion 4). De plus l 'application . [ .~ & de I$� dans I P

$� , & (resp. � [ �� de I P
$, &+&1

dans I$) a e� te� de� finie au 9 3.1.

(ii) Soit V(P, $� , &, '~ )=[E(P, $, &, ', .) | . # (I$� )(K)]. C 'est un sous
(g, K)-module d 'Harish-Chandra de C�(G�H). On introduit de même
V(P, $, &+&1 , '). On note F� =[v~ | v # F] qui est un sous G-module de
C�(G�H). On note V(P, $� , &, '~ )) } F� l 'espace vectoriel engendre� par les pro-
duits des e� le� ments de V(P, $� , &, '~ ) et F� . C 'est un sous (g, K)-module de
Harish-Chandra de C�(G�H).

(iii) On a:

p&4s+&+&1
(V(P, $� , &, '~ ) } F� )=V(P, $, &+&1 , ').

De� monstration. Prouvons (i). Soit 8 le produit des fonctions C� sur
G�H, E(P, $� , &, '~ ) et v~ . Alors:

\g # G, 8(gH)=( ((?P
$� , &)$ (g)�?*(g))( j(P, $� , &, '~ )�e*H), .~ & �v).

L'effet de p&4s+&+&1
sur 8 est alors facile a� calculer en fonction de

l'action de p&4s+&+&1
sur I P

$� , & �F :

\g # G, ( p&4s+&+&1
8)(gH)=( (((?P

$� , &)$�?*)(g))( j(P, $� , &, '~ ))�e*H),

p&4s+&+&1
(.~ & �v)) .
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Utilisant le fait que p&4s+&+&1
est un projecteur de I P

$� , & �F, de transpose�
p4s&&&&1

, on en de� duit:

\g # G, ( p&4s+&+&1
8)(gH)

=( (((?P
$� , &)( �?*)(g))( p4s&&&&1

(( j(P, $� , &, '~ ))�e*H)),

p&4s+&+&1
(.~ &�v)).

De la proposition 5, on de� duit:

( p&4s+&+&1
8)(gH)=( (((?P

$� , &)$ �?*)(g))(i~ $&1( j(P, $, &+&1 , '))),

p&4s+&+&1
(.~ & �v)).

Ici, on regarde i~ $ comme une bijection de p4s&&&&1
((I P

$� , &)$�F*) sur
(I P

$, &+&1
)$ (cf. proposition 4 (ii)). En transposant i~ $&1 (apre� s commutation

avec ((?P
$� , &)$�?*)(g)) on obtient (i).

Pour (ii) on remarque que V(P, $� , &, '~ ) (resp, V(P, $, &+&1 , ')) est un
quotient du (g, K)-module de Harish-Chandra (I P

$� , &)(K) (resp. (I P
$, &+&1

)(K) .
De même V(P, $� , &, '~ ) } F� est un quotient de (I P

$� , &)(K) �F.
Pour (iii) on remarque d'abord que si (?, V) est un G-module diffe� ren-

tiable, dans un Fre� chet, annule� par un ide� al de codimension finie de Z(g),
on a:

\/ # Z(g), p/(V(K))=( p/V)(K) . (4.3.3)

D'autre part:

(V�F )(K)=V(K) �F. (4.3.4)

En effet, V(K) �F/(V�F )(K) . D'autre part, soit T # HomK (E, V�F )
ou� E est un K-module de dimension finie. On de� finit T1 #
HomK (E�F*, V) par:

\e # E, \v* # F*, (T1(e�v*))=(T(e), v*) # V.

Alors l'image de T1 , V1 , est contenue dans V(K) et celle de T est contenue
dans V1 �F. Ceci ache� ve de prouver (4.3.4).

Donc, grâce a� la proposition 4, on a:

i~ &1( p&4s+&+&1
((I P

$� , &)(K) �F ))=(I P
$, &+&1

) (K) .

Maintenant, (iii) re� sulte de (i). K
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5. Se� ries discre� tes pour les espaces syme� triques re� ductifs et

foncteurs de translation

5.1.

On se propose de re� unir les conditions de 4.2 pour des se� ries discre� tes de
M�M & H.

On commence par comple� ter, dans le nume� ro suivant, un re� sultat de
D. Vogan ([40], p. 207, 208). Pre� cisons certaines notations.

Si 4 # (ad)*C on note V �
4 ou V �

G, 4 le sous-espace de L2(G�H, dg* ) forme�
des vecteurs C� pour l'action re� gulie� re gauche de G et qui sont propres
sous D(G�H) pour la valeur propre 4. On notera V4 l'adhe� rence de V �

4

dans L2(G�H) qui est un sous-espace invariant sur lequel G agit par une
repre� sentation unitaire ?4 . De plus, l'espace des vecteurs C� de V4 ,
(V4)�, ve� rifie:

(V4)�=V �
4 . (5.1.1)

En effet, on a clairement V �
4 /(V4)� et V �

4 est e� gal a� l'espace
[ f # (V4)� | f est D(G�H)-propre pour la valeur propre 4]. Comme V4 est
un facteur direct de L2(G�H), (V4)� est un sous-espace ferme� de
L2(G�H)�. Les e� le� ments de D(G�H) agissant continument sur L2(G�H)�

(cf. [3], lemme 1.1), on en de� duit que V �
4 est ferme� dans (V4)�. Par ail-

leurs utilisant le the� ore� me 1.3 de [35] avec B=V4 et D=V �
4 on voit que

V�
4 est dense dans (V4)�. D'ou� (5.1.1).
Je remercie le referee de cette simplification de ma de� monstration

de (5.1.1).
D'apre� s [3], the� ore� me 1.5, toute se� rie discre� te de G�H (i.e. sous-repre� sen-

tation irre� ductible de L2(G�H)) est contenue dans une somme finie de V4

et (cf. l.c., the� ore� me 3.1):

Chaque V4 est la somme directe d'un nombre fini de
repre� sentations unitaires irre� ductibles de G. (5.1.2)

On notera '4 le vecteur distribution de V4 donne� par l'e� valuation en eH
des e� le� ments de V �

4 . On remarque que:

V4=V4$ de� s que 4 et 4$ sont conjugue� s sous W(gd, ad). (5.1.3)

5.2. Se� ries discre� tes pour G�H et foncteurs de translation, lorsque G est
semi-simple connexe de centre fini

On rappelle le choix de P (9 1.4) et celui de j, ad, 2+(md, j & h) (cf. fin
du paragraphe 2.1).
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On choisit pour la suite de l'article un ensemble de racines positives
2+(gd, ad) (resp. 2+(gC , j C )) de 2(gd, ad) (resp. 2(g C , jC )) de telle sorte
que:

: # 2+(gC , jC ) si et seulement si:

: | ad{0 et : | ad # 2+(gd, ad), ou bien (5.2.1)

: | ad=0 et : | j & h
# 2+(md, j & h).

On suppose en outre que si : # 2(gC , jC) et : |a # 2(n, a) on a
: # 2+(gC , jC).

On rappelle brie� vement la ``dualite� '' de Flensted-Jensen dans un cadre
le� ge� rement plus ge� ne� ral que celui de [20], 9 2. Cette extension est ne� ces-
saire a� notre propos.

On suppose dans ce nume� ro et jusqu'a� nouvel ordre que G est semi-
simple connexe de centre fini et H connexe. On note GC le groupe semi-
simple, connexe, simplement connexe d'alge� bre de Lie gC et Gd, H d, Kd, G

�
,

H
�

, K
�

les sous-groupes analytiques de GC d'alge� bres de Lie gd, hd, kd, g, h, k.
On note Md le centralisateur dans Kd de ad, Ad :=exp ad et Pd=

MdAdNd le sous-groupe parabolique minimal de Gd tel que
2(nd, ad)=2+(gd, ad).

On note G� le revêtement universel de G et ?1 : G� � G, ?2 : G� � G
�
, les pro-

jections canoniques. On note K� (resp. Ht) les sous-groupes analytiques de
G� d'alge� bre de Lie k (resp. h). D'apre� s [28], corollaire 1, page 161:

les applications de (s & h)_(s & q)_K (resp. K
�
, K� )

dans G (resp. G
�

resp. G� ) de même que l'application
de (i(k & q))_(s & q)_K d dans Gd, de� finies par:
(X, Y, k) [ (exp X)(exp Y) k, sont des diffe� omorphismes.

(5.2.2)

On en de� duit que H est home� omorphe a� (K & H)_exp s & h. Donc
K & H est connexe puisque H est connexe. De même, on voit que K

�
& H

�
,

K� & Ht et Kd & Gd sont connexes. Alors K
�

& H
�

et Kd & Gd sont des sous-
groupes ferme� s de GC (car Kd et K

�
sont ferme� s dans Gd et G

�
, et G

�
(resp.

Hd, H
�

) sont ferme� s dans GC (resp. Gd, H
�

) comme sous-groupes ouverts du
groupe des points fixes d'une involution. De plus, ils ont même alge� bre de
Lie. Donc: Kd & Hd=K

�
& H

�
. De même, K� & Ht est ferme� dans G� . On dis-

pose alors de morphismes canoniques surjectifs: ?� 1 : K� & Ht � K & H,
?� 2 : K� & Ht � K

�
& H

�
, induits par ?1 et ?2 . On sait que Ker ?1 et Ker ?2

sont contenus dans le centre de G� , Z(G� ).
Soit K� (H)=[+ # K� | + est triviale sur Z(G) & K & H]. Alors +~ =+ b ?� 1 est

une repre� sentation de K� & Ht, triviale sur Z(G� ) & K� & Ht qui contient
Ker ?� 2 . Alors +~ |K� & Ht=+

�
b ?� 2 ou� +

�
est une repre� sentation de K

�
& H

�(=Kd & Hd). Par prolongement C-line� aire a� kC de la diffe� retielle de + et
restriction a� hd on obtient une repre� sentation +d de hd qui co@� ncide sur
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kd & hd avec la diffe� rentielle de +
�
. Comme Hd=(K d & Hd) exp i(k & q), on

en de� duit qu'il existe une repre� sentation irre� ductible de dimension finie de
Hd de diffe� rentielle +d, qu'on notera encore +d. On notera: H� d (K)=
[+d | + # K� (H)]. Remarquez que H� d (K)/3 H� d.

On notera, pour 4 # (ad)*C , A(G�H, 4)(K) l'espace des e� le� ments K-finis de
A(G�H, 4) (cf. 9 2.3 pour la de� finition de A(G�H, 4)). De fac� on analogue,
on note A(Gd�Kd, 4) l'espace des fonctions C� sur Gd�Kd propres sous

D(Gd�Kd)rD(G�H) pour la valeur propre 4. Si + # Hd@(K) on notera
A(Gd�Kd, 4)+ l'espace des e� le� ments de A(Gd�K d, 4) qui se transforment
par un multiple de + sous Hd. On notera:

A(Gd�Kd, 4)(H d, K)= �
+ # Hd@(K )

A(Gd�Kd, 4)+. (5.2.3)

Alors la correspondance de Flensted Jensen de� finit un morphisme de gC -
modules bijectif f [ f d entre A(G�H, 4)(K) et A(Gd�K d, 4)(H d, K) .

Rappelons la de� finition de f d pour f # C�(G�H)(K) . On de� finit une appli-
cation Ff de G�H dans C�(K) par:

\x # G�H, \k # K, (Ff (x))(k)=f (k&1x). (5.2.4)

Si f est de type + # K� sous K, Ff est a� valeurs dans l'espace V1 engendre�
par les coefficients de la repre� sentation +. Il est clair que V1 est isomorphe
a� V+ �V*+ , ou� V+ est l'espace de +. Si f{0 on voit que + # K� (H).

Alors on a une bijection entre V1 et l'espace engendre� par les coefficients
de la repre� sentation +d de Hd, V2 , qui associe au coefficient de
+, g [ (+(g) v, v*) , pour (v, v*) # Vp_Vp*, le coefficient de +d, g [
(+d (g) v, v*). On la note . [ .d. Alors f d est caracte� rise� e par:

\a # exp a, , \h # H d, f d (haK d)=(Ff (a))d (h&1). (5.2.5)

On rappelle la de� finition de la transformation de Poisson P4 qui est un
morphisme de G-modules entre D$(Gd, Pd, 4) (cf. (3.1.18) pour la notation)
et A(Gd�K d, 4). On note 14 l'e� le� ment de I Pd

4 qui est identiquement e� gal a�
1 sur Kd et l'on a:

\g # Gd, \{ # D$(Gd�Pd, 4), (P4{)(g)=(?P d

4 (g) 14 , {).

Soit 4 # (ad)*C tel que V4 soit non nul. Alors:

4 # (ad )* (i.e. 4 est re� el sur ad ) et 4 est re� gulier par rapport a� 2(gd, ad)

(5.2.6)
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(c.f. [33], 9 1 the� ore� me (i), (iii) et note p. 388). De plus, (cf. l.c.) il existe
un sous-espace abe� lien maximal de q contenu dans k & q, t$. On notera
a$d :=it$. C'est un sous-espace abe� lien maximal de sd. On peut en outre
choisit x1 , ..., xp # Kd tels que Ad(xj ) ad=a$d et que [H dxjPd | j=1, ..., p]
soit l'ensemble des (Hd, Pd)-doubles classes ferme� es dans Gd. On de� finit:

D$ j (Gd, Pd, 4)(H d, K) = [{ # D$(Gd, Pd, 4) | Supp {/
HdxjPd et { se transforme sous Hd par une repre� sen-
tation de dimension finie de Hd qui est somme

directe d'e� le� ments de Hd@(K)].

(5.2.7)

Alors si V4 est non nul, on a un isomorphisme de g C-modules:

T : �
p

j=1

D$ j (Gd, Pd, 4)(H d, K) (/D$(Gd, Pd, 4)) � (V4)(K) (5.2.8)

donne� par:

{ [ (P4({))d (5.2.9)

qui est bien de� fini par P4({) # A(Hd, K)(Gd�Kd, 4).
Pour ce qui pre� ce� de cf. l.c. 9 1, the� ore� me, dans lequel on a remplace� les

hyperfonctions par des distributions, grâce aux re� sultats de E. van den Ban
et H. Schlichtkrull (cf. [6], the� ore� me 12.2 et the� ore� me 14.1). Notons en
abre� ge� D$ j pour D$ j (Gd, Pd, 4)(Hd, K) . Comme f d (e)=f (e) et P4({)(e)=
({, 14) , on a:

\{ # �
p

j=1

D$ j, '4(T({))=({, 14). (5.2.10)

La proposition suivante contient et pre� cise un re� sultat de D. Vogan
([40], p. 207, 208).

Proposition 7. On suppose toujours G semi-simple connexe de centre
fini mais H n'est plus suppose� connexe. Soit 4 # (ad)*C tel que V4 soit non
nul. Alors 4 est re� el sur ad et re� gulier par rapport a� 2(gd, ad) (cf. (5.2.6)).
On peut supposer 4 dominant par rapport a� 2+(gd, ad) (cf. (5.1.3)), ce que
l'on fera dans la suite.

(i) Soit (?, F ) une repre� sentation de dimension finie de G de plus haut
poids +( # j*C ) relativement a� 2+(gC , jC ) posse� dant une forme line� aire non
nulle invariante par H. On en choisit une que l 'on note e*H . On note
4� =4++ | ad et 4s=4+\ md .
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Soit t l 'application de (V �
4� �F ) dans C�(G�H) de� finie par:

\v # F, \. # V �
4� , t(.�v)=p&4 s(. } v~ ),

ou� v~ est la fonction sur G�H de� finie par: v~ (gH)=(?*(g) e*H , v) pour g
e� le� ment de G. Alors t est un morphisme continu de G-modules qui ve� rifie
t b p&4s=t.

(ii) Le morphisme de G-modules t induit un isomorphisme topologique
de G-modules entre p&4s(V �

4� �F ) et V �
4 .

(iii) De plus, le transpose� de cet isomorphisme transporte '4 sur
p4s('4� �e*H), soit encore: '4 b t=('4� �e*H) b p&4s , pour un bon choix de e*H .

(iv) Il existe p0 # N* tel que p0 4, regarde� comme e� le� ment de j*C , soit
un poids entier dominant relativement a� 2+(gC , jC ).

De� monstration. On va commencer par de� montrer la proposition lors-
que H est connexe et on utilise les notations qui pre� ce� dent l'e� nonce� de la
proposition.

(i) est imme� diat même si H est non connexe (utiliser le lemme 8 pour la
continuite� ).

Comme F* admet un vecteur H invariant non nul, on a d'apre� s, le the� o-
re� me de Cartan�Helgason: + | j C & h C

=0 i.e. + # (ad)*. D'autre part, F (resp.
F*) est muni d'une repre� sentation holomorphe de GC de diffe� rentielle e� gale
au prolongement C-line� aire de la diffe� rentielle de ? (resp. ?*) a� gC note� e
encore ? (resp. ?*). En particulier F et F* sont des Gd-modules. On note
e+ (resp. e*+) un e� le� ment non nul de F (resp. F*) de poids + (resp. &+) sous
jC . On suppose en outre (e*+ , e+) =1.

On note e*K d un e� le� ment non nul de F* invariant par H (donc par Kd).
D'apre� s [24], de� monstration du the� ore� me V.4.1, page 537, eq. (7), on peut
choisir e*K d tel que (e*Kd , e+)=1. On note C4 (resp. C4� ) le Pd-module de
dimension 1 sur lequel MdNd agit trivialement et Ad agit par le caracte� re
de diffe� rentielle 4 (resp. 4� ). On dipose d'un morphisme canonique de
Pd-modules, p : C4� �F* � C4 , donne� par:

\(*, v*) # C4� _F*, p(*�v*)=*(v*, e+).

En effet, comme + |( j & h )
C

est nul, e+ est invariant par md. De plus,
4� &+ | ad=4. D'autre part, on introduit, de fac� on similaire a� (4.3.1) un iso-
morphisme de G-modules:

8 : I Pd

4� �F* [ I Pd

C4� �F* (5.2.11)

par:

\g # Gd, \. # I Pd

4� , \v* # F*, (8(.�v*))(g)=.(g)� (?*(g&1) v*).

(5.2.12)
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On voit facilement que le transpose� 8$ de 8 est un isomorphisme de
Gd-modules entre D$(Gd, Pd, C4� �F*) et D$(Gd, Pd, 4� )�F donne� par la
formule image� e:

\{ # D$(Gd, Pd, C4� �F*), ``(8$({))(g)#(1�?(g))({(g))''. (5.2.13)

Alors en utilisant le lemme 4.8 de [40] au lieu de la ge� ne� ricite� de &, on
de� montre de fac� on similaire a� la proposition 4 (i) que le morphisme de
Gd-modules:

p~ :=Ind p b 8 : I Pd

4� �F* � I Pd

4 (5.2.14)

induit par restriction un ismorphisme de Gd-modules entre p4s(I
Pd

4� �F*) et
I Pd

4 . Par transposition, on voit que le morphisme de Gd-modules:

p~ $ :=8$ b (Ind p)$ : D$(Gd, Pd, 4) � D$(Gd, Pd, 4� )�F (5.2.15)

est un isomorphisme topologique entre D$(Gd, Pd, 4) et p&4s(D$(Gd,
Pd, 4� )�F ).

Il nous faut maintenant discuter d'une variante des vecteurs K-finis.
Si V est un gd-module, c'est aussi un g-module (utiliser U(g)=U(gd)) et

le (g, K�(Z(G) & H))-module des vecteurs (K�(Z(G) & H))-finis est bien
de� fini (cf. [39], de� finition 6.2.4). On le notera V(Hd, K) . C'est un gd-module.

Cette notation est cohe� rente avec les notations ante� rieures. Comme F*
a un e� le� ment non nul invariant par H, ? est triviale sur Z(G) & H. Alors
utilisant un raisonnement similaire a� celui conduisant a� (4.3.4), on voit que:

V(H d, K) �F=(V�F )(Hd, K) . (5.2.16)

Si en outre V est Z(g)-localement fini:

( p/(V))(H d, K)=p/(V(Hd, K)). (5.2.17)

E� tudions maintenant l'image par p~ $ de D$ j (Gd, Pd, 4)(Hd, K) . On remar-
que d'abord que (Ind p)$ pre� serve les supports d'apre� s (3.1.11). Il est imme� -
diat d'e� tablir la même proprie� te� pour 8$, qui est aussi vraie pour p~ $. Par
ailleurs,

p~ $ b p&4s=p&4s b p~ $=p~ $ (5.2.18)

puisque D$(Gd, Pd, 4) admet /&4s , comme caracte� re infinite� simal.
Notons D$ j (Gd, Pd, 4)=[{ # D$(Gd, Pd, 4) | Supp {/H dx jPd] et de

même pour 4� . Comme p~ $ pre� serve les supports, il re� sulte de (5.2.18) que:

p~ $(D$ j (Gd, Pd, 4))/p&4s(D$ j (Gd, Pd, 4� )�F ).
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Montrons qu'il y a e� galite� . Soit { # p&4s(D$ j (Gd, Pd, 4� )�F ). Alors Supp {
est inclus dans HdxjPd car p&4s est donne� par l'action d'un e� le� ment de
Z(g) (cf. lemme 8 et [27], the� ore� me 5.1). Par ailleurs, { est dans l'image
de p~ $ d'apre� s ce que l'on vient de voir. Donc {=p~ $({1) ou� {1 #
D$(Gd, Pd, 4). Mais p~ $ pre� serve les supports. Ceci montre l'e� galite� voulue et
que p~ $ re� alise un isomorphisme de Gd-modules:

p~ $ : D$ j (Gd, Pd, 4)[p&4s(D$ j (Gd, Pd, 4� )�F ).

Prenant les vecteurs (K�Z(G) & H))-finis et utilisant (5.2.16) et (5.2.17),
on voit que p~ $ re� alise un isomorphisme de gd-modules:

p~ $ : D$ j (Gd, Pd, 4)(Hd, K) � p&4s(D$(Gd, Pd, 4� )(Hd, K) �F ). (5.2.19)

Cet isomorphisme est celui de� crit par D. Vogan dans [40] p. 207�208 et
dont il m'a fourni une version de� taille� e. Ceci ache� ve de prouver (ii).

E� tudions p~ ( p4s(14� �e*K d)). C'est un e� le� ment de I Pd

4 invariant par K d donc
proportionnel a� 14 . Calculons la constante de proportionnalite� c. On a:
c=p~ ( p4s(14� �e*Kd))(e). Mais I Pd

4 a pour caracte� re infinite� simal /4s , donc
c=p~ (14� �e*Kd)(e). Maintenant en utilisant la de� finition de p~ =Ind p b 8,
celle de 8 ((5.2.12)) et de Ind p (9 3.1), on a: c=(e*K d , e+)=1. Donc, en
utilisant encore (5.2.18):

p~ (( p4s(14� �e*Kd))=p~ (14� �e*Kd)=14 . (5.2.20)

On remarque maintenant qu'il existe un isomorphisme T� pour (V4� )(K)

analogue a� T (cf. (5.2.8)). En effet, comme V4 {0 et 4 est 2+(gd, ad)
dominant, il est strictement dominant d'apre� s [33], 9 1, the� ore� me (i). Alors
il en va de même de 4� =4++ (car + est e� le� ment de (ad)* et de plus
2+(gC , jC )-dominant) et l'on peut appliquer le the� ore� me (ii) du para-
graphe 1 de [33].

En utilisant (5.2.19), (5.2.20), (5.2.10) et son analogue pour T� , on obtient
par transport de structure un isomorphisme de (g, K)-modules:

r : (V4)(K) � p&4s(V4� )(K) �F

tel que:

'4|(V4)(K)
=('4� �e*Kd) b r.

D'apre� s la proprie� te� de continuite� automatique r se prolonge en un mor-
phisme continu de G-modules, note� encore r, entre V �

4 et V �
4� �F qui re� alise

un isomorphisme topologique entre V �
4 et p&4s(V �

4� �F ). De plus, on a:

'4=('4� �e*K d) b r (5.2.21)
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et

p&4s b r=r b p&4s=r. (5.2.22)

On va voir que si on prend e*H :=e*K d alors t=r&1 b p&4s . Posons
t1=r&1 b p&4s . Clairement: t1 b p&4s=p&4s , et t1 induit par restriction un
isomorphisme topologique de G-modules entre p&4s(V �

4� �F ) et V �
4 .

Calculons maintenant pour . # V �
4� et v # F, .1 :=t1(.�v). Grâce a� la

de� finition de '4 , on a, pour g e� le� ment de G:

.1(gH)=(?$4(g) '4 , t1(.�v))

et d'apre� s (5.2.21):

.1(gH)=(?$4(g)(('4� �e*H) b r), t1(.�v)).

Alors, grâce a� la de� finition de t1 et le fait que r, t1 , p&4s sont des mor-
phismes de G-modules, on a:

.1(gH)=('4� �e*H , p&4s((?4� (g&1) .)�?(g&1) v).

Mais .(gH)=('4� , ?4� (g&1) .). Alors .1(gH)=( p&4s(. } v~ ))(gH).
D'ou� t1(.�v)=p&4s(. } v~ ) et t1=t. Alors (ii) re� sulte des proprie� te� s de

t1 et (iii) re� sulte de (5.2.21).
Prouvons (iv). On de� finit \d et \d

c # (ad)* par:

\X # ad, \d (X )=1�2 tr(ad X) | nd ,

\d
c(X )=1�2 tr(ad X) | nd & hd .

On de� finit \d
j , \d

j, c et 4j # (a$d)* par \d
j =\d b Ad x&1

j , etc... Alors d'apre� s
[33], 9 1 the� ore� me (iii), comme V �

4 {0, il existe j0 tel que
+ j0

4 :=4j0+\d
j0&2\d

j0, c soit un e� le� ment du re� seau engendre� par les plus
hauts poids des repre� sentations de K admettant un vecteur non nul inva-
riant par K & H.

On regarde (a$d)*C comme un sous-espace de (j$)*C (ou� j$ :=Ad xj0(j)) de
la manie� re habituelle. On va montrer qu'il existe n1 , n2 , n3 # N* tels que
n1 + j0

4 , n2\d
j0 et 2n3 \d

j0, c soient des poids du syste� me de racines 2(gC , j$C ).
Pour l'existence de n1 , on voit qu'il suffit de de� montrer que pour tout

+0 , plus haut poids d'une repre� sentation de K ayant un vecteur
K & H-invariant non nul, il existe n0 # N* tel que n0+0 soit un poids pour
2(gC , j$C ).

On note t : =[X # j$C | \: # 2(gC , j$C ), :(X) # iR] et T le sous-groupe
analytique de GC d'alge� bre de Lie t, qui est compact. Alors * # (j$)*C est un
poids si et seulement si * est la diffe� rentielle d'un caracte� re de T. On note
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que t1 : =ia$d/t. Le sous-groupe analytique de GC d'alge� bre de Lie t1 , T1

est un sous-groupe ouvert du sous-groupe de T forme� des e� le� ments anti-
invariants par _C . Ici _C est l'involution de GC dont la diffe� rentielle est le
prolongement C-line� aire a� gC de _. Soit t=

1 l'orthogonal de t1 dans t. Il est
contenu dans le centralisateur, m$d, de a$d dans kd et le sous-groupe analyti-
que de T d'alge� bre de Lie t=

1 , T=

1 est un tore maximal du centralisateur de
a$d dans Kd. Il est donc compact. L'intersection de T1 et T=

1 est donc finie.
Soit / un caracte� re de T1 . Soit n tel que /n soit trivial sur T1 & T=

1 . Alors
il existe un caracte� re /~ de T, trivial sur T=

1 et e� gal a� /n sur T1 . Si +0 # (a$d)*
est le plus haut poids d'une repre� sentation de K admettant un vecteur inva-
riant par K, +0 est la diffe� rentielle d'un caracte� re de T1 . L'existence de
n0 # N* tel que n0+0 soit un poids relativement a� 2+(gC , j$C ) re� sulte de ce
qui pre� ce� de. L'existence de n1 est alors imme� diate. Comme 2\d et 2\d

c sont
les diffe� rentielles de caracte� res de T1 , l'existence de n2 et n3 suit de même.
On de� duit alors (iv) des e� galite� s:

4j0
=+ j 0

4 +\d
j0

&2\d
j 0, c

4j0
=4 b Ad x&1

j0
.

Ceci ache� ve de prouver la proposition lorsque H est connexe.
Passons au cas ge� ne� ral. On note V 0

4 , V 0
4� les espaces correspondants a�

H0. Comme H�H0 est fini (cf. e.g. [2] proposition 1.1), on a: V�
4 /(V 0

4)�

et V �
4 =[. # (V 0

4)� | \h # H�H0, Rh.=.].
On note t0 le morphisme de (V 0

4� )
��F sur (V 0

4)� que l'on vient de
construire.

De� composant V 0
4 et V 0

4� sous l'action a� droite de H�H 0 on voit facile-
ment que t0 induit le morphisme voulu de V �

4� �F sur V �
4 . Alors (ii) et

(iii) en re� sultent. De même pour (iv) car si V�
4 {[0] on a

(V 0
4)�{[0]. K

5.3. Foncteurs de translation et se� ries discre� tes pour l 'espace syme� trique
associe� au sous-groupe de Le� vi d 'un sous-groupe parabolique _%-stable
d'un groupe semi-simple connexe

G est donc toujours suppose� connexe et semi-simple et P comme en 1.4.
On adopte les notations de 5.1 pour les se� ries discre� tes de M�M & H en
omettant l'indice M lorsqu'il n'y a pas d'ambiguite� .

Proposition 8. Soit 4 # (ad
M)*C tel que VM, 4 soit non nul. Alors:

(i) 4 est re� el sur ad
M et:

\: # 2(gd, ad), : | a
=0 O (4, :){0.
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(ii) On suppose en outre 4 dominant par rapport aux racines positives
de ad

M dans m C . Il existe &1 # a*, p1 # N* tels que, pour tout n # N*, +=
n( p14+&1)( # (ad)*/j*C ) soit le plus haut poids d'une repre� sentation de
dimension finie (?, F ) de G dont la contrage� diente posse� de un vecteur non nul
invariant par H, e*H .

(iii) Avec les notations de (ii), posons 4� =+ | ad
M

+4=(np1+1) 4,
F1=F N. Soit t l'application de V �

4� �F1 dans C�(M�M & H) de� finie par:

\. # V �
4� , \v # F1 , t(.�v)=p&4 s(. } v~ ),

ou� v~ est la fonction C� sur M�M & H de� finie par:

v~ (m(M & H))=(?*(m) e*H , v).

L'image de t est e� gale a� V �
4 et t induit par restriction un isomorphisme

topologique de M-modules, note� encore t, entre p&4s(V �
4� �F1) et V �

4 . De
plus, '4 b t=('4� �e*M, H) b p&4s ou� e*M, H est la restriction de e*H a� F1 .

Remarque 8. L'isomorphisme entre p&4s(V
�
4� �F1) et V �

4 est contenu
dans [40] pages 207�208. Les de� tails donne� s ici reposent sur l.c. et une
lettre de D. Vogan mentionne� e dans l'introduction. On pre� cise ici l'isomor-
phisme.

Pour la de� monstration de la proposition nous commencerons par e� tablir
deux lemmes. On regarde M 0�(M0 & H) comme un sous-ensemble de
M�(M & H). Comme M n'a qu'un nombre fini de composantes connexes,
puisqu'il est dans la classe d'Harish-Chandra, on a M=�x # 0 M 0x(M &

H) (re� union disjointe) pour un sous-ensemble fini de M bien choisi 0
contenant e. Comme M0 est ouvert dans M, chacun des sous-ensembles de
la partition de M est ouvert et ferme� . Donc M0�(M 0 & H) est ouvert et
ferme� dans M�(M & H). On note iM0 le morphisme de M0-modules de
C�(M0�(M0 & H)) dans C�(M�(M & H)) donne� par l'extension des fonc-
tions par 0 en dehors de M0�(M 0 & H). On note rM0 le morphisme de
M0

-modules de C�(M�(M & H)) dans C �(M0�(M0 & H)) donne� par la
restriction des fonctions.

Lemme 9. (i) \. # C�(M�(M & H)), .=�x # 0 Lx b iM0 b rM0(Lx&1 .)

(ii) Si V est un sous M-module ( pas ne� cessairement ferme� ) de
C�(M�(M & H)), V est contenu dans le sous M-module de
C�(M�(M & H)), engendre� par iM0 b rM0(V).

De� monstration. (i) re� sulte d'un calcul imme� diat et (ii) est une conse� -
quence facile de (i). K
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On note rM1
le morphisme de restriction des fonctions C� sur M ou M0

au sous-groupe analytique de M d'alge� bre de Lie m1=[m, m], M1 . On
notera ad

M1
=ad

M & (m1) C . Par de� finition de m le centre z(m) de m ve� rifie:

z(m) & s & q=[0], z(m)=(z(m) & h)� (z(m) & k & q).

On note Zm , k , q le sous-groupe analytique de M d'alge� bre de Lie
zm , k , q :=z(m) & k & q. Alors:

M0�(M 0 & H)=Zm , k , q(M1 �(M1 & H)) (5.3.1)

ou� l'on regarde M1 �(M1 & H) comme un sous-ensemble de M0�(M 0 & H).
Notons Z1=Zm , k , q & (M1(M0 & H)). On remarque que M est ferme�

dans G et dans la classe d'Harish-Chandra. Il en est donc de même de M1

(cf. 9 1.2). De même Zm , k , q est ferme� dans G car c'est un sous-groupe
ouvert du sous-groupe ferme� de G : [g # Z(M) | _(g)=g&1, %(g)=g].
E� tant contenu dans K, il est compact. D'autre part, M1(M0 & H) est ferme�
dans G. En effet, si (mn) (resp. (m$n)) est une suite dans M1 (resp. M0 & H)
telle que (mn m$n) converge vers m # G, (mn_(m&1

n )) converge vers m_(m&1).
Mais d'apre� s [32], cela implique que mn M _

1 converge dans M1 �M _
1 , ou�

M_
1=[m # M1 | _(m)=m]. Mais M _

1 �(M1 & H) est fini. Quitte a� extraire
une sous-suite on peut supposer que (mn(M1 & H)) converge dans
M1 �(M1 & H). Ceci e� quivaut a� l'existence d'une suite (m"n) dans M1 & H
telle que (mnm"n) converge dans M1 . Ecrivons mn m$n=(mn m"n)(m"n

&1m$n).
Alors (mnm"n) converge dans M1 et (m"n

&1m$n) est une suite dans M0 & H
qui converge. Mais M0 & H est ferme� dans G car M0 et H le sont. D'ou�
m # M1(M 0 & H) comme de� sire� . Alors Z1 est ferme� et contenu dans K,
donc compact.

On montre de même que si (mn) est une suite dans M1 et m # M1 tels que
mn(M0 & H) converge vers m(M 0 & H) dans M0�M0 & H, il existe une sous
suite de (mn(M1 & H)) qui converge vers m(M1 & H) dans M1 �M1 & H. Il
en re� sulte que l'image, par l'injection naturelle de M1 �M1 & H dans
M0�M0 & H, d'un ferme� de M1 �M1 & H est ferme� dans l'image de cette
injection naturelle. Celle-ci est donc un plongement.

Comme Z1 est un sous-ensemble du centre de M0 on voit facilement que
Z1 est un sous-groupe central de M0. En effet, si z, z$ # Z1 , on a z=m1 m0 ,
z$=m$1m$0 avec: z, z$ # Zm , k , q , m1 , m$1 # M1 , m0 , m$0 # M 0 & H. Alors,
comme z est dans le centre de M0, m0 z&1=z&1m0 et z&1=m&1

1 m&1
0 # Z1 .

De même: zz$=m$1zm$0=m$1m1 m0 m$0 # Z1 .
Il est clair que Z1 laisse invariant le sous-ensemble M1 �M1 & H de

M0�M0 & H. En effet, soient z=m1m0 avec z # Z1 , m1 # M1 , m0 # M0 & H
et m$1 # M1 . Comme z est dans le centre de M0 on a:

zm$1(M0 & H)=m$1m1 m0(M0 & H)=m$1m1(M0 & H).
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Comme l'injection naturelle de M1 �M1 & H dans M0�M0 & H est un
prolongement, on en de� duit une action de Z1 sur C�(M1 �(M1 & H)) qui
commute a� l'action de M1 et tel que le morphisme de restriction des fonc-
tions de M0�(M0 & H) a� M1 �(M1 & H), rM1

, soit a� la fois un morphisme de
M1 et Z1 -modules.

Lemme 10. Soit 4 # (ad
M)*C et 41 sa restriction a� (ad

M1
)*C .

(i) Soit . # C�(M0�M0 & H). Les conditions suivantes sont e� quiva-
lentes:

(a) . # VM0, 4

(b) \z # Zm , k , q , rM1
(Lz(.)) # VM1, 41

et \X # z m , k , q (/(ad
M) C ),

LX .=&4(X ) ..

(ii) Supposons VM0, 4 {0. Il existe un caracte� re unitaire, /, de Zm , k , q

de diffe� rentielle &4 | z m , k , q
par lequel agit Z m , k , q sur V �

M0, 4 .

On note VM1, 41, /=[. # V �
M1, 41

| . se transforme sous Z1 par / |Z1
]. Alors

rM1
induit une bijection de V �

M., 4 sur V �
M1, 41, / .

De� monstration. Comme D(M 0�(M0 & H)) est isomorphe a�
D(M1�M1 & H)�S(z m , k , q ) on voit, grâce a� (5.3.1), que pour . #
C�(M0�(M0 & H)) les conditions suivantes sont e� quivalentes:

(a$) . est propre sous D(M 0�(M 0 & H)) pour la valeur propre 4.

(b$) Pour tout z # Zm , k , q , rM1
(Lz.) est propre sous

D(M1�(M1 & H)) pour la valeur propre 41 et pour tout X e� le� ment de
zm , k , q , . est propre sous LX pour la valeur propre &4(X).

Pour prouver l'e� quivalence de (a) et (b) il suffit donc de voir que si .
ve� rifie les conditions e� quivalentes (a$) et (b$), . est de carre� inte� grable si et
seulement si rM1

(Lz.) l'est pour tout z # Z m , k , q . Mais d'apre� s (b$), . se
transforme par un caracte� re du groupe compact Zm , k , q , /. Celui-ci est uni-
taire. Alors l'e� quivalence voulue re� sulte de (5.3.1) et de la compacite� de
Zm , k , q , ce qui ache� ve de prouver (i).

Prouvons (ii). L'existence de / re� sulte de la de� monstration de (i). De
cette existence et de (i) on de� duit imme� diatement: rM1

V �
M0, 4 /V �

M1, 41, / .
L'injectivite� de rM1

re� sulte de (5.3.1) et du fait que les e� le� ments de V �
M0, 4

se transforment par / sous Zm , k , q .
Montrons la surjectivite� de rM1

. Soit � # VM1, 41, / . On de� finit une fonc-
tion . sur M0�(M 0 & H) par:

\z # Zm , k , q , \m1 # M1 , .(z } m1(M0 & H))=/(z&1) �(m1(M1 & H))

(5.3.2)
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On ve� rifie aise� ment que . est bien de� finie et C�, que rM1
.=�. Utilisant

(i) on voit qu'en outre . # V�
M0, 4 . D'ou� la surjectivite� de rM1

. K

De� monstration de la proposition 8. On remarque que rM0(V �
M, 4) est

inclus dans V �
M0, 4 et que iM0(V �

M0, 4)/V �
M, 4 . Donc rM0(V �

M, 4)=V �
M0, 4 .

Alors, d'apre� s le lemme 9 (ii), VM, 4 est e� gal au sous-M-module de
C�(M�M & H) engendre� (alge� briquement) par iM0(V �

M0, 4). En particulier,
comme V �

M, 4 est non nul, V �
M0, 4 est non nul et, d'apre� s le lemme pre� ce� -

dent, V �
M1, 41

est e� galement non nul.
Alors, d'apre� s la proposition 7, 41 est re� el sur ad

M1
. Par ailleurs, 4 | zm , k , q

est imaginaire pur puisque c'est la diffe� rentielle de /. Comme ad
M=

ad
M1

� i(z m , k , q), ceci prouve (i).
Prouvons (ii). On suppose 4 dominant par rapport aux racines positives

de ad
M dans mC . Soit T1 le sous-groupe analytique de GC d'alge� bre de Lie

t1 : =(j & m1)C & (k� is). Montrons que T1 est compact. Notons MC

(resp. M1C) le sous-groupe analytique de GC d'alge� bre de Lie mC (resp.
m1C). Comme GC est semi-simple connexe, il est de centre fini donc dans
la classe d'Harish-Chandra. Alors, d'apre� s les proprie� te� s des sous-groupes
de Levi des sous-groupes paraboliques, MC est ferme� dans GC et dans la
classe d'Harish-Chandra. Alors M1C est ferme� dans MC (cf. [38], part II,
9 1.2 proposition 8) donc aussi dans GC . Alors T1 apparaît comme un tore
maximal d'un sous-groupe compact maximal de M1C .

De même le sous-groupe analytique, T, de GC d'alge� bre de Lie
t :=jC & (k� is) est compact ainsi que TM :=exp tM (resp. TZ, k, q :=
exp tZ, k , q , TZ, h :=exp tZ, h) ou� tM :=t & mC (resp. tZ, k , q :=t &

(z(m)C & k & q, tZ, h :=t & (z(m)) & h)C), car c'est un sous-groupe ouvert du
sous-groupe ferme� de T, T & MC , (resp. [t # T & Z(MC ) | _C (t)=t&1,
%C (t)=t] resp. [t # T & Z(MC ) | _C (t)=t]). Ici %C (resp. _C ) est l'involu-
tion holomorphe de GC dont la diffe� rentielle est le prolongement C-line� aire
de % (resp. _) a� gC .

Enfin soit Ta :=exp ia qui est compact comme sous-groupe ouvert du
sous-groupe ferme� de T:

[t # T | _C (t)=t&1, %C (t)=t&1, \: # 2(gC , jC ), : | a=0 O t:=1]. (5.3.3)

On a alors:

t=t1 � tZ, k , q �tZ, h � ia et T=T1TZ, k , qTZ, h Ta (5.3.4)

ou� les intersections deux a� deux des groupes du membre de droite sont
finies.

Si *0
1 # (t*1)C (resp. *0

2 # (tZ, k , q)*C , *0
3 # (tZ, h)*C , *0

4 # (ia)*C ) est tel que
l'un de ses multiples entiers non nul soit la diffe� rentielle d'un caracte� re de T1

(resp. TZ, k , q , TZ, h , Ta ), il existe un entier p tel que p(*0
1+*0

2+*0
3+*0

4)
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soit la diffe� rentielle d'un caracte� re de T, c'est-a� -dire un poids relativement
a� 2(gC , jC ) (en identifiant tC a� jC ). Dans la suite on identifiera (t1)*C
(etc...) a� un sous-espace de j*C (=t*C ) grâce a� la de� composition de t de
(5.3.4).

On regarde 41=4 | ad
M 1

comme un e� le� ment de (j & m1)*C nul sur l'ortho-

gonal de (ad
M1

) C dans (j & m1) C pour la forme de Killing. Alors, d'apre� s
le lemme 10, on a V �

M1, 41
{[0] et, grâce a� la proposition 7 (iv), *1 :=41

satisfait les proprie� te� s voulues.
Pour *3 on prendra 0. On note \ n = 1

2 �: # 2(n C , j C ) : # (j)*C . On va voir
que \n =\P (ou� \P # a* est regarde� comme un e� le� ment de (j C )*).

D'apre� s les proprie� te� s de n on a facilement que _(\n )=%(\n )=\n . Il
suffit alors de voir que \n | a,

=\P . Cela se re� duit a� montrer que \n | m & a,
=0.

Mais j=(j & m)�a car a/j. De plus, comme z(m)/m & j on a
j & m=(j & [m, m])�z(m). Mais a, & m=m & j & s & q. Alors comme
z(m) et [m, m] sont _ et %-stables on voit que: a, & m=
(a, & [m, m])� (z(m) & a,). En faisant agir m sur 4dim n C(n C ), qui est de
dimension 1, on voit que [m, m] agit trivialement et que \n est nul sur
j & [m, m]. Par ailleurs, z(m) & a,=0. En effet, si X # a, et X � a, il existe
: # 3, tel que :(X){0. Mais alors g: qui est inclus dans m ne commute pas
a� X. Donc X � m. Donc z(m) & a, /a et, comme m & a=[0],
z(m) & a=[0]. Finalement on a bien montre� \P=\n . Il en re� sulte que m C

agit trivialement sur 4dim n CnC . Il en est de même de l'action de nC . Alors
2\n est le plus haut poids d'une repre� sentation de dimension finie de g.
Montrons (\n , :) >0 si : # 2(n C , jC ). D'apre� s la de� finition de
2+(gC , jC ), on a 70=7n _ 7m ou� 70 (resp. 7n ) est l'ensemble des racines
simples de 2+(gC , jC ) (resp. des racines simples de 2+(gC , jC ) contenues
dans 2(n C , j C )) et 7m est l'ensemble des racines simples de 2+(mC , jC ).
On note \0=1�2 �: # 2+(g C , j C ) :, \m =1�2 �: # 2+(mC, jC) :. Comme deux e� le� -
ments distincts de 70 ont un produit scalaire ne� gatif ou nul, on voit que
si : # 7n , (\ m , :)�0. Alors, comme (\n , :)=(\0 , :)&(\ m , :) , on a
(\n , :) �(\0 , :)>0. Traitons maintenant le cas ou� : # 7m . Dans ce cas,
(\n , :) =0. Par addition on voit que, si : # 2(n C , jC ), on a: (\ n , :)>0,
comme de� sire� .

Pour *4 on choisira 2k0 \P avec k0 # N* tel que:

\: # 2+(gC , j C ), 2k0 (\P , :) � &(4, :) (5.3.5)

qui ve� rifie e� galement les conditions voulues.
On remarque maintenant que (tZ, k , q )C =(ad

M & z(mC)) C ce qui permet
d'identifier (tZ, k , q)*C a� (ad

M & z(mC))*C . On va voir que *2 :=4 | a
d
M & z(mC )

satisfait les hypothe� ses voulues. On remarque que tZ, k , q =zm , k , q et *2 est
la diffe� rentielle d'un caracte� re / de Zm , k , q (cf. lemme 10 (ii)). Le centre
de G e� tant fini, une puissance de /, /n(n # N*), est un caracte� re de
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Zm , k , q �(Zm , k , q & Z(G)) qui est un sous-groupe de Ad G. Mais le sous-
groupe analytique G

�
de GC , d'alge� bre de Lie g, est un revêtement de Ad G.

Alors TZ, k , q est un revêtement de Zm , k , q �(Zm , k , q & Z(G)) et *2 ve� rifie la
proprie� te� voulue.

Alors un multiple entier non nul de *1+*2+*3+*4 est un poids
entier relativement a� 2(gC , j C ). Celui-ci est de plus dominant grâce a�
l'hypothe� se sur 4 et a� (5.3.5). Quitte a� multiplier encore par 2, on voit que
c'est le plus haut poids d'une repre� sentation de GC dont la contrage� diente
posse� de un vecteur non nul invariant par le sous-groupe analytique de GC

d'alge� bre de Lie h, H
�

, d'apre� s le the� ore� me de Cartan Helgason ([24],
the� ore� me V.4.1). On la note (?1 , F1) et on note son plus haut poids +1 .
Re� alisant la repre� sentation de plus haut poids p+1 , (?p , Fp) comme sous-
repre� sentation de (? �p

1 , F �p
1 ) on voit que, pour p # N*, ?*p admet un vec-

teur non nul H
�

invariant. De plus, pour p bien choisi, sa restriction a� G
�provient d'une repre� sentation de Ad G

�
=Ad G. Alors (?p , Fp) est aussi une

repre� sentation de G dont la contragre� diente admet un vecteur Ho-invariant.
Comme H�H o est fini et que (F*p)Ho

est de dimension un, un nouvel argu-
ment de tensorisation montre que pour p$ # N* bien choisi (?*pp$ , F*pp$)
admet un vecteur invariant H-invariant de même que ?*kpp$ pour tout
k # N*.

Si +1=p"(*1+*2+*3+*4) avec p" # N*, ce qui pre� ce� de montre que
p1=pp$p" et &1=2p1k0\P satisfont (ii), car *1+*2=4 et *4=2k0\P .

Passons a� (iii) dont on adopte les hypothe� ses et notations. Montrons que
l'image de t est contenue dans V �

4 . Soit . # V �
4� et v # F1 . Il est clair que:

� :=t(.�v) # C�(M�M & H). (5.3.6)

Soit X # z(m) & k & q. Alors X agit sur v par +(X) et sur . par &4� (X).
Or +(X)&4� (X)=&4(X) d'apre� s la de� finition de 4� . Donc:

\X # z(m) & k & q, ((L�?)(X))(.�v)=&4(X)(.�v)

et LX �=&4(X) �. (5.3.7)

De même, on voit que:

\X # z(m) & h, (L�?)(X)(.�v)=0 et LX �=0. (5.3.8)

Grâce a� (5.3.7) et (5.3.8), on voit que:

pm
&4s

(. } v~ )=pm1
&41s

(. } v~ ) ou� 41s=4s| ad
C

& (m1)C
.
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Appliquant aux deux membres l'ope� rateur de restriction des fonctions de
M�(M & H) a� M1�(M1 & H) et utilisant que cet ope� rateur commute a� p&41s

on a:

rM1
(�)=pm1

&41s
(rM1

(.) } rM1
(v~ )). (5.3.9)

Donc: rM1
(�) # V �

M1, 41
, d'apre� s la proposition 7(ii).

On applique ce re� sultat en partant de .$=Lz� et v$=?(z) v, pour
z # Zm , k , q et l'on voit que:

\z # Zm , k , q , rM1
(Lz�) # V �

M1, 41
. (5.3.10)

D'apre� s le lemme 10 (i) et grâce a� (5.3.6), (5.3.7), (5.3.10), on en de� duit
que rM0(�) # V �

M0, 4 . Alors utilisant le lemme 9 (ii) et le fait que V �
M, 4 est

un sous-espace du M-module V �
M, 4 , on conclut que:

l'image de t est contenue dans V �
M, 4 . (5.3.11)

Notons t1 l'application de V �
M1, 4� 1

�F1 dans V �
M1, 41

de� finie (cf. proposi-
tion 7) par .�v [ pm1

&41s
(. } rM1

v~ ). Ce qui pre� ce� de montre que:

\. # V �
4� , \v # F1 , (rM1

t)(.�v)=t1((rM1
.)�v). (5.3.12)

Soit / (resp. /~ ) le caracte� re de Zm , k , q par lequel celui-ci agit sur V �
4

(resp. V �
4� ). Alors on sait (cf. de� but de la de� monstration) que

rM
0(V �

4� =V �
M0, 4� , et d'apre� s le lemme 10 (ii):

rM1
V �

4� =V �
M1, 4� 1, /~ . (5.3.13)

On a une e� galite� analogue pour 4 et /.
Montrons que t1(V �

M1, 4� 1, /~ �F1)=V �
M1, 41, / . Il est clair que Z1 agit par

un caracte� re /1 sur F1 puisque Z1 est central dans M. D'autre part, l'action
de Z1 sur C�(M1�M1 & H) laisse invariante V �

M1, 41
et V �

M1, 4� 1
. En effet, la

mesure M1-invariante a� gauche sur M1 �(M1 & H) se transforme sous
l'action de Z1 , par un caracte� re re� el de Z1 . Mais Z1 e� tant compact la
mesure est invariante par Z1 . Montrons que l'action de Z1 commute a�
l'action de D(M1 �M1 & H)) sur C�(M1 �M1 & H). L'action de Z1

commute a� l'action de D(M 0�(M 0 & H)) sur C�(M 0�(M 0 & H)) car Z1 est
central dans M 0. Par ailleurs, tout e� le� ment de C�(M1 �M1 & H)) est la
restriction d'un e� le� ment de C�(M 0�M 0 & H). En effet, M1 �(M1 & H))
ferme� dans M 0�(M 0 & H), puisque M1(M 0 & H) est ferme� dans G (cf.
les pre� liminaires du lemme 9), et l'injection canonique de M1 �M1 & H
dans M 0�M 0 & H est un prolongement (cf. de� monstration du lemme 9).
On peut donc utiliser [42] proposition 1.36. Comme D(M1�M1 & H) est
naturellement inclus dans D(M 0�M 0 & H) on obtient le re� sultat voulu par
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restriction. L'invariance de V �
M1, 41

et V �
M1, 4� 1

par Z1 re� sulte alors de ce qui
pre� ce� de.

D'autre part, Z1 e� tant central dans M, l'action de Z1 sur V �
M1, 41

et
V�

M1, 4� 1
commute a� celle de M1 . Alors, avec des notations e� videntes:

V �
M1, 4� 1

= �
} # Z1@

V �
M1, 4� 1, } (5.3.14)

(et de même pour 41), la somme ne comportant qu'un nombre fini de ter-
mes non nuls, car VM1, 4� 1

est somme finie de repre� sentations unitaires
irre� ductibles (cf. 5.1.2) de M1 .

Enfin, l'action de Z1 commute a� l'action de Z(m1) sur C�(M1 �M1 & H)
car l'action de Z1 commute a� celle de D(M1 �M1 & H). Mais dans la de� fini-
tion de t1 , p&41s est donne� par l'action d'un e� le� ment de Z(m1) (cf. lemme
8 et [27], the� ore� me 5.1). Il re� sulte de ce qui pre� ce� de:

t1((V �
M1, 4� 1, })�F1)/V �

M1, 41, }/1
.

Comme l'image de t1 est e� gale a� V �
M1, 41

d'apre� s la proposition 7 (ii), on
de� duit de (5.3.14) et son analogue pour 41

t1(V �
M1, 4� 1, } �F1)=V �

M1, 41, }/1
(5.3.15)

ou� /1 est la restriction a� Z1 du caracte� re de Zm , k , q , /$1 , par lequel celui-ci
agit sur F1 . L'inspection des diffe� rentielles et la connexite� de Zm , k , q mon-
trent que /~ /$1=/. Alors (5.3.14) et (5.3.15) applique� s a� }=/~ |Z1

impliquent
l'e� galite� cherche� e:

t1(V �
M1, 4� 1 , /~ �F1)=V �

M1 , 41, / .

Tenant compte de (5.3.12) et (5.3.13) on voit que: rM1
(Im t)=V �

M1, 41, /$ .
Alors (5.3.6), (5.3.7) et (5.3.10) et le lemme 10 impliquent:

rM0(Im t)=V �
M0, 4 . (5.3.16)

Mais rM0(Im t)=t(rM0(V �
M, 4� )�F ) puisque pm

&4s
est donne� par l'action

d'un e� le� ment de Z(m) (lemme 8 et [27], the� ore� me 5.1). Donc Im t contient
V�

M0, 4 . Joint a� (5.3.16) et au lemme 9, cela prouve que le sous-M-module
de C�(M�M & H), Im t, est e� gal a� V �

M, 4 .
Soit �=� p

i=1 .i �vi # V �
4� �F1 tel que pm

&4 s
(�)=� et t(�)=0. On

suppose que (vi) est une base de F. On a facilement:

pm1
&41s

(rM1
(.) rM1

(v~ ))=rM1
( pm

&4s
(.v~ )),

pour . # V �
4� , v # F1 . Alors pm1

&41s
(�1), ou� �1=� p

i=1 rM1
(.i)�vi , est

dans le noyau de l'application t1 , d'apre� s (5.3.12), donc nul d'apre� s la
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proposition 7 (ii). D'autre part, on voit facilement que pm1
&41s

(�1)=�1 car
pm

&4s
(�)=�. D'ou� �1=0 et rM1

(.i)=0 pour tout i. Donc rM0 .i=0 d'apre� s
le lemme 10 (ii).

Appliquant ce re� sultat aux (Lx �?(x)) �, x # 0, qui ve� rifient les mêmes
conditions que �, on voit, grâce au lemme 9 (i), que les .i sont nulles,
donc que � est nulle. Donc t est un isomorphisme de G-modules entre
pm

&4s
(V �

4� �F1) et V �
4 . D'autre part, t est clairement continu de V �

4� �F1

dans C�(M�M & H). La proposition 1 permet de conclure que t est con-
tinu de V �

4� �F1 dans V �
4 , induisant un isomorphisme topologique entre

pm
&4s

(V �
4� �F1) et V �

4 .
E� tudions '4 b t. Soit '41

(resp. '4� 1
) l'e� le� ment de V &�

M1, 41
(resp. V &�

M1, 4� 1
)

de� fini par l'e� valuation en l'e� le� ment neutre. Alors:

'4='41
b rM1

, '4� ='4� 1
b rM1

. (5.3.17)

Donc: '4 b t = '41
b rM1

b t. Mais, d'apre� s (5.3.12), on a rM1
b t =

t1 b (rM1
�Id). Alors:

'4 b t='41
b t1 b (rM1

�Id). (5.3.18)

D'apre� s la proposition 7 (iii), on a:

'41
b t1=('4� 1

�e*M, H) b pm1
&41s

. (5.3.19)

De plus:

pm1
&41s

b (rM1
�Id)=(rM1

�Id) b pm1
&41s

. (5.3.20)

Mais le centre de m, z(m), agissant sur V �
4� �F1 par une forme line� aire

nulle sur z(m) & h et e� gale a� 41 sur z(m) & k & q on a:

pm1
&41s

b (rM1
�Id)=(rM1

�Id) b pm
&4s

.

Ceci joint a� (5.3.18), (5.3.19) et (5.3.20) donne:

'4 b t=('4� 1
�e*M, H) b (rM1

�Id) b pm
&4s

.

Et grâce a� (5.3.17): '4 b t=('4� �e*M, H) b pm
&4s

. K

6. Transformation de Poisson, valeur au bord et

foncteurs de translation

6.1.

On supposera dans tout le paragraphe 6 que g est semi-simple et on
adopte les notations du paragraphe 5.2.
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On suppose donne� s 4, 4� # (ad
M)* et ! # (ad)* (ce sont des formes

line� aires re� elles) telles que:

(a) il existe une repre� sentation irre� ductible de dimen-
sion finie, (?, F), de Gd posse� dant un vecteur non
nul, v! , invariant par MdN d, se transformant par
! sous ad et dont un e� le� ment non nul du dual, e*Kd ,
est invariant par Kd (noter que d'apre� s [24],
de� monstration du the� ore� me V.4.1, (v! , e*Kd) est
non nul; on supposera (v! , e*K d) =1 dans la
suite). (6.1.1)

(b) 4� =4+! | a
d
M

(6.1.2)

(c) \: # 2+(gd,ad), : | a
=0 O ((4, :)>0

et (4� ,:) >0) (6.1.3)
On notera &1=! | a

de sorte que l'on a:

4� +&1=4+! (6.1.4)

On note e� galement 4s=4+\ md .
La proposition suivante ge� ne� ralise certains re� sultats e� tablis au cours de

la de� monstration de la proposition 7 pour le cas ou� dim a=0 et x=e. On
proce� de ici d'une fac� on le� ge� rement diffe� rente avec un moindre controle des
supports dans (iii), mais ceci suffit pour la suite.

Proposition 9. Soit & # a*C tel que Im & soit re� gulier par rapport aux
racines de a dans gd. Alors, pour tout x # W(gd, ad), il existe un morphisme
surjectif de Gd-modules, px, & (note� px en abre� ge� ):

px : D$(Gd, Pd, x(4� &&))�F � D$(Gd, Pd, x(4&&&&1))

tel que:

(i) px=px b p&4s+&+&1

(ii) px induit un isomorphisme topologique de Gd-modules:

ix : p&4s+&+&1
(D$(Gd, Pd, x(4� &&))�F ) � D$(Gd, Pd, x(4&&&&1))

(iii) L'application px restreint les supports.

(iv) Pour * # (ad)*C on regarde 1*( # I P d

* ) comme un e� le� ment du dual
topologique de D$(Gd, Pd, *). Alors si x=e ou si x4� est dominant par rap-
port a� 2+(gd, ad), il existe cx {0 tel que:

cx1x(4&&&&1) b px=(1x(4� &&) �e*Kd) b p&4s+&+&1
.
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De� monstration. On identifie D$(Gd, Pd, x(4� &&))�F a� D$(Gd, Pd,
Cx(4� &&) �F*) grâce a� l'application habituelle (cf. (4.3.2)), 9, de� finie de
manie� re image� e par:

\{ # D$(Gd, Pd, x(4� &&)), \v # F, ``9({�v)(g)#{(g)�?(g&1) v''.

On conside� re une suite de Jordan Ho� lder du Pd-module F

0�3 F1=Cv!�3 F2 } } } �3 Fn=F.

On en de� duit une suite de Jordan Ho� lder du Pd-module F* en prenant
les orthogonaux des Fi , puis, par induction, une suite de composition du
Gd-module I Pd

Cx(4� &&) �F* . Enfin en prenant les orthogonaux des e� le� ments de
celle-ci, on obtient une suite de composition de D$(Gd, Pd, (Cx(4� &&) �F*)):

0�3 U1�3 U2 } } } �3 Un=D$(Gd, Pd, (Cx(4� &&) �F*)),

ou� Ui=D$(Gd, Pd, Cx(4� &&) �Fi*). De plus l'inclusion Ui � Ui+1 est e� gale
a� (Ind ri)$ ou� ri est la projection naturelle de F*i+1 dans F*i , ou plus exacte-
ment de Cx(4� &&) �F*i+1 dans Cx(4� &&) �F*i . Enfin les sous-quotients de
cette suite de composition sont isomorphes a� Vi :=D$(Gd, Pd, Cx(4� &&) �

(Fi �Fi&1)*) (cf. (3.1.13) et (3.1.14)).
On note +i # (j)*C le plus haut poids du MdAd-module irre� ductible

Fi �Fi&1 relativement a� l'ensemble de racines positives de j C dans
(md�ad) C , [: # x~ (2+(gC , jC )) | : | a

d=0], ou� x~ est un e� le� ment de
W(gC , jC ) tel que x~ | ad=x. Alors le caracte� re infinite� simal /i de Vi admet
&x(4� &&)++i+x~ \ md comme parame� tre de Harish-Chandra.

Ce caracte� re /i de Z(g) n'est e� gal au caracte� re infinite� simal de
D$(Gd, Pd, x(4&&&&1)), qu'on notera /, que si (et seulement si) il existe
w # W(gC , jC ) tel que:

&x~ (4� &&)++i+x~ \ md=w(&x~ (4&&&&1)+x~ \ md)

soit encore, en posant w$=x~ &1wx~ et +$i=x~ &1+i :

(4� &&)&+$i&\md=w$(4&&&&1&\ md . (6.1.5)

On regarde les deux membres de l'e� galite� ci-dessus comme des formes
C-line� aires sur jR =(itd)�ad, ou� td :=jC & md est une sous-alge� bre de
Cartan de md.

Alors en prenant la partie imaginaire des deux membres de (6.1.5) et en
tenant compte du fait que w$jR =jR on voit d'abord que w$Im &=Im &.
Mais le stabilisateur de Im & dans W(gC , jC ) est engendre� par les re� flexions
par rapport aux racines orthogonales a� Im &. La re� gularite� de Im & montre
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que w$ laisse invariant a point par point. Alors en restreignant a� a la partie
re� elle de (6.1.5) on obtient:

+$i | a
=&1 . (6.1.6)

Donc +$i est le plus haut poids relativement a� 2+((md�ad) C , jC )=
[: # 2+(gC , jC ) | : | ad=0], d'une sous-repre� sentation irre� ductible de MdAd

dans le sous-espace F1 de F forme� des vecteurs de poids &1 sous a. Mais F1

est une repre� sentation irre� ductible de lC (ou� l=m�a) de plus haut poids
! par rapport a� 2+(lC , j C )=[: # 2+(gC , jC ) | : | a

=0] e� gale a� U(m) v!

(utiliser le the� ore� me Poincare� -Birkhoff-Witt et la de� composition
g=%(n)� l�n). Par ailleurs, prenant la partie re� elle de (6.1.5) et tenant
compte de (6.1.6) et des proprie� te� s de w$, on obtient:

+$i&(4+!)+\md=w$(&4+\md)

ou� w$ est un e� le� ment du groupe de Weyl de 2(lC , jC ), W(lC , jC ).
En utilisant le lemme 4.8 de [40] pour lC et sa sous-alge� bre parabolique

(pd) C & lC on obtient +$i=! et +i=x~ !. Bien entendu l'indice i pour lequel
cela se produit est unique. On le notera i0 . Alors comme v! est, a� un
scalaire, pre� s, le seul vecteur de poids ! dans F et qu'il est invariant sous
Md on voit que !| j C & md

C
=0, Fi0 �Fi0&1

est de dimension 1 et e� gal a� Cx~ !| ad

comme Pd-module.
Donc un seul sous-quotient de la suite de composition de D$(Gd, Pd,

Cx(4� &&) �F*) a une image non nulle sous p/ et ce sous-quotient Vi0 est
isomorphe a� D$(Gd, Pd, Cx(4&&&&1)).

Par ailleurs, on a:

px(D$(Gd, Pd, Cx(4� &&) �F*))/Ui0 . (6.1.7)

En effet, on a une suite exacte forte de Pd-modules, 0 � F=

i0 � F* �
F*i0 � 0, qui, tensorise� e par Cx(4� &&) , donne par induction et transposition
(cf. (3.1.14)), une suite exacte forte de Gd-modules, 0 � Ui0

� Un �
Wi0 � 0, ou� Wi0=D$(Gd, Pd, Cx(4� &&) �F=

i0
).

On de� montre que p/(Wi0)=0. Pour cela, on conside� re une suite de com-
position associe� e a� la suite de Jordan Ho� lder de F�Fi0 , 0�3 Fi0+1 �Fi0

/
} } } /Fn�Fi0=F�Fi0 . Alors, en utilisant l'exactitude du foncteur p/ et ce qui
pre� ce� de, on voit que p/(Wi0)=0 et p/(Ui0)=p/(Un). D'ou� p/(Un)/Ui0
comme annonce� . Mais Fi0

�Fi0&1 &Cx~ !| ad comme Pd-module. D'ou� une suite
exacte forte de Pd-modules, 0 � Fi0&1 � Fi0 � Cx! | ad � 0, qui par transposi-
tion et tensorisation avec Cx(4� &&) puis induction et transposition (cf.
(3.1.14)) conduit, en tenant compte de (6.1.4), a� une suite exacte forte de
Gd-modules:

0 � Ui0&1 � Ui0 w�p D$(Gd, Pd, Cx, (4&&&&1)) � 0. (6.1.8)
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Comme pre� ce� demment on voit que p/(D$(Gd, Pd, F*i0&1))=0 et que
p induit un isomorphisme topologique entre p/(Ui0)=p/(Un) et
D$(Gd, Pd, x(4&&&&1)). On de� finit alors:

px=p b p/ b 9. (6.1.9)

On ve� rifie que cette expression est bien de� finie grâce a� (6.1.8) et (6.1.7).
Les proprie� te� s de p et 9 permettent de voir que px satisfait (i et (ii).

Par ailleurs, p/ est donne� par l'action d'un e� le� ment de Z(g) sur
D$(Gd, Pd, Cx(4� &&) �F*) (cf. lemme 8). Cette action est donne� e par un
ope� rateur diffe� rentiel qui restreint les supports. L'application p posse� de la
même proprie� te� (cf. 3.1.10). Enfin on ve� rifie aise� ment que 9 pre� serve les
supports. Par composition on voit que px ve� rifie (iii).

Prouvons (iv). Comme px=px b p/ , il suffit de prouver que:

(1x(4� &&) �e*K d) |Im p/=cx 14&&&&1
b ix , (6.1.10)

avec cx {0.
Clairement, (1x(4� &&))�e*Kd |Im p/ est un e� le� ment Kd

-invariant du dual
topologique de Im p/ . Mais d'apre� s la re� flexivite� de I Pd

x(4&&&&1) , on voit,
grâce a� (ii), que le dual topologique de Im p/ est isomorphe a� I Pd

x(4&&&&1)

et admet a� un scalaire pre� s un unique vecteur Kd
-invariant non nul e� gal a�

1x(4&&&&1) b ix . Donc il existe cx # C tel que (6.1.10) soit vrai. Montrons
que cx est non nul. Ceci e� quivaut a� montrer que p/� (1x(4� &&) �v*K d) est non
nul, ou� /� de� signe le caracte� re infinite� simal de I P d

x(4&&&&1) .
Traitons le cas x=e. On introduit l'isomorphisme de Gd-modules,

8 : I P d

4� && �F* � I Pd

C4� &&�F* , de� fini par:

\g # Gd, \. # I P d

4� && , \v* # F*, (8(.�v*))(g)=.(g) ?*(g&1) v*.

D'autre part, on a la suite exacte de Pd-modules:

0 � (Cv!)= � F* w�r C&!| ad � 0,

que l'on peut tensoriser par C4� && . Par induction, on en de� duit un
morphisme de Gd-modules surjectif, note� encore Ind r : I P d

C4� &&�F* ww�Ind r

I Pd

4&&&&1
qui ve� rifie:

\g # Gd, \� # I P d

C4� &&�F* , ((Ind r)(�))(g)=(�(g), v!).

On a Ind r b p/� =Ind r car I P d

4&&&&1
posse� de /� comme caracte� re infinite� si-

mal. On pose:

c :=((Ind r b 8 b p/� )(14� && �e*K d))(e).
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Utilisant 8 b p/� =p/� b 8 et ce qui pre� ce� de on a:

c=((Ind r b 8)(14� && �e*Kd))(e).

Grâce a� la de� finition de Ind r et de 8 on obtient:

c=(14� &&(e) e*Kd , v!)=(e*Kd , v!).

D'ou� c=1 d'apre� s les hypothe� ses. Donc p/� (14� && �e*K d){0 comme de� sire� .
Ceci ache� ve de prouver (iv) lorsque x=e. On a ce=1.

Soit x # W(gd, ad) tel que (x4� , :)�0 pour tout : e� le� ment de
2+(gd, ad ). Soit:

A$=[* # (ad)*C | \: # 2+(gd, ad), 2(*, :)�(:, :) � &N*]. (6.1.11)

Avec nos hypothe� ses, montrons que 4� && et x(4� &&) sont e� le� ments
de A$.

Si on a 2(4� &&, :)�(:, :) # &N*, on voit, en prenant la partie imaginaire,
que (Im &, :)=0 et, d'apre� s la re� gularite� de Im &, on a : | a

=0. Alors d'apre� s
nos hypothe� ses ((6.1.3)) on a : ne� gative. Ce qui prouve 4� && # A$.

Si 2(x(4� &&), :)�(:, :) # &N* on conclut comme pre� ce� demment que
x&1: est nulle sur a donc (x&, :)=0. Alors on a 2(x4� , :)�(:, :) # &N*.
L'hypothe� se sur x et 4� montre alors que : est ne� gative. Ceci ache� ve de
prouver que x(4� &&) # A$.

Alors le the� ore� me 12.2 de [6] implique que la transformation de Poisson
re� alise un isomorphisme de Gd-modules entre D$(Gd, Pd, 4� &&) (resp.
D$(Gd, Pd, x(4� &&))) avec le Gd-module E*4� &&(Gd�Kd) (cf. [6], page 143,
pour les notations). Comme la dimension du sous-espace des vecteurs
Kd

-invariants dans le dual I Pd

4� && (resp. I Pd

x(4� &&) de D$(Gd, Pd, 4� &&) (resp.
D$(Gd, Pd, x(4� &&))) est e� gale a� un, on en de� duit un Gd-isomorphisme
topologique entre D$(Gd, Pd, 4� &&) et D$(Gd, Pd, x(4� &&)) dont le trans-
pose� envoie 1x(4� &&) sur 14� && . Alors par transport de structure, comme
p/� (14� && �e*Kd) est non nul, on voit que p/� (1x(4� &&) �e*K d) est non nul. Ceci
implique ce cx {0 comme de� sire� . K

On rappelle que, pour * # (ad)*C , la transformation de Poisson P* est
un Gd-morphisme de D$(Gd, Pd, *) dans E**(Gd�Kd)/C�(Gd�K d) (cf.
[6], page 143 pour la de� finition de E**(Gd�Kd), et que pour * # A$, P* est
un isomorphisme topologique. De plus si * # A$, on dispose d'un Gd-iso-
morphisme, ;* , entre E**(Gd�K d) et D$(Gd, Pd, *), appele� valeur au bord,
tel que P&1

* =c(*)&1;* , ou� c est la fonction d'Harish-Chandra et c(*){0
(cf. [6], the� ore� me 12.2). On note enfin que E**(Gd�Kd)=E*w*(Gd�Kd) si
w # W(gd, ad).
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Proposition 10. On conserve les notations et hypothe� ses de la proposi-
tion 9, en particulier l 'hypothe� se de re� gularite� de Im &.

(i) On suppose que x=e ou bien que x4� # (ad)* est dominant relati-
vement a� 2+(gd, ad). Alors avec les notations de la proposition 9 (ii), (iv):

\{ # D$(Gd, Pd, 4� &&), \v # F,

p&4s+&+&1
((Px(4� &&)({)) v~ )=cxPx(4&&&&1)( px({�v))

(ou� v~ est la fonction sur Gd�Kd de� finie par v~ (gKd)#(?*(g) e*K d , v) ).

(ii) On suppose que x=e ou que x4 et x4� sont 2+(gd, ad)-dominants.
Alors x(4� &&) et x(4&&&&1) sont des e� le� ments de A$.

(iii) Avec les hypothe� ses de (ii), il existe cx(&) # C&[0] telle que:

\f # E*4� &&(Gd�Kd), \v # F, p&4s+&+&1
( f } v~ ) # E*4&&&&1

(Gd�Kd)

et ;x(4&&&&1)( p&4s+&+&1
( fv~ ))=cx(&) px(;x(4� &&)( f )�v).

De plus dans l 'e� galite� ci-dessus le support du premier membre est inclus
dans le support de ;x(4� &&)( f ).

De� monstration. Prouvons (i). On note /=/&4s+&+&1
# Z(g)@. Soit

I :=( p/((Px(4� &&)({)) v~ ))(g) pour g # G. On a, par de� finition de la transfor-
mation de Poisson:

((Px(4� &&)({)) v~ )(g)=( ((?Pd

x(4� &&) �?*)(g))(1x(4� &&) �e*Kd), {�v).

Appliquant p/ aux deux membres (regarde� s comme fonctions). On
obtient:

I=( ((?Pd

x(4� &&) �?*)(g))(1x(4� &&) �e*Kd), p/({�v)) .

Utilisant que p/ est un Gd-morphisme et la proposition 9 (iv) on a:

I=cx(1x(4&&&& 1) , px(((?P d

x(4� &&))$�?)(g&1))({�v)) .

En utilisant la proprie� te� d'entrelacement de px on a finalement:

I=cx(?P d

x(4&&&&1)(g) 1x(4&&&&1) , px({�v))

=cx(Px(4&&&&1)( px({�v)))(g).

Ceci prouve (i).
On a de� ja� vu au cours de la de� monstration de la proposition 9 (iv)

que x(4� &&) # A$. Le même raisonnement applique� a� 4 et &$=&+&1 , qui
ve� rifient les mêmes hypothe� ses, montre que x(4&&&&1) # A$. Ceci
prouve (ii).
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Passons a� (iii). Appliquons (i) avec {=;x(4� &&)( f ), ou� f # E*4� &&(Gd�K d).
On obtient:

p/((Px(4� &&);x(4� &&)( f )) v~ )=cxPx(4&&&&1)( px(;x(4� &&)( f )�v)).

Ceci prouve que le premier membre est dans l'image de Px(4� &&&&1) i.e.
dans E*4&&&&1

(Gd�K d). On peut donc appliquer ;x(4&&&&1) aux deux
membres de l'e� galite� ci-dessus. On obtient alors l'e� galite� voulue avec:

cx(&)=cxc(x(4� &&))&1 c(x(4&&&&1)) (6.1.12)

qui est bien de� fini et non nul car x(4� &&) et x(4&&&&1) sont des e� le� -
ments de A$. L'assertion sur les supports re� sulte du fait que px restreint les
supports (cf. proposition 9 (iii)). K

7. De� monstration du the� ore� me 1

7.1. Rappel d'un re� sultat de T. Oshima

D'apre� s le lemme 5, on peut supposer G semi-simple connexe de centre
fini et H connexe, ce que l'on fera dans la suite.

On utilise encore les notations spe� cifiques a� ce cas (9 5.2). On se donne
* # (ad)*C tel que:

\: # 2+(gd, ad), Re(*, :)�0 et (*, :){0. (7.1.1)

L'hypothe� se de re� gularite� sur * est faite pour simplifier un peu l'expose�
qui suit. Alors * # A$. Si f est une fonction C� sur Gd�Kd et propre sous
D(Gd�Kd) pour la valeur propre *, ;*( f ) est de� fini dans [25], 9 6. Si
de plus f # E**(Gd�K d ) on dispose d'une autre de� finition de ;*( f ) #
D$(Gd, Pd, *) (cf. [6] 9 12). Mais utilisant les proprie� te� s de ces deux appli-
cations (cf. le rappel avant la proposition 10 et [25], 9 5 et 9 6) on voit que
ces deux de� finitions coi� ncident pour f # E**(Gd, Kd ).

Soit f # C�(G�H)(K) propre sous D(G�H) pour la valeur propre *. Alors
f d # A(Gd�Kd, *) et même f # E**(Gd�K d ) (cf. e.g. [6] the� ore� me 14.1).

De plus, on a le re� sultat suivant de T. Oshima (cf. [31], corollaire 4.5).
On note (:1 , ..., :l) l'ensemble des racines simples de 2+(g, a,) et
(|1 , ..., |l) la base duale de a, /ad. Pour * # a*C on note

W(*) =[w # W(gd, ad) | (Re(w*, |1), ..., Re(w*, |l) ) � (]&�, 0]) l].

(7.1.2)

Alors f est tempe� re� e si et seulement si:

\w # W(*) , Supp ;*( f d) Pdw&1Pd n'a pas de point inte� rieur. (7.1.3)
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Ici Pdw&1Pd est l'adhe� rence de Pdw&1Pd dans Gd. Comme ;*( f d) est
Hd-fini, Supp ;*( f d) est invariant a� gauche par Hd. Alors Supp ;*( f d) est
une re� union de (Hd, Pd)-doubles classes qui sont en nombre fini ([29]).

Comme la re� union d'une famille (ne� cessairement finie) de (Hd, Pd)-
doubles classes est d'inte� rieur vide si et seulement si chacune de ces doubles
classes est d'inte� rieur vide (cf. [12], lemme 3 (i)), la condition (7.1.3) est
e� quivalente a� :

Supp ;*( f d) est inclus dans la re� union, S* ,
des (Hd, Pd)-doubles classes HdxPd telles que:
\w # W(*), HdxPdPdw&1Pd est d'inte� rieur vide.

(7.1.4)

Comme il n'existe qu'un nombre fini de (Hd, Pd)-doubles classes dans Gd

et que S* est H d-invariant a� gauche et Pd-invariant a� droite, il existe un
plus grand sous-ensemble de S* ferme� dans Gd et invariant a� gauche (resp.
a� droite par Hd (resp. Pd). On le note F* . Finalement on a:

f est tempe� re� e si et seulement si Supp ;*( f d)/F* . (7.1.5)

On remarque que:

F*=FRe * et \t>0, F*=Ft* . (7.1.6)

7.2. Correspondance de Flensted-Jensen et croissance mode� re� e

G est donc toujours suppose� connexe et semi-simple. Comme on l'a fait
pour G (cf. 9 1.2) on introduit une fonction noter & & sur Gd. Pour r # R,
on de� finit, comme en 2.3, les espaces Cr(Gd) et C �

r (Gd) et on note & &r la
norme sur Cr(Gd) de� finie par:

\f # Cr(Gd), & f &r= sup
g # G d

&g&&r | f (g)|

On de� finit de même des normes & &q, r , q # N, sur C �
r (Gd), (cf. 9 2.3).

Lemme 11. Soit + # K� tel que + soit triviale sur Z(G) & H. Alors il existe
r+>0 et C+>0 tels que l 'on ait:

\r�0, \f # C�(G�H)+ & Cr(G), f d # C�(Gd�Kd) & Cr+r+(G
d)

et & f d &r+r +�C+ & f &r

De� monstration. On adopte les notations utilise� es pour la de� finition
de f d (cf. (5.2.4) et ce qui suit). On choisit une base orthonorme� e du
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sous-espace V1 de L2(K, dk), .1 , ..., .n . Alors en e� crivant Ff (x) # V1 , pour
x # G�H, dans cette base on obtient:

Ff (x)= :
n

i=1

Fi (x) .i .

Mais:

(Ff (x))(k)=f (k&1x),

d'apre� s (5.2.4). Donc:

Fi (x)=|
K

f (k&1x) .i (k) dk,

et pour tout i, Fi est C� sur G�H. De plus:

\k0 # K, \a # A, , |Fi (k0aH)|�(sup
k # K

| f (kaH)| ) (sup
k # H

|.i (k)| ).

(7.2.1)

On pose C1=supk # K, i=1, ..., n |.i (k)|. Soit g # G. Alors g=k0ah ou�
k0 # K, a # A, , h # H. De plus, &g&=&ah&�&a& (cf. [6], lemme 14.4 (ii) et
utiliser le fait que &g&=&g&1&). Comme r�0, on de� duit de (7.2.1) que:

\i=1, ..., n, \r�0, &Fi&r�C1 & f &r . (7.2.2)

Par ailleurs, comme les .d
i (cf. apre� s (5.2.4)) sont de combinaisons

line� aires de coefficients d'une repre� sentation de dimension finie de Hd, +$, il
re� sulte des proprie� te� s de & & sur Gd (cf. [6], lemme 2.1 (iv)):

_r+>0, _C2>0, \i=1, ..., n, sup
h # H d

&h&&r + .d
i (h)�C2 .

(7.2.3)

Tenant compte de l'e� galite� Gd=H d (exp a,) K d, on a:

& f d&r+r+
= sup

h # Hd, a # exp(a,)

&ha&&r&r+ | f d (haK d )|. (7.2.4)

Mais d'apre� s (5.3.5):

f d (haK d )= :
n

i=1

Fi (a) .d
i (h

&1). (7.2.5)
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De plus, d'apre� s [6], lemme 14.4:

\h # Hd, \a # exp a, , &ha&�Sup(&h&, &a&)�1

et &h&=&h&1& (7.2.6)

En partant de (7.2.4) et utilisant (7.2.5), (7.2.6) on voit, grâce a� (7.2.2),
que:

& f d&r+r+�nC1C2 & f &r .

D'ou� le lemme. K

On note S(Gd)=�r # R C �
r (Gd). Si � # S(Gd) et f # Cr(G), pour r # R, le

produit de convolution �8 V f est bien de� fini, ou� �8 (g)#�(g&1). (cf. [6]
haut de la page 143). Soit b # R tel que: �Gd &g&&b dg< +� (cf. [6], 9 11
pour l'existence de b). Le lemme suivant est implicite dans [6], lemme 11.1.

Lemme 12. Soit r�0. Si � # S(Gd), l 'ope� rateur de convolution a� gauche
par �8 , note� L8 (�), de� finit un ope� rateur borne� de Cr(Gd) dans C �

r+b(Gd ).

De� monstration. On remarque que Cr(Gd) s'identifie a� un sous-espace de
(C&b&r(Gd))$ en posant:

\{ # Cr(Gd), \. # C&b&r(Gd), ({, .) =|
G d

{(g) .(g) dg.

De plus, &{&$&b&r ve� rifie:

&{&$&b&r�\|G d
&g&&b dg+ &{&r

ou� & &$&b&r est la norme sur le dual topologique de l'espace de Banach
C&b&r(Gd). Alors on applique le lemme 11.1 de [6] en y remplac� ant . par
�, r par &(b+r), T par { et en y prenant q e� gal a� 0. On obtient:

\q$ # R, _s�0, _C$>0, \� # S(Gd),

\{ # Cr(Gd ), &L6(�) {&q$, b+r�C$ &{&r &�&q$, &b&r&s .

Le lemme en re� sulte. K

Lemme 13. Soient + # K� , 4 # (ad
M)*C , 0 un ouvert de a*C et f #

A
*

(G�H, 4, 0). On suppose que pour tout & # 0, f& est de type +. Soient
x # W(gd, ad) et 0$x :=[& # 0 | x(4&&) # A$]. C 'est un ouvert de 0. Alors
pour tout & # 0$x , on a f d

& # E*4&&(Gd�Kd) et ;x(4&&)( f d
&) est bien de� finie.
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De plus, si � # C �
c (Gd), l 'application de 0$x dans C de� finie par:

& [ (;x(4&&)( f d
&), �)

est holomorphe. Ici ;x(4&&)( f d
&) # D$(Gd, Pd, x(4&&)) est regarde� comme

une distribution sur Gd.

De� monstration. Il est facile de voir grâce aux lemmes 11 et 12 que pour
tout & # a*C , L 6 (�) f d

& est D(Gd�Kd)-propre pour la valeur propre 4&& et
que pour tout &0 # a*C il existe un voisinage ouvert de &0 dans a*C , V(&0),
et r0>0 tel que & [ L(�8 ) f d

& soit holomorphe de V(&0) dans C �
r0

(Gd). Alors
le lemme re� sulte de la de� finition de ;x(4&&) (cf. [6] 9 12) et de la ge� ne� rali-
sation a� notre situation du the� ore� me 9.2 (i) et premie� re partie de (ii) de l.c.
Cette ge� ne� ralisation repose sur une extension (facile et par les mêmes
me� thodes) du the� ore� me 3.6 de l.c. au cas ou� le parame� tre varie dans
4+a*C . K

7.3. De� monstration du the� ore� me 1

Comme tout se� rie discre� te de M�M & H est contenue dans une somme
finie de VM, 4 (cf. (5.1.2)), on peut se ramener a� prouver le the� ore� me lors-
que V$=V4 {0, 4 # (aM

d )* et '='4 (on omet les indices M). On peut
supposer de plus que 4 ve� rifie (6.1.3) i.e.: \: # 2+(gd, ad), : | a

=0 O
(4, :)>0 (cf. proposition 8 et (5.1.3)).

Avec les notations de la proposition 8 (iii) on pose ($� , V$� , '~ )=
(?4� , V4� , '4� ) ou� l'on a pris soin de choisir n assez grand dans la de� finition
de 4� pour que 4� soit ``bon'' (cf. lemme 6) (on rappelle que
4� =(np1+1) 4). On est alors dans le cadre de 4.2 et on peut appliquer les
propositions 4 et 5. On se fixe x # W(gd, ad) tel que x4 soit dominant par
rapport a� 2+(gd, ad). Alors, il en est de même de x4� .

Soit & # ia* re� gulier par rapport aux racines de a dans gd et tel que
Im & � HIm, j, $� . En particulier & � Hj, $� . On a x(4� &&) # A$ (cf. proposition
10). Alors, comme 4� est bon, on peut utiliser la conclusion du lemme 7.
Ceci, joint au crite� re d'Oshima (7.1.2) et a� sa variante (7.1.5), conduit a� :

\. # (I$� )(K ) , Supp(;x(4� &&)((E(P, $� , &, '~ , .))d ))/Fx4 (7.3.1)

car Fx(4� &&)=FRe x(4� &&)=Fx4� =Fx4 d'apre� s (7.1.6). Soit:

O :=[& # a*C | Im & est re� gulier, Im & � HIm, j, $� _ HIm, ev, $ _ HIm, j, $] (7.3.2)

C'est un ouvert de a*C et notant O1=O & ia on a O=O1+a et O1 est
un ouvert dense de ia*. De plus avec les notations du lemme 13, O=O$x
(cf. proposition 10 (ii)). L'application de ce lemme, rendue possible par la
proposition 3 (ii), a� la famille E(P, $� , &, '~ , .), . # (I$� )(K) , montre que:

\& # O, \. # (I$� )(K) , Supp ;x(4� &&)((E(P, $� , &, '~ , .))d )/Fx4 . (7.3.3)
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Pour v # F (que l'on regarde aussi bien comme une repre� sentation de G
que de Gd/GC ) on notera v~ (resp. v~ d) la fonction sur G�H (resp. Gd�K d)
de� finie par:

\g # G (resp. Gd), v~ (g) (resp. v~ d (g))=(?*(g) e*H , v).

On peut appliquer la proposition 10 (iii) pour & # O en prenant pour f
les ``inte� grales d'Eisenstein'' et en remplac� ant v~ par v~ d. Comme px restreint
les supports (proposition 9 (iii)) en tenant compte de (7.3.3) on a:

\& # O, \. # (I$� )(K) ,

Supp ;x(4&&&&1)( p&4s+&+&1
((E(P, $� , &, '~ , .))d v~ d))/Fx4 .

Mais il est aise� de voir que:

(E(P, $� , &, '~ , .))d v~ d=(E(P, $� , &, '~ , .) v~ )d.

Comme la correspondance de Flensted-Jensen est un morphisme de
gC -modules, on a, avec les notations de la proposition 6:

\& # O, \ f # p&4s+&+&1
(V(P, $� , &, '~ ) } F� ),

Supp ;x(4&&&&1)( f d )/Fx4 . (7.3.4)

Introduisons le polynôme q de la proposition 4, qui s'applique ici comme
on l'a de� ja� remarque� , et notons O2=[& # O | q(&){0]. On de� duit de
(7.3.4) et de la proposition 6:

\& # O2 , \. # (I$)(K) ,

Supp ;x(4&&&&1)(E(P, $, &+&1 , .))d/Fx4 . (7.3.5)

D'apre� s la de� finition de O et O2 on voit que:

O3=[&+&1 | & # O2] & ia*=[& # O1 | q(&&&1){0].

Alors O3 est dense dans ia* car O1 est un ouvert dense de ia*. D'autre
part, d'apre� s le crite� re d'Oshima et sa variante (7.1.5) comme F*=FRe * (cf.
7.1.6), on de� duit de (7.3.5) que:

\& # O3 , \.(I$)(K) , E(P, $, &, ') est tempe� re� .

La densite� de O3 dans ia* jointe au corollaire 2 du lemme 2 ache� ve la
de� monstration du corollaire du the� ore� me 1 et donc du the� ore� me 1 (cf.
remarque 6). K
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8. Existence d'une petite matrice B

8.1. Proprie� te� s des fonctions tempe� re� es

On retourne aux hypothe� ses ge� ne� rales sur G et H (cf. 1.2 et 1.4).
Soit (?, V) un G-module dans un Fre� chet, tel que V� soit un G-module

de Harish-Chandra (par exemple une repre� sentation unitaire irre� ductible,
ou bien un G-module de Harish-Chandra). Soit ! # (V&�)H. On dit que !
est H-tempe� re� si et seulement si pour tout v # V(K) la fonction sur G�H (qui
est Z(g)-finie et K-finie) gH [ (?$(g) !, v) est tempe� re� e. On appelle expo-
sant (resp. exposant asymptotique) le long de P,(P) de ! tout exposant
(resp. exposant asymptotique) le long de P,(P) de l'une des fonctions ci-
dessus. On appelle exposant directeur (resp. exposant asymptotique direc-
teur) le long de P,(P) tout e� le� ment de (a*,)C maximal pour PP parmi les
exposants (resp. exposants asymptotiques) le long de P,(P)) de !.

Rappelons qu'un sous-(g, K)-module de Harish-Chandra, V, de
C�(G�H) est dit tempe� re� si et seulement si tout e� le� ment de ce module est
une fonction tempe� re� e sur G�H. On de� finit e� galement comme ci-dessus la
notion d'exposant (asymptotique) etc... de V.

Lemme 14. Soit F fonction C� sur G�H, K-finie, D(G�H)-finie et
tempe� re� e.

Alors:

(i) Pour D # U(g) et k # K, LDF et LkF sont tempe� re� es.

(ii) Le sous-(g, K)-module de C�(G�H) engendre� par F est tempe� re� .

De� monstration. D'apre� s la de� finition de la tempe� rance, tout exposant
directeur de F, *, le long de P,(P), P # F, ve� rifie Re * | a ,

+(P )�0. D'apre� s
l'identite� entre exposants asymptotiques et exposants directeurs (cf. la dis-
cussion qui suit (2.2.4)) on voit qu'il en est de même pour les exposants
asymptotiques directeurs de F, donc aussi de tous les exposants asymptoti-
ques de F.

Alors, en utilisant les proprie� te� s de covariance des p*(P, F, } , } ) (c.f. [5]
the� ore� me 12.8 (ii)) on voit qu'il en est de même pour les exposants asympto-
tiques de LDF et Lk F, donc en particulier de leurs exposants asymptotiques
directeurs. Utilisant a� nouveau l'identite� entre exposants asymptotiques
directeurs et exposants directeurs on en de� duit que LD F et Lk F sont tem-
pe� re� es. Ce qui prouve (i). Alors (ii) re� sulte des de� finitions et de (i). K

Lemme 15. On suppose que G�H posse� de des se� ries discre� tes. Soit F une
fonction C� sur G�H, K-finie et vecteur propre ge� ne� ralise� sous D(G�H) pour
la valeur propre 4 # (ad )*C .
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(i) Si F est de carre� inte� grable, F est D(G�H)-propre et 4 est re� el
sur ad.

(ii) On suppose F tempe� re� e. Si 4 est re� el sur ad et re� gulier par rapport
a� 2(gd, ad ), i.e. (4, :){0 pour : # 2(gd, ad ), alors elle est de carre�
inte� grable.

De� monstration. (i) D'apre� s [3], the� ore� me 1.5, on sait que l'action de
D(G�H) sur la partie discre� te de L2(G�H, dh4 ) se diagonalise. Le fait que F
soit D(G�H)-propre en re� sulte. Le fait que 4 est re� el sur ad a de� ja� e� te� men-
tionne� (cf. (5.2.6)).

Passons a� (ii). Soit V le sous (g, K)-module de C�(G�H) engendre� par
F. D'apre� s le lemme pre� ce� dent celui-ci est tempe� re� . On note pour P # F,
7P =[:1 , ..., :l] la base correspondante de 2(g, a,) et [;1 , ..., ;l] la base
duale de 7P pour le produit scalaire B (i.e. ;i| z & a,

=0 et (;i , :j)=$ij). On
choisit P # F et *0 un exposant directeur de V le long de P,(P) tels que
l'ensemble forme� des ;i orthogonaux a� Re *0 soit de cardinal maximal. On
note 3=[:i # 7P | (Re *0 , ;i){0] et P=MAN le sous-groupe paraboli-
que _%-stable contenant P,(P) associe� a� 3 (cf. 1.4). Il re� sulte de la de� mons-
tration du the� ore� me 2 de [18] (voir aussi les corrections dans l'appendice)
que:

*0=*1+&0 avec &0 # ia* et *1 # (a, & m)*C .

De plus M�M & H posse� de des se� ries discre� tes. Montrons qu'avec nos
hypothe� ses on a ne� cessairement P=G. En effet, d'apre� s le lemme 1 on a:

_w # W(gd, ad), w4 | a,
=*0 .

On a alors: w4=41+*0 pour un e� le� ment 41 de (tkq)*C . En se� parant par-
tie re� elle et partie imaginaire par rapport a� (ad )* on en de� duit:

w4=Re 41+Re *1 .

Mais Re 41+Re *1 # (ad
M)*. L'e� galite� ci-dessus jointe a� la re� gularite� de

4 montre qu'il existe un e� le� ment re� gulier dans (ad
M)* (ou (ad

M)) relative-
ment a� 2(gd, ad). Par ailleurs, comme M�M & H admet des se� ries discre� tes,
il existe tM /k & q & m qui est maximal abe� lien dans q & m. Alors, par
transport de structure, on en de� duit l'existence d'un e� le� ment X0 dans itM

re� gulier par rapport a� 2(gd, ad
1) ou� ad

1=itM �a (qui est conjugue� , par un
e� le� ment centralisant a du groupe adjoint de gd, a� ad). Mais alors le centrali-
sateur dans gd de X0 est e� gal a� md

1 �ad
1 , ou� md

1 est le centralisateur dans
kd de ad

1 . On en de� duit que tM est maximal abe� lien dans k & q. Mais d'apre� s
l'hypothe� se faite sur G�H (G�H a des se� ries discre� tes), tM est alors maximal
abe� lien dans q (c.f. [33] 9 1 the� ore� me 1.5) et a=0. Donc P=G.
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Dans ce cas, la de� finition de *0 montre que tout exposant directeur, *,
de V le long de P,(Q), Q # F, ve� rifie:

Re * | a ,
+( Q )<0.

Ceci montre que les e� le� ments de V, et en particulier F, sont de carre� inte� -
grable sur G�H (cf. [2] the� ore� me 6.4). K

8.2. Une proprie� te� asymptotique des ``inte� grales d 'Eisenstein''

On reprend les notations de 3.2. On suppose $ irre� ductible (et toujours
unitaire). On note N� =%(N), P� =%(P). On rappelle (c.f. e.g. [41] lemme
10.1.2) qu'il existe une constante c$ telle que, pour tout & # a*C , ve� rifiant:

\: # 2(n, a), (Re &, :)�c$ (8.2.1)

on ait:
Pour tout . # I P

$, & , et g # G, l'inte� grale �N� .(gn� ) dn� est convergente et
l'application g [ �N� .(gn� ) dn� de� finit un e� le� ment de I P�

$, & note� A(P� , P,
$, &)(.). De plus A(P� , P, $, &) est un ope� rateur d'entrelacement non nul
entre I P

$, & et I P�
$, & .

Le symbole a w�P +� (resp. a w�
P�

+�) signifie que a # A et a: � +�
pour tout : # 2(n, a) (resp. 2(n� , a)).

Le lemme suivant est une ge� ne� ralisation d'un the� ore� me d'Olafsson (cf.
[30], the� ore� me 6.2). Il est dans l'esprit du lemme classique de Langlands.

Lemme 16. Soit & # a*C ve� rifiant (8.2.1) et tel que Re(&&\P) soit stricte-
ment 2(n, a) dominant. Alors:

\. # I P
$, & , \g # G, \' # V ($),

lim
aw�

P�
+�

a&&\PE(P, $, &, ', ., gaH)=( (A(P� , P, $, &)(.))(g), pre')

ou� pre' est la composante de ' dans V ($, e).

De� monstration. Par line� arite� on peut supposer ' # V ($, w) pour un
w # WM ce que l'on fera dans la suite. Avec nos hypothe� ses j(P, $, &, ') est
une fonction continue sur G a� valeurs dans V &�

$ . Donc pour g # G, a # A
on a:

E(P, $, &, ., gaH)=|
K�K & M

(.(gak), ( j (P, $, &, '))(k)) dk4 .

On pose E=E(P, $, &, ', .) et j= j(P, $, &, '). Alors, on a (cf. e.g. [41],
lemme 2.4.5):

E(gaH)=|
N�

(.(gan� ), j(n� )) dn� .
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En changeant n� en an� a&1 et en utilisant les proprie� te� s de covariance a�
droite de . on a:

a&&\PE(gaH)=|
N�

(.(gn� ), j(a&1n� a)) dn� .

Si a w�
P�

+�, il est clair que a&1n� a converge vers e et l'expression sous
le signe somme converge simplement vers (.(gn� ), pre') . Il suffit donc de
ve� rifier que l'on peut appliquer le the� ore� me de convergence domine� e, car
on a:

|
N�

(.(gn� ), pre') =( (A(P� , P, $, &) .)(g), pre').

Passons a� la majoration de (.(gn� ), j(a&1n� a)).
Pour x # G, on e� crit x=k(x) m(x) a(x) n(x) ou� k(x) # K, m(x) #

exp(m & s), a(x) # A, n(x) # N. Si n� # N� et log a est strictement 2(n� , a)
dominant, il re� sulte de [24], chapitre IV, cor. 6.6, page 439, et en utilisant
une projection sur a, que:

Re(&&\P)(log(a(a&1n� a)))�Re(&&\P)(log a(n� )). (8.2.2)

D'autre part, soit n� # N� & HwP. E� crivons n� =hwma$n ou� h # H, m # M,
a$ # A, n # N. Soit hw=w&1hw. Comme w # K on a:

n� =wk(hw) m(hw) a(hw) n(hw) ma$n

et:

log a(n� )=log a(hw)+log a$.

Le the� ore� me de convexite� de van den Ban (cf. [1], the� ore� me 1.1),
applique� a� wHw&1 au lieu de H, montre, avec nos hypothe� ses sur & et par
projection sur a, que:

Re(&&\P)(log a(hw))�0.

Donc:

Re(&&\P)(log a$)�Re(&&\P)(log a(n� )). (8.2.3)

Soit n� # N� . Si a&1n� a � HwP, on a j(a&1n� a)=0. Si a&1n� a # HwP, on e� crit
a&1n� a=h0wm0a0n0 avec h0 # H, m0 # M, a0 # A, n0 # N, et l'on a:

j(a&1n� a)=a&&\P
0 $$(m&1

0 ) '.
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De même on a:

.(gn� )=$(m(n� ))&1 a(n� )&&&\P .(gk(n� )).

Alors on de� duit successivement de (8.2.3) applique� a� a&1n� a et de (8.2.2)
que:

|(.(gn� ), j(a&1n� a)) |�a(n� )Re&&&\P a(a&1n� a)Re &&\P

_|($(m(n� ))&1 .(gk(n� )), $$(m&1
0 ) ') |

et: |(.(gn� ), j(a&1n� a) |�a(n� )&2\P |(.(gk(n� )), $$(m(n� )m&1
0 ) ') |. (8.2.4)

On introduit A0(M�M & w&1Hw) l'espace des fonctions C� sur M�M &

w&1Hw qui sont borne� es ainsi que leurs de� rive� es par des e� le� ments de U(m).
Alors, comme $ est unitaire, l'application line� aire de V �

$ dans
C�(M�M & w&1Hw), qui a� v # V �

$ associe l'application m(M & w&1Hw) [
(v, $$(m) ') , est a� valeurs dans A0(M�M & w&1Mw) et est continue de V �

$

dans A0(M�M & w&1Mw) muni de la topologie de la convergence uniforme
des fonctions et de leurs de� rive� es par les e� le� ments de U(m) (cf., dans [12],
la proposition 1 et la remarque dans l'introduction, ainsi que la proposition
1 du pre� sent article). L'ensemble [.(gk) | k # K] est relativement compact
dans V�

$ , d'apre� s la continuite� de ., donc borne� . Donc l'ensemble des
applications m [ (.(gk), $$(m) ') , k # K, est borne� dans A0(M�M &

w&1Hw) d'apre� s ce qui pre� ce� de. Il en re� sulte que:

C := sup
n� # N� , m # M

|(.(gk(n� )), $$(m) ') |<+�.

On de� duit alors de (8.2.4) que pour tout a tel que log a soit strictement
2(n� , a) dominant:

\n� # N� , |(.(gn� ), j(a&1n� a)) |�Ca(n� )&2\P.

Mais il est bien connu que: �N� a(n� )&2\P dn� < +�. Les hypothe� ses du
the� ore� me de convergence domine� e e� tant re� unies, le lemme est de� montre� . K

Si : est une racine de a,, M :=a, & m dans m, on note encore : son
extension a� a, par 0 a� a, qui est un e� le� ment de 2(g, a,). On note 2+

_%, M

l'ensemble des racines de a,, M dans m qui sont dans 2+
_% . On note FM la

famille des ensembles de racines positives de 2(m, a,, M) qui contiennent
2+

_%, M . Si PM # FM on notera P=[: # 2(g, a,) | : | a
=0 et : # PM , ou

: | a
# 2(n, a)].

D'apre� s la construction de P, on a P # F. On notera alors
P,, M(PM)=P,(P) & M. C'est un sous-groupe parabolique _%-stable mini-
mal de M de _-de� composition de Langlands P,, M(PM)=M,A,, MN,(PM)
ou� N,(PM)=N,(P) & M et A,, M=A, & M=exp (a,, M).
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Lemme 17. On suppose toujours $ irre� ductible. Soient ' # V ($) et
'0=pre'. Soient PM # FM , 40 # (a,, M)*C un exposant (asymptotique) direc-
teur de '0 le long de P,, M(PM). Soit & # (a*C ) tel que Re &+\P (=Re &&\P� )
soit strictement dominant pour 2(n� , a) et ve� rifie (8.2.1) relativement n� . Alors
j(P� , $, &, ') admet 40&& comme exposant asymptotique le long de P,(P)
(cf. le de� but de 8.1 pour la de� finition d'exposant asymptotique d'un vecteur
distribution H-invariant).

De� monstration. Soit . # (I P�
$, &)(K) et E=E(P� , $, &, ', .) ou� & est comme

dans l'e� nonce� . On applique le lemme pre� ce� dent en e� changeant P et P� . Alors
on a:

\g # G, lim
a w�

P
+�

a&+\PE(gaH)=( (A(P, P� , $, &)(.))(g), '0) (8.2.5)

On dispose des de� veloppements asymptotiques le long des murs pour E,
car E est D(G�H)-finie (car Z(g)-finie) et K-finie. Ici on utilise une ge� ne� rali-
sation aux fonctions D(G�H)-finies (au lieu de propres) du lemme 12.3 et
du the� ore� me 12.8 de [5] (cf. [13], the� ore� me 1). Alors il re� sulte de la de� fini-
tion des de� veloppements asymptotiques (cf. [6], 9 3), de la proposition
A.2.1 de [16] et de (8.2.5), que le coefficient du de� veloppement asymp-
totique affectant a&&&\P, note� (g, X) [ p&&(P | f, g, X) (ou� g # G, X # a)
est constant en X. Ici on a adopte� le de� calage habituel par \P . De plus,
pour g # G, p&&(P | E, g)=( (A(P, P� , $, &)(.))(g), '0) . En particulier, en
utilisant les proprie� te� s de covariance des e� le� ments de I P

$, & , on a:

\m # M, p&&(P | E, m)=( (A(P, P� , $, &)(.))(e), $$(m) '0). (8.2.6)

Posons � :=(A(P, P� , $, &)(.))(e). En utilisant une ge� ne� ralisation a� notre
situation du the� ore� me 3.1 de [7] (cf. [13], the� ore� me 2) on voit alors que,
si 40 est un exposant asymptotique le long de P,, M(PM) de la fonction
D(M�M & H)-finie et M & K-finie sur M�M & H, de� finie par mM & H [
(�, $$(m) '0) , 40&& est un exposant asymptotique le long de P,(P) de la
fonction E. Pour achever la de� monstration, il suffit de ve� rifier que
V1=[A(P, P� , $, &)(.)(e) | . # (I P�

$, &)(K)] est e� gal a� (V$)(M & K) . Mais V1 est
clairement un sous (m, M & K)-module de (V$)(M & K) . Si on avait
V1 {(V$)(M & K) on aurait donc V1=[0], puisque $ est irre� ductible. Alors
de la densite� de (I P�

$, &)(K) dans I P�
$, & et de la continuite� de A(P, P� , $, &) sur

I P�
$, & on de� duirait:

\. # I P�
$, & , (A(P, P� , $, &) .)(e)=0.

Par e� quivariance, on conclurait que A(P, P� , $, &)=0. Or ceci n'est pas
(cf. e.g. [41], lemme 10.1.2). Donc V1=(V$)(M & K) et le lemme est
de� montre� . K
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8.3. Petite matrice B

On conserve les notations pre� ce� dentes. On rappelle que pour P1 , P2

sous-groupes paraboliques _%-stables de G de _-de� composition de
Langlands Pi=MANi , i=1, 2, il existe une fonction me� romorphe sur a*C
a� valeurs dans End(V ($)), & [ B(P2 , P1 , $, &), telle que pour tout
' # V ($) on ait l'identite� de fonctions me� romorphes sur a*C :

j(P1 , $, &, ') b A(P1 , P2 , $, &)=j(P2 , $, &, B(P2 , P1 , $, &) '),

ou� A de� signe le prolongement me� romorphe des inte� grales d'entrelacement
(cf. [14], proposition 4).

On note pour w # W, V ($, w)disc l'ensemble des e� le� ments de V ($, w) de
carre� inte� grable pour M & w&1Hw, qui est un sous-espace vectoriel de
V ($, w). On note V ($)disc=>w # W V ($, w)disc .

The� ore� me 2. Lorsqu'il est de� fini, B(P2 , P1 , $, &) pre� serve le sous-espace
vectoriel V ($)disc de V ($).

Nous allons pre� parer la de� monstration de ce the� ore� me.

Lemme 18. Il suffit de de� montrer le the� ore� me pour P1=P, P2=P� .

De� monstration. Grâce a� [14], proposition 5, on peut se ramener au cas
ou� P1 et P2 sont _-adjacents. On utilise alors la proposition 6 de [14] pour
se ramener au cas ou� P1=P, P2=P� (pour un autre groupe). K

On supposera donc dans la suite que P1=P, P2=P� et on notera B(&)
au lieu de B(P� , P, $, &).

Soit w # W. On note mw=Adw(m), Mw=wMw&1, md
w=(mw)C & gd,

lw=Adw(l), etc... On identifie U(mw) mw & h�(U(mw)(mw & h)) &

(U(mw)(mw & h )) a� D(Mw�Mw & H) (cf. 2.1). Comme w normalise a, et que
lw est le centralisateur dans g de aw , ad, qui est contenu dans le centralisa-
teur de a, dans gC , est contenu dans (lw) C .

On note ad
M, w :=ad & (mw) C . Alors ad=ad

M, w �aw . A noter que ad
M, w

n'est pas ne� cessairement e� gal a� Adw(ad
M) car, a priori, w ne normalise pas

ad et donc on ne sait pas si Adw(ad
M) est contenu dans ad. On dispose

de l'isomorphisme d'Harish-Chandra #ad
M, w

entre D(Mw�Mw & H) et
S(ad)W(md

w , ad
M, w), ou� W(md

w , ad
M, w) est le groupe de Weyl de 2(md

w , ad
M, w).

Celui-ci peut être naturellement regarde� comme le sous-groupe de
W(gd, ad) forme� des e� le� ments qui laissent fixes les e� le� ments de aw . De
même, on dispose de l'isomorphisme d'Harish-Chandra # lw, ad entre
D(Lw�Lw & H) et S(ad)W(md

w , ad
M, w) et de l'homomorphisme |g , lw (cf. 2.1).

Si ' # V ($, w) on a aussi ' # V (w$, e), et, avec les identifications ci-
dessus, cela a un sens de parler de l'action de D(Mw�Mw & H) sur ' ou
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V ($, w) (grâce a� w$ qui est une repre� sentation de Mw). Comme V ($, w)
est de dimension finie (cf. [3]), il se de� compose sous l'action de D(Mw�
Mw & H) en une somme directe finie de sous-espaces propres ge� ne� ralise� s.
On note Ew l'ensemble (fini) des valeurs propres ge� ne� ralise� es, que l'on
regarde comme des e� le� ments de (ad

M, w)*C . En fait, il s'agit de W(md
w , ad

M, w)-
orbites dans (ad

M, w)*C .

Lemme 19. Soit & # a*C . Soit ! # ((I P
$, &)

&�)H qui est D(G�H)-propre pour
la valeur propre * # (ad)*C . On suppose que * est re� gulier par rapport a�
2(gd, ad). Alors pour tout w # W, evw! est somme d 'e� le� ments de V ($, w) qui
sont D(Mw�Mw & H)-propres pour des valeurs propres *1 , ..., *n # Ew telles
que:

\i=1, ..., n, _xi # W(gd, ad), *i&w&=xi *.

De� monstration. On montre de manie� re analogue a� la de� monstration
de la proposition 3 que: \D # D(G�H), evw((?P

$, &)$(D) !)=((| g , lw(D))
(&w&))(evw!).

D'ou� :

\D # D(G�H),

((#ad (D))(*))(evw!)=((|g , lw(D))(&w&))(evw!). (8.3.1)

Donc evw(!) est propre sous l'image de |g , lw dans D(Lw�Lw & H).
En transportant le proble� me grâce a� #ad et #mw, ad

M, w
on dispose du

S(ad
M, w)W(md

w , ad
M, w)-module de dimension finie, V ($, w), qui se de� compose

en somme directe finie de modules primaires de type C*i , Vi , i=1, ..., n ou�
*i # Ew . On e� crit evw!=�n

i=1 'i , ou� 'i # Vi . On e� tend l'action de
S(ad

M, w)W(md
w , ad

M, w) sur V ($, w) a� S(ad)W(md
w , ad

M, w) en faisant agir aw par
&w& # (aw)*C . Alors, d'apre� s (8.3.1), C'i est un S(ad)W( gd, ad)-sous-module de
dimension 1 de V ($, w), isomorphe a� C* . Alors, si 'i est diffe� rent de 0,
comme Vi est un sous-espace propre ge� ne� ralise� de S(ad)W( md

w, ad
M, w) pour la

valeur propre *i&w&, il existe xi # W(gd, ad) tel que *i&w&=xi *. Il reste
a� prouver que 'i est propre sous D(Mw�Mw & H)&S(ad

M, w)W(md
w , ad

M, w).
Mais *i&w& est re� gulier par rapport a� 2(gd, ad). De plus W(gd, ad) (resp.
W(md

w , ad
M, w)) est un groupe engendre� par des re� flexions correspondant a�

: # 2(gd, ad)) (resp. : # 2(md
w , ad)). Comme *i&w& est re� gulier, on voit que

le stabilisateur de *i&w& dans W(gd, ad) est trivial. La proposition A.2 de
[17] s'applique et ache� ve de prouver le lemme. K

Lemme 20. Soit ' un e� le� ment de V ($, w) qui est D(Mw�Mw &

H)-propre pour la valeur propre 4 # (ad
M, w)*C . On suppose 4 re� gulier par

rapport a� 2(md
w , ad

M, w). On suppose que l 'application me� romorphe sur
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a*C , & [ preB(&) ', n'est pas identiquement nulle. Alors, il existe x # W(gd, ad)
tel que l 'on ait xw | a

=Ida (auquel cas xad
M, w=ad

M) et tel que, lorsque B(&) '
est de� fini, l 'on ait: pre(B(&) ') est D(M�M & H)-propre pour la valeur propre
x4 # (ad

M)*C .
A noter que x est unique modulo l 'action a� gauche de W(md

s , ad
M) sur

W(gd, ad), ou� md
1=mC & gd.

De� monstration. On remarque que, pour des raisons d'entrelacement,
!& :=j(P� , $, &, B(&) ') est D(G�H)-propre pour la valeur propre 4&w&, car
il en est ainsi de j(P, $, &, ') (appliquer (3.4.1) a� Pw=wPw&1 et w$).

Soit O l'ensemble des & # a*C ve� rifiant les conditions suivantes:

B(&) est de� fini et pre(B(&) '){0 (8.3.2)

et si x # W(gd, ad), et (&&xw&) # Ee&x4 alors:

xw | a
=Id a (8.3.3)

4&w& est re� gulier par rapport a� 2(gd, ad). (8.3.4)

Si x # W(gd, ad) et xw | a
{Ida , l'ensemble des & # a*C tels que

&&xw& # Ee&x4 est une re� union finie de sous-espaces affines de a*C . Son
comple� mentaire est un ouvert dense de a*C . De même, la re� gularite� de 4
implique que l'ensemble des & ve� rifiant (8.3.4) est un ouvert dense de a*C .
Donc O est un ouvert dense de a*C . Soit & # O et '& :=eve!& . E� crivons,
grâce au lemme pre� ce� dent (applique� a� P� ), '&=�n

i=1 'i ou� 'i # V ($, e) est
D(M�M & H)-propre pour la valeur propre *i # Ee /(ad

M)*C .
Si 'i {0, toujours d'apre� s le lemme pre� ce� dent, il existe xi # W(gd, ad) tel

que: *i&&=xi (4&w&). C'est-a� -dire: &&xiw&=*i&xi4. Comme *i # Ee et
& # O, d'apre� s (8.3.3) on a xi w | a

=Id| a
. Pour w fixe� il existe au plus un seul

xi # W(gd, ad) ve� rifiant cette proprie� te� , modulo la multiplication a� gauche
par un e� le� ment de W(md

1 , ad
M). De plus, on a *i=xi4. D'ou� l'existence et

l'unicite� de x.
L'unicite� de x de� crite ci-dessus montre que la de� composition de '& com-

porte au plus un terme. Donc '& est propre sous D(M�M & H) pour la
valeur propre x4. On ache� ve la de� monstration du lemme grâce a� la densite�
de O et la me� romorphie de B. K

Lemme 21. Soit ' # V ($, w)disc qui est D(Mw�Mw & H)-propre pour la
valeur propre 4 # (ad

M, w)*. Alors, de� s que B(&) ' est de� fini, pre(B(&) ')
( # (V &�

$ )M & H) est M & H-tempe� re� (cf. le de� but de 8.1 pour la de� finition de
cette notion).

De� monstration. Le the� ore� me 1 montre que j(P, $, &, ') est tempe� re� de� s
qu'il est de� fini et que & # ia*. Par transport de structure on en de� duit qu'il
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en est ainsi de j(P� , $, &, B(&) ') de� s que A(P, P� , $, &), j(P, $, &, ') et B(&) '
sont de� finis.

En interpre� tant les inte� grales d'entrelacement comme des fonctions j
pour G_G�Diag(G) (cf. [12], 9 4), on de� duit des proprie� te� s de j (cf. (3.2.7),
(3.2.9), (3.2.10)) l'existence de H$1 , ..., H$m # a"[0], +$1 , ..., +$m # R tels que,
notant:

HIm, A := .
m

i=1

[& # a* | &(H$i)=+$i] (8.3.5)

on ait:

\& # a*C , (Im & � HIm, A) O (A(P, P� , $, &) est holomorphe en &). (8.3.6)

D'apre� s la de� finition de B(&) on a:

\& # V ($, w), B(&) '=ev( j(P, $, &, ') b A(P, P� , $, &)).

En conse� quence B(&) est holomorphe en & de� s que j(P, $, &) et
A(P, P� , $, &) le sont, grâce a� [14], proposition 3. On introduit l'analogue
pour P� de HIm, j, $ que l'on notera HIm, j� , $ . Cette notation est un peu abu-
sive car j� a de� ja� un autre sens (cf. (3.2.9)).

Soit

OIm=[& # a* | & � HIm, A _ HIm, j, $ _ HIm, j� , $] (8.3.7)

et

O=[& # a*C | Im & # OIm]. (8.3.8)

Clairement, O est dense dans a*C et toute composante connexe de O
rencontre ia*. Supposons le lemme faux. Comme l'ensemble
V ($, e)temp :=[! # V ($, e) | ! est M & H-tempe� re� e] est un sous-espace
vectoriel de V ($, w) et que B est un me� romorphe, l'ensemble O1 des & # a*C
tel que B(&) ' soit de� fini et non tempe� re� est un ouvert non vide et dense de
a*C . Comme 4 est re� gulier et que pre(B(&) ') est suppose� non identiquement
nul, il existe, grâce au lemme pre� ce� dent, x # W(gd, ad) tel que xw | a

=Ida et
(B(&) ') est D(M�M & H)-propre pour la valeur propre x4 # (ad

M)*. On
pose 4w :=x4. On note A(&) le transporte� sur I$ de A(P, P� , $, &) par les
isomorphismes naturels entre I P

$, & , I P�
$, & et I$ .

Soit . # (I$)(K) . La famille & [ E(P, $, &, ', A(&) .), & # O, est un e� le� ment
de A

*
(G�H, 4w , O) d'apre� s la proposition 3(ii) et l'holomorphie sur O des

inte� grales d'entrelacements. Il en va donc de même de E&(.) :=
E(P� , $, &, B(&) ', .) puisque l'on a:

\& # O, E(P� , $, &, B(&) ', .)=E(P, $, &, ', A(&).). (8.3.9)
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Soit E$ l'ensemble des exposants directeurs le long des diffe� rents sous-
groupes paraboliques de M, P,, M(PM), PM # FM , des e� le� ments de
V ($, e)=(V &�

$ )M & H. E$ est un sous-ensemble de (a*,, M) C ou�
a,, M :=a, & m. Comme $ est irre� ductible, les e� le� ments de V ($, e) se trans-
forment tous sous Z(m) par un même caracte� re de Z(m). Alors il re� sulte
de [2], the� ore� me 2.4, que E$ est un ensemble fini. On note l'ope� rateur de
restriction a� a, des formes line� aires sur ad, resa, . Soit O2, Im l'ensemble des
& # OIm"[0] tels que, pour tout y # W(gd, ad), ve� rifiant resa, b y | a* {Id a* ,
on ait &&y& | a,

� [Im * | * # E$], ou� la partie imaginaire est relative a� a*, .
On note O2=[& # O | Im & # O2, Im]. Clairement O2 /O et O2 est un
ouvert dense de a*C dont toute composante connexe rencontre ia*. Soient
40 # E$, PM # FM . On note P l'e� le� ment de F associe� naturellement a� PM

(voir ce qui pre� ce� de le lemme 17). On va voir que, pour tout g # G et
X # a, , l'application & [ p40&&(P, E&(.), g, X) est holomorphe sur O2 .

Soit &0 # O2 . On pose *0=40&&0 . Il suffit de voir, d'apre� s le lemme
2(ii), que 5(&, *0)=[40&&] pour & # O2 . D'abord &0 {0 implique *0 {0.
Alors tout e� le� ment * de 5(&, *0) s'e� crit sous la forme *=y(4w&&0) | a,

++
ou� y # W(gd, ad) et + # L&(P) sont tels que: y(4w&&0) | a,

++=40&&0 .
En prenant la partie imaginaire relativement a� a*, de cette e� galite� , en

tenant compte du fait que 4, donc 4w , est re� el sur ad et que + est re� el
sur a, on a: Im(&0&y&0) | a,=Im 40 . Comme &0 # O2 et 40 # E$, on a
alors res a, b y | a*

=Id a* . Donc y4w | a,
++=40 et y(4w&&) | a,

++=40&&.

Donc *=40&& et 5(&, *0)=[40&&] comme de� sire� . D'ou� l'holomorphie
cherche� e.

Soit &0 un e� le� ment de O1 & O2 tel que Re &0+\P soit strictement domi-
nant pour 2(n� , a). Un tel e� le� ment existe car O1 & O2 est un ouvert dense
de a*C . Comme pre(B(&0) ') n'est pas tempe� re� , il existe PM # FM et 40 un
exposant directeur de pre(B(&0) ') le long de P,(PM) tel que:

Re 40| a +
,, M (PM) �� 0.

Mais pour tout e� le� ment X de a+
,, M(PM), il existe Y # a tel que X+Y soit

e� le� ment de a+
, (P). Donc Re 40 , regarde� comme un e� le� ment de a*, nul sur

a ve� rifie:

Re 40| a,
+(P )�� 0. (8.3.10)

Par ailleurs, d'apre� s le lemme 17, 40&&0 est un exposant asymptotique
de j(P� , $, B(&) ') le long de P,(P). Donc il existe .0 # (I$)(K) , X0 # a,

et g0 # G tels que p40&&0
(P, E&0

(.), g0 , X0) soit non nul. Comme 40 # E$,
l'application, de� finie sur O2 , & [ p40&&(P, E&0

(.0), g0 , X0) est holomorphe
d'apre� s ce que l'on a vue plus haut.

Toute composante connexe de O2 rencontrant ia* on en de� duit qu'il
existe &1 # ia* & O2 tel que 40&&1 soit un exposant le long de P,(P) de

500 PATRICK DELORME



File: 580J 283780 . By:BV . Date:01:02:00 . Time:14:06 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3445 Signs: 2390 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm

E(P, $, &1 , ', �), ou� �1=A(&1) .0 # (I$)(K) . Mais d'apre� s la de� finition de j
(cf. [14], (2.4.5)) et le the� ore� me 1, applique� a� wPw&1 au lieu de P,
E(P, $, &1 , ', �1) est une fonction tempe� re� e. Comme Re(40&&1)=Re 40

ceci contredit (8.3.10). Donc O1 est vide et le lemme en re� sulte. K

De� monstration du the� ore� me 2. Soit w # W et montrons que pour tout
' # V ($, w)disc on a pre(B(&) ') # V ($, e)disc lorsque B(&) ' est de� fini.

Comme toute se� rie discre� te pour Mw�Mw & H est contenue dans une
somme finie de VMw , 4 , 4 # (ad

M, w)*, on voit que tout e� le� ment de
V ($, w)disc est somme finie d'e� le� ments de V ($, w)disc qui sont
D(Mw�Mw & H)-propres. Alors par line� arite� , on peut se ramener au cas ou�
' est D(Mw�Mw & H)-propre pour la valeur propre 4 # (ad

M, w)*, ce que
l'on fera dans la suite. Le lemme pre� ce� dent montre que pre(B(&) ') #
V ($, e)temp . Montrons que 4 est re� el sur ad

M, w . D'abord avec les notations
de (5.1), comme VMw, 4 {[0], 4 est re� el sur iz(mw) & ad

M, w . De plus,
VMw, 4 {[0] implique VM0

w , 4 {[0] puis VM1
w , 41

{[0] ou� 41=4 | a
d
M, w & m1

w
.

Alors 41 est re� el sur ad
M, w & m1

w , d'apre� s (5.2.6) applique� a� M 1
w�M 1

w & H.
Donc 4 est re� el sur ad

M, w . Toujours grâce a� (5.2.6) applique� a� 41 , on
voit que 4 posse� de la proprie� te� de re� gularite� requise pour appliquer le
lemme 20. On en de� duit que pre(B(&) '), s'il est non nul, est D(M�M & H)-
propre pour la valeur propre x4 # (ad

M)* ou� x est comme dans le lemme 10.
De plus x4 est re� gulier pour 2(md

1 , ad
M), par transport de structure a� l'aide

de x. Mais d'apre� s le lemme pre� ce� dent pre(B(&) ') est tempe� re� . Le lemme
14 permet alors de conclure que pre(B(&) ') # V ($, e)disc . Par line� arite� , on
a donc de� montre� pre(B(&) V ($)disc)/V ($, e)disc . En changeant de sous-
groupe parabolique et en tenant compte de la de� finition de j (cf. [14],
(2.4.5)), on voit e� galement que:

\w # W, prw(B(&) V ($)disc)/V ($, w)disc .

D'ou� le the� ore� me. K

9. Majorations uniformes des ``inte� grales d'Eisenstein''

9.1. Familles de fonctions uniforme� ment mode� re� es, uniforme� ment tempe� re� es

On reprend les notations du 9 2.3. On de� finit pour x # G�H, {(x) :=&X&

si x=k(exp X) H avec k # K, X # a, . Si x # G�H et & # a*C , on note:
|(&, x)| :=(1+&&&)(1+{(x)). Si =>0, on note a*==[& # a*C | &Re&&<=].
Soient 4 # (ad

M)*, r # R et =>0. On note Aum(G�H, 4, =, r) le sous-espace
vectoriel de A(G�H, 4, a=*) forme� des e� le� ments F tels que:

\D # U(g), _n # N, \x # G�H, \& # a=*,

|LDF&(x)|�C(1+&&&)n er{(x). (9.1.1)
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Un e� le� ment de Aum(G�H, 4, =, r) est dit uniforme� ment mode� re� de crois-
sance exponentielle r. Soit =>0. Pour R # R tel que &R soit assez grand,
a*(R) (cf. de� finition au 9 3.3) contient a=*. On fixe un tel R. On se fixe
' # V ($, e) tel que ' soit D(M�M & H)-propre pour la valeur propre
4 # (ad

M)*C . Alors il re� sulte de la proposition 3 (i) et de la proposition 2 que:

_r$>0, \. # I$ , & [ bR(&) E(P, $, &, ', .)

de� finit un e� le� ment de Aum(G�H, 4, =, r$). (9.1.2)

De plus, r$ ne de� pend pas de 4 et '.

Lemme 22. Soient =, =$>0 avec =$<=. On note \==&=$. Soit b un poly-
nôme non nul sur a*C . Il existe des constantes C\>0, :>0, ; # R telles que
pour toute fonction holomorphe f sur a*= , tout m>0 et n # N ve� rifiant:

\& # a=* , |b(&) f (&)|�m(1+&&&)n

on ait:

\& # a=$* , | f (&)|�:C\\&;m(1+&&&+\)n.

De� monstration. Si &0 # a*=$ la boule ouverte de centre &0 et de rayon \
est contenue dans a=$* . Par application du the� ore� me 1.4 page 8 de [19],
en tenant compte de l'ine� galite� e� vidente (1+&&&)n�(1+&&0 &+\)n si
&&&&0 &<\, on obtient le re� sultat voulu. K

Corollaire du lemme 22. On fixe r$ comme dans (9.1.2). Soit ' #
V ($, e) qui est D(M�M & H)-propre pour la valeur propre 4 # (ad

M)*C . Soient
. # I$ , =>0 et # une fonction holomorphe sur a=* satisfaisant:

_n # N, _C>0, \& # a=*, |#(&)|�C(1+&&&)n (9.1.3)

et

Pour tout x # G�H, la fonction sur a=* ,

& [ #(&) E(P, $, &, ', ., x) est holomorphe (9.1.4)

Alors: pour tout =$<=, l 'application & [ #(&) E(P, $, &, ', .)=F& est un e� le-
�ment de Aum(G�H, 4, =$, r$).

De� monstration. Il suffit d'appliquer le lemme pre� ce� dent avec f (&)=
#(&) E(P, $, &, ', ., x), x # G�H, et b=bR pour R assez grand, tout en
remarquant que les constantes C\ , :, ; ne de� pendent pas de f (donc de x).
On de� duit les majorations voulues de (9.1.2), (9.1.3). Il suffit alors
d'appliquer la remarque 4. K
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On introduit, comme dans [5], 9 18, la fonction 3 sur G�H de� finie par:

\g # G, 3(gH)=- 5(g_(g)&1)

ou� 5 est la fonction d'Harish-Chandra.
Soient =>0 et s # R. On note T (G�H, 4, =, s) le sous-espace de

A*(G�H, 4, a=*) forme� des e� le� ments F tels que:

\D # U(g), _n # N, _C>0, \x # G�H, \& # a=* ,

|LDF&(x)|�C |(&, x)|n 3(x) es &Re && {(x) . (9.1.5)

Un e� le� ment de T (G�H, 4, =, s) sera dit uniforme� ment tempe� re� d'e� chelle
s. Noter toutefois que (9.1.5) n'implique pas que F& est tempe� re� (sauf si
& # ia*).

The� ore� me 3. Soient 4 # (ad
M)*C et r0>0. Il existe =0>0 et s0 # R tels

que, pour tout =>0 avec =<=0 et F # Aum(G�H, 4, =, r0) on ait: F #
T (G�H, 4, =, s0), de� s que F& est tempe� re� e pour tout & # ia*.

Etablissons d'abord un lemme.

Lemme 23. Soient 4 # (ad
M)*C . Il existe =1 tel que pour tout =>0 avec

=<=1 , tout r>0, tout F # Aum(G�H, 4, =, r) tel que F& soit tempe� re� e pour
& # ia*, tout P # F et tout & # a=*, on ait:

Tout exposant asymptotique directeur de F& le long de P,(P) est de la
forme w(4&&) | a,

, ou� w est un e� le� ment de W(gd, ad) tel que Re w4 | a,
+ (P )�0.

De� monstration. Soit L le re� seau des racines de 2(g, a,). On de� finit:

=1=1�2 Inf[&Re(x4&x$4) | a,++&, | x, x$ # W(gd, ad), + # L

et Re(x4&x$4) | a,
++{0].

Comme le re� seau des racines est un ensemble discret, on a =1>0. On va
voir que =1 re� pond a� la question. On se donne alors =, r et F comme dans
l'e� nonce� . On choisit P # F. On va commencer par e� tudier les exposants
asymptotiques de F& le long de P,(P), pour & dans un sous-ensemble
dense. Pour w0 # W(gd, ad), on note Ow0

l'ensemble des e� le� ments & de a=*
tels que:

\w # W(gd, ad), res a, b w | a*
{res a, b w0| a*

O (Im w0&&Im w&) | a,
{Im(w0 4&w4) | a,

(9.1.6)
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ou� Im est la partie imaginaire par rapport a� (ad)* et res a, est la restriction
des formes line� aires sur ad a� a, . On de� finit:

O$w0
:=Ow0

si resa, b w0| a*
=0 (9.1.7)

et

O$w 0
=[& # Ow 0

| Im w0(4&&) | a ,{0] si res a, b w0| a*
{0. (9.1.8)

Il est clair que O$w0
est un ouvert dense de a*= dont toute composante

connexe rencontre ia*.
Montrons que pour x # G�H, X # a, , & [ pw0(4&&) (P, F& , x, X) est holo-

morphe sur O$w0
.

Soit &0 # O$w0
. On pose *0=w0(4&&0) | a,

. Alors , avec les notations du
lemme 2, il suffit de voir, que pour & # O$w0

, 5(&, *0) est re� duit a�
[w0(4&&) | a,

].
Soit * # 5(&, *0), avec * � [0] & [*0]. Alors il existe w # W(gd, ad) et

+ # L&(P) tels que *=w(4&&) | a,
++ et *0=w(4&&0) | a,

++.
On a donc: w0(4&&0) | a,

=w(4&&0) | a,
++.

En prenant la partie imaginaire et utilisant &0 # O$w0
, il re� sulte de la de� fi-

nition que: res a, b w | a*
=res a, b w0| a*

. D'ou� il suit que: w04 | a,
=w4 | a,

++
puis: *=w0(4&&) | a,

. Il reste a� traiter le cas * # [0] & [*0]. Cela ne peut
se produire que dans le cas (9.1.7).

Mais alors resa, b w0| a*
=0 et w04 | a,=0. Donc resa,w0(4&&)=0 et l'on

a bien aussi *=resa,w0(4&&)=0 comme de� sire� . Il en re� sulte l'holomor-
phie cherche� e.

Finalement, soit O=�w # W(gd, ad ) O$w , qui est aussi un ouvert dense de a*=
dont toute composante connexe rencontre ia*.

Soit &0 # O et soit *0 un exposant asymptotique directeur de F&0
le

long de P,(P). Alors il existe w0 # W(gd, ad) tel que *0=w0(4&&0) (cf.
lemme 1). Grâce a� l'holomorphie pour x # G�H, X # a, de & [ pw0(4&&)

(P, F& , x, X) sur O (voir ce qui pre� ce� de) et aux proprie� te� s de O, il existe
&1 # ia* tel que w0(4&&1) soit un exposant de F&1

le long de P,(P). Utili-
sant la tempe� rance de F&1

, on en de� duit le re� sultat cherche� :

Re w04 | a,
+(P )�0.

Maintenant, soit & # a*= et (&n) suite dans O convergeant vers &. Soit * un
exposant asymptotique directeur de F& le long de P,(P). Alors d'apre� s le
corollaire 1 du lemme 2, il existe une suite (*n) de (a*,) C qui converge vers
* et telle que pour tout n # N, *n est un exposant asymptotique de F&n le
long de P,(P).

D'apre� s ce que l'on vient de voir, on a: *n=wn(4&&n)++n , ou�
+n # L&(P) et wn # W(gd, ad) ve� rifie Re wn4 | a,

+(P )�0.
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Par extraction d'une sous-suite on peut supposer que (wn) est constante
et e� gale a� w. D'autre part, (&n) e� tant borne� e, (w(4&&n) | a,

) est borne� e.
Alors par diffe� rence avec (*n) qui est borne� e, on voit que (+n) est borne� e.
Quitte a� extraire une sous-suite, on peut supposer que (+n) est convergente,
puis constante (L&(P) est discret). Alors *n=w(4&&n) | a,

++. D'ou�
*=w(4&&) | a,

++. Par ailleurs, *=w$(4&&) | a,
pour un e� le� ment w$ de

W(gd, ad) (cf. lemme 1). D'ou� par diffe� rence et en prenant la partie re� elle:

Re(w4 | a,
&w$4 | a,

)++=Re(w$&&w& | a,
).

Comme & # a*= , le deuxie� me membre est de norme plus petite que 2=.
D'apre� s la de� finition de =1 , on a alors:

Re w4 | a,
++=Re w$4 | a,

.

Comme Re w4 | a,( P )�0 et + # L&(P) on a aussi:

Re w$4 | a,
+(P )�0.

D'ou� le lemme. K

De� monstration du the� ore� me 3. La de� monstration est la même que celle
du the� ore� me 18.3 de [5], ou� l'on remplace aq*(=), par a=* lorsqu'il s'agit de
la de� finition de F. Le seul changement est l'utilisation du lemme 23 pour
limiter les exposants asymptotiques de F& dans la de� monstration de l'analo-
gue de la proposition 18.4 de [5]. K

The� ore� me 4. Avec les notations du 9 3.2, soit ' # V ($, e)disc qui est
D(M�M & H)-propre pour la valeur propre 4 # (ad

M)*. Il existe =0>0, s0>0
tels que pour tout =>0 avec =<=0 tout . # (I$)(K) et toute fonction holo-
morphe # sur a*= satisfaisant (9.1.3) et (9.1.4), on ait pour =$<=,
& [ F& :=#(&) E(P, $, &, ') e� le� ment de T (G�H, 4, =$, s0). En particulier:

\D # U(g), _n # N, _CD>0, \x # G�H, \& # a*=$ ,

|#(&) LDF&(x)|�CD |(&, x)|n 3(x) es0 &Re && {(x).

De� monstration. On va appliquer le the� ore� me 3 avec r0=r$ (cf. (9.1.2))
et l'on choisit =0 comme dans celui-ci. Soit F& comme dans l'e� nonce� . Cette
famille a les proprie� te� s voulues pour utiliser les conclusions du the� ore� me 3,
ceci d'apre� s le lemme 21 d'une part et d'autre part le corollaire 1 du
the� ore� me 1 joint au corollaire 2 du lemme 2. K
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Appendice

Il s'agit de corriger les erreurs ou incorrections qui e� maillent [18], cette
re� fe� rence e� tant utilise� e dans le corps de l'article. Sauf exception dûment
mentionne� e les re� fe� rences de paragraphes ou pages renvoient a� [18]. Les
notations sont celles de [18].

Pre� cisons d'abord une de� finition:
Dans 1.2 (ii) et dans la suite de l'article, on dit qu'un sous-ensemble d'un

espace vectoriel (re� el ou complexe) est stable par dilatation, s'il est stable
par les homothe� ties de centre d'origine et de rapport re� el supe� rieur ou e� gal
a� 1.

La convergence des de� veloppements asymptotiques le long des murs est
e� nonce� e de manie� re incorrecte en 2.2 (i) page 115. A la place il faut lire:

2.2 (i). Les fonctions Q+, P , 3 sont polynomiales sur a3 pour k et a fixe� s,
et analytiques en a # A3 pour k et X fixe� s. Le degre� des polynômes en X,
X [ Q+, P , 3 (k, a, X) est borne� inde� pendamment de k # K et a # A3.
En outre pour R>0, il existe C=CR, P , 3, F tel que, notant a&

3 (P, C)
l'ensemble

[X # a3 | \: # P, : | a3
{0 O :(X)< &C],

on ait:

\X # a&
3 (P, C), \a # A3, &log a&�R

(A.1)
O F(ka exp X)=:

+

Q+, P , 3 (k, a, X, F ) e(++\P, 3)(X).

Le reste de 2.2 (i) est inchange� . Pour de� montrer ce point, il faut utiliser
la preuve de [2], the� ore� me 5.2, qui est analogue a� celle du the� ore� me 6.2 de
[16]. Dans la preuve de ce dernier, on doit inverser l'ordre du choix de $
et =.

Remarquons que l'on pourrait avantageusement utiliser la technique
de� veloppe� e par A. Knapp dans [26], proposition 8.44 et the� ore� me 8.45,
convenablement ge� ne� ralise� e a� notre cas. On pourrait alors remplacer
a # A3 par m # M3 et la norme de a par celle de mH dans (A.1). Ici, avec
les notations du corps de l'article (cf. (1.2.3)) &mH&=&m_(m&1)&1�2. Une
utilisation judicieuse de ce de� veloppement permet vraisemblablement
d'e� viter l'utilisation de l'appendice avec E. P. van den Ban dans la suite de
l'article. La modification de 2.2 (i) conduit a� une modification de 2.2 (iii):

On doit remplacer les lignes 2 et 3 de la page 116 par:
Soit (a3)&(P$1)=[X # a3 | \: # P$1 , :(X)<0]. Soit R>0. On note

C1=sup P$
1
(CR, P$, 3 $, F) et OR=[(X, Y) # (a3)&(P$1)_a&

3 (P$, C1) | &X&<
R, X+Y # a&(P$)] qui est clairement non vide. Alors si (X, Y) # OR on a
les relations: etc...
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Le reste de l'e� nonce� de 2.2 (iii) est inchange� , ainsi que 2.2 (iv).
Dans la de� monstration de 2.2 (iii) page 116, ligne &8, on prend

(X, Y) # OR et page 116 ligne &5 on prend (log a, X) # OR . On remarque
alors que pour X # a3 avec &X&<R, l'ensemble des [Y # a3 | (X, Y) # OR]
est un ouvert non vide stable par dilatation. De même pour 2.2 (iv).

Dans le lemme 2 (ii): page 118 ligne &4, il faut lire Pol(a3) au lieu de
S(a3), ou� Pol(a3) est l'espace vectoriel des fonctions polynomiales sur a3 .

Puis page 118 ligne &1, il faut remplacer n3 (P) par n� 3 (P)=%(n3 (P))
ainsi que dans toute de� monstration du lemme 2.

Enfin, page 119, ligne 1, il faut lire:
Soit L la repre� sentation de a3 sur Pol(a3), donne� e par la diffe� renciation

de la repre� sentation re� gulie� re gauche du groupe additif a3 sur Pol(a3).
A chaque fois qu'intervient ad dans la suite il faut le remplacer par L.

Et: page 119, ligne 3, il faut remplacer *0+\ P , 3 par &*0&\P , 3 .
La de� monstration du lemme 2 (i) doit être corrige� e comme suit:
page 119, ligne &8, remplacer ``D # g:

+ ou g:
&'' par ``D # g&:

+ ou D # g&:
& ''

et page 119, ligne &5, lire:

D=f1(a)(D+%D)+f2(a) Ada(D+_D).

Le reste de la de� monstration de (i) est inchange� e.
Dans la de� monstration du lemme 2 (ii): page 121, ligne 5 remplacer

``a # A3, X # a&
3 (P)'' par ``a=exp Y # A3, X # a&

3 (P) et (Y, X) # OR pour
un R>0 (avec les notations de 2.2 (iii))''.

page 122, ligne 2, remplacer les conditions sur X, Y par: (X, Y) # OR

pour un R>0.
page 122, ajouter avant la ligne &6: On ve� rifie aise� ment que i*0

(F )(m)
est bien de� fini grâce au lemme 1 (ii).

Dans le the� ore� me 1, (page 126, ligne 9), il faut remplacer P,(P) par
P� ,(P)=%(P,(P)) et *0 par &*0 . La de� monstration est essentiellement
inchange� e.

L'e� nonce� des the� ore� mes 2 et 3 (pages 127 et 129) est correct tel que.
Mais, pour que la de� monstration soit inchange� e, il faut remplacer, P3 (P)
par P� 3 (P)=%(P3 (P)), N3 (P) par N� 3 (P)=%(N3 (P)) et &0 par &&0 . En
outre, page 129, dernie� re ligne il faut remplacer & par &&0 . Le corollaire du
the� ore� me est inchange� .
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