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Introduction

Soit G un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-Chandra, ¢ une
involution de G, 0 une involution de Cartan de G commutant avec ¢. Soit H
un sous-groupe ouvert du groupe des points fixes de ¢ et K le groupe des
points fixes de 0. On note ID(G/H) 'algébre des opérateurs différentiels sur
G/H invariants par translation a gauche par G.

La décomposition de la représentation réguliere gauche de G dans
L?(G/H) en représentations irréductibles, et la théorie spectrale des éléments
de D(G/H) font partie des problémes majeurs de I’analyse harmonique sur
I’espace symétrique G/H. La formule de Plancherel pour le cas des groupes,
i.e. lorsque G = Gy x Gy et H égal au sous-groupe diagonal, est due a Ha-
rish-Chandra [20], le cas riemannien symétrique ayant été traité auparavant
(cf. e.g. [17]).

Au moment ou cet article a été congu, P. Harinck venait de traiter le cas
ou G est un groupe réductif complexe et H une forme réelle [18], seul autre
cas de rang quelconque alors connu.

La preuve de Harish-Chandra dans le cas des groupes est un mélange
d’une approche spectrale (intégrales d’Eisenstein) et d’analyse harmonique
invariante (distributions invariantes, intégrales orbitales). Notre approche
est purement spectrale. On introduit pour cela des familles de fonctions
ID(G/H)-propres associées a des sous-groupes paraboliques o0-stables
quelconques: les intégrales d’Eisenstein, généralisant ainsi la définition de E.
van den Ban ([3], voir aussi l'article de E. van den Ban et H. Sclichtkrull [5])
pour le cas minimal. Le but est de désintégrer tout élément de L>(G/H) a
I'aide de celles-ci, ou plutéot de leur version K-finie. Il résulte de [13] que les
intégrales d’Eisenstein sont des fonctions tempérées lorsque le paramétre est
imaginaire pur. Les fonctions C décrivant leur comportement asymptotique
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sont définies grace a la théorie du terme constant des fonctions tempérées
[10].

On trouve alors trois applications de la troncature [14].

D’abord on établit les relations de Maass-Selberg en rang quelconque
pour les intégrales d’Eisenstein, puis on montre que les intégrales d’Eisen-
stein convenablement normalisées sont holomorphes au voisinage de I’axe
imaginaire pur. La transformée de Fourier normalisée Z° est alors définie.
De méme le candidat a étre son inverse .#° est défini griace aux propriétés des
paquets d’ondes [4]. La troisiéme application de la troncature montre que
FO90 est égal a lidentité et .#°7° est un projecteur orthogonal dans
I’espace de Schwartz des fonctions K-finies ou t-sphériques, muni du produit
scalaire L.

Ceci permet de décrire une partie du spectre de L>(G/H), qui contient en
particulier la partie la plus continue décrite par E. van den Ban et H.
Sclichtkrull dans [6], nos méthodes étant toutefois différentes. On veut
montrer que 1’on a ainsi obtenu la totalité du spectre.

On sait que toute fonction de L?(G/H) se désintégre a I'aide de fonctions
tempéreées (cf. [11], Appendice C, qui se déduit du travail de Bernstein [7] sur
la mesure de Plancherel). Dans le cas des groupes, ’ensemble de ces résultats
implique facilement que .#° et #° sont inverses 1'un de I'autre, donnant ainsi
une autre preuve de la Formule de Plancherel de Harish-Chandra, mis a part
le calcul explicite des facteurs de Plancherel. Dans le cas général, toujours en
utilisant la tempérance du spectre, on établit un critére pour que .#° et #°
soient inverses I'une de 'autre.

Dans [15] ce critere, joint a une nouvelle utilisation de la troncature, a
permis au deuxiéme auteur d’achever la preuve de la formule de Plancherel.
Enfin, notre Théoréme sur I’holomorphie des intégrales d’Eisenstein nor-
malisées, au voisinage de I’axe imaginaire pur, a permis a E. van den Ban et
H. Sclichtkrull de déduire de leur preuve du Théoréme de Paley-Wiener une
autre preuve de la formule de Plancherel. Décrivons plus précisément le
contenu de larticle.

Soit ay un sous-espace abélien maximal du sous-espace de I'algébre de
Lie g de G formé des éléments anti-invariants par la différentielle de 0 et celle
de 6. Si P est un sous-groupe parabolique of-stable de G, on note
P = MpApNp sa g-décomposition de Langlands ou Lp = MpAp est le sous-
groupe de Levi 0-stable de P et Ap I'intersection de la composante déployée
de Lp avec I'ensemble des éléments g de G tels que a(g) = g~ (remarquer le
changement de notation par rapport a [14]). Lorsque 4p = A4 est fixé, on
note (L, M) au lieu de (Lp, Mp).

On suppose maintenant que P contient Ay := exp(ay). On note W le
quotient du normalisateur Nk (ay) de ag dans K par son centralisateur. Soit
WwH (resp. %M ) 'ensemble des éléments de W admettant un représentant
dans l'intersection de H (resp. M) avec Nk(qp). On fixe dans Nx(ay) un
ensemble %y de représentants des (W7, ;") double-classes. C’est, pour
tout sous-groupe parabolique o6-stable Q de G de sous-groupe de Levi L, un
ensemble de représentants des (H, Q) double-classes ouvertes de G.
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Soit (t,7;) une représentation unitaire de dimension finie de K. On
deéfinit:

Ar(M,7) = @ A(M/MNw ' Hw, ty)

WENW m

ot o/(M/MNw 'Hw,ty) est I'espace des fonction C*, Ty (= Tpsrk)-
sphériques sur M /M Nw~'Hw, qui sont de carré intégrables et ID(M/MN
w~ ! Hw)-finies. Ces espaces sont de dimension finie (cf. [14] Proposition 1).

On définit maintenant les intégrales d’Eisenstein. Soit A un élément du
dual complexe ag de ’algebre de Lie a de 4, tel que (Re 2 — pp) (ou pp est la
demi-somme des racines de a dans np) soit strictement dominant (pour ces
mémes racines). A tout y = (,,) € o/»(M,t) on associe la fonction ¥,
définie pour x € G/H par:

weN vy

0 si x¢ UwE“I/"M IJW_IH

Wi(x) = {

a*Pry (m) six €namw 'H, n€Np, acd, meM, we W y.

L’intégrale d’Eisenstein E(P,, A) est définie pour x € G/H par:

E(P,y,2)(x) := / (k)Y (k) dk
K
Cette intégrale converge et définit une fonction de classe C*, t-sphérique et
ID(G/H)-finie. On déduit de la relation simple entre les intégrales d’Eisen-
stein et les vecteurs distributions H-invariants des séries principales géné-
ralisés, que E(P,y, A) admet un prolongement méromorphe a ag. En outre,
utilisant les résultats de [13] et [4], on montre (cf. Proposition 3) que, pour
un produit convenable, b, de fonctions affines de type o + ¢ ou o est une
racine de a dans np et ¢ € €, I'application A+ b(Z)E(P,, —4) est holo-
morphe dans un voisinage de ia* et, de plus, est un ¢lément de II (G, L, 1)
(cf. [14] fin du par. 1 pour la définition de cet espace). En particulier, lors-
qu’elle est définie pour A € ia*, la fonction E(P,, —4) est tempérée. On
introduit maintenant les fonctions C grace a la théorie du terme constant
(cf. [10]). On note Zemp(G/H, ) 'espace des fonctions C*, t-sphériques,
tempérées et ID(G/H)-finies. Le terme constant de ¢ € emp(G/H,7) le
long de P est I'élément ¢p de o7 emp(L/L N H,1;) caractérisé par:

lim (8/*(lexp(1X)) (1 exp(eX)) — @p(l exp(£X))) = 0

t—+00
ou X € A est strictement dominant pour les racines de a dans np et:

Sp(l) = |det 4d I,,|, 1€L .

Alors, si O est un sous-groupe parabolique gf-stable tel que Ly =L, on
montre (Théoréeme 1) qu’il existe une fonction méromorphe 4+ Cpp(s, 4)
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sur ag, a valeurs dans End .o/, (M, 1) telle que, pour we # 'y, [ €L, Y €
/>(M,1), a € A et 2 dans un ouvert dense de ia*:

t(w EP, W, ) o (wlaw™) = > (Copls, W), (Da" .

seW(a)

Ici Q¥ := wOw™! et W(a) désigne le groupe des automorphismes de a induits
par des €léments de G. Les fonctions C sont génériquement des opérateurs
inversibles ce qui permet (par. 5) de définir les intégrales d’Eisenstein nor-
malisées par:

EO(Palpvj“) :E(Pv CP\P(lvi)illpai) .

On dispose alors des fonctions C normalisées, notées C°. En particulier
C?’\P(l ) }) = Id,?/z(M,r)~

On démontre ensuite les relations de Maass-Selberg. Plus précisément, si
0, @, P et P' sont des sous-groupes paraboliques c0-stables de g-sous-
groupe de Levi L, on montre que pour tout ¥ € o/»(M, 1), s,t € W(a):

Coip(s, DWII* = [|[Copp (2, W1

lorsque A € ia* est tel que les deux membres aient un sens. Dans le cas ou a
est de dimension un modulo son intersection avec le centre de g, cela résulte
essentiellement de [14], Théoréme 2. On passe au cas général en montrant
que les relations cherchées équivalent a certaines propriétés des (petites)
matrices B (Lemme 5). En effet, les propriétés de produit des matrices B
permettent une réduction au cas précedent. Alors il resulte facilement du
critére [4] Théoréme 2, que A—E°(P,y, —4) est une fonction 11} (G, L, ) et
en particulier holomorphe au voisinage de ia* (Théoréme 3, appelé théoréme
de régularité des intégrales d’Eisenstein normalisées).

Soit f une fonction de I’espace de Schwartz des fonctions t-sphériques. Si
A € ia*, il existe, par représentation de Riesz, un unique élément (F pf)(4)
de .«/,(M,7) tel que, pour tout y € of»(M,1):

(F3f () 0) = (x), E°(P,y, 2)(x)) dx .

G/H

De plus, on montre (Théoréme 4), que Fof est un élément de
F(ia*) @ o/>(M,7) ou F(ia*) est 'espace de Schwartz des fonctions C*™ a
décroissance rapide sur ia*.

Par ailleurs, on dispose des paquets d’ondes. Si ¥ est un élément de
S (ia*) ® o/»(M, 1), la relation:

IO (x) = / E'(P,Y(2),4)(x) d), x€G/H ,
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définit un élément .#9%¥ de 4(G/H,t). Cela résulte du Théoréme de rég-
ularité, grace au Théoréme 1 de [4].

On dit que deux sous-groupes paraboliques o0-stables P et Q sont o-
associés si Ap et Ap sont conjugués sous K. On se fixe un sous-groupe
parabolique minimal Py du groupe G’’ des points fixes de ¢0 et contenant
Ay. On dit qu’un sous-groupe parabolique g0-stable de G est g-standard s’il
contient Py. On note IF un ensemble de représentants des classes de o-as-
sociation de sous-groupes paraboliques o0-stables formé de sous-groupes
paraboliques g-standards. On définit la transformée de Fourier normalisée
7' de ¢(G/H, ) dans Py & (ia}) ® o/>(Mp,7y,) en posant:

FO=N" #w(ap) P
PclF

Le candidat .#° a la transformation de Fourier inverse est défini par la
restriction a 'image de #° de ZPe]F #W(ap)_l/zfg. On détermine I'image
de 70 et on montre que Z° o .#° est égal a I'identité (Théorémes 5 et 6). On
montre enfin que .#° 0 Z° est un projecteur orthoganal dans I’espace de
Schwartz.

Pour montrer que .#° est bien I'inverse de #°, il reste a prouver que .#°
est surjective (ou Z° injective). Nous démontrons (Lemme 11) que .#° est
surjective si et seulement si il existe une fonction tempérée ID(G/H)-finie
orthogonale a Iimage de .#°. Ce Lemme est crucial dans la fin de la
démonstration de la Formule de Plancherel (cf. [15]).

On montre aussi que si G =G| x Gy et H est le groupe diagonal de
G, J° et 7#° sont inverses I'un de 'autre (Théoréme 8).

0 Notations. Choix des mesures

On utilise les conventions de [13] par. 1 (par exemple, si S est un groupe de
Lie, S° désigne sa composante neutre, e ou eg son ¢lément neutre, etc..).

Soit G un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-Chandra, ¢ une
involution de G, 0 une involution de Cartan de G commutant avec o, H un
sous-groupe ouvert des points fixes de ¢, K le sous-groupe des points fixes de
0. On note encore 0 (resp. o) la différentielle de 6 (resp. g) et s (resp. q) le
sous-espace propre de g pour la valeur propre —1. Si P est un sous-groupe
parabolique g6-stable de G, on note Lp (ou L) le sous-groupe de Levi stable
par o et 0, i.e. Lp = PNO(P), dite composante de Levi, Np son radical
unipotent et P = MpApNp sa o-décomposition de Langlands. En particulier,
on note G = LgAg la o-décomposition de Langlands de G. Ici, A est le sous-
groupe de la composante déployée de G formé des ¢léments a de celle-ci tels
que a(a) = a~'. On 'appelle composante o-déployée de G. Clairement, si P
est un sous-groupe parabolique c0-stable de G, (Mp, )y, O, H N Mp)
vérifie les mémes hypothéses que (G, g, 0, H), et de méme en remplagant Mp
par Lp.
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On se fixe dans toute la suite de I'article un sous-espace abélien maximal
ag de s N q. On note Ly le centralisateur dans G de ay. C’est la composante de
Levi d’un sous-groupe parabolique a0-stable minimal. Il admet pour o-
décomposition de Langlands Ly = M4y ou Ay = expayg. On note W) le
quotient du normalisateur Nk (ay) de ay dans K, par son centralisateur. On a
G = KAyH. Soit P un sous-groupe parabolique g0-stable contenant 4y. A-
lors Ly (resp. My) est contenu dans Lp (resp. Mp) et Ap est contenu dans 4.
On note Xp I’ensemble des racines de ap dans np. On appelle o-sous-groupe
de Levi de G, toute composante de Levi d’un sous-groupe parabolique ¢0-
stable contenant Ay. Si L est un o-sous-groupe de Levi de G, on note £ (L)
I’ensemble des g-sous-groupes de Levi de G contenant L, #(L) 'ensemble
des sous-groupes paraboliques gf-stables de G dont la composante de Levi
est égale a L, 7 (L) I'ensemble des sous-groupes paraboliques o0-stables de
G dont la composante de Levi contient L. Si L = Ly, on notera . au lieu de
ZL(Ly), etc..

Pour toute la suite de l'article, on fixe un systéme de racines positives X,y
de qy dans I'algébre de Lie g7’ formée des points fixes de 6. On note Py le
sous-goupe parabolique minimal correspondant du sous-goupe G’’ des
points fixes de gf. On note £ (st pour standard) le sous-ensemble de 2
formé des P € 2 contenant Fy. Pour L € &, on note P (L) (resp. Z (L))
I’ensemble des éléments de #(L) (resp. % (L)) contenant un élément de Zy;.
Soit Z I'ensemble des ¢léments L de £ tels que 2 (L) soit non vide. On
ajoutera L' en indice supérieur dans tout ce qui précéde si on remplace G par
un élément L' de . Tous les ensembles précédents sont finis, mais con-
trairement au cas des groupes, % n’est pas réduit a un élément.

On se fixe une forme bilinéaire B sur g, prolongeant la forme de Killing
de [g, g, invariante par Ad G, o et 6, et telle que, de plus, la forme qua-
dratique X— | X||* := —B(X, 6X) soit définie positive. Si L € £, on notera
a¢ orthogonal pour B de ag dans a;. Si P € 2(L), on notera dp la fonction
sur L/L N H définie par:

op(l) = eZpP(HL(l))7 lel

ou pp € aj est la demi-somme des racines de ap dans np, comptées avec leurs
multiplicités.

La forme B détermine un produit scalaire sur a;, L € &, ce qui déter-
mine une mesure de Haar sur a;. On munira iaj de la mesure duale (cf. [14]
par. 1). La mesure invariante sur G/H est normalisée comme dans [14]
par. 1. On procéde de méme pour les autres espaces symétriques rencontres.

1 Vecteurs distributions H-invariants “de carré intégrable”

1.1 Soit (r, H,) une représentation unitaire irréductible de G et (H, )"

I’espace des vecteurs distributions H-invariants de (=, H;). D’apres [1], cet

espace est de dimension finie. L’action (D,¢)—n'(D)¢, (D e U(g)”,
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&e (H;=)"), de U(g)" sur (H;>)" passe au quotient en une action de
l’algébre ID(G/H) des opérateurs différentiels G-invariants sur G/H (qui
s'identifie a U(g)” /(U(g)hN U(g)")), action que I'on notera également
(D, &) (D)C.

A tout ¢ € (H®)" est associée une application linéaire 7: de H> dans
C*(G/H), g et G-équivariante, définie par:

T:(v)(gH) = (W (9)¢v), g€G, &e(H ™), veHy . (L.1)
Pour un tel couple (&,v), on a évidemment:
DT:(v) = Tpp)e(v), D e D(G/H) . (1.2)

En particulier, I’espace

(H, Vi 7= (€ € (H )" | Im T: € I*(G/H)™ } (1.3)
est stable sous I'action de ID(G/H) car ID(G/H) opére continliment sur
L*(G/H)™ [1]. Les éléments de cet espace sont appelés vecteurs distributions
H-invariants ““de carré intégrable.”

1.2 Lemme 1. Si ¢ € (Hn’oo)gisc, lapplication T: se prolonge en un opérateur
linéaire continu T: de H, dans L*(G/H). Cet opérateur est G-équivariant et

applique donc continiiment H> dans L*(G/H)™.

Démonstration. Pour g€ G fixé, les formes linéaires fi—f(gH) et
v—(7'(g)¢&, v) sont continues sur les espaces C*(G/H) et H>° respectivement
lorsqu’on les munit de leurs structures canoniques d’espaces de Fréchet. Le
graphe de T; est donc fermé et T; définit une application linéaire continue de
H® dans C*(G/H). Montrons que 'opérateur 7, défini comme un opé-
rateur non borné sur H,, de domaine de définition H:°, a valeurs dans
L?>(G/H), est fermable. Soit (v,) une suite de H>° convergeant vers 0 dans H,
et telle que (7T:v,) converge vers f dans L>(G/H). Il faut montrer que f = 0.
Pour tout ¢ € C°(G), la suite (n(¢p)v,) converge vers 0 dans H>°. L’appli-
cation T étant continue, la suite 73(n(¢)v,) converge vers 0 dans C*°(G/H).
L’opérateur 7: étant G-équivariant et continu, T:(n(@)v,) = @ * T:(v,).
D’aprés nos hypotheéses sur (v,), la suite (¢ * Tz(v,)) converge vers ¢ * f. On
en déduit que , pour tout ¢ € CX(G), ¢ *f = 0. Cela signifie que f =0
comme désiré. L’opérateur 7: est donc fermable. Sa fermeture 7; est évi-
demment G-équivariante. Le résultat cherché résulte alors du Lemme de
Schur pour les opérateurs fermés non bornés. O

1.3 Tout élément D € ID(G/H) peut étre considéré comme un opérateur
linéaire non borné dans L*(G/H), de domaine de définition C*(G/H).
D’aprés [1] Lemmes 1.2 et 1.3, le domaine de définition de son adjoint (resp.
de sa fermeture) contient L>(G/H)™ et cet adjoint coincide sur C(G/H)
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avec un ¢élément D* de ID(G/H). Si on note encore D l'opérateur fermé
correspondant on a donc, par densité:

(Df.9)=(/,D"9). f.g €L*(G/H)*, DeD(G/H) .  (14)
Si ¢ et & sont dans (H, )i, I T: est un opérateur borné dans Hy, qui

commute avec I’action de G. C’est donc un multiple de I'identité de H,. Si on
définit le complexe (¢, &) de telle sorte que 73 7: = (&, ) ldy,, on a:

/G/H (Te(v)(x), T2 (V) (x)) dx = (&,&) (v,0)),  v,0' € HY (1.5)

et on vérifie immédiatement que:

On a ainsi défini un produit scalaire sur (H;OO)ZSC. (1.6)

Enfin, on obtient facilement, a ’aide de (1.2), (1.4) et (1.5) que:

Pour D € D(G/H), adjoint de 7'(D) agissant sur

(Hn’oo)ﬁsc, muni du produit scalaire ci-dessus, est égal & (L.7)

(D)

L’algébre commutative D(G/H) étant engendrée par ses ¢léments autoad-
joints, on déduit de (1.6) que I'action de ID(G/H) sur (H; ). se diago-
nalise. Notons, pour tout caractére y de ID(G/H):

(Hn_oo)fi{isc‘x ={¢e€ (Hn_oc>gllsc ‘ TC’(D)é = (D), DeD(G/H)} .

On a donc:

2 Application aux sous-groupes de Levi

2.1 Soit L € ¥ et L = MA sa o-décomposition de Langlands. On fixe une
représentation unitaire de dimension finie (z,7;) de K, et on note 1) sa
restriction & K N M (noté aussi Ky). Soit (d, V) une représentation unitaire
irréductible de M. On applique les résultats précédents a M et 6 au lieu de G
et 7. On notera .o7;( M/Mﬂ[;\l) la somme des images des opérateurs T,
lorsque 5 varie dans MO Soit .o/ o (M/M N H, )’ Tespace des
fonctions t),-sphériques correspondant, défini par:

(MM H, ty)° = (fo(M/MOHY @ V)5 (2.1)
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ou l'indice supérieur K), indique que 1’on considére les éléments Kj,-in-
variants de ce produit tensoriel de représentations de Kj,. Les éléments de
of(M/M N H,ty)° sont des fonctions de classe C* sur M/MNH, ty-
sphériques, ID(M /M N H)-finies (grace a (1.2) et au fait que (V5 =)} est de
dimension finie). Elles appartiennent & I'espace (L2(M /M N H)™ @ V;)* . Ce
sont (en utilisant les notations de [14], équation (5.3)) des éléments de
(M /M N H, 1)) (voir [2] Th. 6.4). On en déduit que .«Z>(M /M N H,1y)° est
contenu dans .«/>(M /M N H, 1)), donc de dimension finie (cf [14] Prop. 1).
De plus, on a:

Ay (M/MOH, 1) =@ o(M/MNOH, ) . (2.2)
seM
Cette somme est une somme directe orthogonale lorsque I’on munit ces
espaces du produit scalaire L.
2.2 On fait agir Ky, sur C*(K) par représentation réguliére droite et na-
turellement sur V5. Dans ce cas, I’espace des invariants sous 'action de K):
C¥(K,8) i= (C®(K) @ V)™ (2.3)

est I'espace de la réalisation compacte des séries principales généralisées
associées a d et P € 2(L).

On fait agir K sur C*(K,9) et sur C*°(K) par représentation réguliére
gauche. L’espace:

C¥(K,8,7) = (CZ(K,8) @ W)~ (2.4)

s’écrit également:
C®(K,d,7) = (C(K) @ V5® @ V)& (2.5)

On introduit I'application de C®(K,d,7) ® (V5 )4 dans .o, (M/MN

disc

H, 7:M)‘3 qui associe & f @ n I'élement ., de o/2(M /M N H,ty) défini par:
Vyoy(mM O H) = (' (m)n, f(e)) € Ve, meM . (2.6)

Ici, si f = ZLI ©; @, 0u @, € C®(K,0)etv; € Vet &€ V5>, on a noté:
(&fe)=>_", (&aoile)o:.

On démontre comme dans [3] par. 4, que cette appplication est un iso-
morphisme. En outre:

Si les espaces sont munis des produits scalaires L*, cette ) 2.7)
application est une isométrie d’image /(M /M N H,ty)° . '

2.3 Pour tout sous-groupe S de G, on note %S I’ensemble des éléments de W
induits par des ¢éléments du normalisateur de ay dans K NS. On fixe un
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ensemble %"y, (noté aussi #°) de représentants dans Nk (ay) des (W), W)-
doubles classes de W. Pour P € Z(L), #  est un ensemble de représentants
des (H,P)-doubles classes ouvertes de G ([11] Lemme 3). On suppose en
outre que ¥~ contient I’élément neutre de G.

Si w € Nk(ag), on dispose d’une involution ¢, de G définie par:

ow(g) = w_la(wgw_l)w, geaq , (2.8)

pour laquelle w™'Hw est un sous-groupe ouvert du groupe de ses points
fixes. De plus ¢,, commute 4 0, ay est contenu dans q,, := Ad w™!(q) et est a,,
invariant. Enfin, si P € &, P est également o¢,,0-stable. On peut appliquer
au quadruplet (G,w'Hw, g, 0) les résultats établis pour (G, H,a,0).

On définit:

(M), = H&/Z(M/MI’WW_IHW, ™), (2.9)

weW”

et, pour & € M:
Ay (M, 1) =[] oaM/Mw Hw, 1)’ (2.10)

wew”

Chacun des facteurs figurant dans le membre de droite de (2.9) et (2.10) est

muni d’un produit scalaire L? naturel. On munit le membre de gauche du

produit scalaire naturel correspondant. Si y € </>(M,1),-, on notera

¥, wE W ses composantes. La définition des espaces ci-dessus dépend du

choix de . Toutefois, s’il n’y a pas ambiguité, on pourra omettre I'indice #".
De fagon analogue a [11], on note, pour (J, V;) € M:

P(O)y = [[ 776, w), ot #(8,w) = (#75)40 (2.11)

disc
wew

qui est muni d’une structure d’espace de Hilbert (de dimension finie) déduite

de celle introduite sur les espaces (¥~ gm)g{gW"HW (cf. (1.6)). Noter que, par

rapport a [11], on a omis I'indice disc.
On utilise la notation (2.6). Si /" € C*(K,d,7) et .= (1,) ey € 77 (),
on définit I’élément lp}f@n (o, €n abrége) de o/>(M, 1) par:

W o)y =Vray,, WENW . (2.12)
Alors, grace a (2.7), on voit que:

La correspondance f ® 17»—>lﬂ}’gn se prolonge en une
application linéaire bijective isométrique entre C*(K,9,7) @ ¥7(0),,
et of»(M,7), .
(2.13)
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3 Intégrales d’Eisenstein

3.1 Soient P € 2(L), et (8, V5) € M. On omet les indices . On dispose de la
série principale généralisée C*°, (n},,1F,) (cf. [11] par. 2) et de sa réalisation
compacte ﬁ(‘;z dans C*(K,5). On suppose que Re(4 — pp) est strictement
Yp-dominant et # € #7(J). On dispose d’une fonction j(P,d, 4, 1), continue
sur G, a valeurs dans V%, qui détermine un vecteur distribution H-in-
variant de ”g,x (cf. [11], (2.4.6)). On notera j(P,d,4,n) la forme linéaire
correspondante sur C*(K, d).
Siy = (V) ey € #2(M, 1), on définit une fonction ¥, de G/H dans V;
par:
LP;L(X) — {0 s x ¢ Uwe‘/f/” PW_IH

a=*treyy (m) six =namw 'h,n € Np,a€ A, meM, h€ H.
(3.1)

Si, avec les notations de (2.12), ¥ = ¢, avec f € C*(K,0,7) et n € ¥7(),
on a:

Wi(x) = (j(P,3,2,m)(x"). f(e)) (3:2)

ou ( ,) désigne 'application bilinéaire naturelle de V> x (V5° ® V;) dans
V;. Grace aux propriétés de j, a la décomposition (2.2) et a I'isomorphisme
(2.7), il résulte de (3.2), par linéarité, que ¥, est continue sur G/H. On
définit alors I'intégrale d’Eisenstein sur G/H par:

E(P, ) (x) = /K W)V ke) dk, x € GIH, Y or(M,7) . (33)

ceci pour Re(1— pp) strictement Xp-dominant. Pour f € C*(K,d,1) et
n € 7°(0), on sait que:

E(P’ lpf@ﬂvﬂv)(gH) = <(ﬁ§1)/<g)j(Pa57;“7’7)»f>a gea , (34)

ou (,) désigne ici lapplication bilinéaire naturelle de C>(K,d) x
(C™(K,d) ®V,) dans V;. De plus, si f = Y1, ¢; ® v;, avec ¢; € C*(K,d) et
v; € V, on a, avec les notations de [13] par. 3.4, Définition 3, et toujours sous
les mémes hypothéses:

E(P, ey A)(x) = > E(P,3,2,m, ;) (x)vi, x€G/H . (3.5)
i=1
Utilisant toujours (2.2), (2.7) et (3.2), il résulte de [11] Théorémes 2 et 3 (voir
aussi [13] par. 3.4) que I'application A—E(P,, 1) se prolonge en une ap-
plication méromorphe sur ag, a valeurs dans I'espace C*(G/H, ). Alors,
(3.4) et (3.5) donnent des identités de fonctions méromorphes sur ag.
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3.2 Soient € M, P, Q € #(L). On note A—A(P,Q,d,7) le prolongement
méromorphe des intégrales d’entrelacement qui envoie I(% dans I(‘; 5 (cf.
e.g. [11] Proposition 1, par. 2.2). On note 4(P,Q,J, 4) les opérateurs cor-
respondants dans la réalisation compacte. On note 2—B(Q, P, J, A) I'appli-
cation méromorphe de ag. dans ’espace des endomorphismes de ¥7(9) telle
que I'on ait I'identité de fonctions méromorphes sur ag. :

A/(P7 Q767}"> j(P’ 5’ }‘" 1”) :j(Q7 5727B(Q7P565/1)’1)) 17 e ,V(é) ' (3'6)

L’existence de B résulte de [11] Proposition 4 et de [13] Théoréeme 2. Par
ailleurs, on sait (cf. [21] Prop. 7.3), qu’il existe une fonction méromorphe
sur ag, non identiquement nulle, a valeurs complexes, A—n(P,Q,d,4) telle
que:

A(P,0,6,2)A(Q,P,0,7) =n(P,0,0,4) Idc~k s - (3.7)
On a, en outre, I'identité de fonctions méromorphes:
n(P7 Q’ 53 A’) = n(Q?P’ 57 A’) * (3'8)

Notons P le sous-groupe parabolique opposé a P. D’aprés [23] Théoréme
10.5.8, il existe ¢ > 0, tel que la fonction wp(3,2) := n(P, P, d, i)_l soit ho-
lomorphe sur af :={A€aj | [|Re A|| <¢&}. De plus, il existe C >0 et
N € N tels que:

lup(8, A < CA+ 12T, 2 ea

e

(3.9)

Enfin:
up(0,4) >0, Ae€ia” . (3.10)

Dans [23] Théoréme 10.5.8, le résultat n’est pas vraiment démontré pour les
groupes dans la classe de Harish-Chandra. L’ingrédient essentiel est
I’équation fonctionnelle pour les intégrales d’entrelacement. Celle-ci est
établie dans [11] Théoréme 2 (voir aussi [9] par. 4 pour I'interprétation de ces
intégrales d’entrelacement comme des vecteurs distributions invariants par
la diagonale de G x G). Les résultats de [11] sont établis modulo la propriété
de continuité automatique pour G (cf. [11] par. 1.2). Celle-ci est établie pour
les groupes dans la classe de Harish-Chandra dans [13] Proposition 1
par. 1.3. Le reste de la démonstration du Théoréme 10.5.8 de Wallach
s’adapte alors aisément.

On déduit de (3.6)—(3.8) et des propriétés caractéristiques des fonctions J,
que 'on a I'identité de fonctions méromorphes:

B<Pa Qaéa/l) OB(Q,P,&,)V) = n(P7 Qaéa}”) Id’V((S) . (311)

11 résulte de (3.7) et (3.11) que 4(P,Q,9,4) et B(P,Q,J, 1) ont des inverses
méromorphes en A.
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Si QO € Z(L), on a l'identité:
AP, P,5,7) = A(P,0,0,))A(O,P,d, 1) , (3.12)

et une identité similaire pour B.
On définit les vecteurs distributions H-invariants ‘“‘normalisés’:

S (P8, 2m) = (A(P,P,6,2)")j(P,6,2,m), neV(d) .  (3.13)
D’aprés (3.6) on a aussi:

(P8, An) = j(P,8,A,B(P,P,8,2)"'n), nev(s) . (3.14)

En utilisant les identités précédentes, on en déduit les identités de fonctions
méromorphes:

(P8, 2,m) == (A(P,0,8,2) ") j(0,8,2,B(P,0,8,2) "n) ,
nevr(s) . (3.15)

On déduit de (3.4) et (3.6) I'identité de fonctions méromorphes en 4 € ag:

E(O. ¥ raniops.iy %) = EP Y iip.0.6.1)01d) rens )
feCe(K,8), ne 1) . (3.16)

En introduisant I’inverse de 4 on a aussitot:

E(P oy, 4) = EQOsV (iip.0.6.,)  wta)feBorsy *)
feC®(K,S), ner(s) . (3.17)

3.3 Il nous faut rappeler et préciser certaines propriétés établies dans [13].
On note, pour R € R, a*(P,R) :={A € a; | Re(4,a) > R,a € Zp }. On note
I1(Xp) I'ensemble des fonctions polynomiales qui sont produits de fonctions
affines de la forme A— (o, ) — 7, o € Zp, r € C.

Lemme 2. Soit R € R. Il existe un polynébme br € I1(Xp) vérifiant:

(i) L’application J—bg(1)j(P,d,4,n) est holomorphe sur a*(P,R) pour
n e (o).

(i) Si R < 0 et ¢ > 0 sont tels que a’ est contenu dans a*(P,R), il existe,
pour tout n € V(3), une semi-norme pg ,,, continue sur C* (K, 0) et un entier N
tel que:

[(br(A)J(P, 8, 25m), @) < (1+ [|A) pra(@), 7€ a, @€ C(K,0) .
Démonstration. On sait que la variété polaire de A— (P, d, A, n) est contenue

dans une famille localement finie d’hyperplans dont les équations sont dans
I1(Xp) (cf. [11] Prop. 7). Comme cette application est holomorphe sur
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a*(P,R") pour R positif et assez grand, seulement un nombre fini de ces
hyperplans rencontre a*(P,R). On obtient alors by satisfaisant (i) par ap-
plication du Lemme 3 (i) de [13] et grace au Lemme 12 de Iappendice
(par. 10). La majoration de (ii) résulte immédiatement des Lemmes 3 et 22
de [13]. ]

Nous pouvons appliquer ce Lemme aux intégrales d’entrelacement (cf.
[9] par. 4). On en déduit:

Lemme 3. Soient P € (L), d € M et R € R. Il existe dans T1(Xp) un poly-
nome ag verifiant:

() On utilise le crochet naturel de dualité entre C*(K,5) et C*(K,d).
Pour tout ¢ € C*(K,d) et tout ¢ € C*(K,d), l'application J—ag(2)
(A(P,P,5,2)p,¢") est holomorphe sur a*(P,R).

(i) Soient R < 0 et ¢ > 0 tels que a soit contenu dans a* (P, R). Il existe un
entier N, une semi-norme continue qg (resp. qy), continue sur C*(K, d) (resp.
C>*(K,d")) tels que:

[{ar(2)A(P,P,5, )¢, 0") < (1+ 12" qr(9) qr(¢),
LEal, @€ CY(K,6), ¢ € C*(K,J) .

3.4 Si S est une partie de G et x un élément de G, on note S* = xSx~!. Si
veEW,onal’ e et M'A® est sa g-décomposition de Langlands. L’en-
semble # v~! est un ensemble de représentants, contenant I’élément neutre
de G, des (W), W)")-doubles classes de Wj. Si (5,%;) € M. On notera
(6%, V5) I’élément de M défini par:

8" (m) == 6(v'mv), meM" .

Alors, pour we W, ¥'(,w) et (6", wv~!) sont deux copies de
(V)M " On note R(v, 8) I'isomorphisme entre 77(8),, et #°(8°),,,

qui se réduit a I'identité sur ces composantes. Si P € #(L), on a P’ € 2(L").
Pour Z élément de ag,” on note vA I'élément de (a”)g défini par:

VA= Ao Ad v’llav .

Soit L (resp. R) la représentation réguliere gauche (resp. droite) de G sur les
fonctions ou distributions (éventuellement a valeurs vectorielles) sur G. On
indique a nouveau les indices #" ou % v~! lorsque les objets en dépendent.
On a I’égalité de fonctions méromorphes sur ag:

j‘t//v*‘(PU75UaUA7R(5vv)’7) :R(U)j“ﬂ/(Paévﬂvv n)a n € V(é)tt . (3]8)

On définit aussi une application R(v) de «/2(M, 7),,- dans .o/, (M", 1), telle
que, pour ¥ = (,,) ey € #>2(M,7),, on ait:

(ﬁ(v)l,b)wu,l(m) = r(v)l,bw(v’lmv), weW, meM’ . (3.19)
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C’est un opérateur unitaire. En outre, pour f € C*(K,0,1) et n € ¥7(9),,,
on a:

()l//f®l1 ﬂb}@R(&v) . (320)

Enfin, pour € .«/,(M,1),-, on a lidentit¢ de fonctions méromorphes en
A€ ag:

E(Pval‘é(l])lpvv/l)"fﬁ"r‘ :E(Palljv)“)“tf/’ . (321)

Ces relations permettent, quitte a changer de L et de sous-groupe para-
bolique, a ramener la démonstration de certaines propriétés dépendant de v
au cas ou v = 1. On peut, par exemple, reformuler le Lemme 16 de [13]
comme suit:

Soient x € G, P € (L), . € ag(resp. X € a) avec
Re(1 — pp) (resp. — X) strictement Ap-dominant, et v €
W. Pour y € ¥°(0),, et f € C*(K,0,1), on a:

lim /=P XEP o 2) (xexp(tX v ")

t=-+00
:< ,(A(P,P,5,2) © Idy,) f)(x)),
it P:= 0(P) est le sous-groupe parabolique opposé a P . (3.22)

3.5 On note W (a) le groupe des automorphismes de a induits par un élément
de G (cf. [14] Lemme 2). On se donne un élément s de W (a). On choisit un
représentant § de s dans Wj. Pour w € W, la (WH WV)M )-double classe con-
tenant ws~! ne dépend que de s et de la wy, WM) double classe de w s et de.
On la note w-s~!. L’identification naturelle de WA WIhw, / W' permet
d’en déduire une permutation de # notée encore w»—>w s~ Smt S un
représentant de s dans Ng(ap). Il existe alors des éléments wH(w7 5) et
war(w, §) dans Ngng(ag) et Nxaar(ag) respectivement, tels que:

w-s b= wy(w,5)ws Iy (w,3) . (3.23)
Comme § normalise a et ag, il normalise M. On définit une représentation 5
de M dans V; par:

8 (m) = ("'ms), meM .

Pour w e %", l’apphcatlon &' (5~ 'wyys(w,5)7'5) induit un isomorphisme entre

(0, w) et V(és,w s~1). On note R(4,5) I'isomorphisme entre 77(3),,- et
7°(5%),,- qui induit cet isomorphisme sur chacune des composantes (3, w)
de 77(6). On a alors I’égalité de fonctions méromorphes en 4 € ag:

R(3) j(P,d,2,n) = j(P*,8°,s),R(5,5)n), ne?(d) . (3.24)
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Ici P* désigne le groupe §P5~!, qui ne dépend que de s, et sA désigne Ao s~!
On définit un opérateur R(s) de «7,(M, t) dans lui-méme comme suit. Si
V€ ofr(M,t) et w € W, on pose:

(REW) -t (m) = TS, (5 mwng (w,5)7'5) (3.25)

On vérifie facilement que R(S) ne dépend que de s. On le note désormais
R(s). On a:

R(S)lpf@q = lpR(i)f@[(’(&,f)nv o€ Mv f € COO(Kv 5vr)a ne nV(é) : (326)

Dans le membre de droite, on a R(5)f € C*(K, 6%, 7). Par ailleurs il résulte
facilement de (3.25) que:

R(s) est unitaire. (3.27)

Montrons I’égalité de fonctions méromorphes en A:
E(P°,R(s)Yr,s2) = E(P, W, 2), € ./r(M,1) . (3.28)

Par linéarite, on se rameéne au cas ou y est de la forme Y, avec
feC®(K,o,1) ety € ¥ (0). Dans ce cas, 'identité résulte de (3.4), (3.24) et
(3.26).

3.6 Proposition 1. Soit P € 2(L). 1l existe un polynome b € I1(Zp) tel que,
pour tout Yy € /2(M, t), application i — b(A)E(P,\, —A1) soit un élément de
I (G, L,t) (voir [14], fin du paragraphe T pour la définition de cet espace).

Démonstration. On identifie o/,(M/M NH,ty) & un sous-espace de
A y(M, 1) :=yey A>(L/LNw ' Hw, 1)). Comme .o7/»(M, 1) est de dimen-
sion finie, on se réduit a démontrer la proposition lorsque  appartient a
oLH(M/MNH,ty) grace a (3.21), puis lorsque 1 appartient a
LM/ MNH ‘cM)(3 pour 8 € M, grace a (2.2). Enfin on se raméne au cas ot
Y est de la forme ;. avec n € (V5 )ZQH, f € C*(K,d,1) (voir (2.6)). On
remarque que si R >0, a*(P,R) contient a’ si ¢ >0 est assez petit. On
conclut alors grace a (3.5), au Théoreme 4 de [13] et a la Proposition 2 de [4].

O

3.7 Pour tout v € #7, les résultats établis pour (G,H,o,0) s’appliquent a
(G,v"'Hv, 5,,0) (cf. par. 2.3). On notera les objets correspondants avec un
indice supérieur v ~'Hp. Alors v™'#" est un ensemble de représentants dans
Nk (ag) des (W Ho % )-doubles classes de W contenant I’¢lément neutre
de G. Pour (6, V) € M, et toutw € #", 77(5,w) et s Hb(é v~!w) sont deux
copies de] V(5 )ﬁﬁw v Soit L(8,v) I'isomorphisme unitaire entre 77(3),,-

et 77(0),15 qui induit 1’1dent1te sur ces composantes. On rappelle que L
désigne la représentation réguliére gauche de G. On a alors I'identité de

fonctions méromorphes en 4 € ag:
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Lo~ ")j-(P, 8, 4on) = j2 5P, 0, 0 LS, v)n), € 77(8), . (3.29)

Ceci est obtenu par transport de structure.
Soit L(v) isomorphisme unitaire entre .o/5(M, 1) et .o/} o (M, ) carac-
térisé par:

L)y, = lp;@f“bu) SEM, feC®K,d,1), n€V (), . (3.30)
On a I’égalité de fonctions méromorphes en A € ag:

R EY-(P, 1) = ELV(PLL(0), 2), ¥ € /2(M, %), (3.31)

Ces remarques permettent de ramener la démonstration de certains résultats
dépendant de v au cas v = 1, quitte a changer d’involution ¢.

4 Fonctions C

4.1 On conserve les notations des paragraphes précédents. On note
o 1emp(G/H,7) 'espace des fonctions t-sphériques, tempérées et ID(G/H)-
finies (cf. e.g. [14], par. 5). Si @ est une fonction tempérée ID(G/H)-finie et
P € 2(L), on définit son terme constant généralisé ®p (ou (dp),,- si 'on veut
garder la trace de la dependance par rapport a #°) le long de P. C’est un
élément de .o emp (L, 7) H A temp(L/L W “'Hw,1;).

wew”
On peut regarder cet espace comme un espace de fonctions sur L a

valeurs dans le produit cartésien ¥, . Alors ®p est caractérisé par:
(®p),, (1) = t(w ) Opu(wiw™), wew, l€L, (4.1)

ou ®p. est le terme constant ordinaire de @ le long de P (cf. [10]).

Etablissons quelques propriétés du terme constant généralisé. Pour
v € W', on définit un opérateur linéaire bijectif R(v) entre .o emp(L, 1), €t
o temp (L, 7)1 par une formule identique a (3.19). Alors, revenant aux
définitions (en particulier celle du terme constant [10]), on montre que, pour
toute fonction ® comme ci-dessus, on a:

R(U)(d)P)yf" = ((i)P”)val : (4.2)

Pour s € W(a) et § un représentant de s dans Nx(ay), on peut, en utilisant
des relations identiques a (3.25), définir une extension de R(s) & o7 emp (L, 7),
notée encore R(s). On obtient comme ci-dessus:

R(S)((DP)W = (d)Pi)w" : (4.3)

Théoréme 1. Soient L, M, A, W comme ci-dessus. Soient P, Q € 2(L). Il
existe, pour tout s € W(a), une fonction i—Cqp(s, 1), méromorphe en J € ag,
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a valeurs dans l'espace des endomorphismes de .</>(M,7),,, telle que, pour
tout 4 élément d’un ouvert dense de ia* on ait:

EPp, 2) gy (ma) = Y (Copls, W) (m)a™"

seW (a)

pourmeM, a €A, y € o/>(M,1),,. De plus, si b est comme dans la Prop-
osition 1, les fonctions A—b(A)Cop(s, L) sont holomorphes dans un voisinage
de ia*.

Démonstration. Avec les notations de la Proposition 1, on pose
F(2) = b(A)E(P,y,—4). Alors, F est élément de II} (G, M, 7). Siw € %", on
aw!lew(a, a) et W(av,a)={sw' |se W(a)}. On définit Cypp(s, )Y
€ o emp(M, ) comme fonction sur M a valeurs dans V" par (avec les
notations de [14] (7.28)):

(Copp(s, ), (m) = b(=2)~ (Fgr o (=2) (wmw ™), meM .

Alors, d’apres la Proposition 1 et grace a [14] Lemme 6 et fin du par. 7, on a
Copp(s, A € o#/2(M,7) (lorsque il est défini). De plus, Cpp(s,4) a les
propriétés voulues. A noter toutefois que, pour montrer la méromorphie sur
ag, on est amené a changer de polyndme b (c’est a dire de R et de ¢ dans la
démonstration de la Proposition 1) et de F. Mais il y a unicité de la
décomposition du Théoréme pour A dans un ouvert dense de ia* (d’apres
I'indépendance linéaire des caractéres de A) . Ceci permet de conclure. []

4.2 Le résultat suivant généralise la Proposition 1 de [5].

Proposition 2. Soient 6 € M et P, Q € 2(L).
(1) On a l’égalité suivante de fonctions méromorphes en A € ag:

Cop(1, W ey = Yiaiopsi)eia, reporsyy | € CT(K,0,1), n€ V() .

(i) L’endomorphisme Cop(1,1) de .o/>(M,t) admet un inverse meér-
omorphe en A € ag.

Démonstration. La démonstration de (i) est similaire a celle de la Proposition
1 de l.c.. On la rappelle briévement. On traite d’abord le cas ou P = Q. On
interprete, pour 4 € ia*, les composantes des fonctions C appliquées a
comme des coeflicients de développements asymptotiques des intégrales
d’Eisenstein. Ces coeflicients ont des propriétés d’holomorphie rappelées en
[13] par. 2.2. Jointes a la méromorphie des fonctions C, celles-ci permettent
de comparer les fonctions C et ces coefficients des développements as-
ymptotiques sur un ouvert de ¢ de ag, dont toute composante connexe
rencontre ia* et qui rencontre a*(P,R) pour tout R > 0 (cf. [13] démonst-
ration du Lemme 2.3). Mais (3.22) permet de calculer certains de ces coef-
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ficients pour 4 € a*(P, R) avec R assez grand. Cela conduit a la Proposition
pour P = Q. Par ailleurs (3.17) permet de comparer les intégrales d’Eisen-
stein pour P et 0. Grace a 'unicité des développements asymptotiques, cela
permet de comparer Cyp et Cop. Alors (i) en résulte, en utilisant les
propriétes des intégrales d’entrelacement et des matrices B (cf. (3.7), (3.11) et
(3.12)).

Enfin (ii) résulte de (i) et des propriétés de A et B (voir aprés (3.11)). [

Proposition 3. Soient s, t € W(a) et P, Q € £ (M). Soit § un représentant de s
dans Nk (ay). Alors on a:

(i) Cop(t;4) =R(s) o Cer‘P(s’lt, A).
(ii) Copp:(1s~",54) o R(s) = Copp(t, A).

Démonstration. (1) résulte immédiatement de (4.3) et de la définition des
fonctions C. (ii) résulte de (3.28) et de la définition des fonctions C. O

5 Intégrales d’Eisenstein normalisées

51 Pour Pe (L), Y € o/>(M,t), on définit sur agz une fonction
J—E°(P,\, 1), & valeurs dans C*(G/H,V,), par:

EY (P, 2) == E(P,Cpp(1,2) ", 2) . (5.1)

La méromorphie est assurée par le Théoréme 1, la Proposition 2 (ii) et la
méromorphie des intégrales d’Eisenstein. On définit également:

Coyp(s. 2) = Cop(s, 2) o Cpip(1, )", s € W(a) . (5.2)

On déduit du Théoréme 1 que, pour 4 €lément d’un ouvert dense de ia*, on
a:

EXP Y, A) gy (ma) = (Chppls, ) (m)a™", m € M,

seW (a)

acAd, yeodHr(M1) . (5.3)

Les deux propositions suivantes rassemblent un certain nombre de pro-
priétés de E° et C.

Proposition 4. Soient € o/,(M,1), P, Q€ P(L) et s € W(a). On a les
identités suivantes de fonctions méromorphes en i € ag:

() SideM, feC®K,d ), nev(d)etygeG:
EO(Pv lyb/@i]?)“)(gH) - <(ﬁ:§)(g))/]0(P, 57 /17 ’1)7f> .
(i) Si € A2 (M,7):
EY(Py, 2) = E(Q, Cpip(1,2)", 2)
(ifi) Cp(s, ) = Coppr (s, 2)Cpypr(1,4) "
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(iv) Avec les notations de (i):

CQ\P( )‘pf@zn —‘/’ A(Q.P.5,7)@1dy,)fRB(P,0,6,) "'
(V) EO(RWJ) EO(Q7 P‘Q( ’ “) l//a/“) .

Démonstration. Prouvons (i) et (ii). Dans (ii), on se raméne au cas ou ¥ est de
la forme v/, fen Les membres de droite de (i) et (ii) sont alors égaux, grace a
(3.4), (3.15) joints a la Proposition 2 (i). Prenant O = P on en déduit (i) et
(i1). (ii1) se déduit du Théoréme 1, de (5.3) et de (ii), apres remplacement de O
par P, en utilisant 1'unicité de la décomposition du terme constant gén-
éralisé le long de Q. Alors (iv) résulte de la Proposition 2 et de la définition
de C?, en utilisant (3.12) et son analogue pour B. On obtient un analogue de
(3.6) pour j grace a (3.15), en utilisant (3.12) et son analogue pour B:

A'(P,0,8,2) j°(P,8,2,n) = /°(Q,8,7,B(Q,P,5,2)n) . (5.4)

Alors, de (i) et (iv), on deduit (v) pour i de la forme /,. D’ou (v) par
linéarité. O
Proposition 5. Avec les notations de la Proposition précédente, et

s, tEW(a), Y € of2(M,1), on a les égalités de fonctions méromorphes en
A€ ag:

(i) E(P*,R(s)y,s2) = E°(P ), 1)
(it) CQ‘P( ) =R(s)o Cgc ‘P( s~ 7).
(iii) Q‘PX( 1) oR(s) = CQlP(t, 7).

(iv) (Equation fonctionnelle)
EO(Qv Cg|P(S7 )‘)lpvs;“) = EO(Pv lljv ;“)

v) CO, olt,;s2) o CQ‘P(S, )= Cg,‘P(ts,)»).

(vi) CQ‘P( 1 sh)o P‘Q(S, A)=1d.

Démonstration. L’analogue de (3.24) est vrai pour ;°, comme on le vérifie
facilement. On en déduit I'analogue de (3.28) pour E° grice a la Proposi-
tion 4 (i). C’est (1).

Alors on démontre (ii) et (iii) comme leurs analogues pour E (cf. Prop-
osition 3).

Combinant (i), (i1) avec la Proposition 4 (iii) et (v), on est conduit a
I’équation fonctionnelle (iv).

Le point (v) est une conséquence immédiate de ’équation fonctionnnelle
et de I'unicité de la décomposition du terme constant généralisé le long de P'.
Enfin (vi) résulte de (v) et du fait que, par définition, CP‘P( A=K. O

5.2 Lemme 4. (i) Soient 5 € M et P € 2(L). Il existe p € TI(Zp) et & > 0 tels
que, pour tout n € V' (8), Lapplication i p(1)j°(P,6,/,n) se prolonge en
une fonction holomorphe sur a;.



Transformation de Fourier sur I’espace de Schwartz 79

(ii) 11 existe un polynome p, € I(Zp) tel que, pour tout y € />(M, 1), la
fonction i p(A)E*(P,\r, — 1) appartienne a 11} (G, L, 7).

Démonstration. (1) D’apres (3.7), on a:
A(P,P,8,2)"" = up(8,2)A(P, P,5,7) . (5.5)

On choisit R <0 et ¢ > 0 de telle sorte que a C a*(P,R). On fixe le poly-
nome ag comme dans le Lemme 3 (resp. by comme dans le Lemme 2). Alors,
compte tenu de (3.13), on voit que si ¢ a été choisi assez petit pour que
Up(0,A) soit holomorphe sur a, le polyndme p = agbg convient.

Pour (ii), on se rameéne, par le procédé déja utilis¢ dans la preuve de la
Proposition 1, a démontrer (i) losque  est egal a g, avec
feC®K,d,1), nev(d) et de M. Dapres la Proposition 4 (ii) (avec
O = P) et la Proposition 2 (i) (avec Q changé en P et P en P), on a:

0 "
E (P7lpf®)1ﬂ ) (P '70 A(P,P,5,0)” ®IdVr)f®i]’l) :

En effet, B(P, P, 0, A) est égal a 'identité. On choisit R < 0 et ¢ > 0 comme en
(i), en supposant en outre que ¢ est assez petit pour satisfaire (3.9). On
choisit ag comme dans le Lemme 3 et b € TI(X5) comme dans la Proposition
1 (avec P changé en P). On remarque que, au signe prés, ona b € I1(Zp). On
utilise I'expression de A(P, P, d, i)fl (avec P changé en P) obtenue en (5.5),
On écrit ap(A)(A(P,P,5,2) ' @Idy)f dans une base orthonormée de
C>(K,d,1). D’apres les propriétés de ag et de up(9, 4), les coordonnées sont
holomorphes en 4. De plus, elles sont majorées sur a’ par une fonction du
type C(1 + |M||) , d’apres (3.9) et le Lemme 3 (ii). On v01t alors que p;, = bag
convient grace a la Proposition 1. O

6 Relations de Maass Selberg et fonctions C

6.1 Théoréme 2. (i) Pour tout P, Q, Q' € P(L), s, t € W(a), ¥ € o/2(M, 1),
on a:

) N2
ICoip(s, WYI” = [|Cop(t, |,

pour les valeurs de 1. € ia* telles que les deux nombres soient définis.

(ii) Pour P, Q € #(L), s € W(a) et les valeurs de . € ia* pour lesquelles il
est défini, l'opérateur C° op(s, 4) est unitaire.

(iii) On a l'égalité de fonctions méromorphes en J. € ag (ou J. est le con-
jugué de /4 € ag par rapport a a*):

C&P(s,i)* = g‘Q(s_l,—sl) ,

pour P, Q € Z(L), s € W(a).
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(iv) On a, pour P, Q € (L) et 6 € M, I'égalité de fonctions méromorphes
en / € ag:

B(P,0,6,7)" = B(Q,P,5,—7) .

On commence par démontrer un Lemme.

Lemme 5. Les propriétés (1) a (iv) du théoreme sont des propriétés équi-
valentes.

Démonstration. Montrons que (i) implique (ii). Soit 4 comme en (ii).
L’espace .«/»(M, 1) étant de dimension finie, il suffit de voir que:

IChp (s, WIIP = lly* - (6.1)
Mais:

Cg|P(S7 )”) = CQ|P(S7 ;”)CP\P(L ;“)71

Utilisant (i) avec t = 1 et Q' = P, on obtient le résultat voulu.

Montrons que (ii) implique (i). On écrit cette fois (6.1) avec P remplacé par
O ety égal a Cyp(1, ). Tenant compte de la Proposition 4 (iii), on en
déduit:

ICae(s, WII* = | Coe(1,

ce qui montre que le premier membre ne dépend ni de s ni de Q. D’ou le
résultat voulu.

Montrons que (ii) est équivalent a (iii). Si (ii) est vrai, I'identité de (iii) est
vraie sur un ouvert dense de ia* d’aprées la Proposition 5 (vi). D’ou (iii) par
prolongement méromorphe. La réciproque résulte également de la Propo-
sition 5 (vi).

Montrons que (iii) est équivalent a (iv). On va montrer d’abord que (iv)
est équivalent a (iii) lorsque s=1. En effet Cg‘ H(1,A)" = Cng( —))
équivaut a:

(CQ\P( )l//f®r(7 lpq@i) (lpfxm P\Q( )l//c@g) ’ (6‘2)
ceci pour tout d € M, f, g € C°(K,d,1), n, & € 77°(9). En effet, il est clair
que les fonctions C° considérées conservent la décomposition orthogonale
(2.2), d’apres la Proposition 4 (iv). En outre cette derniére montre que (6.2)
équivaut a:

(A(vavévﬂ“)fv g) (B(P, Qvév;“)ilnaé)
= (faA(Pv Qaéa 7/":)9) (an(Q7p7577Z)7lé)'
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On a I'identité de fonctions méromorphes en A (voir ([21] Prop. 7.1):
A(Q,P,5,2) = A(P,Q,6,—2) .

La relation (6.2) équivaut donc a:

(B(P,0,8,7)""'n,&) = (n,B(Q,P,5,-2)"'¢) ,

pour tout 7, ¢ € ¥7(5). D’ou I’équivalence de (iii) dans le cas s = 1 avec (iv).
Mais (iii) dans le cas s = 1 équivaut a (iii) avec s quelconque d’apres la
Proposition 5 (ii), car R(s) est unitaire. Ceci achéve de prouver le Lemme. []
Lemme 6. Le Théoréme est vrai si dim a® = 1.

Démonstration. On utilise les notations de la Proposition 1. On va appliquer
le Théoreme 2 de [14] a I'¢lément A—b(A)E(P,y,—2) de II} ,(G,M, 1) (ou
W € o/>(M,1)). Quitte & changer de sous-groupe parabolique standard, on
se raméne au cas ou M € L. Si W(ay) posséde deux éléments, en tenant
compte des définitions des fonctions C, on déduit immédiatement de ce
théoréme que si s est ’élément non trivial de W (a), on a:

ICop (1, AW I* = ICopl(s, DVIP, ¥ € /2(M,7), Qe 2(L)

pour 4 € ia* tel que les deux membres soient définis. Mais (L) est réduit a
deux éléments P et P = P°. Appliquant la Proposition 3 (i) et utilisant
I'unitarité de R(s), on voit que le point (i) du Théoréme 2 est vrai. Tenant
compte du Lemme précédent, on en conclut que le Théoréme est vrai dans ce
cas.

Si W(ay) ne posséde qu’un seul élément, on voit comme ci-dessus que:

HCP\P(L/I)!?D”z = ||CP\P(17)")!//||23 l// € J%2(]‘4, ‘C) )

lorsque les deux membres sont définis. C’est le point (i) du Théoréme 2.
Donc celui-ci est encore vrai dans ce cas, grace au Lemme précédent. []

Démonstration du Théoreme 2. 11 suffit, d’apres le Lemme 5, de prouver le
point (iv) du Théoréme. Utilisant les formules de produit pour les matrices B
(cf. [11] Proposition 5), on se raméne au cas ou Q et P sont adjacents. Grace
a la Proposition 6 de l.c., on est ramené au cas ou dim a% = 1. Mais le
Théoreme est vrai dans ce cas, d’aprés le Lemme précédent. Ceci achéve de
prouver le Théoréme 2. O

6.2 Théoréme 3. Soient P, Q € #(L), s € W(a).

(i) 11 existe & > 0 tel que, pour tout Yy € o/,(M, 1), la fonction méromorphe
sur ag, A — EO(P,y, —2) _se prolonge en une fonction holomorphe sur ay,
définissant un élément de 11} ,(G, M, t), notée encore A—E°(P,\, —1).
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(i1) Si ¢ verifie les hypotheses de (i), la fonction ;“'_)C5|P(S7 1) se prolonge
en une fonction holomorphe sur a notée de la méme facon. Pour J € ia*,
lopérateur C27|P(Sa 1) est unitaire. De plus, il existe N € N et C > 0 tels que:

ICYp (s, Wl < CA+ 2D Y]l ¥ € (M ), 2€a; .

Démonstration. Comme dans la démonstration de la Proposition 1, on se
raméne au cas ou Y € o/»(M/M NH,ty). Dans ce cas, on va voir que
J—E°(P,y,—7) se prolonge, pour &> 0 assez petit, en une fonction
II (G, M, 7). Par linéarité (cf. (1.8)), on se raméne au cas ou y est de la
forme ., pour J € M, feC®(K,d,7) et ye (V({OO)%SQH, avec 1 propre
sous ID(M /M N H) pour la valeur propre A. Utilisant la Définition 3 de [4],
ou plutot sa variante pour les fonctions t-sphériques, on voit, grace au
Lemme 4 (ii) et  nos hypothéses sur y, que A—E*(P,y, —1) est I/ ..(A).

Si @ est une fonction t-sphérique sur G/H, on a pour tout k € K N H et
tout g € G:

O (kgk™'H) = 1(k)D(gH) . (6.3)

Mais, pour tout x € Nx(ay), le sous-goupe parabolique P* est conjugué par
un ¢lément de Ny (ag) @ P pour un élément w de #~ d’apres la définition
de #. De (6.3) on déduit que, dans la variante pour les fonctions z-
sphériques du Théoréme 2 de [4], on peut prendre les sous-groupes para-
boliques Q de la forme P" avec w € #". En outre les translations par k € K
sont inutiles car les fonctions sont t-sphériques. Le Théoréme 2 (ii) montre
que les fonctions /1»—>C% p(s,A)Y sont localement bornées au voisinage de
tout élément A de ia*. La variante du Théoréme 2 de l.c. s’applique et montre
que la fonction considérée est II; ;(A). L’holomorphie des fonctions
C& p(s,4) résulte alors des propriétés des fonctions 11}, ;(A). L’unitarité est
conséquence du Théoréme 2 (ii), par prolongement analytique. Enfin, la
majoration est une conséquence des propriétés des fonctions I} ,(A) et de
I’équivalence des normes sur ’espace de dimension finie .75 (M, 7). O

Corollaire du Théoréme 3. Avec les notations du Théoréme, pour & € M, il
existe ¢ > 0 tel que, pour tout n € ¥ (9), la fonction J.— j°(P,6,7,n) soit
holomorphe sur af.

Démonstration. La démonstration est identique a celle du Théoréme 1 de [5],
en tenant compte du Théoréme 3 et du Lemme 4 (i). O

7 Transformation de Fourier et paquets d’ondes
7.1 Théoréme 4. Soient L € ¥, P € P(L) et W comme dans les paragraphes

précédents. Pour f € €(G/H,t), il existe un unique élément F pf €
F(ia*) @ /(M 1) tel que:
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(FO(2). ) = / (), E (P, () de, W € /2(M,7), Acia” .

G/H

Le produit scalaire figurant dans le membre de gauche est celui de </>(M, ).
Les mesures sont normalisées comme dans [14].

De plus, l'application f— F f est une application linéaire continue de
€(G/H,1) dans & (ia*) @ of>(M, 7).

Démonstration. Le membre de droite de I’égalité est clairement antilinéaire
en Y pour / € ia* fixé. Il est bien défini car E°(P,y, 1) est tempérée pour
/. € ia*. La continuité en s est immédiate puisque .«/2(M, 1) est de dimension
finie. Le théoréme de représentation de Riesz permet de définir, pour 4 € ia*,
I'élément Z0f (1) de .o/»(M, ) qui vérifie I'égalite du Théoréme. En utilisant
les propriétés des fonctions 17} ; et [14] (5.1), (5.3) et (5.5), on voit que, pour
V€ ofH(M, 1) fixé, il existe C > 0 et m € N tels que:

(Ff ()W)l < A+ 12D (f) (7.1)

ou v est une semi-norme continue sur 4(G/H, 7). En utilisant le Lemme 2 de
[4] et la dérivation sous le signe somme dans le second membre de I’égalité
du Théoréme, on voit que la fonction 2—Z%f (1) est C* sur ia* et que 'on a
une généralisation de (7.1) en remplagant Z 5f (1) par (L,(F%/))(4) ou
p € S(a*) et L, est I'opérateur différentiel sur ia* correspondant a p.

Montrons que Z 5 est continue de 4(G/H, 1) dans & (ia*) @ .o/»(M, 7).
On prend alors =y, avec € M, feC®K,d,7) et nev(s1)
= (V7)) ID(M /M 0 H)-propre pour la valeur propre A € (af)". Ici, on
suppose que # est différent de zéro et que a? est un sous-espace de Cartan
standard de s/ vérifiant a4, = a (cf. [14] par. 3). On applique alors la forme
généralisée de (7.1) a Df, ou D € ID(G/H), en tenant compte du Lemme 5
(ii) de [14]. Utilisant I’égalit¢é du Théoréme, on en déduit que, pour tout
p € S(a*), il existe un entier m € N et une semi-norme continue v sur
%(G/H,7) tels que, pour tout D € D(G/H):

[(Lp(70 (D) A = )Ff)(A), )| < CA+ AN (Df),  Ze€ia”  (1.2)

pour ¥ fixé comme ci-dessus. On rappelle que ID(G/H) opére continument
sur 4(G/H, 1) (cf. e.g. [14], (5.4) ). En faisant agir une puissance convenable
du Casimir de G, regardé comme élément de ID(G/H), on montre, par
récurrence sur le degré de p et en utilisant le crochet de L, et de la multi-
plication par un polynéme, que pour tout entier n € N et tout p € S(a*), il
existe une semi-norme continue v, , sur 4(G/H, 1) telle que:

(Lp(F )2 < (L4 A1) vap(f) (7:3)

ou ¥ est fixé comme ci-dessus. On raisonne de méme lorsque ¢ = Y., et
n€ v (8,w) est D(M/M Nw~'Hw)-propre, ou w e % (voir (3.31)). On
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obtient I"analogue de (7.3). Utilisant le fait que </,(M, 1) est de dimension
finie et la décomposition (2.2), on en déduit que & 2, est bien continue de
€(G/H,7) dans ¥ (ia*) ® o/>(M, 7). O

Proposition 6. Soient P, Q € #(L), s € W(a). Alors, on a:

(Z3f)(s2) = Chols, )T Q)(A), f€b(G/H,1), i€ia” .

Démonstration. Elle est immédiate en utilisant la définition de & g , F % ,
la Proposition 5 (iv) et le Théoréme 2 (ii). O

7.2 Proposition 7. (i) Quels que soient P € P(L), ¥ € ¥ (ia*) ® o/2(M,7) et
x € G/H, l'intégrale:

(FOF) (x) := / E°(P,P(2),2)(x) dJ

ia*

est convergente et la fonction f?,‘l’ ainsi définie sur G/H, appelée paquet

d’ondes de ¥ relativement a P, est un élément de 6(G/H, 7). L'application .99

est une application linéaire continue de & (ia*) ® o/»(M, 1) dans €(G/H, ).
(i) Pour tout f € €(G/H,1) et ¥ € ¥ (ia*) @ o/2(M,7), on a:

(F3f ) = (f,7pY¥)

ou le produit scalaire du premier membre est défini par le produit scalaire L?
sur & (ia*) tensorisé avec celui de </>(M, 1), et celui du second membre est le
produit scalaire L*.

Démonstration. Pour (i), on utilise le fait que .«75(M,t) est de dimension
finie. On est ramené a étudier les propriétés de I'application a — .#%(a ® )
ou i est un élément fixé de .«/»(M, 7) et a décrit & (ia*). On applique alors la
version t-sphérique du Théoreme 1 de [4] étendu aux fonctions 17 ,, en
tenant compte de notre Théoréme 3.

Pour (ii), on procéde comme dans [6], Lemme 9.3. Il s’agit simplement
d’une application du Théoréme de Fubini. O

ol’

Lemme 7. (i) Soient P, Q € 2(L), s € W(a). On définit, pour ¥ € ¥ (ia*) ®
oH(M, 1) et X € ia*:

(T3,0P)(2) = Chls, V¥ (A) .

Alors Tp o'V est un élément de & (ia*) ® o/2(M,7) et Tp , définit un opérateur
linéaire continu de & (ia*) ® o/ »(M, ) dans lui-méme.
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(ii) On a les égalités:

TppoThp=1d
0 1 0
Fo=TopoFp
=Sy th

Démonstration. Pour (i), il s’agit de contréler la croissance des dérivées

de C?,lQ(s, A) par rapport aux ¢léments de S(a*). Mais cela résulte du Theé-

oreme 3 (i) et des propriétés des termes constants des fonctions I~I}’101(G, M,7)
(voir Lemme 2 de [4]). Il faut utiliser le fait que, dans .«/>(M, 1), toutes les
normes sont équivalentes. Ceci achéve de prouver (i).

La premiére égalité de (ii) résulte de la Proposition 5 (vi). La deuxiéme est
exactement la Proposition 6. La troisiéme est prouvée comme la Proposi-
tion 6. O

7.3 Théoréme 5. Soient P, P' € F et MA (resp. M'A") la a-décomposition de
Langlands de Lp (resp. Lp).

(i) Soit S%(z) l'espace formé des éléments W de & (ia*) @ o/2(M, 1) tels
que:

W(si) = Cop(s, )¥(2), Ze€ia’, s€W(a) .

Alors I'image de 9% est égale a I%( % (1)) et S%(t) est égal a l'image de F.
(ii) Si ap et ap ne sont pas conjugués par un élement de K, on a:

Fhodh =0,

et

Fo IO = (#W(ap))¥, WeIN0) .
(iii) Si Q € 2(Lp):

IpoFp=ILoF) .

Démonstration. Si ¥ € (ia*) ® o/2(M, 1), la fonction WP° définie par:

V)= > Chpls, ) ((sh), Aecia

seW (a)

est encore ¢lément de & (ia*) ® .&/»(M, 1), puisqu’elle est égale a:

> (Tp¥)s)

seW(a)
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en tenant compte de la Proposition 5 (vi). Par ailleurs, grace a la Proposition
5 (v) et (vi), on voit que ¥ e y%(r). Mais en utilisant 1’équation fonct-
ionnelle pour E° (Proposition 5 (iv)) et des changements de variables de 4 en
s/ dans les intégrales, on voit facilement que:

IO = (#W () SO0 .

Donc I'image de .75 est égale a .#%(%(1)).

L’image de #% est contenue dans %% (t) d’aprés la Proposition 6. Soient
a € S(ia*), ¥, ' € o/2(M, 7). En appliquant les définitions, on a, en pos-
ant Y =a®y:

(Fpsp)(A),Y) = (SpY,E (Y, 7)), L€ia” . (7.4)

On pose F(1) = E°(P,y,—A), F'(1) = E°(P,y/, —2).
Si k€ KN H et Q est un sous-groupe parabolique of-stable on a:

Fy(kmk™") = t(k)Fp(m), F € Aemp(G,1), meM . (7.5)

On choisit également un sous-groupe parabolique minimal de G°’ contenu
dans P, définissant une notion auxilliaire de sous-groupe parabolique ¢0-
stable standard pour appliquer le Théoréme 4 de [14]. Alors, avec les no-
tations de l.c., tout P¥, we #'p est de la forme (Pw/)k, ou w eW et
k' € KNH, et la correspondance w— w' est une bijection de # p sur #~
d’aprés le Lemme 10 de [14]. On change, dans l.c. Théoréme 4, x en s~! et on
utilise notre définition du terme constant généralisé. Joint aux remarques
précédentes et a (5.3), le Théoréme 3 montre que, pour A € ia*, (SOP,
E°(P,y/, 7)) est égal a:

Z a(si) (Cg\P(LS)”)w»Cg\P(S7)°)w/) : (76)

seW (a)

Par linéarité, on déduit de (7.4) et (7.6) que, pour tout ¥ € ¥ (ia*) ® o/2(M, 1),
on a:

(Fpp) ()W) = Y (¥lsh), Chpls. W), Aeia” . (17)

seW(a)

Ici on a tenu compte du fait que Cg‘P(l, 2) est identité. Si ¥ € #%(1), on
voit, grace a (7.7) et a 'unitarité de Cg‘ p(s,2) que:

(ZpIpR) ()W) = W (@) (P(2),¥), V' € A2(M,7) .

Ceci prouve que %75 est multiple de I'identité sur #%(7) et en particulier
que 7% (t) est contenu dans 'image de # %, donc égal a cette image d’apreés le
début de la démonstration. En outre, on a prouvé la deuxiéme identité de (ii).
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Pour la premiere, on procéde comme ci-dessus en étudiant
(F%70%)(2), ') pour ¥ € .o/,(M' 1), ¥ € F(ia*) ® o/2(M,7). Cette
quantité est nulle , toujours grace au Théoréme 4 de [14].

(iil) résulte immédiatement du Lemme 7 (ii). O

7.4 Lemme 8. (i) I/ existe un sous-ensemble fini IF de F tel que, notant
A:={Ap | P € F}, on ait: Les Ap, P € IF, sont deux a deux distincts et A
forme un ensemble de représentants des classes de conjugaison sous K des sous-
groupes de G de la forme Ap, lorsque P décrit l'ensemble des sous-groupes
paraboliques a0-stables de G.

(i1) Soit IF comme en (i). On note, pour P € IF, W p un ensemble de rep-
résentants dans Nk (ag) du sous-ensemble de Wy/W" noté W p dans [14]
Lemme 10. Alors, pour tout sous-groupe parabolique c0-stable Q de G, il
existe des éléements k€ KNH, PeIF, Oy € ?(Lp), we W 'p tels que

0= (op".

Démonstration. Tout sous-groupe parabolique o0-stable de G est conjugué
sous K a un élément de # et méme de F . Donc les ensembles IF et A
satisfaisant (i) existent.

Montrons que IF satisfaisant (i) vérifie (ii). Tout sous-groupe parabolique
al-stable O de G est conjugué sous K N H a un élément de % . On peut donc
supposer Q € #. Alors Q est conjugué sous K a un ¢lément Q; de #(Lp),
avec P € TF, ceci d’apres les propriétés de A et IF. Mais, d’apres le Lemme 10
(i) et (i) de [14], on a O = (QF)" avec we #'p et k € N (ap). Dot e
Lemme. O

Pour P €T, on choisit # =% » pour construire les intégrales
d’Eisenstein relativement a Q € 2(Lp).

Théoréme 6. On conserve les notations du Lemme précédent. Soit F° I'ap-
plication de ]%(G/H, 1) dans S°(1) == Bper S%(t) définie par fr ZPE]F

(#W (ap)) 2F%f. On note 5° l'application de Drer S%(1) dans €(G/H,7)
définie par I° = ZPE]F (#W (ap)) 270,

(i) Ona7°s° = 1d o, et 'image de FO est égale a 9°(1).

(ii) L’application linéaire .9° est une isométrie de #°(t) dans €(G/H,t)
pour les produits scalaires naturels.

(i) S°F° est un projecteur orthogonal dans [lespace préhilbertien
€(G/H,7). On le notera ;.

Démonstration. (i) résulte du Théoréme 5 (i) et (ii). Alors (ii) résulte de (i) et
de la proposition 7 (ii) par un calcul immédiat.
De méme on a:

(]0'4/70)2 — 10970

grice a (i). De plus, on a, pour ¥, ¥/ € ¥°(1):



88 J. Carmona, P. Delorme
(7%, W) = (¥, 7%

grace a la Proposition 7 et au Théoréme 5 (ii). OJ

8 Application a €(G/H) y,

8.1 Soit 7; un sous-espace de dimension finie de C*°(K), invariant par les
translations a gauche et a droite de K. On note 7 la représentation réguliére
droite de K dans V7. Si (m, Hy) est une représentation de K, on notera (Hy),,
la somme des composantes isotypiques de type y € K, ot y est contenu dans
la représentation réguliére gauche de K dans V;. On note (H,) K) I’espace des
vecteurs K-finis de H,;. On regarde l’action réguliére gauche de K dans
C>*(G/H). A toute fonction f € C*(G/H),, on associe I'application de
classe C*, f; de G/H dans V; telle que:

(fe(x)(k) = f(kx), keK, xeG/H . (8.1)

Alors f; € C*°(G/H,). Notons /. la forme linéaire sur ¥, définie par
I’évaluation en 1’¢lément neutre de K. On définit, pour /' € C*°(G/H, ) une
fonction /7, de classe C* sur G/H par:

ffx) ={(x),l), x€G/H . (8.2)

Alors, lorsqu’on munit C*(G/H),, de la topologie induite par celle de
C*(G/H), l'application f+f, définit un isomorphisme linéaire continu de
C>*(G/H),, sur C*(G/H,7) car:

(/). =f, feC*(G/H,1)
(f) =f, fE€CT(G/H), . (8.3)

On a le méme résultat lorsqu’on remplace C* par %.
On munit ¥, du produit scalaire L> des fonctions sur K. Alors:

()" (x) dx = (fe(x).f1(x)) dx, [, f' € €(G/H), . (84)

G/H G/H

Soient L=MA € &, (3,Vs) € M. A tout ¢ € C>(K,0),, on associe I'ap-
plication ¢, de K x K dans Vs définie par:

@.(k,x) = p(kx), k, x€K . (8.5)
Pour F espace vectoriel de dimension finie et X, Y variétés, on identifie

lespace C*(Y,F)® C*®(X) a un sous-espace de C®(X x Y,F). 1l est
facile de vérifier que Iappartenance de ¢ a C*(K,J), implique
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¢, € C*(K,I5) ® V;. De plus, ¢, est un élément de C*°(K, 9, 7). De méme, a
tout ¢ € C*(K, 4, 1), on associe la fonction ¢* € C*(K, J); par:

@' (k) = {(@(k), L), ke K . (8.6)

Alors:

L'application ¢ @, est un isomorphisme linéaire continu

de C*(K,0),, dans C*(K,6,t), unitaire si 'on munit les 8.7)
espaces de leurs produits scalaires L*. Enfin (¢,)" = ¢ pour .

tout @ dans C*(K,0),, .

Soient n € ¥7(3), P € Z(L) et ¢ € C*(K,6),,. Alors E(P, 0, 4,1, ¢) appar-
tient a C**(G/H),, et I'on a l'identite:

E(P757i7’77 q))f = E(P7 lp(pr@ml) . (88)

Ceci résulte de ce qui précéde joint a (3.4) et a la Définition 3 par. 3.4 de [13].
On définit E°(P,d, 4,1, ¢) en remplagant j par j° dans la définition de
E(P,9,2,1,®) (cf. [13] Définition 3 par. 3.4 ). On a alors, grice a la Prop-
osition 4 (i), I'identité de fonctions méromorphes:

E%P,8,2,1,¢), = E° (P, oy A) - (8.9)

8.2 On note /7 le complété de /; := C*(K, 5) pour le produit scalaire L?, de
sorte que, pour A€ ia*, la représentation n’; ; se prolonge en une rep-
résentation unitaire contlnue de G dans I? notée encore no ;- On note (1) ¢
Pespace des vecteurs K-finis de /3.

Proposition 8. () Pour tout ¢ € C¥(K, 5) o ME v7(0), l'application
J— E° (P, 6, 2,m, @) est élément de l'espace I} (G M), (version K-finie de
lespace I} | (G M,1)).

(i) Soit f € %(G/H)m et J. € ia*. Il existe un unique vecteur (F %f)(3, 1)
de (I5) x) @ V7(0) tel que:

(FRN)(6,2), 0@ 1) = FX)EY(P, 3,21, 0)(x) dx ,
G/H

€ (Is) k), n € 7°(9) -

(iii) Lorsque | décrit une composante isotypique donnée de ¢(G/H) y,
lapplication A—(F P )(5 A) est identiquement nulle sauf pour un nombre fini
de représentations 5 € M.
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(iv) Si f € 6(G/H),,, avec (t,V;) comme en 8.1, on a:

(RN =D Wimosi,

seM
Ici, on a noté v v, l'application linéaire de (I5), ® 7°(5) = C*(K,0), ®
¥°(0) dans C(K,0,7) ® ¥ (0) qui d ¢ ® 1 associe (pf ®n pour ¢ € (1), et

ne (). '
(v) L'application f~—(F%f)(3,.) est une application linéaire continue de
¢(G/H)y, dans S (ia*) @ (I5)y,.

Démonstration. Montrons (i). Soit /€ €(G/H) . On choisit (r, V;) comme
en 8.1 de telle sorte que f € €(G/H), . Alors (i) résulte de (8.9) et (8.3),
joints au Théoréme 3 (i). Pour (ii), on fixe (7, ;) comme ci-dessus. Le second
membre de I’égalité de (ii) est nul si ¢ € ([5)1/ avec V, orthogonal a V;. Alors
Pexistence de (#%/)(,7) résulte du Théoréme de représentation de Riesz
que l'on applique a I'espace de dimension finie (7;),, ® ¥7(5). L'unicité est
evidente.

D’apreés la réciprocité de Frobenius, pour que . ,f (0, A) ne soit pas nul,
il faut que J contienne au moins une représentation y € S, ou S est une partie
finie de (M N K). On utilise alors la Proposition 1 de [14] pour conclure que
(iil) est vrai.

Montrons (iv). Partant des définitions et utilisant (8.4) et (8.9) on a:

(F2)(8,2), 0 @ 1) = (Fp(f))(2), V), @ € C(K,0)y,
nevr(o) . (8.10)

Tenant compte de (2.10), (2.12), (2.2) et (8.7), on voit que I'égalité ci-dessus
est équivalente a (iv).
L’assertion (v) résulte de (iv) (ou (8.10) ) et du Théoréme 4. O

8.3 On définit I’espace:

(y}v)(m =)@ @® (L) ©77(0)))
seM
sur lequel K opére par représentation réguliere sur le premier facteur de
chaque terme de la somme (i.e. sur (s)()). On note A}, le complété de
(f/’ )( ) bour le produit scalaire qui, sur chacun des termes de la somme,
correspond au produit scalaire naturel sur le produit tensoriel, I'espace
S (ia*) étant muni du produit scalaire L?, avec notre normalisation des
mesures. Le groupe K agit unitairement sur %’},. On définit une rep-
résentation np de g dans (V};)(K) en posant:

mp(X)(a® @ ®n)(4) = a(A)(75,(X)p) ©n, X €g, i€ia’, ac S (ia"),

SeM, @ € (Is) k), neV(0) .
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Alors, &}, est un (g,K)-module. On définit de maniére similaire une re-
présentation unitaire de G dans # ). On note F% l'application linéaire
de ¢(G/H), dans ), dont la composante de type 8, d € M, est I'appli-
cation fi—(Z5f)(3,.) précédemment définie. C’est un morphisme de (g, K)-
modules de ¢(G/H) y, dans (Sf}p)(K).

Pour 6 € M et (1,V;) comme en 8.1, on dispose de I’application linéaire
Y, de @y (Is)y, @ 77(9) dans .o/5(M, ) caractérisée par:

(@), =¥y e SeM, ¢ € (Is), =C*(K,8),, n€v(5) . (8.11)

Cette application est unitaire d’apres (2.2), (2.9) et (2.13). Son inverse est
noté y—y*. Avec ces notations, I’assertion (iv) de la Proposition 8 prend la
forme:

(FO0(), = (FOf)0), heia, £ €%(G/H), . (8.12)

On dispose alors d’une application linéaire =¥, de (#p),, (= (£p)x))r.)
dans & (ia*) @ o/>(M, ), définie par:

(@@y), =a®y,, ac I(d), e 2 ((s)y, @ 77(0)) ,  (8.13)

(voir (8.11)). Elle est bijective et on note son inverse W—'¥*. Ces applica-
tions sont continues si on munit (9,1—_,) y. de sa topologie naturelle d’espace de
la forme % (ia*) ® F ou F est un espace de dimension finie.

Soit § un représentant de s dans Ng(ap). On définit, pour tout 6 € M, un
morphisme R(9,5) de I; ® () dans I ® ¥7(8°) par:

R(5,5)(@®n) =RE)@@R(S,5)n, @€l nev(5), (8.14)

ou R(5) désigne la translation a droite par § et R(6,5) a été défini avant
(3.24). On a, grace a (3.26):

R(S)lp((p@n)T = l//(1:3(5‘§)(</)®11))1’ ¢ € (Ié)V,v ne V(é) : (815)
Ceci implique, grace aux propriétés de R(s), que ﬁ(é,i) est unitaire. On note
(g?,)(K) le sous-espace des ¢lements ¥ de (9}3)(1{) vérifiant, pour tout
A€ia*, s €M, s € W(a) et § représentant de s dans Nk (ay) :

-1

w(s,7) =R 5P, Ps s )eB@P s s )T
w5 s, (8.16)
Soit f un élément de €(G/H),, avec (t,V;) comme dans (8.1), ¢ €

C>*(K,0)y, n € 77(3), A €ia*, § un représentant dans Ng(ay) de s € W(a).
Partant de (8.12), et utilisant successivement les propriétés de & % (Propo-
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sition 6) et 'expression des fonctions C° (Proposition 5 (ii) et Proposition 4
(iv)), on obtient facilement, grace a (8.15):

Pour f € ¢(G/H) g, FOf est élément de (Y%)U() . (8.17)
Par ailleurs, on vérifie de fagon similaire que:

SiVe (D), ona¥. € Sy(1) . (8.18)

Proposition 9. (i) Avec les notations ci-dessus, il existe une application linéaire
I de (5”},)“() dans €(G/H) y, telle que, pour tout 6 € M, a € ¥(ia"),
@ € (Is) k) et n € 77°(0) on ait:

Hawoen = [ aDEPs2n.0)6) d7

(ii) Soient (t,V;) comme en 8.1 et ¥ € (S}, )y, Alors:

(iii) L application linéaire % est continue de (y,l,),,r dans €(G/H),, .
(iv) Pour tout f € €(G/H) ) et ¥ € (Y}D)(K) :

(FU, %) = (f,700) .
(v) L’image de .7"10) est égale a (9’?,)“{).

Démonstration. (i) résulte du Théoréeme 1 de [4] et de la Proposition 8 (i).
(ii) résulte de (i), (8.8), (8.11) et (8.13).
Alors (iii) résulte de (ii) et de la Proposition 7 (ii) car, d’aprés (8.3):

f(}))\{’ = (’ffl)’(lllr))r

Pour (iv), on choisit (z,V;) comme dans 8.1 tel que f € C*(G/H),
et Ve (¥ ) Alors (iv) résulte de (ii), (8.12) et de la Proposition 7 (ii).

Prouvons (v). Soit ¥ € (Y )(k) et T comme dans 8.1 tel que ¥ € (yo)
Alors W, est élément de 5”0( ) d’aprés (8.16), donc de la forme # 9 rf avec
f €€(G/H,1). Alors f = (f7), avec [T € €(G/H) y, et, avec les notations
de (8.13):

(Z3(), =¥
soit encore:
() =¥

Donc (yop)(K> est contenu dans I'image de #%. On achéve de prouver (v)
grace a (8.15). ]
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Théoréme 7, Soit IF comme dans le lemme 8. On déﬁm't une application
linéaire 7° de €(G/H), dans S ) = Dpey (Sp) ) en posant:

Ff = Dy g (#W(ap))*%f‘;, , fEE(G/H)y,

et une application .9° de VO ) dans €(G/H) y en posant:

O Py #W(ap) sy

Alors:
(i) S0 et 7° sont des morphismes de (g, K)-modules.
(i) 7090 = Idyo .
(iii) #° est une isométrie de yo dans %(G/H) pour les produits sca-
laires naturels.
(iv) S°F° est un projecteur orthogonal dans €(G/H) ., noté IP.
(v) Si(z, V2) est comme dans 8.1 et f € €(G/H),, on a (Pf) =TP.f.

Démonstration. Le fait que #° et #° soient des morphismes de (g,K)-
modules se vérifie aisément sur les caractérisations (Proposition 8 (i) et 9 (i)).
Alors, (i1), (iii), (iv) et (v) résultent de (8.12) et de la Proposition 9 (ii) joints
au Théoréme 6. O

9 Un critére de surjectivité de .#°

9.1 Lemme 9. On conserve les notations et hypotheses de la Proposition 9.
Alors, quels que soient 6 € M, a € CX(ia*), ¢ € (Us) k) et m€ 1 (0) la
fonction J%(a@)q)@n) définit un vecteur analytique de la représentation
réguliere gauche, L, de G dans L*(G/H).

Démonstration. On utilise les notations de 7.1. Le Laplacien de g et de f sont
définis ’aide du produit scalairedé duit de la forme quadratique définie
positive introduite partir de B dans I'introduction. Par linéarité, on peut
supposer que ; est D(M /M N H)- propre pour une valeur propre A € (af)*
et que @ appartient a une composante K-isotypique de /5 de telle sorte que si
Ay est le Laplacien de f, @i ,(Ax)@ = c¢ pour un complexe ¢ convenable. Le
Laplacien A de g est donné par la relation A = Q + 2A;, ou Q est I’élément
de Casimir de g associé a la forme bilinéaire G-invariante B. On note y la
fonction polynomiale sur ag définie par y(4) = y,,(Q)(A — 4). Par dérivat-
ion ¢lémentaire sous le signe somme on a, pour tout j € N (voir (7.2) ):

LN)Ipawp@n) = I3 +2) a0 pwn) .

Compte tenu de la continuité de I'injection de %(G/H) dans L*(G/H), le
Théoréme 1’ de [4] implique qu’il existe une semi-norme continue ¢ sur
S (ia*), et une constante C > 0 telles que, pour tout entier naturel j:
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IL(A)Ip(a® o @ )| < Cq((y +2¢)a) .

a définition de y implique immédiatement que c’est un polyndme de degré
inférieur ou égal a deux. Si on utilise la forme précise des semi-normes
continues de ¥ (ia*) et le fait que a est a support compact, on déduit de la
formule de Leibniz I’existence d’une constante M > 0 telle que, pour tout
jeN:

IL(A)Ip(a @ @ @ )| < M(2))! .

Le résultat découle aussitot du Corollaire 4.4.6.4 de [24]. O

Lemme 10. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) Le projecteur P est égal a lidentite.

(i) Pour toute représentation unitaire de dimension finie (t,V;) de K, TP,
est égal a lidentite.

Démonstration. D’apres (8.3) et le Théoréme 7 (v), IP; est égal a I'identité
pour tout (z, ;) comme dans 8.1 si et seulement si (i) est vrai. Par ailleurs,
comme toute représentation irréductible de K apparait comme facteur direct
d’une représentation (1, V;) vérifiant les hypothéses de 8.1, (ii) est équivalent
a IP; égal a I'identité pour tout (t, ¥;) comme dans 8.1. D’ou I’équivalence de

(i) et (i). O

Lemme 11. (i) Le projecteur P est égal a 'identité si toute fonction tempérée,
ID(G/H)-finie, K-finie, se transformant sous Ag par un caractére unitaire et
orthogonale a l'image de P, est nulle.

(i1) Le projecteur P est égal a lidentité si, pour toute représentation
unitaire de dimension finie (t,V;) de K, toute fonction t -sphérique, tempérée,
ID(G/H)-finie, se transformant sous Ag par un caractére unitaire et orthogo-
nale a I'image de P, est nulle.

Démonstration. Montrons (i). Raisonnons par I’absurde et supposons le
projecteur P différent de I'identité. L’espace vectoriel engendré par les pa-
quets d’ondes S%(a®@ @@ 1), PEP, § € Mp, a € CX(ia*), ¢ € (Is) i) et
n € 7°(0), est un (g,K)-module fomé de vecteurs analytiques et dont I’ad-
hérence dans L?>(G/H) est identique a I'adhérence de Im IP. Cette derniére est
donc un sous G-module de L*(G/H).

On note # I'orthogonal de I'image de IP dans L>(G/H). C’est aussi un G-
module. Soit ¢ la restriction de la mesure de Dirac d.y en eH a #°°. On écrit
la désintégration centrale de la représentation unitaire de G dans #:

%:/G@ H o du(m)

ou, pour tout w € G, A estun multiple (fini d’aprés [1]) de 7. On désintégre

E:
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®
= d
: é ¢, du(m) |

ou on peut supposer (apreés modification éventuelle sur un ensemble u-
négligeable) que &, € (# ;)" pour tout 7 € G. Alors &, est ID(G/H)-fini
([1]) et faiblement H-tempérée (cf. [11] Appendice C).

Soit f € €(G/H), tel que f # Pf. Comme P est un projecteur or-
thogonal, la fonction f; := f — Pf est un élément de #°°. On peut donc
désintégrer f:

@
ﬁzé ve dpa(m) |

ou on peut supposer (apres modification sur un ensemble p-négligeable ) que
pour tout 7 € G, le vecteur v, appartient a (Jff)(m.
On choisit une suite (g,),.n dense dans G et on note, pour p, g € N:
Xpgn = {TE X¢ | |<én7 n(g;l)vﬂ” < qu(gnH)@G(gnH) )

ou N, est défini dans [14] avant le Lemme 3. Alors, pour tout g € G, l'ap-
plication 7+ (&, (g ")v,) est wu-mesurable d’aprés les propriétés des
désintégrations de ¢ et f1. Chaque ensemble X),, , est donc p-mesurable et il
en va de méme de X, g := (e Xpgn- De plus, U, ,en Xpg est égal d G, car
pour tout w, &, est faiblement tempéré et v, est K-fini. D’autre part:

filat) = [ (eeunla™ ) dutm). 9 €G-
Comme f] est non nulle, on peut trouver p,q € IN et une partie y-mesurable
X,? , de X4, de mesure finie non nulle et telle que, pour tout ¢lément 7 de
ng, la fonction gH — (&;,n(g~")vz) ne soit pas identiquement nulle sur
G/H. Soit y l'indicatrice de XPOg et a un €lément de L>(G, n). D’apres [22]
Théoréme C, la fonction: f;, := f(‘? a(n)y(n)vy du(m) est un élément de
H, car fga v, dp(m) est €lément de #°°. On a donc:

@

ﬁmmz/cmmm@M¢%aww,

G

Pour /' € Im IP on a:
ond) = [ FuolFT05 d
G/H

soit encore,

(o f) = ﬂmﬂ a(m) (& (g™ Vo) dpn(m)dgH .

0
G/H X0,
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On souhaite appliquer le Théoréme de Fubini. La fonction (9,m) —
&z, (g7 )0y est dg @ p-mesurable sur G x G. Cela résulte, par localisation,
du fait élémentaire suivant:

Soit Q un pavé ouvert de R", (X, ) un espace mesuré, h
une application de Q x X dans C telle que:

(a) Pour tout x € X, la fonction w+— h(w,x) est continue
sur Q.

(b) Pour tout w € Qfixé, la fonctionx— h(w,x) est p-
mesurable sur X. Alors, la fonction h est dw Q@ p-mesurable,

oudw désigne la mesure de Lebe sur Q).

En effet, en utilisant le procédé d’approximation utilisé pour les intégrales de
Riemann, il est facile de construire une suite (%,) de fonctions sur Q x X
convergeant simplement vers /£ et telle que, pour tout entier n, A, soit une
combinaison linéaire de fonctions de la forme (w,x)+— 1p(w)f(0p,x), ou P
est un pavé de Q et 0p un ¢lément de P.

Mais X;q C X, , et la suite (g,) est dense dans G. On a donc, pour tout
g € Get ndans X, :

[(&n, (g™ " )om)| < pNy(gH)O(gH) .

Comme a € L™(G, ) et f' € 4(G/H), le Théoréme de Fubini s’applique et
donne:

o= [ o) [ TGH) (et gt dnt)

Comme f,, € # et f' € Im IP, le premier membre de cette égalité est nul, et
ce quel que soit a € L*(G, i). On a donc, pour p-presque tout 7 élément de
X0

P

S (gH)(&r (g™ Yor)dgH =0 .
G/H

Par un argument de séparabilité ( [16] 17.1.2 ), on voit qu’il existe au moins
un élément w € X [3 , tel que l'égalite ci dessus soit vraie pour tout felmP.
Mais, d’aprés le choix de X, la fonction gH— (&, n(g~")vz) est non nulle,
K-finie, D(G/H)-finie (car &, est ID(G/H)-fini) et tempérée et se transforme
sous Ag par un caractére unitaire (car 7 est unitaire irréductible). Ceci
achéve de prouver (i).

(i1) On raisonne par 'absurde et on suppose différent de I'identité.
D’aprés (i), il existe une fonction non nulle ®, ID(G/H)-finie, tempérée, K-
finie, se transformant sous 4Ag par un caractére unitaire, orthogonale a
I'image de IP. On choisit alors (z, /;) comme dans 8.1 tel que ® € 4(G/H),, .
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Alors, @, est orthogonale a I'image de IP, d’apres (8.4) et le Théoréme 7 (v).
D’ou (ii). ]

9.2 Le cas des groupes

Théoréeme 8. On suppose ici que G = Gy X Gy, o est la permutation des
composantes et H le sous-groupe diagonal de G. Alors, les transformations 9°
et 70 sont inverses l'une de l'autre.

Démonstration. D’aprés le Lemme 10, il suffit de traiter le cas des fonctions
K-finies puis, grace au Théoréme 7 (ii), de montrer que .#°Z° est I'identité.
Montrons qu’il suffit de vérifier que Z° est injective. En effet, comme .#°.7°
est l'identité, application #°#°%° — 70 est nulle et donc .#°#° moins
Iidentité est nulle si #° est injective. Considérons un élément fy K;-fini a
droite et a gauche de I’espace de Schwartz de G/H tel que la fonction Z°f;
soit nulle. D’apres [9], par. 9.2, tout sous-groupe parabolique g0-stable de G
est de la forme P = P; x P| ou P, est un sous-groupe parabolique de G; de
décomposition de Langlands P; = M4 Ny, et P est I’ opposé de P,. De plus,
les séries principales étudi¢es sont de la forme nf; né], by ® né, . ou
v € (al)(D7 01 est une série discréte de M, (3 sa contragredlente Alors
5 =209, ®03), et () est de dimension un. Ici les produits tensoriels sont
topologiques. Notons A(P;,P;,d1,v;) le prolongement méromorphe de
I'intégrale d’entrelacement (lorsqu’il est défini) entre 1’D ', et I On sait

o1,v1
que 15,‘ " s’identifie a un sous-espace du dual de I:;l ! D autre part d’apres
.

[9], par. 9.2, on sait qu’il existe un élément n de #7(d) tel que, pour tout
nev, el @Ib (P, v,n), vy @) = (A(Py, P, d1,v1)v1,0,). Co-

01,V1 A
mme 7(9) est de dimension un, j°(P,J,v,n) est proportionnel a j(P, 5, v, n)
pour v; dans un ouvert dense de iaj. Alors, partant de la Proposition §, on
voit que, comme .7 f; est nul, on a, pour v; élément d'un ouvert dense de iaj
(on dira générique dans iaj), (4 (Pl,Pl,él,vl)na W (o), vy) = 0. Ici, on a
identifie G/H a G; de la fagon habituelle. Comme A(PI,PI,(S],v]) est inv-
ersible pour v, générique dans iaj, on en déduit que 7% " (fo) = 0 pour v,
générique dans iaj, puis, par densité et continuite, pour tout Vi € iaj.

La formule de Plancherel abstraite donne une identification de L*(Gy)

®

avec une intégrale hilbertienne de représentations de G| x Gy, /A H,QH,y
Gy

du(m), ou H, est 'espace de n, n' sa contragrédiente et H,QH, le pro-

duit tensoriel hilbertien. On identifie H,&%H, a I'espace des opérateurs de
Hilbert-Schmidt de H, dans lui méme. Alors, toute fonction f, C* a
@
support compact sur Gy, s’identifiec a /,\ n(f) du(n).
G
Par ailleurs, I'injection de I’espace de Schwartz 4(G;) = ¥(G/H) dans
L*(Gy) = L*(G/H) est ““fine” au sens de [7], § 1.4 grace a l.c. Théoréme 3.2 et
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[11], §. C.2. Donc, d’apres [7], Lemme 1.3, pour p-presque tout 7, il existe un
entrelacement de G| x Gj-modules entre €(G)) et H;@OHy, o, tel que:

@
f= [ ) dum). 1 <G .
1

Par ailleurs, on sait que pour p-presque tout 7w, m est une sous-rep-
résentation de n(’;"v], pour un couple (P, ;) comme ci-dessus et v; € iaj (cf.
[11], Proposition C.2). Alors © est tempérée, et, si 'on se restreint a une
composante isotypique sous K; x K; de C*(G,), l'application fr—n(f)
s’étend continuement & la composante isotypique correspondante de €(G).
D’autre part, 'espace C°(G) est séparable et dense dans €(G) (cf. [17],
Théoreme 6.1.6 et sa preuve). Alors I’égalité

/; 7(f) du(n) = /A walf) d(m),  f € C2(G)
G Gy

montre, par un raisonnement de séparabilité, densité et continuité, que pour
p-presque tout m:

n(f) =ox(f), [ €C(G)kxx,) -

Alors, grace a notre hypothése sur fy, on déduit de ce qui précede que
#x(fo) = 0 pour p-presque tout 7. D’ou la nullité de f;. Donc Z° est bien
injective comme désiré. [

10 Appendice

Lemme 12. Soit f une application méromorphe d'un ouvert convexe X du
complexifié E¢ d’'un espace vectoriel réel de dimension finie E, a valeurs dans
un espace localement convexe sépare complet V. On suppose qu’il existe n

formes linéaires [y,---,1, € E* C E"{;) et n complexes ry,---,r, tels que f soit
holomorphe sur X \\U._, H;, ou H;:={z€ Eg | l;:(z) —r; =0 }. On note
Z=A{l,---,1,} et II(Z) l'ensemble des fonctions polynomiales sur E¢ qui sont

produits de fonctions affines de la forme z—1(z) —r, ou l € £ et r € C. On
suppose qu’il existe un polynome p tel que pf se prolonge en une fonction
holomorphe sur X. Alors p s’écrit p = p1q, avec py € II(X) et q| polynéme sur
Eg, de telle sorte que p\f est holomorphe sur X et, pour tout i, q, restreint a
H; est non identiquement nul.

Démonstration. On procéde par récurrence sur le degré de p (supposé non
nul). On voit que p = p1q; ou p est produit de fonctions z— /;(z) — r; et ¢
un polynéme qui, pour tout i, admet une restriction a H; non identiquement
nulle. Montrons que p;f se prolonge en une fonction holomorphe sur X.
Elle est déja holomorphe sur X \ |J., H;. Notant ¥ =X N (J._, H;), si
y € Y est tel que g;(y) # 0, il est clair que p;f se prolonge en une fonction
holomorphe au voisinage de y, car pf = qip1f. D’apres les propriétés de ¢
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et le Lemme A.1.8 de [12], pif se prolonge en une fonction holomorphe sur

X.

Pour traiter le cas de fonctions vectorielles, on utilise le fait que grace a

nos hypothéses sur 7, ’holomorphie des fonctions a valeurs dans V' est
équivalente a ’holomorphie faible (cf. [8] par. 3.3.1). O
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