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Let R be a reduced root system in an euclidean vector space E, W the Weyl
group of R. One determines the hypergeometric Fourier transform (cf. E. Opdam,
Cuspidal hypergeometric functions, preprint) of the related Schwartz space of
W-invariant functions on E, introduced by Tinfou. The answer is very natural and
quite similar to results of Harish-Chandra. The proof requires a theory of the con-
stant term for W-invariant functions satisfying the hypergeometric system. This is
analogous to Harish-Chandra’s theory, once one has realized that simple difference
operators play here the role of some elements of the unipotent radical of a
parabolic subalgebra. Also, the fact that the parameter of cuspidal hypergeometric
functions might be singular introduces new difficulties. This theory being estab-
lished, one can take advantage of the techniques we used for real reductive
symmetric spaces (cf. the introduction to the article by the author, Formule de
Plancherel pour les espaces symétriques réductifs, Ann. Math. 147 (1998), 417-452),
especially the truncation and its consequences.  © 1999 Academic Press

0. INTRODUCTION

Soit R un systéme de racines réduit dans le dual a* d’un espace vectoriel
euclidien a. Pour des raisons de récurrence, on ne suppose pas que R
engendre a*. On note W le groupe de Weyl correspondant, et, pour o € R,
s. la réflexion correspondante. On choisit un ensemble de racines positives
R™. Soit k e CR une multiplicité, c’est a dire une fonction W-invariante sur
R. Pour Xea, on définit un opérateur agissant sur C (a), Tx(k, R™) par

Tx(k, R*)=0x—p(k)(X)+ ) k.o(X)4.
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ou pk)=123. g+ k.o et

(A(p)(X)=(1—e )" (p(X) = p(s.(X))),  @eC (a)

Les opérateurs Tx(k, R*) commutent entre eux (cf. par exemple [H,
théoréme 1.2]) et permettent de définir T\,(k, R*), pe S(a) par la propriété
universelle de S(a). Si pe S(a)V, T,(k, R*) agit sur C (a)" comme un
opérateur différentiel W-invariant, indépendant du choix de R™, D (k).
On rappelle (cf. [O2, théoréme 2.4 et les références citées la]) que la
fonction hypergéométrique associée a R est une fonction de trois variables,
F(v, k)(X), W-invariante en v et X, définie et holomorphe, en particulier,
pour veag, k élément de I'ensemble .#° des multiplicités et X € ap vérifiant:

Re(p(k)(f) +k.4+1)>0, si f§ est la plus haute racine courte
d’une composante irréductible de R
|Re a(X)| < 2m, xeR
satisfaisant le systéme différentiel hypergéométrique:
D,(k) F(v, k)= p(v) F(v, k), peS(a)V, veak,
et la condition de normalisation,
F(v, k)(0)=1.
On suppose en outre:
k. <O, a€R.

On note

5k(X): l_[ |e:(X)2_67:(X)2|2k:’ Xeareg

teR*

qui détermine une fonction localement intégrable sur a par rapport a la
mesure de Lebesgue, avec nos hypotheses sur k. On note u, la mesure sur
a de densité J, par rapport a la mesure de Lebesgue.

Opdam (cf. [O2, théoreme 5.5]) a montré comment désintégrer les
éléments de L*(a, u)". Nous allons donner ici une version légérement
modifiée de son résultat (cf. théoréme 7(iii)).

Si P est une partie parabolique de R (cf. [ Bou], chap. VI, 1.7, définition
4), on note My =P —P. Cest un systeme de racines dans a. Soit

Np=P\M,;, ap=ay,= () Kera, a“r=ap

teMp
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On note W(ap) I'ensemble des endomorphismes de ap induit par des
¢léments de W préservant ap. On note aussi ky,, la restriction de k a Mp.

Deux parties paraboliques de R sont dites associées si les parties “M”
correspondantes sont conjuguées par un ¢lément de W. Soit 2 un ensemble
de représentants des classes d’association de parties paraboliques contenant
R™.

Si Pe?, on note (a™)% (k) l’ensemble des Ae(a™e)% tels que
F(A, k) (qui est une fonction sur a™p) soit définie et de carré intégrable
f)o[\lﬂlr)itkMp. Dr’aprés [HO2] et [O2], cet ensemble est fini et contenu dans

aMey*,

La transformée de Fourier hypergéométrique associe, a tout fe C, (a)V
une application % f définie sur [ [p.p (a™MP)%. (km,) x iap, & valeurs dans
C, par

F f(A, v) = (Card W(ap)) jf FA+v, 0)(X) 6 (X) dX

pour (A4, v)e (aMr)% . (km,) x iap. On note que l'égalite F(4, k)= F(w4, k),
we W, implique que, pour ¥'=%,f, on a

Y(wd, wv) = P(A4, v), we Nwy(ap),

ou Ny (ap) est le normalisateur dans W de ap.
La formule de Plancherel d’Opdam assure que % s¢tend en une
isométrie bijective entre L*(a, )" et

D (IP((aM)disc (k) ® L2(iaE, 373 |e(k, A, v)| 72 dv)"we)

Pez

ou ¢4 est une constante strictement positive et

ok, A v)=carc I T(=(A+v)@)/T(—(A+v)(d)+k.)

:eR™, :‘ap;éo

ou ¢l est une autre constante strictement positive.

Comme on I'a dit, ceci peut se déduire du travail d’Opdam (cf. [O2],
théoréme 5.5]), joint a sa solution de la question (5.6) de lLc., qu’il nous a
communiquée. On présente au théoréme 7, un point de vue un peu
différent, mais reposant aussi sur [ O2]. On définit une fonction @ sur a
par

O (X) = e\

ou X, est Punique élément de la chambre de Weyl positive fermée con-
jugué a X par un élément de W. L’espace de Schwartz %(a, k) a été étudié
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d’abord par Mustapha Tinfou dans le but de trouver une limitation a priori
sur les fonctions hypergéométriques intervenant dans la formule de
Plancherel, dans I’esprit du travail de J. Bernstein [ Be]. M. Tinfou présente
une partie de ses résultats dans 'appendice A.

L’espace de Schwartz %(a, k) est I'espace des fonctions ¢, C sur aq,
telles que:

Sup [0, (X)(1+ [ X])"0pp(X)| < +00,  peS(a), neN

Xea

C’est un sous-espace dense de L2(a, zy).
On dit que fe C (a) est k-tempérée si, pour tout p € S(a), il existe ne N
tel que:

Sup [0 H(X)(1 + X)) ™" 0p0(X)| < + 0

Xea

Notons #(E) I'espace de Schwartz des fonctions a décroisance rapide sur
un espace vectoriel réel E. On définit:

PV = @ (P((a™)he (kp,) ® F(iaF))Nwie)

Pez

THEOREME.  Pour ¥Ye &), la fonction S P, sur a est bien définie par:

(S P)X)= Y Y(A,v) F(A+v, k)(X)

Pe?, 4e(aMP)r (ky,) iaf

Xca 3 ek, A,v)| 72 dv

pour tout Xe a. C’est un élement de €(a, k)W.

La transformation de Fourier hypergeometrique F s'etend en une bijection
entre 6(a, k) et &V, d’inverse 5.

Pour démontrer ce théoréme, on utilise des techniques analogues a celles
que nous avons utilisées pour la formule de Plancherel pour les espaces
symétriques réductifs. D’abord on rappelle certaines propriétés simples des
opérateurs de Dunkl et 'analogue de résultats de Casselman et Millicic (cf.
[CassM ]). On développe au paragraphe 3 (théorémes 1 et 2) la théorie du
terme constant pour une fonction tempérée, en suivant de prés les
arguments d’Harish-Chandra ([ HC1]). Le point crucial est de susbtituer a
l'utilisation des éléments X. de I'algebre de Lie du groupe, par Harish-
Chandra, celle des 4. (cf. Pappendice A de M. Tinfou).

La non régularité éventuelle des éléments de (a™P)%,. (kwm,) par rapport
a Mp, rend plus délicate la théorie du terme constant pour les familles de
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fonctions (fonctions II,,). La propriété suivante permet de pallier a ce
défaut de régularité (cf. paragraphe 4.3).

On appelle sous-espace tempéré, tout sous-espace de ag conjugué sous
W a un sous-espace de la forme A +iafk, Pe?, Ae(a™r)i,. (km,)- 11
résulte du travail d’Opdam [O2, théoréme 5.7] et d’Heckman et Opdam
[HO2, remarque 3.14] que deux sous-espaces tempérés inclus I'un dans
l’autre sont égaux.

Nous avons essayé de tirer le meilleur parti de I'utilisation de la théorie
spectrale des matrices (résolvante, etc.) dont nous donnons quelques consé-
quences dans l'appendice B. Cela nous est utile pour étudier le terme
constant des fonctions I1,,, en particulier son holomorphie par rapport au
paramétre indexant la famille (cf. théorémes 3 et 4). On espére avoir, au
passage, simplifié¢ certains aspects du travail d’Harish-Chandra.

On établit aussi des estimations uniformes fines de la fonction hyper-
géométrique, en partant d’estimées plus grossiéres dues a Opdam [ O2], et
grace a une adaptation d’une technique d’E. van den Ban (cf. [ B], voir
aussi [D2]).

Alors, les techniques de la troncature [ D3] et des fonctions ¢ de [CD]
s’adaptent sans difficulté. Elles conduisent & un théoréme analogue a celui
annoncé, pour la transformation de Fourier hypergéométrique normalisée
(théoréme 6, paragraphe 5). On détermine explicitement les fonctions ¢ qui
interviennent (cf. Paragraphe 5, théoréeme 5), ce qui permet d’en déduire les
propriétés nécessaires au passage de la transformation de Fourier hyper-
géométrique normalisée a la transformée de Fourier hypergéométrique.

1. OPERATEURS DE DUNKL ET ESPACES ASSOCIES

1.1.

Soit a un espace vectoriel euclidien de dimension finie et soit R un
systeme de racines réduit dans le dual a* de a. On ne suppose pas que R
engendre a*. Pour a € R, soit d =2a/(a, a) sa coracine et s.: A 4 — A(d) o
la réflexion correspondante dans a*. Soit W le groupe de Weyl de R, qui
est engendré par les s., a € R. Par dualité W agit sur a et a*. On suppose
que le produit scalaire est invariant par W. On note ag 'orthogonal de R
dans a. Soit R le systéme formé des coracines. On note 2=ZR le réseau
engendré par les coracines. Soit # la sous-algébre a unité de I'algébre des
fonctions sur a™={Xea|a(X)##0, ae R} engendrée par les (1 —e’)~ ",
o€ R. Cette algebre est invariante par I'action naturelle de W sur les fonc-
tions sur a.

On fixe un ensemble de racines positives R* de R. Soit P_ un autre
ensemble de racines positives. On note C* (resp. Cp_) la chambre de Weyl
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positive correspondante on note aussi R~ = —R*, C~ = —C*. On peut,
dans la définition de £, se limiter 2 « dans R+, caron a: | — (1 —¢*) ! =
(1—e )L

Soit C[ W] lalgébre du groupe W. On munit &7 :=Z® S(a) ® C[ W]
de la structure d’algébre qui fait de I'algébre des fonctions C  sur a™9,
C (a™9) un .«/-module a gauche pour laction définie par:

(f@pWw) @ = f0,(wp), fex, peSla), weW, @eC (a™)

ou 0, est opérateur différentiel a coefficients constants correspondant a
I’élément p de l'algébre symétrique S(a) de ac et ou 'on a posé: wo(X) =
e(w™lX), we W, Xea™. On note Z la sous algébre Z® S(a) de 7.
Soit # ={keCR®|k,.=k.,we W,ae R} l'espace des multiplicités de R.
Pour Xea, on définit ’¢lément Ty (k, R*) de ./ par:

Ty(k, R*) =05 —p(k)(X)+ ¥ k.ao(X)1—e )"'®@(1—s.) (L1)

teR™*

ou p(k)=1/23._r+ k.a. Les opérateurs Tx(k, R*) préservent C (a) et
commutent entre eux (cf. par exemple [H], théoréme 1.2). Alors la
linéarit¢ de X Tx(k, RT) permet de définir un homomorphisme
d’algebre p— T\(k, R*) de S(a) dans 7. Si p est W-invariant (i.e., est un
élément de S(a)"), To(k, R*) est lui-méme W-invariant (cf. par exemple
[O1], corollaire 2.9 et Proposition 1.1(4)). On note T(k, R*):=
{Ty(k,R")|peS(a)} et T(k, R")W:={Ty(k,R*)|peS(a)"}.Soit (z, V;)
une représentation de dimension ﬁme de W. On note C (a, 7) ’espace des
fonctions, ¢, C , z-sphériques sur aq, i.e., telles que p(w(X))=1(w) @(X),
Xea, weW. Alors, si peS(a), Ty(k, R) envoie C (a,7) dans C (a, Vy).
De plus T\,(k, R*) agit sur C (a, 7) comme P'opérateur différentiel sur a a
coefficients dans End(V,), noté D,(k, R*, 1) obtenu en remplagant les
éléments w dans I'expression de T,(k, R*) par z(w). Si p € S(a)", comme
T,(k, R*) commute a l'action de W, D,(k, R*, 7) préserve C (a, 7). Si de
plus 7 est la représentation triviale de dimension 1 de W, ¢ on a
C (a,e)=C (a)™. Pour peS(a)", on notera D,(k, R*) l'opérateur dif-
ferentiel D (k, R™, ¢), qui est W-invariant grace a I'invariance sous W de
To(k,R*) et au lemme 1.2.2, Partiec I de [HS]. On notera D(k, R™)
lalgebre d’opérateurs différentiels engendrée par les Dy(k, R™), pe S(a)".
L’application p — D,(k, R") est un homorphisme d’algebres de S(a)* dans
D(k, RT).

On introduit une fonction J, sur a"™

par:

Su(X)= [] 170230022k yeq' (12)

teRY
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On note dX la mesure de Lebesgue sur a associée a sa structure euclidienne
et u,=0,dX. Soit #; I'ensemble des multiplicités k telles que pour tout
Xea avec Ry # &, on ait

Re< y k:>+rg(RX)>0 (1.3)

teRy

ou Ry={aeR|a(X)=0} et rg(Rx) est le rang de ce systéme de racines.
C’est un ensemble convexe ouvert. Si ke #;, J, est localement intégrable
par rapport a dX (cf. [BrHO], proposition 2.1). De plus si k, € .#; et
X, € a, il existe un voisinage compact de k,, V(k,), un voisinage compact
de X,, V(X,), une fonction intégrable sur V(X,), ¢,, tels que:

0 X) < @o(X),  keVky), XeV(X,) (14)

Soit f, ge C (a) avec I'une de ces fonctions a support compact. Alors,
pour X, €q, ke A, on a:

| (T, R*) £)(X) g(X) 0,(X) ax

= [ JOOT e, RT) wog)(X) 6 X) dX (15)

ou w, est I’élément de plus grande longueur de W relativement a R*. En
effet d’aprés [O1], lemme 7.8, cette formule est vraie dés que k. >0 pour
tout ae R. Par ailleurs il résulte de (1.4) que les deux membres de (1.5)
sont holomorphes en ke #;. On en déduit le résultat par prolongement
analytique.

Si P est une partie parabolique de R, on note My ou M I'ensemble des
¢léments o de R tels que o et —a soient ¢léments de P. C’est un systéme
de racines dans a. On note Wy, son groupe de Weylet M * =M n R™*. Soit
Np ou N le complémentaire de M dans P et ap ou ap l'ensemble
{Xea|a(X)=0,e M}. On note a” ou a™ l'orthogonal de ap dans a. On
désigne par %), la sous algébre a unité de # engendrée par les (1 —e 7)1,
aeM et par Z7, lidéal de # engendré par les (1—e ")~ '—1=
e '(1—e ")7!, xeN. On se fixe Xp € ap tel que a(Xp) >0 si aeN. Alors
on a:

LemMme 1. (1) Si@peR, pour tout Xea, la limite lim,_, . (X +1tXp)

existe et définit un élément © de Ry,. De plus ¢ — F est un élément de R 2

(il) On a R=Ry DR et @© est la projection de ¢ sur Ry,
parallélement a RZ . Cette projection est un morphisme d’algébres.
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(ii) Lidéal R de R est stable par les opérateurs 0,, p € S(a) et par
laction de W,.

(iv) On définit une application linéaire yp de P =R S(a) dans
D= % ® S(a) par:

(e ®@p)=0"®p, @R, peS(a)

Alors yp est un morphisme d’algébres d’opérateurs différentiels sur a™® et
on a:

1e(D)—DeRF ® S(a), De9

On définit enfin un opérateur yp de 9 dans Dy, = %y ® S(a) en posant:

v i=ePoypoem el

ou pP(k): 1/2226Nk:a"

Démonstration. Lexistence de ¢ est immédiate grice aux propriétés
des générateurs de #. De méme il est clair que ¢ =¢ si ¢ e %y, et que
o =0si pe R . Dautre part # est la somme de %, et de 273 . D’aprés
ce qui précéde on conclut que la somme est directe et que ¢ est la projec-
tion de ¢ sur &, parallelement a 2. D’ou (i) et (ii) puisque ZZ est un
idéal de 4.

Montrons (iii). On a:

Ox(l—e ) '=—a(X)e (1—e"7)72 Xea, aeR

Donc si ae N, dx((1—e~")"'—1) est élément de # . Par application de
la régle de dérivation des produits, on en déduit que Z7 est un idéal de
2 invariant par les 0y, X e a, donc par les d,, p € S(a). L’invariance de N
sous Wy, implique immédiatement celle de 3. D’ou (iii).

Alors (iv) est une conséquence immédiate de (iii). |

Pour exprimer la dépendance de yp et y, par rapport a R, on notera
parfois yg et yp°. Soit Q une partie parabolique de R contenue dans P.
Alors Q n M est une partie parabolique de M. On établit aisément:

be =y’QM(:MPoy|'3R (16)

puis la méme chose en remplagant ' par y.
Alors, d’apres [ O1, théoréme 2.12(2)], on a:

yR*(Dp(kaR+)):p7 PES(G)W



TRANSFORMATION DE FOURIER HYPERGEOMETRIQUE 247

Par ailleurs I'algébre D(k, R™) peut étre présentée comme le commutant
dans l'algébre &, d’un opérateur L(k) (cf. [HS] Partie I, théoréme 1.3.9,
1.3.12 et équation précédente) dont on vérifie aisément qu’il ne ne dépend
pas de R* (cf. l.c. équation 1.2.6, pour la définition de L(k)). On notera
désormais cette algebre D(k).

Comme, pour peS(a)V, Dy(k, R*) est W-invariant, un calcul facile
montre que, si P_=w(R™"), on a:

Pr+(Do(k, RT) =w(yp_(Dy(k, RT)),  peS(a)V
d’ou I'on déduit:
Yp(Dpk, R*))=p,  peS(a)" (L.7)

En particulier yp_ restreint a D(k) ne dépend pas de P_, et, en tenant
compte du fait que D(k) ne dépend pas de R*, on voit aussi que

Dyk,R*),  peS(a)" ne dépend pas de R™* (1.8)

On les notera respectivement y(k) et D,(k). Enfin, on déduit de (1.6)
et (1.7):

7R(Dp(k))=Dylkn),  peS(@)™ (1.9)
ou ky, est la restriction de la multiplicité k a M.

2.1.

On fixe une multiplicit¢é k. On utilise les notations et résultats de
I’appendice A de M. Tinfou. On note, pour reR et Xea, N (X):=
(T+ X"

On note Femp(a, k) I'espace des ¢léments ¢ de C (a) tels que, pour tout
peS(a), il existe me N et C>0 vérifiant:

[(Fp@)(X)| S CNW(X) [OW(X)],  Xea, peS(a)
Pour F partie finie de S(a) et re€ R, on définit:

st (@)= Sup [IN_(X)(OW(X)) "' 8,0(X)|

peF, Xea

Le lemme suivant est une conséquence immédiate des lemmes A.1(ii), (iv)
et A.2(ii).
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LemME 2. Soit pe S(a) (resp. e R™). On note T I'opérateur 0, (resp.
A.). On fixe r>0.

(1) Si g est un élément de S(a), il existe une partie finie, F, de S(a)
telle que, pour tout p € C (a):

s, (T(9)) < 5§ (@)
(il) T laisse Figmp(a, k) invariant.

On notera .o/(a, k) (resp. Zemp(a, k)) Iespace formé des éléments de
C (a) (resp. Zemp(a, k)) qui sont T(k, R™ )-finis. On remarquera, que S(a)
étant un S(a)"-module de type fini, cette condition de finitude équivaut,
pour les éléments de C (a)W, & étre de type fini sous D(k).

COROLLAIRE 1. L’algébre T(k, R*) opére sur hemy(a, k), de meme que
D(k) opére sur emp(a, k)™.

On suppose désormais que k est un élément de #; a valeurs réelles. Alors
O est positive et localement intégrable et, tenant compte de la proposition
A2, on définit une application sesquilinéaire sur %(a, k) X Fiempla, k),
donnée par:

(¢,¢)=f<ﬂ(X)l/7(X)5k(X)dX, peb(a, k), YeFempla k) (1.10)

a

Cette forme est continue dans sa premicre variable, d’aprés la proposition
A.2(i1). On définit une involution antilin¢aire de S(a), p+ p* caractérisée
par X*= —X, Xea. On va voir que:

(To(k) @, ) = (@, Tiwypy+(k) woth), @ eb(a, k),
Y € Frempla, k), peS(a)

(1.11)

ou w, est ’élément de plus grande longueur de W relativement a R*. En
effet, I'égalit¢ est vraie pour tout g € C, (a) et Y € Fiemp(a, k), d’apres (1.5).
Mais le premier et le second membre de I’¢galité ci-dessus sont continus en
@ €%b(a, k), d’apres les propriétés de (., .) et la proposition A.1(ii). Joint a
la densité de C, (a) dans %(a, k), cela implique le résultat. En particulier,
on a:

(Dy(k) 0, Y1) = (@, Dpu(k) Y1), @ e€(a, k)7,

V€ Fempla, k), peS(a)W

(1.12)
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2. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES ELEMENTS DE ./(a, k)"

Soit I un idéal de codimension finie de S(a)"”. On note Z,(k) I'idéal a
gauche de ¥ =2 ® S(a) engendr¢ par les D, (k), pel On s’intéresse a
I'espace oZ(a, k)" des éléments W-invariants de ./(a, k) qui sont annulés
par Z,;(k). On filtre lalgébre .o/ :=2® S(a)® C[ W] par le degré des
¢léments de S(a). Cette filtration est compatible avec le produit. On filtre
de méme 2.

LemMe 3. (i) Si peS(a) est homogene de degré n, T,k,R")—
1®p®1 est de degré strictement inférieur a n.

(i) SipeS(a)” est homogeéne de degré n, D, (k) —1®p est de degré
strictement inférieur a n

(1) Le gradué de 2,(k), Gr(Z2,(k)) contient 1 ® Gr(I), ou Gr(I) est le
gradué de 1.

Démonstration. (1) se démontre par récurrence sur le degré de p, le cas
ou p est de degré 1 étant immédiat grace a la définition des opérateurs de
Dunkl. Alors (ii) en résulte puisque D, (k) est 'opérateur différentiel déduit
de T,(k, R") en y remplagant les we W par 1. Alors (iii) résulte de (ii). [

ProPOSITION 1. Soit H lespace des polynomes W-harmoniques sur af.
Soit V un supplémentaire de I dans S(a)" engendré par des éléments
homogenes et contenant 1. Alors:

(1) Lespace U:=VH est un supplémentaire de S(a) I dans S(a).

(i1) Son image dans 2/2,(k) est un systeme de générateurs de ce
R-module.

Démonstration. Comme HS(a)” = S(a), (i) est clair. Pour (ii), il suffit
de montrer, par récurrence sur le degré, que tout pe & est un élément du
Z-module, Z® U+ 2,(k). On peut se limiter a p € S(a). Soit 44, ..., i,, une
base de H. On écrit: p=>,_, _, h;p; ou p, € S(a)", puis: p,=q;+ u; avec
q; €1letu; e V. Alors d’apres le lemme précedent, D, (k) —g; est un €lement
de  de degré strictement inférieur a celui de p. On conclut aisément grace
a I’hypothése de récurrence. ||

Remargue 1. Si I est I'idéal des éléments de S(a)"” s’annulant en ve a¥,
on peut prendre V'=Cl, et, avec les notations de la démonstration de la
proposition ci-dessus, on a u;= p;(v) et ¢,= p;,— p;(v).

On note u,, ..., u, une base de U formée d’¢léments homogeénes. On note
A1y e 4, une base de af et H;,..H, la base de a, duale de celle-ci. On
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note A=20U {2, .., A}, ou X est I'ensemble des racines simples de R™.
On pose, pour ¢ € o4 (a, k)W

D= (04, P, s Dy @) (2.1)
Alors, on a:
O, =GP, Aed (2.2)

ou G- est une matrice carrée d’ordre r, a coefficients dans #. En effet, pour
tout p e S(a) et tout i, pu; est égal, modulo &, a une combinaison linéaire
a coefficients dans # des u;, d’apres la proposition 1(ii). Comme ¢ est
annulée par &, on a le résultat voulu.

Identifiant a 4 une partie de C*#, en associant a X e a, z(X) = (2(X)) x4,
ol z.(X)=¢e"™), le systéme précédent devient:

2.0, D=G. b, Jed (2.3)

ou G. a des poles seulement sur Y= ). g {zeC*|z.=1}.

Le travail de Casselman et Millicic, [ CassM ], s’adapte a notre situation.
Précisons. On note <z- lordre sur aE défini par v=<X - u si et seulement
si u—v est combinaison linéaire, a coefficients entiers positifs ou nuls,
d’¢léments de R~. On dit que v et u sont R-intégralement équivalents si et
seulement si v — u est combinaison linéaire, a coefficients entiers, d’¢léments
de R.

Pour meN?%, on note X™=]]«cq A(X)™ On montre comme dans
[CassM ], théoréme 5.7:

PROPOSITION 2. Soit ¢ € .o/(a, k). On note D le disque unité ouvert de C.

Il existe un ensemble fini, S, d’éléments mutuellement R-intégralement
inéquivalents de af et, pour chaque v e S, des fonctions @ ., holomorphes non
triviales sur D”, ot m décrit un ensemble fini de N*, telles que, sur chacun
des hyperplans coordonnées, au moins l'une d’entre elles soit non nulle et
vérifiant:

Z(p&m X)) * O xm, XeC~

Cet ensemble S et les ¢g ., sont uniques.

Développant les ¢, ,, en série entiére, on a:

(P& m(z Z (’&+rm

reN’
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our=Y._.,r.o et on peut écrire:

P(X)= Y ¢, net®xm, XeC™

+eaE

ou les ¢, , qui n’ont pas été définis ci-dessus sont nuls. La convergence est
absolue. Les c, , vérifiant ces propriétés sont uniques. Si ¢, , #0, pour un
meN?, on dit que u est un exposant de ¢ le long de R~. Les exposants
directeurs de ¢ le long de R~ sont les exposants maximaux pour l'ordre
<g-. Pour lea¥, on note I. l'idéal de S(a)"W, formé de ses éléments
s’annulant en 4. Noter que /1. = [,. pour we W.

PROPOSITION 3. Soit I un idéal de codimension finie de S(a)V. Soit
@ e o (a, k). Lensemble de ses exposants directeurs le long de R~ est con-
tenu dans lensemble {J.€ af |I<l._\y}. En particulier, si I est égal a
lidéal I, veaf, les exposants directeurs de ¢ le long de R~, sont des
éléments de Iensemble {wv+ p(k)|we W}

Démonstration. En effet si peS(a), on a Dyk)—yr-(Dyk))e
RE- ®S(a), dapres le lemme 1(iv). Par ailleurs, tout élément ¢ de Z7-
admet un développement en série de la forme @(X) =3, (N7 420 a+2(X)",
pour Xe C~. On suit la démonstration du théoréme 5.2 de [ CassM ] pour
voir que, si v est un exposant directeur de ¢ le long de R™, et pel,
Yr-(Dp(k))(v) est nul. Mais yr-(Dy(k))(v) =yr-(k)(Dy(k))(v — p(k)),
d’aprés la définition de yg- (lemme 1). Alors, on déduit le résultat de

(1.7). 1

Pour pouvoir faire le développement le long des murs, il est nécessaire
de montrer que, pour tout I, idéal de codimension finie de S(a)", on a:

Tout élément ¢ de ./ (a, k) est analytique sur a. (2.4)
Ceci est lié au systéme satisfait par ¢:
Dy(k)p =0, pel (2.5)

Nous allons utiliser 'appendice A de [ BD], qui est de nature élémentaire,
car basé uniquement sur les propriétés des équations différentielles de type
Fuchs, a une variable, mais a coefficients dans un espace de Banach (ce qui
ne change pas grand chose). Afin de s’en servir, on montre aisément, par
récurrence sur le degré de p, que pour tout p € S(a), T,,(k, R™) peut s’écrire
comme une somme d’¢léments de .o/ (cf. paragraphe 1.1) de la forme
f®q®w, ou we W, ge S(a) est homogeéne de degré inférieur ou égal a
celui de p, et f est un produit de fonctions du type (1 —e~")~!, xe R,
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dont le nombre de facteurs est inférieur ou égal au degré de p diminué du
degré de ¢ (cf. le début de la preuve du lemme A.1). Par ailleurs, pour tout
peS(a)V, le symbole principal de D,(k) est égal a la composante
homogene de p de degré le degré de p. En outre, comme [ est idéal de
codimension finie dans S(a)%, il en va de méme du gradué de I et, comme
S(a) est un module de type fini sous S(a)Y, I'idéal de S(a) engendré par ce
gradué est de codimension finie.

On fixe X, €a. Ce qui précede permet d’appliquer le théoréme A.1 de
[BD] a la famille d’opérateurs différentiels D,, p e/, en identifiant ac a
C4mea et en fixant comme origine X,, la famille d’hyperplans a considérer
étant les noyaux des racines (en fait, pour I’étude au voisinage de X, on
peut se limiter a ceux passant par X,). Alors, comme ¢ est une solution C
de (2.5), sa série de Taylor en X, fournit une solution formelle du systéme.
Le théoréme A.1 de [ BD] montre qu’il existe une solution locale de (2.5),
au voisinage de X, dans ac, qui admet la méme série de Taylor que ¢ en
X,. La différence, ¥, entre ¢ et cette solution, est donc une solution locale
de (2.5), au voisinage de X, dans a, dont la série de Taylor en X, est nulle.

Pour Hea tel que la droite affine X,+ CH ne rencontre quen X,
la réunion des noyaux des racines nulles en X,, on définit (¢)=
W(X,+ tH), pour t e R, assez petit. On montre, comme dans [ BD ], lemme
A3, que Y, est la premiere composante d’'une fonction a valeurs vec-
torielles vérifiant un systéme a singularités simples, ie., comme dans
I’'appendice C de cet article, (C.2), (C.3) mais dans le cas d’ une seule
variable, c’est a dire k =n = 1. Supposons que ¥/, ne soit pas identiquement
nulle. Le théoreme A.1.4 et la proposition A.1.6 de [ CassM ] (par exemple)
montrent qu’alors elle peut s’écrire, pour ¢ > 0, petit, sous la forme:

V()= X ¥n,s m(?) £5(log(1))™

ou Y s m> S€C, meN, est une famille finie de fonctions C sur [0, 1[, ne
s’annulant pas en zéro.

Par ailleurs v, est plate en zéro, donc c’est un o(x'), pour tout /e N. Il
résulte de [CaM ], proposition A.2.1, que 'on a Re s>, pour tout /e N.
Une contradiction qui montre que y(¢) est nulle pour > 0. On démontre
de méme que c’est vrai pour 7 < 0. Comme ceci est vrai pour tout H comme
ci-dessus et que ¥ est C , cela implique, par densité, que { est nulle au
voisinage de X,.

Ceci montre que ¢ est analytique au voisinage de tout point de aq,
comme désireé.

On définit, pour vy, v, € a*, v; <g- v, (resp. v; <gr- V,) si et seulement si
Vi(X)<vy(X), XeC (resp. vi(X) <vy(X), XeC™).
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Griace a (24), on peut également faire les développements le long des
murs (cf. [ CassM ], paragraphe 6). Précisons certaines de leurs conséquen-
ces. Si P est une partie parabolique de R contenant R™, on note X,,
Iintersection de M = Mp avec 2. Notons que A\X, est égal a A\M. Si
Xeap et me N, on pose X™=[T..am AX)™. En procédant comme
dans [D2], appendice, preuve de 2.2(i), on déduit des développements
asymptotiques le long des murs, la proposition suivante:

ProPOSITION 4. Soit @e.o/(a, k). On utilise les notations de la
proposition 2. On note Sp (resp. L) Pensemble des restrictions a ap des
éléments de S (resp. des combinaisons linéaires a coefficients entiers positifs
ou nuls d’éléements de R™). Alors:

(i) 1l existe des fonctions analytiques sur a c& ms OU Vv décrit
Se— L7 et m décrit un sous-ensemble fini de N*\M, telles que:

Pour tout R>0, il existe Cx>0 tel que si Xe€ap vérifie a(X)< —Cg,
pour tout € Np, et si Yea® satisfait | Y| <R, on a:

PX+Y)= Z e n(¥) XM 0

Les fonctions CZ m Lérifiant ces propriétés sont uniques.
(ii) De plus, si Yeab, et vérifie a(Y) <0 pour tout o€ Xy, on a:
P +(Y m’
Cm(¥)= 2 Co, mmy €Y
+teak, +gp=4& m'e N7M
ot (m, m’) est regardé comme un élément de N2,

On dit que ve (af)¢ est un exposant directeur de ¢ le long de P, si ¢ ,
est non nul pour un m et si cg ,, est nul si v=1'+u avec e LZ\{0}. Si
ve(af)e, on définit une fonction ¢, sur a par:

J(X+Y) Z cg m(Y) XM 0, Xeap, Yea® (2.6)

PrOPOSITION 5. (i) Sive(ap)c est un exposant directeur de ¢ le long
de P, et De D(k), on a:

(D@)e=7p(D)(@e)
(1) L’ensemble des exposants de ¢ le long de P est égal a I’ensemble
des restrictions a ap des exposants de ¢ le long de R™.

(ii1) Tout exposant directeur de ¢ le long de P est la restriction a ap
d’un exposant directeur de ¢ le long de R™.
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Démonstration. Pour (i) voir la démonstration du théoreme 5.2 de
[CassM] et celle du lemme 1.

(ii) est une conséquence immédiate de la proposition précédente.

Enfin (iii) resulte de (ii). |

PROPOSITION 6. Soit gpe.o/(a, k)W et wea*. Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(1) Pour tout exposant directeur v de ¢ le long de R™, on a
Rev<g- o.
(i) 1l existe M =0 et m=0 tels que:

lp(X)| < Me'O(1+ | X)), XeC~
111 our tout pe S(a), il existe M=0 et m=0 tels que:
(i) P S(a), il existe M >0 0 tel.
0 (X)| < Me'O(1+ | X|)™,  XeC™

Démonstration. L’équivalence de (i) et (ii) se montre comme dans
[CassM], théoréme 7.1. Par ailleurs le développement de ¢ dans la
proposition 2 peut aisément étre dérivé par d,. On peut faire de méme pour
les développements le long des murs. Ceci permet de voir que (i) implique
aussi (iii). ||

COROLLAIRE 1. Si ¢ e.o/(a, k)W, on a @ € Aemp(Q, k) si et seulement si
tous les exposants directeurs, v, de @ le long de R~ vérifient Re v<g-p(k).
En particulier ceux-ci sont imaginaires purs sur ag.

La démonstration de la proposition suivante est identique a celle du

théoréme 7.5 de [ CassM ], en tenant compte de la proposition A.2.

PrROPOSITION 7. On rappelle que k est éléement de A, a valeurs réelles.
Soit p=1 et pef(a, k). Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) Pour tout exposant directeur v de ¢ on a Rev<g-2p~'p(k).
(1) ¢ est un élément de LP(a, uy)

On note «4(a, k)W, le sous-espace de .7(a, k)" formé de ses éléments de
carré intégrable pour u,.

PROPOSITION 8. (i) On a Pégalité <b(a, k)W = .o/ (a, k)Y nG(a, k)W,

(ii) Lalgebre D(k) opére sur <bh(a, k), qui est somme directe de
sous-espaces propres pour cette action.
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Démonstration. (1) résulte de la proposition 7 et du corollaire de la
proposition 6. Donc l'algébre D(k) opére sur o4(a, k)%, puisqu’elle opére
sur .«Z(a, k)W et sur %(a, k)" (cf. Corollaire 1 du lemme 2 et proposition
A.1 ). Maintenant, si ¢ e.%(a, k)W, I'espace V'=D(k) ¢ est de dimension
finie et est muni d’un produit scalaire tel que:

(Dpllja lp’):(l/h Dp*lrb,)’ lﬁ, l///EVa pES(C()W

d’aprés (1.12). Comme S(a)"W est engendré par des éléments tels que
p=p*, laction de D(k) sur V se diagonalise. ||

3. TERME CONSTANT DES ELEMENTS DE ., (a, k)W

3.1

Nous allons établir quelques lemmes préliminaires, qui nous permettrons
de suivre ensuite le travail d’Harish-Chandra, [ H-C1], au plus pres. Soit
P une partie parabolique de R contenant R~. On définit:

pp(k)=_z k.o, pM(k)=_Z k.o
Be(X)= Inf a(X), Xea

teNp

On remarque que pp(k) est Wy, -invariant, donc nul sur a®, ce qui permet
de le regarder comme un élément de (ap)*. De méme, on peut regarder
pm(k) comme un élément de (a®)*

LEMME 4. Soit peS(a). On note p' [Pélément de S(a) tel que
P'(A)=p(A+pp(k)), Lea*.

(i) Lopérateur Ty(k, R*)—Ty(kp, M™) est une combinaison
linéaire de produits d’opérateurs du type 0,, qe S(a)et 4., feR™ et pour
lesquels au moins I'un des facteurs est égal a A., pour un élément o de — Np.

(i1) On a légalité:
TP'(kMa M+) = e_\P(k)O Tp(kMa M+)O€\P(k)
Démonstration. Notant que:

p(k)=pm(k) = pp(k) (3.1)
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on a, pour tout Xea:

Tx(k, RT)=Tx(kp. M¥) +pp(k)(X)+ ) ko(X)4.. (32)

e —Np
Mais on a:
Tx(kp, M)+ pp(k)(X) = Tk, M 7). (33)

D’ou (i) si p est de degré un. On montre ensuite (i) par récurrence sur le
degré de p. Montrons (ii). Remarquant que pp(k) est Wy,-invariant, on a:

A o= ®o g g Mt (3.4)

On en déduit aisément I'assertion pour p de degré un, griace a (3.3), puis
pour tout p, par récurrence sur le degré de p. ||

On note Fiemp, +, p(a, k), Pespace formé des @ € Fiemp(a, k) tels que pour
toute partie finie F de S(a), il existe r >0 vérifiant:

SCEP@)= Sup N_(X) e 0(X)) " |0,0(X)] < + o0

peF, XeWy(CT)

(3.5)

DEFINITION 1. On note #(R™) (resp. %(M *) ) I'algébre engendrée par
les 0,, peS(a) et 4., xe R* (resp. ae M ™).
LEMME 5. Soit pe S(a) et r>0.

(1) Si T est élément de U(M™), il existe une partie finie F de S(a),
telle que, pour tout ¢ € C (a), on ait:

(1) Si T est égal a A. avec —a € Np, il existe une partie finie F de
S(a), telle que, pour tout ¢ € C (a), on ait:

& EP(T()) <€ (@)

Démonstration. On prend d’abord T égal a 4., e M ™. Soit F, l'orbite
sous W d’une base de I'espace des éléments de S(a) de degré inférieur ou
égal au degré de p augmenté de 1. En utilisant le lemme A.1(ii), ainsi que
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I'invariance de fp, @, et F sous Wy,, on voit qu’il existe C, positif, tel que,
pour tout ¢ e C (a), on ait:

106(4. ) (X) < Cosg (@) No(X) e 700, (X),

(3.6)
st Xea et loo( X)) = 1.

Par ailleurs, grace au lemme A.l(iv), on voit qu’il existe une constante
positive, C,, telle que, pour tout ¢ € C (a), on ait:

[0,(4.0)(X)| < Cy Sup |0qp(X —td)], si Xea et |u(X) <.

qeF,te[0,1]
(3.7)
Mais on a:
10q (X — 1)) <5 5 P() (1 + | X — 1] )" e~ 37X =0, (X — 10),

te[0, 1], Xea.

(3.8)

De plus, il existe une constante positive, C,, telle que, pour tout 1[0, 1],
tout X ea, on ait:

e~ p(X—t) < Cze_;p(x)
et
(T4 1 X —za])" < C(1 + | X])"

Joint a (3.7), (3.8) et au lemme A.2(ii), ces inégalités impliquent qu’il existe
une constante positive C; telle que:

|0p(4: 9)(X)| < Cas > F(@) N(X) e 7000, (X),
si Xea et la(X)] <1

Joint & (3.6) cela prouve (i) lorsque 7 est égal a 4., e M ™. Mais (i) est
clair si T est égal a 0,, g€ S(a). On en déduit immédiatement le résultat
pour Te(M™). Passons a (ii). Soit e — Np On pose:

o(X) =N _(X) e*PHO(X)) ! 0y(4.9)(X)|.

Sia(X)> —1,ona —a(X)< —1, donc fp(X)<0. Ceci, joint a la majora-
tion de s';’ [(4.(¢)), donnée par le lemme 2(i), conduit & une majoration de
w(X) du type voulu. Si o X') < —1, on procede comme dans (i), en rempla-
cant l'utilisation du point (ii) du lemme A.1 par celle du point (iii) et en
remarquant que e <e =) Cela conduit immédiatement a la preuve

de (ii) 1
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Le lemme suivant est une conséquence immédiate du lemme 2 et des
deux lemmes précédents

LEMME 6. On reprend les notations du lemme 4. Si q est un élément de
S(a), r>0 et T est une combinaison linéaire d’opérateurs de la forme
S(Tplk, R*)—Tylkp, M™)), pour SeU(M™), peS(a)V, il existe une
partie finie, F, de S(a) telle que:

s PP(T(p) <sE (@), @eC (a)

En particulier si ¢ est élément de Frgmp(a, k), T(p) est élément de
‘themp, +, P(aa k)

3.2.

On note dp(k) la fonction ¢>»™ sur a.
Pour X variable dans ap, on dit que X —, oo §’il existe ¢ >0 tel que,
pour tout a€ Np, on ait

o X)=e|X]|

o X)—> + o0

THEOREME 1. Soit ¢ € Aemp(a, YW, Il existe un unique élément @p €
rempl @, kopg) VM tel que:

lim (dp(k)(X+H) p(X+H)—¢p(X+ H))

Hop

0, Xea

Nous allons suivre de prés la démonstration d’Harish-Chandra dans le
cas des groupes (cf. [ H-C1, paragraphe 21 et suivants]).

Soit I un idéal de codimension finie de S(a)Y¥, tel que ¢ appartienne a
remp1 (0, k)Y = (0, k)Y N A (a, k)™, Soit ¥V un supplémentaire de 1
dans S(a)" engendré par des éléments homogénes et contenant 1. On rap-
pelle (cf. Paragraphe 2) que H est ’espace des polynomes W-harmoniques
sur ak, dont on note H,, lintersection avec S(a)¥™. On montre, comme
dans la proposition 1, que U, :=VH,, est un supplémentaire de I, :=
S(a)"™I dans S(a)m. On note J={D,(k) | pel} et J,={Dy(km)|pel,}.
Alors U:={D,(ky)|peU,} est un supplémentaire de J, dans D(ky).
Identifiant D(ky,)/J, 2 U, on dispose d’'une action de D(ky,) sur U. Si D
est élément de D(k,,), on définit un endomorphisme /(D) de U* par:

KLDYn*sny=<n*Dny, nel, n*eU* (39)
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On note (7, ..., 7,) une base de U, avec 7, =1 et ({, ..., n¥) sa base duale.
On définit, pour ¢ comme dans I’énoncé, une fonction @ (notée si
nécessaire @(¢)) sur a, a valeurs dans U*, par:

CD(X),ny =(n(dp(k) @))(X), Xea, nel. (3.10)
Cecli s’écrit aussi:

P= ) mlde(k)p)@ni. (3.11)

Si D est élément de D(ky,), il existe des nombres complexes uniques, ¢;j,
tels que:

ui(D):=Dyi— Y, cini€dy, i=1,..p. (3.12)

i=1L..p

Identifiant U** a U et notant I'(D)* le transposé de I'(D), on a:

Y cym=T(D)*n; (3.13)

Yo=Y  (u(D)dp(k) @) @n. (3.14)

On remarque que ¥ est une fonction sur a, Wy, -invariante, car c’est le cas
pour dp(k) et pour les opérateurs u;(D). On a I’ égalité:

(D®)(X)=(I(D) ®)(X)+ ¥p(X), Xea, DeD(ky). (3.15)

Si on spécialise a D= Heap, on obtient un systéme différentiel a coef-
ficients constants, avec second membre ¥,. La méthode de la variation de
la constante conduit a:

)
O(X+ TH) =" Ma(X) + j T=D10Y (X4 tH) dr,

0 (3.16)
TeR, Xea, Heap.

Comme les éléments de #(M *) commutent a la translation par H, on en
déduit que pour tout TeR, Xea, Heap, , SEU(M™):

(SO X + TH) =™ H)(SD)(X) + jT eT=VIH(SY, (X +tH) dr. (3.17)

0
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Revenons a D élément de D(k,,). Comme u;(D) est élément de J,, c’est une
somme d’opérateurs de la forme D, (ky) Dy(ky) avec peS(a)Vm, gel.
Comme les éléments de J annulent ¢, on a, grace au lemme 4(ii) et avec
ses notations:

Dy(kn) Do(km)(dp(k) @) = dp (k) Dy (kp)(Dg(kpa) — Do(k)) (). (3.18)

Le lemme 6 fournit alors une estimation de ¥, qui joue le rdle de la
premiere inégalité du lemme 22.3 de [ HC]. Plus précisément:

Si D est élément de D(ky,), SeU(M ™) et >0, il existe une partie finie,
F, de S(a) telle que, pour tout ¢ € Hemy, (0, KW, tout Xe Wy, (C™), et tout
H élément de I'ensemble a2 des éléments P-dominants de ap, on ait:

I((SPp) (@) (X + H)| 5§ (@) O, (X) N(X) N(H) e #. (3.19)

On a utilis¢ pour cela le fait que les dérivées partielles de dp(k) lui sont
proportionnelles, T'inégalité: fp(X+ H)> fo(H), pour X et H comme
ci-dessus, ainsi que légalit¢ O (X+ H)dp(k)(X+H)=0,,(X). Cette
derniére égalité se prouve aisément en remarquant que 1’¢lément de plus
grande longueur de W, w,, transforme p(k) en son opposé, donc p(k)(Y )
= —p(k)(wo Y ;).

L’analogue de la seconde inégalité du lemme 22.3 de [ HC] résulte des
remarques précédentes et du lemme 2(i) et 'on a:

Soit Se U(M ™) et r>0. Il existe une partie finie F de S(a) telle que, pour
10ut @ € Aymp 1 (0, k)Y, tout Xe Wiy (C™), et tout Heaz, on ait:

I(SPYX + H)I| < 5%, (@) O, (X) N(X) N(H). (3.20)

Alors la démonstration du théoréme est analogue a celle du théoreme
21.1 de [ H-C1], paragraphes 21, 22, 23. Rappelons-en certains faits.

On note 2c(ap)& l'ensemble des valeurs propres simultanées des
endomorphismes de U, I'(H), H e ap, qui commutent entre eux. On note
9° Pensemble des éléments de 2 dont la partie réelle, relativement a ap, est
nulle. On note 2% I’ensemble des éléments 4 de 2 pour lesquels il existe
Heal tel que ReA(H)>0 et soit 2~ le complémentaire dans 2 de
2°0U 27", Si A est un élément de 2, on note Q(A) le projecteur sur le sous
espace caractéristique correspondant (sous-espace des vecteurs propres
généralisés pour cette valeur propre) parallélement a la somme des autres,
et Q° désigne la somme des Q(1), pour A élément de 2°. Pour A€ 2, on
définit @.:=Q(A) @ et si H est ¢lément de ap, on pose E(A, H)=
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O(A) ="M ] est facile d’établir qu il existe C>0 et ne N, plus petit
que la dimension de U tels que pour tout A€ 2:

IE(Z, tH)| < C(1+ )" (1 + [|H[)", teR, Hea  (3.21)
A noter que:

On peut remplacer, dans (3.17), (3.19),
et (3.20), @ par @. et ¥, par Q(4) ¥y (3.22)

Si / est un élément de 2°U 27 et si Heag vérifie:
Re A(H)+ fp(H)>0 (3.23)

on montre, en utilisant I’estimation (3.19) de ¥, et (3.21), que I'expression
suivante est bien définie:

+
®. (X, H)=q§*(X)+J (O(2) e~ YW (X +1H)) di, Xea
0
(3.24)
Il faut toutefois se ramener, par Wy,-invariance, au cas ou X est stricte-

ment antidominant relativement a M *. Alors, H étant fixé, il existe C> 0,
et, pour tout X ¢élément de la chambre de Weyl positive Cy,, relativement

aM~—=—MT, il existe T(X) >0 tels que 'on ait:
X+tHeC™, t>T(X) (3.25)
IX)<C|X]| (3.26)

Comme les éléments de #(M *) commutent a la translation par H, on
déduit de (3.19) que, pour tout Se#(M ™), on a:

S®.. (X,H)=S<D*(X)+J+ (0(1) e M) (SW (X +tH))dt, Xea.

0

(3.27)

De léquation précédente et de (3.17), (3.22), on déduit que pour
SeUM™)

Sb. (X,H)= lim (Q(i) e~ )(SB(X + tH)) (3.28)

t— +
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ce qui admet pour conséquence immédiate:

S®. (X+TH, H)=0Q(2)e™™Msd. (X,H), TeR

Comme dans [ HC1], preuve du lemme 22.7, on montre que:
@. (X, H) est identiquement nul si Re A(H)>0
puis comme dans l.c. Lemme 22.8:
@. (X, H) ne dépend pas de H vérifiant la condition (3.22)

On le fait donc disparaitre de la notation.
En particulier,

D. (X)estnulsiie2™

On pose @.. =0si le2™.

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(4.32)

La proposition suivante admet une démonstration analogue a celle du
théoreme 22.1 de lc., en utilisant ce qui précéde et 'analogue des lemmes

229 a 22.13 de lc.

PROPOSITION 9. Soit 6 < 1/2, 6 >0, et tel que pour tout e 2~, Hea?,

on ait:
Re M(H)< —0fp(H)

(cf., par exemple l.c. p. 161, pour existence de 0).
Soit Ae 2, HeaX, SeU(M™). Pour tout Xea, T>0, on a:

|S®(X + TH)— Sb.. (X +TH)|

e TR {IE(& TH)|| | S@(X)]

+f IEG, (T—1t) H)|| ISP (X + tH))| e‘;P(H)zdt}.

On pose alors:

Y(p):=) &.

*ec 90

On notera parfois 1 en abrégé.

(3.33)
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Alors, on montre comme dans l.c., lemme 23.2, que:
DY=I(D)7Y, D e D(ky). (3.34)
Ce qui implique, par une intégration:
Y(X+tH)=e""MT(X), Heap, Xea (3.35)

De (3.34) on déduit que Y est D(ky,)-finie.
11 est facile de voir, grace a la proposition 9, que la fonction définie par:

Pp(X) =X (X), 11 (3.36)

vérifie les propriétés du théoréme 1. L’unicité se prouve comme dans Lc.,
lemme 21.3. Ceci achéve de prouver le théoréme 1.

3.3. Propriétés du terme constant

On regroupe dans le théoréme suivant des propriétés importantes du
terme constant.

THEOREME 2. (i) Soit 6 comme dans la Proposition 9. On fixe y> 0.
Soit SeWU(M™) et r>0. Il existe une partie finie F de S(a) et ¢>0 tels
que, pour tout Heag vérifiant Po(H)>y [|H|, @€ Aemp(a, k)W, et
Xe Wu(C™), on ait

I(S(®—Y)) X+ H)| <sE (@) O (X) N(X) N (H) eS¢
et donc aussi:
[(S(dpop — @p))(X +1H)| <S|l§, (@) 0,,(X) N(X) N.(H) e Sp(H) 2

(ii)  Soit ¢ € Ayemp(a, k). On utilise les notations de la Proposition 5.
Si ve(ag)e est un exposant de ¢ le long de P tel que Rev= —pp(k), Cest
un exposant directeur. On a I’égalite:

\p(k
Pp= > e Mo,
&e(u;‘)c, Re &= —\p(k)

(iii)  Pour ¢ € Aemp(a, k)™ et D e D(k), on a:

(Dp)p =7E(D) @p.
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(iv)  Soit Q une partie parabolique de R contenant P. Alors P N M, est
une partie parabolique de Mg contenant M o et pour ¢ comme ci-dessus,
on a:

(PP(X):(¢Q)PmMQ (X), Xea

Démonstration. (1) L’expression (3.33) de 7Y, joint a la proposition 9
permet d’estimer le premier membre de la premiére inégalité de (i), en
écrivant H=TH' avec T>0 et f[o(H')=1, dans lintégrale de la
Proposition 9. Alors, en tenant compte de (3.19), (3.21), de l'inégalité
1+ |T—1t]<(1+T)1+|t]), I'inégalité voulue résulte de notre hypothese
sur H qui implique:

IH'| <y~ (3.37)

A noter que la division par 2 dans I'exponentielle est nécessaire, en raison
de l'estimation de |E(A, H)| qui fait apparaitre un facteur polynomial en
[H] (cf. (3.21)).

(i1) Soit v un exposant de ¢ le long de P tel que Rev= —pp(k).
Montrons que cest un exposant directeur. En effet, supposons que
V' =v+u, avec pe L \{0}, soit un exposant de ¢ le long de P. Alors,
d’aprés la proposition 5(ii), il existe un exposant v’ € af de ¢ le long de
R~, dont la restriction a ap est égale a v'. Soit X un ¢lément de a2, donc
de I'adhérence de C~. On a clairement:

Re v'(X)=Re V(X)>Re v(X)= —pp(k)(X)= —p(k)(X).

Or, d’apres le corollaire de la proposition 6, comme v” est un exposant de
¢ le long de R~, on a:

Re v'(X) < p(k)(X).

Une contradiction qui montre notre assertion. Grace a la proposition 5(i),
on en déduit que le membre de droite de I’égalité de (ii) est un élément de
o/ (a, kyy). Son invariance sous Wy, résulte de la proposition 4(i). Mon-
trons qu’il vérifie la méme propriété asymptotique que ¢p. D’apres la tem-
pérance de ¢ et les propriétés de S (cf. Proposition 2), on voit que pour
tout ve S, Re v— p(k) est une combinaison linéaire, a coefficients négatifs
ou nuls, de X. En effet pour ve S et ae X, d’aprés la définition de S, il
existe un exposant de ¢ de la forme v+3 . .;\;.1 7., avec n, € N. Tenant
compte du corollaire de la proposition 6, on déduit la propriété voulue
pour v. Ceci joint a la proposition 4(i) et aux propriétés des séries entieres
conduit a la propriété asymptotique voulue. Alors (ii) résulte de I'unicité
dans le théoréme 1; Le point (iii) résulte de (ii) et de la proposition 5(i).
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Prouvons (iv). Le point (ii) joint a la proposition 4 permet d’écrire,
pour X dans un ouvert non vide de a, les deux membres de I’égalité a I'aide
des développements asymptotiques de ¢ le long de R™, ce qui conduit
a légalité voulue sur cet ouvert. Le résultat s’étend par prolongement
analytique. |

34.

DErFNITION 2. On dit que ¢ est vecteur propre (resp. vecteur propre
généralisé) sous D(k), pour la valeur propre A€ ag, si et seulement si, pour
n=1 (resp., pour un ne N):

(Dy(k) = p(2))" ¢ =0,  peS(a)™.

On note .o/ (a, k, 1)V Iensemble des fonctions C  sur a, W-invariantes,
qui sont vecteurs propres sous D(k), pour la valeur propre A€ ag.

D’aprés Opdam (cf. [ O2, théoréme 5.7]), il existe un sous-ensemble fini,
W-invariant, éventuellement vide, a} (k) de a* tel que, pour tout A€ a, on a:

Lespace .oh(a, k, A)W:=L?(a, ) noZ(a, k, 1)V est non
nul si et seulement si A appartient a aj. (k). Alors cet (3.38)
espace est de dimension 1

DErFiNITION 3. Un sous-espace affine réel de ad est dit k-tempéré si et
seulement si il est conjugué sous W a un sous-espace de la forme A +iaj,
ou P est une partie parabolique de R contenant R~ et A est un élément de
(aMe)X (k). Ici on a confondu Mp et I’ensemble de ses restrictions a
aMe, que l'on regarde comme un systéme de racines dans aMe. Si
(aMP) X, (k) est non vide, on dit que P est k-cuspidale.

PROPOSITION 10.  S0it ¢ € Aepp(a, k).

(1) Siag est nul, @ est un élément de L*(a, u,) si et seulement si ¢p
est nul pour toute partie parabolique de R contenant R~ et distincte de R™.

(1)  On suppose ¢ non nulle et D(k)-propre généralisée pour la valeur
propre A. Soit P une partie parabolique de R, contenant R~ , minimale parmi
celles vérifiant ¢pp #0. Alors P est k-cuspidale et pour tout Y € ap, la fonc-
tion définie sur a™° par X pp(X + Y) est un élément de <h(a™, kyy)"ve.
Enfin @p est la somme de fonctions D(kw,)-propres généralisées pour des
valeurs propres de la forme A+ v, avec A e (a™P)%, (k) et veiak tels que
A+ v et A soient conjugués par un élément de W. En particulier A appartient
a un sous-espace k-tempéré.
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Démonstration. (i) Si ¢ est élément de L?(a, p,), d’aprés la proposition 7,
tout exposant directeur v de ¢ le long de R~ sécrit:

Rev=pk)+ ) m.a

te7

ou tous les m. sont strictement positifs. Montrons que ¢, est nul pour
toute partie parabolique de R contenant R~ et distincte de R™. En effet,
si @p est non nul, d’aprés le théoréme 2(ii), il existe un exposant directeur
de ¢ le long de P dont la partie réelle est égale a pp(k). Par ailleurs, d’apres
la proposition 5(ii), tout exposant directeur de ¢ le long de P est la restric-
tion d’un exposant directeur de ¢ le long de R~. Donc P doit étre égal a
R~, d’apres ce qui précede.

Réciproquement, supposons que ¢p est nul pour toute partie paraboli-
que de R contenant R~ et distincte de R~. Montrons que tout exposant
de ¢ le long de R~ vérifie:

Rev=pk)+ > m.a

te7

ou tous les m. sont strictement positifs. La tempérance de ¢ implique seule-
ment que les m. sont positifs ou nuls. Supposons qu’au moins un soit nul
et notons P la partie parabolique de R, contenant R ™, tel que X'y, soit égal
a {aeX|m.#0}. Elle est distincte de R~. On note V' la restriction de v
a ap. Sa partie réelle est égale a —pp(k). Alors @, est non nulle et con-
tribue a @p. L’indépendance linéaire des exponentielles-polynémes et le
théoreme 2(ii) impliquent que ¢@p est non nul. Une contradiction qui
montre que tous les m. sont strictement positifs, comme désiré. Grice a la
proposition 7, on en déduit que ¢ est élément de L%(a, x;).

(i) est une conséquence immédiate de (i) et du corollaire de la
Proposition 6. |

Le fait suivant est crucial pour nous et pallie au défaut de régularité des
¢léments de af (k). C’est une conséquence facile du travail de G. Heckman
et E. Opdam [HO2] joint a celui de Opdam [O2] (voir plus bas):

Deux sous espaces tempérés inclus /' un dans /’ autre sont égaux
(3.39)

En effet, la définition des espaces résiduels dans [ HO2], définition 1.4,
coincide avec celle de [O2, (3.3)]. Il en va de méme pour la notion de
point distingué. Il résulte de la définition 3.6 et du théoréme 5.7 de [ O2],
qu’un point cuspidal dans notre sens est distingué. Alors, avec les notations
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et les hypothéses sur 4 et P de la définition 3, on voit que 4+ af est
résiduel, ainsi que ses conjugués sous W. La remarque (3.14) de [HO2]
permet de conclure.

4. FAMILLES HOLOMORPHES DE FONCTIONS PROPRES
SOUS D(k)

Dans toute cette section, on se fixe une partie parabolique de R
contenant R~, P, et on note M =M, et N=Np.

4.1.

Si ve(a)¥, on note I, (resp. J}'), I'idéal de S(a)" (resp. S(a)¥™) formé
de ses ¢léments s’annulant en v. On rappelle que H,, désigne I'intersection
de Tespace des polyndmes W-harmoniques avec S(a)"™ et que l'on a
S(a)Vm=S(a)"¥ Hy,. On note ny" la représentation de S(a)¥™ dans H,,,
identificé & S(a)"¥m/S(a)™ I,, par passage au quotient de Dinjection
naturelle de H,, dans S(a)"m,

LemMME 7. (i) Pour tout pe S(a)"™, n'(p) dépend polynomialement de
veag.

(il) Si v est régulier par rapport a W, la représentation my' est
isomorphe a la somme directe @ yew,,\w S(a)"V/J % de S(a)Vm-modules de
dimension 1.

(1) On a:

det(zId—ny(p))= [ (zld— p(wv)),

we Wy \W

zeC, veak, peS(a)¥m,

Démonstration. (i) Soit hy, .., h, une base de H,,. Soit pe S(a)Vm,
he Hy,. On écrit:

Alors on a:
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Comme p;, — p;(v)el,, on a:

Ceci prouve (i).

Montrons (ii). Traitons d’abord le cas ou M = ¢J. Soit v régulier par
rapport a W. La représentation de dimension finie de S(a), 7;- admet au
moins un sous-module irréductible, donc de la forme S(a)/S(a) J<, pour
un Aea¥. Comme, pour pe S(a)W, n_(p) est la multiplication par p(v),
est nécessairement de la forme wyv, pour un élément w, de W. Mais W agit
naturellement sur H, de facon compatible avec 7. On en déduit que pour
tout we W, S(a)/J, apparait comme sous-représentation de 7, . Comme
v est régulier par rapport a W, les wv sont 2 a 2 distincts. La dimension de
H étant égale a Card(W), on en déduit lisomorphisme de (ii), pour
M=. On le note j ;.

Revenons a M quelconque. Pour v comme ci-dessus et we W, on note
h,e € H 'image réciproque par j; de la classe de 1 dans S(a)/S(a) J,;. Si
X€ Wy, Ja(xh,e) est élément de S(a)/S(a)J .- On en déduit que la
somme fy,,w =D xew,, Xue €st un €lément non nul de Hy se transfor-
mant par 7y" par le caractére de S(a)"Y™ donné par I’évaluation en wv. La
régularité de v montre que la représentation 7y" admet une sous-représenta-
tion isomorphe & @ ew,,\w S(a)VWm/J ¥ . 1l reste, pour achever de prouver
(i1), a s’assurer que Hy, est de dimension égale au cardinal de W/W,.

Le S(a)¥-module S(a) (resp. S(a)"m) est naturellement isomorphe au
S(a)¥-module libre S(a)V ® H (resp. S(a)V ® Hy,), la premiére affirmation
étant classique et la seconde une conséquence immédiate de la premiére.
Joint a [ War], proposition 2.1.5.10, cela implique que la dimension de H,
est bien égale au cardinal de W/W,.

Montrons (iii). Si v est W-régulier, (iii) résulte de (ii). On passe au cas
général grace a (1). |

4.2. Fonctions Il,,, premiéres propriétés

Soit ¢>0 et 7>0. On note (ay)* :={ve(ay)&| |Rev| <e}.
Soit 4 (a, k, €, T) 'espace des fonctions ¢, C  sur (ay)* x a telles que,
notant pour ve (ap)¥, Xea, @ (X):=¢(v, X), on ait:

v»—>8pgo&(X) est holomorphe sur (ap)*, Xea, peS(a) (4.1)

Pour toute partie finie F de S(a), il existe >0 tel que s 7 ¥(¢) < + o0
(4.2)
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s£2(p)i= Sup  (nX)TTONX) e UREINID o (X (43)

peF,&e(ay)® Xea
avec (v: X)=(1+[v[)(1 + | X]).

On a lanalogue du lemme 2:

LEMME 8. Soit r>0. Soit pe S(a) (resp. «€ R*). On note T Popérateur
0, (resp., 4.).

(1) Si g est un éléement de S(a), il existe une partie finie, F, de S(a)
telle que, pour tout & >0, vérifiant &' <e, et pe C (ax(ay)¥):

s T(p) <seT Ho).

(il) Lespace Fo (a, k, e, ) est invariant par U(R™), et en particulier
par T(k, R™).

Démonstration. C’est une conséquence immeédiate des lemmes A.1(ii),
(iv) et A.2(ii) joints a:

e—UReA Xt  oE 1Tl —CIRENIXI <7< 1, ve(ay)* (44)
puisque [ X — | > [ X — [[zt]| 1

Soit Q une partie parabolique de R contenant R~. On définit, pour F
partie finie de S(a), r>0et pe C (ax(ay)¥):

sertQ>g) = Sup (v: X)""ON(X)
peF,&e(aM):*,XeWMQ(C*)
X e—:Q(X)e—{ IRe &l I1X1l |ap(ﬂ&(X)| (45)

On note H,,, . ola, k, & 7) I'ensemble des éléments ¢ de F(a, k, ¢, 7) tels
que, pour tout p e S(a), il existe r > 0 vérifiant:

sETE ) < + 0.

La démonstration du lemme suivant est analogue a celle du lemme 5, en
tenant compte de (4.4):

LemMmE 9. Soit pe S(a) et r>0.

(i) Si T est élément de U(M§), il existe une partie finie F de S(a),
telle que, pour tout &' veérifiant 0 <e&' <e, pour tout pe C (ax(ap)¥), on
ait:

gk

$7 O R(T(0) <SET )

=
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(i1) Si T est égal a A. avec —oae Nq, il existe une partie finie F de
S(a), telle que, pour tout & vérifiant 0 <e'<e, tout pe C (ax(ay)?),
on ait:

= n

sy A(T(p) <sg7 o).

Le lemme suivant admet une démonstration analogue a celle du lemme 6.

LemMmE 10.  On reprend les notations du lemme 4. Si q est un élément de
S(a), r>0 et T est une combinaison linéaire d’opérateurs de la forme
S(Tp(k, R™)— Tpr(kMQ, ME)), pour SeUMZ), peS(a)V, il existe une

partie finie, F, de S(a) telle que, pour tout &' vérifiant 0 <¢&' <e, on ait:
sqr P TAT(9) <sg T He),  peC (ax(am))

En particulier si ¢ est élément de F,(a,k, &, 1), T(p) est élément de
%01, +,Q(a7 ka 8/5 T)'

DEFINITION 4. Soit A € (aM)¥,. (kp). On dit qu'une fonction C  sur
ax(ap)¥, @, est une fonction I1,,(4, k, &, 7) si et seulement si ¢ est un
elément de %, (q, k, &, T) qui vérifie, pour tout ve (ay)*:

@, est invariante par W et propre sous D(k) pour la valeur propre A + v
(4.6)

Notez que si veiagy, @, est un €lément de .Aepy(a, k, 4+ v).

Soit ve (ap)E. On s’intéresse au cas ou I'idéal I du paragraphe 3.2 est
égal & 1,,,. On fixe Q une partie parabolique de R contenant R~ et on
remplace P par Q dans le paragraphe 3.2. On prend V égal a Cl, de sorte
que U, est égal a H, M, €t U est indépendant de v. On note, pour
DeD(ky ), I'y(D) 'endomorphisme de U* noté I'(D) dans 3.2. Il résulte

du lemmeQ7:

LemMmE 11. Pour De D(kMQ), Ty(D) est polynomial en ve(apy)&. De
plus:

det(zld — I'y(Dylkm))) =[] (z—p(w(A4+))),

we WMQ\W

zeC, ve(apm)E, peSa)Vmo

On remarque que, si A est un ¢lément de ag, DH(kMQ) = H. On peut
fixer un sous-ensemble de W, ¥, tel que, pour tout we W, il existe un
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unique w' € #~ tel que w(A + v)|a =w'(A+ V)|u , pour tout v € af. Alors, il
existe des entiers naturels non nuls Ny, WEW, “Vérifiant:

det(zld —Ty(H))= [] (z—(w(A4+v))(H))™,
weW (47)
zeC, ve(ay)é, Heag.

On note:
Wozz{we“fV|wA|aQ=0}. (4.8)

On utilise les notations de I'appendice B. On prend b= ag. On note, pour
we W, Qg w) le projecteur Pg(w(A+ v)|a ) et on pose Egw, H):=
Qu(w) et =wE@+HH) On note QY le prOJecteur sur la somme des sous-
espaces caractéristiques de Iy, regardé comme représentation de b—aQ,
pour les valeurs propres simultanées (w(A4 + v))|a , we w° parallélement a
la somme des autres sous-espaces caracterlsthues

LEMME 12. Soit &y :=1/51nf, _ -\ 0 HWAW Il.

(1) 1l existe un polynome non nul, q, sur (ay)E tel que, pour tout
we W, Papplication v — q(v) Qg(w) soit polynomiale en v e (ay)&, de meme
que v— q(v) QF, avec en outre I’égalité:

Z q(v) Qg(w), ve(ay)d
we"IVO
(il) Lapplication v — QY est holomorphe sur (am)3,.
(1) 1l existe C>0 et me N tels que, pour tout we W',

lg(v) Qe(w) < C(1+ VD™, ve(am)E,

et
lg(v) Qa(w) ™™ < C(1+ [[v][)™ (1 + || H||)™ eRe v +Otr),
ve(am)E, Heag.
(iv) Il existe C>0 et meN tels que:
logl <1 +Ivi)™  velaw*
et

109 < C(1+ [[vI)™ (1 4 || H||)™ eSepRevat Iwer ],

ve(ayw)Z, Heag.
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Démonstration. Soit p, un polynéme non nul sur (ay,)E tel que, pour
tout ve(ay)g, légalite w(A+ v)|uQ= w'(A +V)|uQ pour deux éléments
distincts, w, w', de # , implique la nullit¢ de py(v) (on peut prendre
un produit de fonction affines bien choisies). Donc, si po(v) est non nul
les w(A +v)|aQ, weY, sont deux a deux distincts et l'on a: QJ=
> wewo Qg(w). On déduit de la proposition 3 de I'appendice B, I'existence
d’un multiple de p, satisfaisant (i). Montrons (ii). Soit v, € (ap)3:, et mon-
trons ’holomorphie de QY au voisinage de v,. On écrit {wvma | w e WO =
{A1s «s An}, qui est inclus dans I'ouvert (apmy )%, On choisit &, <¢, tels que
les boules U; de centre 4; et de rayon &;, dans (aMQ)C, solent contenues
dans (aMQ)é‘_ et deux a deux disjointes. En utilisant les notations et le

résultat de la proposition 1 de 'appendice B et en tenant compte du lemme
11 on voit que les QY sont holomorphes au voisinage v,. Il suffit donc,
pour prouver (ii), de voir que la somme de ces projecteurs est égale a QY,
pour ve(ap)3k, vérifiant [[v—vy| <¢;. Comme les U; sont deux a deux
disjoints cette somme est égale a:

> Py(4).

*e Ui:l, aUinSp(1y)

Si e U; nSp(ly), ona A=w(A +v)|a , pour un we ¥, avec |w(A —i—v)h,Q
— il <é&,. En séparant partie réelle et imaginaire, en tenant compte des
propriétés de v et 4;, et en utilisant I'inégalité triangulaire, on voit que
I’'on a:

\|wA|aQ|\ <dey+ &, < Seg, car ve(am)¥,

D’aprés la définition de ¢,, cela implique w e %°.

Réciproquement si we #7°, et |[v —v,| <e&,, écrivant wv, lag = = J; pour un
i, on a |\wv|a — Al <eq, donc WVjq, €St un élément de U;. On en deéduit
I’égalité cherchée, ce qui achéve de prouver (ii).

La premiére inégalité de (iii) résulte de (i). On a: Qg(w)e™™ =
O(w) e 1) et O (w) Ty(H) admet (w(A +v))(H) comme seule valeur
propre. De plus q(v)(Qy(w) I'y(H))<=q(v) Qu(w)(Iy(H))* et cette expres-
sion est polynomiale en v et H. Alors, la seconde inégalité de (iii) résulte
de la premiére, grace au lemme suivant de N. Wallach, qui généralise un
résultat de Harish-Chandra (cf. [ Wal], lemme 12.A.2.4):

On munit I’espace des matrices carrées complexes d’ordre p de la norme
de Hilbert-Schmidt. Si A est une telle matrice et z,, ..., z, ses valeurs propres,
on a:

le” < p' ZeMeimn e Re= (1 + | A4])P TN (4.9)
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Prouvons (iv). Il résulte de (iii), qu’il existe des constantes C' >0 et m' e N
telles que:

lg(v) QLI < C'(L+vID™,  ve(a)E.

On utilisera aussi le résultat suivant (appelé “argument de division” dans
la suite) (cf. [E, théoréme 1.4, p.8]:

Soit Q un polynome a valeurs complexes dans les variables z, ..., z,. 1l

existe des constantes a, B, telles que pour tout z°=(z9, ..., z°) e C", pour tout

—Zp
p >0, pour toute fonction holomorphe au voisinage de B={z=(zy, .., z,,) |
|z; —z?| < p, pour tout j}, on ait la propriété suivante:

Si |0(z) F(z)| <C, ze B, on a |F(z°)| <aCp~°.

On prend ici p=¢,. SivpeaZ et [[v—vo| <pg, onavead et 1+ |v|<
(14 [[vol)(1 4 p). D’ou I'on déduit le résultat voulu. ||

duit les fonction @(¢,) (cf. (3.10), (3.11)) et Yp(@,) (cf. (3.14)). On a
I’analogue des équations (3.15), (3.16), (3.17), ou ¢ est remplacé par @,
équations qu’on notera respectivement (3 bis.15), (3 bis.16), (3 bis.17). On
a également I'analogue (3 bis.19) (resp. (3 bis.20), de (3.19) (resp. (3.20))
ou ¢ est remplacé par ¢, v décrit (ay)*, sk , est remplacé, dans le membre

Pour une fonction 11, (A4, k, ¢, 7), @, et ve(ay)¥, De ID(kMQ), on intro-

de droite de linégalité, par st o) eCIReEN IXIGLIREN IHI - Op  gugsi
I’analogue (3 bis.22) de (3.22).
On notera:
Wt ={weW |il existe Head avec w(A)(H)>0}, (4.10)

W= =W \WOOW ")

Il est clair qu’on peut choisir ¢, >0, plus petit que g, et, pour tout
we WU W, on peut choisir Head tels que:

Re(w(A+v))(H) + fo(H)>7 [Rev| [H],  ve(am)?  (411)
On remarque qu’ en prenant ¢, assez petit, on peut choisir /€ a§ qui con-
vient pour tout we#° ce que l'on fait dans la suite. On définit
D, (pg) = Qu(w) P(pg). Alors Iexpression suivante est bien définie, pour
Xea, ve(ay)? et w, H satisfaisant (4.11):

(Pu, (@)X, H)

=(<15W((/7&))(X)+L+ (Q(w) e ™M) (Wy(@p)(X +tH)) dt. (4.12)
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On a facilement, pour w, H satisfaisant (4.11), I'analogue (3 bis.27) de
(3.27), qui joint a (3 bis.17), implique les analogues (3 bis.28), (3bis.29) de
(3.28), (3.29), pour ve(ay)Z, ou ¢ est remplace par @, 4 par w, etc.. On
choisira en outre ¢, assez petit pour qu’ il existe, pour tout we # *, un
¢lement H de aj vérifiant:

Re(w(A+v))(H)>7 |Rev| [|H], ve(ap)?. (4.13)
On a lanalogue du lemme 22.7 de [ HC1] (cf. (3.30)):

((Py, )Nee))(X, H) est identiquement nul si we %" *
et Heag satisfait (4.13) (4.14)

puis comme dans l.c. Lemme 22.8 (cf. (3.31)):

@, (X, H) ne dépend pas de H e ag vérifiant la condition (4.11).
(4.15)

On le fait donc disparaitre de la notation.
En particulier

(Dy, (@g))(X)estnulsiwew ™ . (4.16)

On va expliciter 'analogue des lemmes 22.9 a 22.12 de [HC1] pour les
familles de fonctions, qui conduiront a I’'analogue de la proposition 9 de
notre article. Nous avons omis cette explicitation pour le cas d’une seule
fonction, car les résultats et preuves son les mémes que dans l.c. Nous
traitons de famille holomorphes, dépendant de v dans un ouvert de (ay,)g,
a la différence d’Harish-Chandra qui traite de familles dépendant de
veiaf,. Ceci implique quelques variations dans les énoncés, qui rendent
nécessaire, a nos yeux, cette explicitation.
Soit we /""", Heag et ve(ay)? satisfaisant:

Re(w(A+v))(H) + fo(H)/2>1 |Rev| |H]|. (4.17)

On peut appliquer (4.16) que I'on reporte dans (4.12) ou I'on change X en
X+ TH. On effectue ensuite le changement de variable ¢ =¢+ 7. Cela
conduit, pour Se#(M™) a:

(S(Py(@e)))(X) = —J: (Qu(w) e TV HEN((S(P(@e)) (X + tH)) dt
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expression que I'on majore grace a (4.17), en tenant compte du fait que
t—T est positi. On obtient, pour we#'*, Xea, Head, ve(ay)*
satisfaisant (4.17) et T>0:

I(S(Pw(@))) (X + TH)|
ge—(T;Q(H) 2)+{T IRe &l [HIl L: HE&(W, (T— 1) H)H
X (S(Pu(@e) (X + tH) | et 2R &I g7 (4.18)
Soit we ", Head, et ve (ay)? satisfaisant:
Re(w(A +v))(H)+(1/2) Bo(H) <7 |Re v|| [[H]. (4.19)
On voit, grace a (3 bis.17), que 'on a, pour Xea, Se#(M™), et T>0:

1(S(Pu(@e)))(X + TH)|

<o (Tl 21+ (T IReal IHI {|E&(w, TH)| [(S(@())(X)]
[T B (T— 0 H) ISPl o)X +180)]

% e(tig(H) 2) —{t |Re&| [H]| dt}. (4.20)

Si we# =, wd,, est une combinaison linéaire a coefficients négatifs non
tous nuls d’¢léments de N, restreints & ag. Dong, il existe J, >0, tels que:

Re wA(H)< —0,fo(H), Heal, weW .
Soit y>0. On suppose que H e ag vérifie:

y IHI < fo(H). (4.21)

On peut donc choisir d, &, >0, ne dépendant que de y, avec d <1/4 et
2e, < gy, tels que, pour tout H comme ci-dessus, on ait:

Re w(A+v)(H)< —0fo(H), Heag, vel(aw)®, wew' = (422)
IRe(wv)(H)|| < fo(H), Head, ve(aw)*, wew = (4.23)
T[Rev| [H| < Bo(H)/A, Heag, ve(am)s, (4.24)
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Alors, tenant compte de (3 bis.16), et en majorant 0 par /2, pour ¢ >0,
on montre, en partant de (4.12), que, pour Xea, Se#U(M™), weW —,
Heaf satisfaisant (4.21) et ve(ap)t,, T>0, on a:

[(S(Pul@e)))( X+ TH)|

<e—TSigM) {|E&(w, TH)| |(S(@(9e))(X)]

+f [Ee(w, (T —1) H)[ [I(S(¥w(9)))(X + tH)|| e“Q(H”dl}

(4.25)

Montrons enfin que, pour Xea, Se#(M™*), wew™®, He ag satisfaisant
(421), ve(am)i, et T>0, on a:

I(S(Pu@)) )X +TH) = (S(® | W(@)))( X+ TH)|
<o [T By, (T— 1) H))|
0

X (S(Pr(@a)) )X + tH)| €™ 2 dt. (4.26)

On obtient une expression du premier membre de I'inégalité en utilisant
(3bis.27) en changeant X en X + TH, puis en effectuant le changement de
variable ¢’ =t + T. L’inégalité voulue résulte de (4.22) et du fait que 6 < 1/2.
On pose @, (@y)=0si we W .
On déduit de (4.18), (4.20), (4.23) que, pour we#', Xea, Head
satisfaisant (4.21), ve (ay)%, T>0, on a:

I(S(@u( @) NX + TH) = (S(P (@)X + TH)|

<o TSinH) {|E&(W, TH)| [I(S(@y(@)))(X)]|

+JO+ |Ee(w, (T—t)H)| |(S(Pu(@)) (X +tH)| et;p(H)zd[}

(4.27)

THEOREME 3. On fixe &, comme ci-dessus. Soit ¢ une fonction
I (A4, k, €, 7)

(1) Soit Xea. Lapplication, définie sur iafy, vi— (@g)o (X), s'étend
en une fonction holomorphe sur (ay)¥, quon notera v (@q)g (X).
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(i)  Lapplication (v, X') = @q(v, X) :=(¢q)s (X) est C  sur (ay)*
xa et pour tout peS(a) et Xea, lapplication v— (0,00)(v, X) est
holomorphe sur (ap)*

(ii1) On note ry, le plus grand des entiers m intervenant dans le lem-
me 12(iii) et g est le polynome définit dans ce lemme. On fixe y>0. On
choisit 0 >0, ¢, satisfaisant (4.22), (4.23), (4.24). On fixe q comme dans le
lemme 12(1). Soit SeU(M ™), p* € S(a*).

Il existe une partie finie F de S(a) tels que, pour tout He ag vérifiant
Bo(H) >y |[H|, @ fonction Iy (A, k, & 1), tout ve (ap)%, on ait pour tout
XeWu(C™):

[((Fps > S)g(v)(dg@e = (9Q)) )X + H)|

SSE’ ={ ((ﬂ) @k (X)(V'X)r+r0 e*$;Q(H)28{ [IRe &l 1X11
. r M .

et, pour tout Xea
(V) [((@pe o SHN P X S 5E T ) Oy, (X)(v: X)"H ol IReCl X

Démonstration. (i) D’aprés la définition de #°, et de QF, on voit, grice
a (3.33) et a I’expression (3.27) pour ¢ égal a ¢,, que 'on a, pour veia*,

(@Q)e= <X (@s). 1117, (4.28)

avec, pour Xeaet He ag,

(Y(9)(X) = Q((Pe)(X)) + L: (QRe ™) (P (@a)(X +tH)) dt.
(4.29)

Pour le choix de H précisé apres (4.11), le second membre est défini pour
ve(ay)*, dapres (4.12). On voit que ce second membre est holomorphe
en ve(ay)*, grice aux propriétés d’holomorphie de ¢4(Y), de (¥n(pe))
(Y), Yea (qui résultent de la définition des fonctions I7,,;), aux estima-
tions (3 bis.19) et au point (iii) du lemme 12, en tenant compte de (3.25),
(3.26). D’ou (i). On montre (ii) de facon similaire.

Pour montrer (iii), on suppose d’abord p* égal a 1. On utilise (4.28) et
(4.29). On procéde comme dans la preuve du théoreme 2(i), en y rempla-
cant I'utilisation de la proposition 9 par (4.27), (3.19) par (3 bis.19), (3.27),
par (3 bis.27) et (3.21) par le lemme 12(iv). Ce qui conduit a I'inégalité
cherchée avec p* =1, et pour v e (ap)3,. Pour passer a p* quelconque mais
pour v seulement dans (ay)%, on applique la formule intégrale de Cauchy
(cf. [B] preuve du lemme 18.2). D’ou I'inégalité voulue.

Pour (iv), comme ci-dessus, on se réduit a établir I'inégalité pour
p*=1 mais pour ve(ay)%,. On part de (4.28) et (4.29). Puis on utilise
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le lemme 12(iv), (3 bis.19), pour établir ce que lon veut pour
Xe Wy (C™). Puis on utilise 'analogue (3 bis.29) de (3.29), et (3.25),
(3.26), joints au lemme 12(iv). ||

4.3. Décomposition du terme constant des fonctions 11,

On note W(ag, ayy) 'ensemble des restrictions a ag des €léments s de W
qui envoient ag dans ay,. On note W(ag, ay)p ensemble des éléments de
W(ag, ay) pour~lesquels il existe une partie parabolique k-cuspidale de R,
contenant R, O, contenue dans Q, avec dim ag=dim ay, et un élément
§ de W(ag, ay), dont s est la restriction a ag. On établit aisément,
comme dans [ D3, lemme 2], que W(aqg, ay)p est non vide seulement si Q
contient une partie parabolique k-cuspidale, O, contenant R~, telle
que M et M soient conjugués sous W, et alors on a W(ag, ay)p=
{w|aQ lwe Wlag, am)}.

THEOREME 4. Soit ¢ une fonction I, (k, 4, €, 7).

(i) Si W(ag, ap)y est vide, Iapplication v— (pq), est identiquement
nulle sur iaf,.

(it)  Si W(ag, am)y est non vide, on fixe O comme ci-dessus et, pour
tout s€ W(ag, ap)y, on fixe Se W étendant s et envoyant aq sur ay,.

1l existe une fonction polynomiale sur (ay)&, o, produit de fonctions
affines non nulles et, pour tout s € W(ag, ap)y, il existe une fonction C sur
(apm)Z xa, §q s telle que:

(a) Pour tout peS(a), 0,pq s est holomorphe dans la premiére
variable

(b)  On définit une fonction sur (ag)¥ xa, ¢g ¢ définie par:

D1 X)i=(Pg Jvesi. X),  ve(ag)i, Xea

et on pose qs"(v)zq(VOs];h;), ve(ag)*. Alors ¢°@g , est une fonction
IIhol(qu,/loﬁ, &, 7). Ceci implique, en particulier, que, pour ve (ay)¥,
(Pa.s)s Se transforme sous ag par v®:=vos et est [D(qu)-propre pour la

valeur propre (A +v)*
(c) Ona:

CU(")(G”Q)&: Z (QZQ,s)&’ ve(aM)fz

seW(aQ, aM)g

Début de la démonstration. On rappelle que %~ (resp. #°) a été défini
apres le lemme 11 (resp. en (4.8)).
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On note ¥ un sous-ensemble de ¥ tel que, pour tout we W, il existe
un unique élément w de ¥~ tel que:

WVjaq = WViag» veay.

La fonction polynomiale sur (ay)& x ag, 0, définie par

Ov, H)= I1 (WA +v)(H)—w (A+v)(H))

W, W eW,wW#W

X I (xv(H)—x"v(H)) (4.30)

X, X' e W, x#x

pour (v, H)e(ay)& x ag, est non identiquement nulle, donc il existe un
élément H de aq telle que la fonction @ sur (ay,)é&, définie par:

w(v):=0v, H) [] (v, ), ve(ay)E, (4.31)

teNp

soit non identiquement nulle. On notera Q2 le complémentaire de 'ensemble
des zéros de w dans iaf,. On fixe ve Q. En particulier les w(A 4+ v)
we W, sont deux a deux distincts.

D’apres le théoreme 2(iii), on a:

Dy(km)(@g)e=p(A+V)(@g)e,  PES@Y (4.32)

Le corollaire de la proposition 6, appliqué a Mg au lieu de R, et ¢(Q) au
lieu de ¢, montre que @, est somme de fonctions qui sont des vecteurs
poids généralisés sous I'action de ag, pour des poids imaginaires purs. Par
ailleurs (4.32) implique que @q est somme de fonctions D(kMQ)-propres
généralisées pour des valeurs propres de la forme w'(A4 +v), ou w' est un
¢lément de W, et qui, d’aprés ce qui précéde, vérifie Re w'(A4 + v)|a
(=Re (w'A), ) 0. Tenant compte de la définition de %, il en résulte que
I’on peut écrire de maniére unique

lag?

(P0)e= Y Vwe (4.33)

wew?O

oU Yy, ¢ € Hemp(Q, k) est somme de fonctions D(ky,_)-propres générali-
sées pour des valeurs propres de la forme w'(A4 + v), ou w' est un élément
de W satisfaisant:

w'(A+ v)|aQ =w(A+v) (4.34)

|aQ'

En particulier, puisque we#° on a w(/l)|a =0. On déduit de la
Proposition 10(ii), appliquée a zpw &> que si zpw . est non nul, il existe
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w' € W satisfaisant (4.34), il existe une partie parabolique k-cuspidale de R,
contenant R~ et contenue dans O, Q,, il existe 4, €(aMa)%, (k'\"ol)’
vy €iad et w'e WMQ, vérifiant:

w'w' (A +v)=4;+v,;. (4.35)

LeMME 13. Soit we W°. Lensemble Q,, des éléments v de Q tels que
W, & SOit non nul est un ouvert de Q.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde et supposons Q,, non ouvert.
Alors 2\Q,, n’est pas fermé dans Q et il existe une suite (v,),<n d’éléments
de Q\Q,, convergeant vers un élément v de Q,,. Comme y,, , est non nul,
il résulte du théoreme 2(ii), et de (4.34), que 1= WY jaq — polk) est un expo-
sant directeur de ¢,, le long de de Q.

On considere la famille de systemes différentiels (2.2), lorsque v varie
dans (ap)%, I est égal a I'idéal de S(a)" formé des éléments s’annulant en
A+v et V=CIl. L’ étude de l'algorithme permettant d’écrire le systéme
(2.2) (cf. la preuve de la proposition 1) montre que les fonctions G de (2.2)
dépendent de facon holomorphe de ve(ay,)E. Par ailleurs, le systéme
satisfait la condition de Frobenius et il est complétement intégrable pour
tout ve(apy)E (cf. [HOI1] corollaire 3.6). On peut donc appliquer les
résultats de I'appendice C.

La proposition C.2(iii), jointe a la proposition 5(ii), montre qu’il existe
une suite (4,),n dans (ag)éE convergeant vers 4 et telle que pour tout n,
/Zn est un exposant de ¢, le long de Q. D’apres la proposition 3 et la
proposition 5(ii), on a

j~n = Wn(A + Vn)|uQ_pQ(k) - Z :u:,n0(|ctQ

:rsNQ

ou w, e etles u. , des entiers positifs. Ceux-ci doivent étre bornés indé-
pendamment de n, puisque la suite (4,) est convergente donc bornée.
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que w, (resp., 4. ,) est
égal pour tout n a wye# (resp., u. € N). Par passage a la limite et en
séparant partie réelle et partie imaginaire, on trouve:

WoAjoq — Y 1%, =0, WoVjag = WV|a, (4.36)
:eNQ

Comme v e Q, la deuxiéme égalité montre que w, et w ont mé€me représen-
tants dans ¥ . Donc WoVnjag = WVnie, POUT tout n. Comme we#° on
déduit de la premiére égalité de (4.36):

An=w(A+ vn)|aQ —polk).
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Mais alors ¢ est non nul d’aprés le théoreme 2(ii). Ceci contredit
I’hypotheése sur les v,. Donc Q,, est ouvert. ||

LeEMME 14. Soit we W° tel que Q,, soit non vide.

(1) 1l existe se WO(aQ, apm) tel que, pour tout veaf,, on ait
WVjaq = Ve, ot Vv i=vos.

(ii) Soit § un élément de W prolongeant s. La fonction i, ; est
D(kMQ)-propre geénéralisé pour la valeur propre (A +v)%, veQ

Démonstration. Comme a est muni d’une structure euclidienne, le dual
de chaque sous-espace vectoriel de a s’identifie 2 un sous-espace vectoriel
de a*.

Si Q' est une partie parabolique de R, contenue dans Q et contenant R,
et w' un élément de W on note

Ay, o i={veiaf|w'veiad}

qui est un sous-espace vectoriel de iapy. On note A la réunion des 4,, o
d’intérieur vide. Son complémentaire est donc dense et rencontre 'ouvert
non vide Q,,. Soit v un ¢élément de cette intersection. D’aprés la discussion
qui précede le lemme 13, et avec les notations de celle-ci, on voit, en
séparant partie réelle et partie imaginaire dans (4.35), que v est un élément
de Ay, o,- Comme v n’est pas elément de 4, cela implique que A, q, st
d’intérieur non vide donc égal a iaf,;. En outre, toujours d’apres (4.35), on
a w'w'Ad=A,. Il résulte de ce qui précéde que les sous espaces tempérés
w'w'(A+iafy) et A, +iad sont contenus l'un dans lautre, donc égaux
d’apres (3.39). On note s, = (w”w’)ng‘l. C’est un ¢lément de W qui conjugue
les parties paraboliques k-cuspidales P et Q; et sa restriction s a ag est un
élément de W(ag, ay). Comme w” est élément de W'V'ol’ w'w'(A + v),aQ est
egal a w'(A+ V) jag-
D’apres la définition de 2, cette égalité implique une égalité semblable en
remplagant v par un ¢élément quelconque de iagf;. Cela implique que s
vérifie les propriétés voulues. Ceci prouve (i).

Soit w', wi, w", wi e W satisfaisant (4.34) et (4.35) pour un veQ.
Notons §=(w"w')~", §;=(wiw})~" qui envoient ag dans ay,, d’apres la
preuve de (i). On a alors w’\/|aQ=v1)’11)|c,Q d’apres (4.34). Comme @(v) est
non nul, les applications A»—»w’/ﬁ%, /lr—>w’1/1|a0, Aeiaf, sont égales. Ceci

Grace a (4.34), on en déduit que w'w'v), =wv, .
Q Q

s’écrit encore:
;LO§|“Q:/10§1|“Q’ )»eiaﬁ.

Comme 3§, §, envoient ag dans ay,, cela implique que la restriction de § a
ag coincide avec celle de §,. Il en résulte que §, §, sont dans la méme classe
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a droite modulo W,, , donc w"w’' et wiw) sont dans la méme classe a
gauche modulo WMQ, de méme que w' et w). Finalement, la discussion qui
précede le lemme 13 permet de voir que ¥, ¢ est D(ky, )-propre généralisé
pour la valeur propre (4 + v)* Tenant compte de (4.32) et (4.33), on voit
que ¥,  est propre sous les opérateurs Dp(kMQ), p e S(a)V. Pour conclure
que Y, , est ID(kMQ)-propre, il suffit, grace a [DI1], proposition A.2, de
voir que le stabilisateur de (4 + v)*dans W est contenu dans WMQ. Comme
v est imaginaire et A réel, le stabilisateur de 4+ v est contenu dans le
stabilisateur de v. Comme ve Q, w(v) est non nul et ce stabilisateur est
donc inclus dans W,,, puisqu’il est engendré par les s. avec (v, ) =0. Le
résultat voulu s’en déduit par transport de structure par § puisque celui-ci
envoie ag dans ay,. |

Suite de la démonstration du théoréme 4. Soit s€ W(ag, ay)p. Comme
Ao §|QQ =0, il résulte de la définition de #°°, il existe un unique we #°, tel
que pour tout veiagy, v¥= WVjag- On pose:

?q,s 8 = Ww, e vER (4.37)

On déduit de (4.33) et (4.37) que:
(@q)e= Z ?Q,s, & veQ (4.38)
SeW(uQ, uM)g

Grace au lemme précédent, on voit que, pour tout ve Q, 'action de H e ag
sur I'espace engendré E par les ¢g 4 o est semi-simple avec pour seules
valeurs propres possibles v¥(H), s € W(ag, ay)p.

Le fait suivant est immeédiat.

Soit neN. Pour tout endomorphisme semi-simple de C"*1, A, avec q
. . , .
valeurs propres distinctes parmi Ag, ..., A, le pr0]ect?ur sp'e'ctral P, sur le
sous-espace propre correspondant a la valeur propre A, vérifie:

(do=A1) - (ho—A4¢) Pey=(A—2y) - (A—4)

Appliqué a laction de 0, sur E, notant

@y (v) i= [1 (v =V)(H),  velam)E,

s, s'eW(ag, aM)g, s#s’

et introduisant les polynémes a une indéterminée z:

Ps,o2) 1= [1 (z—=V(H)), ve(am)d

s'eW(ag, uM)g, s'#s
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on a

@ (V) gﬂQ,s,&:apS,&(H)((pQ)&s ve (4.39)

Posons w =wwm; et

Pa,s e :=0(v) aps’&(H)(goQ)&aveia* (4.40)

D’aprés le théoréme 3(ii) et (iv) la fonction (v, H)>q(v) @q s o H),
admet un prolongement qui est un élément de F(aq,k, &y, 7).
Joint au lemme 14(ii), cela implique que ¢°®5  est une fonction
IIhol(qu, Ao 3§ M, &y, T), comme désiré. Par ailleurs, d’apres (4.33), (4.37),
(4.39) et (4.40) on a I'égalité de ¢) pour ve Q. Par ailleurs, si v¢ Q, w(v)
est nul, donc aussi w(v) et ¢ s ;. L’égalité voulue est encore satisfaite. Ceci
acheve la démonstration du théoreme. ||

4.4. Améliorations des estimations

Soit ¢, 7>0, nea*, QO une partie parabolique maximale contenant R ™.
On note &, (a, k, 7,6, 1) (resp., o, +.0(q, k, 77, ¢, 7)), espace des fonc-
tions ¢, C  sur (aff)- x a, holomorphes dans la premiére variable, et telles
que, pour tout p e S(a), il existe » >0 vérifiant

Sup (v X) T e K UIRAIXIQ 6 )(X)| < + oo,

&e (a”:‘ﬂ):, Xea
resp.,

Sup |(v; X) " e300 X —LIReEN XI5 )(X)| < + 00

* _
&G(GM)=, XeWMQC

ou X, est 'unique élément de I'adhérence de C* conjugué par W a X.
Notez que F(a, k, &, 1) est égal & &, (a, k, —p(k), &, ).

LemME 15. (i) Les opérateurs 0,, peS(a), et A., aeR™ (resp.,
ae M) laissent invariant &, (a, k, 1, &, T) (resp., é,o1, 4. o(a, k, 77, &, T)).
(ii) Les opérateurs A., ae —Nq, envoient &, (a,k,n, e 1) dans
ghol, +, Q(as k, n, e, T)'
Démonstration. On procéde comme dans la démonstration des lemmes 9
et 10 ou 'on remplace —p(k) par . |

On note .#(A,k,e s), 'espace des fonctions ¢, C sur (afy)- xa,
holomorphes dans la premiere variable, et telles que, pour tout p € S(a), il
existe r >0, C> 0 vérifiant:

10,04(X)| < C(v:X)" O (X) eI, (v, X)e(afy)- xa.
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ProrposITION 11.  Soit ¢ un élément de M, (a, k, n, &, s) vérifiant (4.6),
et telle que, pour tout veiafy, @, est k-tempéré.
Il existe &€ >0, &' <e¢, et 1>0 tels que ¢ soit Il (k, A, €, 7).

Démonstration. On procéde comme dans la preuve du théoréme 3 de
[D2] en commengant par I'analogue du lemme 23 de l.c. puis en appli-
quant la technique d’amélioration des majorations étape par étape due a
E. van den Ban [B], preuve du théoréme 18.3, ce qui est possible grace au
lemme précédent. En effet, grace a celui-ci, on établit I'analogue du
lemme 18.9 de Lc, en procédant comme dans la preuve de (3 bis.19). |

DEFINITION 5. On  dit qu'une fonction [If,(k, 4,6, 1), ¢, est
I (K, Ay €'y ') (1T (k, A) en abrégé ) si et seulement si on a:

Pour toute partie parabolique, O, de R, contenant R~ et s€ W(aq, am)p,
on fixe Q, § comme dans le théoréme 4 et on note Q,:={v<5, [veQ}. La
fonction @3 ,, définie a priori uniquement sur Q¢ xa, par @g (v, X ?=
PQs, 057 (X)) (cf. (4.37) et (4.33)), se prolonge en une fonction

am
o1 (kg Ao, €', 7).

ProrosiTION 12.  Si ¢ est une fonction Il (k, 4, ¢, 1), il existe ¢ >0
avec & <g, >0, et un produit de fonctions affines non nulles sur
(am)&, p, tels que Papplication sur (ap)% xa, (v, X)—p(v) (v, X), soit
I (k, A, €, 1),

Démonstration. Le théoréme 4 et "argument de division par ¢ permettent
d’appliquer la proposition précédente. ||

Parvenu a ce point on a Ianalogue des théorémes 1 et 2 de [ BCD], le
premier formant des paquets d’ondes dans Iespace de Schwartz, le second
donnant un critére pour que certaines fonctions soit II,.

4.5. Relations de Maass—Selberg

On se donne dans cette section une fonction 11} (k, 4, ¢, ), ¢. Si Q est
une partie parabolique de R contenant R™, et s€ W(ag, ay), @q s a déja
été défini si s€ Wlag, ay)p et on le déclare nul si s¢ W(ag, ap)p. On a
alors:

(Po)e= Z ?qQ,s, &> Ve (ap)X. (4.41)

seW(aQ, ay)

Il résulte de la définition de W(ag, ay)y et de la proposition 10(i), que, si
la dimension de aq est égale a celle de ay,, on a:

((pQ,s,&)|aMQ e‘%(aMQakMQaAT;MQ)WMQ’ VEZ.C[R:/'.
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On sait (cf. e.g. [ War], proposition 1.1.2.12) que:

Deux parties paraboliques, contenant R~ et conjuguées par W,

sont égales (4.42)
Donc, pour toute partic parabolique Q de R, il existe une unique partie
parabolique Q' de R, contenant R~ et un élément w de W, unique modulo
l’action a droite de WMQ, tels que: Q' =w(Q). Ceci permet de définir,
lorsque la dimension de ag est égale a celle de ay:

Tq,s,8-= ”(GﬂQ/, sw‘;é’,&)laMQ’ H L2(aMa, +kMQ,)’ S€E W(GQ, ap), Veiay.
(4.43)

LEMME 16.  On suppose que P est une partie parabolique distincte de R et
maximale. Notons P= —P.

(i) On a:
Wp, 1,6 = Tp, 1,85 veiag.
(i) Si Wl(ap) := Wl(ap, ap) a un élément non trivial, s, on a:
Dp 1,6 = Tp s, 6 = Tp,s, 4> veiaf

Démonstration. L’analogue du théoréme 2 (avec preuve identique) de
[D3], donne (i), puis la premicre égalité de (ii), I’égalité entre le premier
et le troisieme terme résultant de la définition de @wp g, (cf. (4.43)). |

ProrosiTION 13 (Relations de Maass—Selberg).  On ne fait plus d’hypothése
sur P. Soit Q ume partie parabolique de R, contenant R~, telle que la
dimension de aq est égale a celle de ay,. On a:

WqQ,s,e = Wp, 1,85 veiag, s€Wlag, ay)

Démonstration. On fixe un élément s° de W étendant s. Revenant a la
définition (4.43), on voit qu’on I’égalité de fonctions sur iaf:

Wq,s= T(s)-1(Q), 1- (4.44)

11 suffit donc de démontrer I'égalite wg =@y, s, pour tout Q, Q' vérifiant
M=Mqy= Mg, donc aussi ay, =ag=aq, C€ qui se ramene aisément au
cas ou Q, Q' sont adjacents (avec Q contenant R~ et vérifiant ag=ay),
c’est a dire sont inclus dans une partie parabolique S de R, telle que
0s=0n Mg et Q' n Mg soient des parties paraboliques maximales et
opposées de M. On remarque que ag = ay. On note § la restriction de
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s a ag et § un élément de W prolongeant s. Alors § est un élément de
W(as, ap). Si cest un élément de W(ag, ap)?2, on fixe § comme dans le
theoreme 4. On suppose d’abord que Wy, (aq,) posséde deux ¢lements 1, .
On dispose de Iécriture (4.41) de ¢g et @s. On peut a nouveau appliquer
cette décomposition aux fonctions (¢s )q,-

On déduit de I’hérédité du terme constant (théoréme 2(iv)) et de
I'indépendance linéaire des exponentielles que 'on a:

(ﬁﬂs,s)QS,l:(PQ,s» (‘Ps,s)QS,tzﬁﬂQ,sr

Alors wg s =wq &, d’apres le lemme précédent appliqué & la fonction ¢ .
Mais @ =@, s d’apreés (4.44), d’ou I'égalité voulue.

Si Wi (ag,) est réduit a un élément, le lemme précédent appliqué a ¢g
conduit, dans ce cas aussi, a I’égalité voulue. |I

5. TRANSFORMATION DE FOURIER HYPERGEOMETRIQUE

5.1. Fonction hypergéométrique

La fonction hypergéométrique attachée a R est une fonction holomorphe
de trois variables, (v, k, X') — F(v, k)(X ), définie en particulier sur 'ensemble
des vead, ke A, Xeag vérifiant:

Re(p(k)(f)+k.+1)>0, si f§ est la plus haute racine courte
d'une composante irréductible de R, (5.1)

|Im o( X)| < 27, x€R, (5.2)
W invariante en v et X, satisfaisant le systeme différentiel hypergéométrique:
D, (k) F(v, k)= p(v) F(v, k), peS@)V, vead, (5.3)

et vérifiant
F(v, k)(0)=1, (54)

les propriétés ci-dessus étant caractéristiques (cf. [HO1] et [O1], voir
aussi [O2, théoreme 2.4]). Notez que la fonction hypergéométrique est
définie sur un domaine plus large (voir plus bas).

On dispose en outre du développement de F(v, k), en dehors de certaines
valeurs de (v, k). Précisons. Pour tout m élément de NR™, il existe
une unique fraction rationnelle 4.(k, v), avec pdles uniquement sur la
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famille localement finie d’hyperplans d’équations (v, m'/2(m', m’))+1=0,
m' e NR*T\{0}, avec

do=1 (5.5)

et telles que, en dehors de ces poles, pour Xe C—, et Re(v(d)) > — 1 pour
o €lément de RY, la série

B, k) (X)i= Y An(v, k) e@HNQO+00 (5.6)
meNR*

soit convergente et vérifie le systéme différentiel hypergéométrique (5.3). De
plus les fonctions 4,,(v, k) sont déterminées par les relations de récurrence
suivantes (cf. [HO1], équation (3.14)):

(v, v)—(v+m,v+m)) 4,,(v, k)
= Z k. Z A (v, k). (5.7)

teR* jeN*, m—j:eNR™*

On note, pour les valeurs de ve af et ke " telles que le membre de droite
de I’égalité suivante soit bien défini,

H I'(v(a))/ T (v(&) + k), (5.8)
et de méme
c(v, k)y=2¢e(v, k)/e(p(k), k). (5.9)

Notez que la condition (5.1) évite les zéros de é&(p(k), k) (cf. [O2,
théoréme 2.4] pour des références). Pour k satisfaisant (5.1) et vead
régulier vérifiant (v, m'/2(m’, m')) + 1 #0 pour tout m' € ZR\{0}, on a:

Fv, k) (X)= ) c(—wv, k) D(wv, k)(X), XeC™. (5.10)

weW

On va établir un lemme qui va nous permettre d’appliquer la proposition
11. Nous remercions E. Opdam pour nous en avoir donné la démonstra-
tion.

Soit .# I'ensemble des zéros de la fonction méromorphe de k, &(p(k), k).
La fonction hypergéométrique se prolonge analytiquement a (4" \.%) x
ag xa (cf. e.g., [HS, partie 1, chap. 4]).

LemME 17. Soit ke A \S. Pour p e S(a), il existe C>0 et r >0 tels que:

10, F(Z, k)(X)| < CN(A)e™uew ReW GO, leak, Xea
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Démonstration. On montre d’abord I’assertion lorsque la partie réelle
de la multiplicité est positive. Cela résulte de résultats similaires pour la
fonction G dans [ O1], proposition 6.1(i) et corollaire 6.2 et de 'expression
de F a l'aide de G (cf. la preuve du théoréeme 3.15 de Lc.). On passe au cas
général a laide des opérateurs de décalage d’Opdam, comme dans la
preuve du théoréme 2.5 de [O2]. |

5.2. Fonctions hypergéométriques tempérées

On suppose désormais que k. <0, pour tout a € R et que I’élément p(k) de
a* appartient a Iensemble convexe et W-invariant {J.€ a* | |[A(a)| <1+k.,
a€ R}.

Drapres [ O2, preuve du lemme 3.3 et proposition 1.17]: Cette condition
est équivalente a la condition (5.1), jointe a Ihypothése k. <0, pour tout
xeR.

Cela n’est montré dans [ O2] que pour des systemes irréductibles, mais
on remarque que les résultats de [O2] sétendent aux systémes non
irréductibles. L’intérét de cette reformulation est que 1’on voit facilement
que:

Si k satisfait cette hypothése et si P est une partie parabolique de R,
contenant R™, ky, vérifie cette hypothése relativement a Mp.

En effet, dapres la W), invariance de 3 ..y, k.o, la projection
orthogonale de p(k) sur a™Me est égale a plkn,). Mais, si Aea vérifie
[AM(d)] <1+k. pour tout ae Mp, il en va de méme pour sa projection
orthogonale sur a™e.

Drapres [ O2, théoréme 5.7], on a:

F(A k) est une base de <b(a, k, )Y, pour Aeak(k). (5.11)

En fait ceci n’est prouvé dans [ O2] que lorsque R est irréductible. Mais on
s’y rameéne aisément griace au théoréme de Fubini.

En outre, de [ O2] on déduit que, si P est une partie parabolique de R
contenant R~ et 4 e (a™P)%. (k), on a:

F(A+v, k) est definie et k-temperee, pour tout veiafy, . (5.12)

En effet, pour 4 comme ci-dessus, on note L=+ ap, et on utilise les
notations de [O2], théoréeme 3.4. Il résulte des théoremes 3.13, 3.18 de
[HO2], que la constante y, (k) est non nulle. Ceci permet d’appliquer les
corollaires 3.5 et 3.7 de [ O2] et de parvenir a la conclusion souhaitée.

En utilisant 'invariance de la fonction hypergéométrique pour I’action de
W sur la variable dans af, et la proposition 10 on en déduit:
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PROPOSITION 14.  Pour tout 1 élement de af, la fonction F(A,k) est
k-tempérée si et seulement si A est élément d’un sous-espace tempéré.

Il résulte de la proposition 11, des propriétés d’holomorphie de la
fonction hypergéométrique, de (5.3), (5.11) et du lemme 17 que 'on a:

ProrosITION 15.  Si P est une partie parabolique k-cuspidale de R, conte-
nant R~ et Ae(a™p)¥. (k) la fonction vi> F(A+v, k), ve(ay,)E, est
une fonction Il (k, A, &, T) pour un ¢ >0 et un ©> 0.

PROPOSITION 16.  On conserve les notations de la proposition précédente.
Soit Q une partie parabolique de R, contenant R, avec ay, et LIVS de
memes dimensions. Si W(aqg, ay) est non vide, Q est k-cuspidale.

Plus précisément si s est un élément de W(ag, ay), on choisit un élément
§ de W prolongeant s. Si A est un élément de (a™?)% . (kwm,)s la fonction
F(A, kyy)oSiamg  est un élément  de  h(a™e, kmgs Ao8jamq), égal  a
F(A03§ Mg, kMQ). On notera cette fonction F(A°, kMQ) dans la suite, car elle
ne dépend pas du choix de §. On notera aussi A*:= A3, ou A° lorsque A~
entre dans la définition d’un objet indépendant du choix de 3. Enfin, la norme
L% de F(A, kw,) par rapport a la mesure pu, sur aMp est égale a la norme
L? de F(A°, kMQ) par rapport a la mesure ,uk,\:Q sur aMe,

Démonstration. On procede par transport de structure par §mq.
D’abord les mesures sur a™? et a™e sont échangées ainsi que Tk, M )
et Tfn(p)(kMQ,s_l(M;)), peS(a™). On conclut grice a (1.8), (5.4) et
(5.11). 1

PrROPOSITION 17.  On conserve les notations et hypothéses de la proposition
précédente.

(1) Si A est un élément de (a™p)%, (kw,), il existe des fonctions
méromorphes sur (ap,)¥ pour un & >0, a valeurs complexes vi— c(k, s, A, v),
s€ Wlaq, ap,) telles que, avec les notations du théoréme 4, on ait I’égalité
de fonctions méromorphes en v € (ay,)*:

F(A+v,k)q s=clk,s, 4,v) F(A% k) ® e¥.

(1) Notant c(k, A, v):=c(k, Id
méromorphes en v e (ap,)¥:

ay» A V), on a identité de fonctions
b

clk, s, A, v)=clk, A% v®), s€ Wlag, apm,)-

(iit) La fonction méromorphe en ve(an,)*, c(k,s, A,v), nest pas
identiquement nulle.
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Démonstration. (1) résulte de la proposition 12, du théoréme 4 et de
(5.4), (5.11). 11 résulte de I'identité F(A-8§, k)= F(4, k) que l'on a:

F(A+v, k)=F(A*+v% k), veiaf, .

Joint au théoréme 4, cela conduit a deux écritures de F(A+v,k)q.
L’identification de celles-ci conduit a (ii).

Montrons (iii). Raisonnons par I'absurde et supposons c(k, s, 4, v) iden-
tiquement nulle. D’apres les relations de Maass—Selberg et la proposition 12,
cela implique que F(A+v,k)g est nul pour tout veiaf, . Soit
veiay,. Comme F(A+v, k) est non nul, d’apres (5.4), on déduit de la
proposition 10(ii) qu’ il existe une partie parabolique Q,, contenant R~
Ag € (aMa) ¥ (Kmg,)» we € W tels que F(A+v,k)q, soit non nul, avec
we(A+v) € Ay +iad . Comme I'ensemble des triplets (Qg, g, we) est fini et
que I'image réciproque par un élément de W d’un sous-espace affine est
ferme, il résulte du théoreme de Baire qu’il existe un ouvert O non vide de
zaM , Vo ezaM tels que pour tout ve O, We (A +V) eA&O—I—zaQ Comme O
est ouvert et non vide, cela est vrai pour tout veiag, . Utilisant (3.39), on
conclut a I'égalité:

we (A +iafy )= Ag + iaé&o'

En particulier, dim ap =dim g, - Alors, les relations de Maass—Selberg
jointes a notre hypothése montrent que F(A+v, k)Q&0 est nul pour tout
veiaf,, ce qui contredit le fait que F(/I—H/O,k)Q&0 est non nul. Cette
contradiction achéve la preuve de (iii). ||

THEOREME 5. Soit Pe? et Ae(a™0)k (ky ). On a Iégalité de fonc-
tions méromorphes en ve (ap)g:

c(k, s, 4,v) =2&p(kw,), k) &(p(k), k)~

X 11 I(—(A+v)(a@)/I(—(A+v)(d)+k.).

:eRt, :\GP#O

Démonstration. Comme la fonction F(4, ky,,) est non nulle, il existe
wo € Wi, tel que pg:=wod + p(ky,,) soit un exposant directeur de cette
fonction le long de M,; = Mp n R~ (cf. Proposition 3).

On choisit 0 (a™P)* tel que, les nombres (0, «), pour « élément de
I'ensemble des racines simples de M 2, soient linéairement indépendants
sur Q. Alors (6, ) est non nul pour tout a e M¥ = M, N R*. On en déduit
que:

A + t0 est régulier par rapport a M, pour ¢ assez petit et non nul.
(5.13)
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On a aussi
(0,m)#0,  meZMp\{0}. (5.14)
Grace a cette non nullité, ’égalité:
(A+10, m/2(m, m))+1=0, meZMp\{0},
équivaut a
t=(—(A, m)—2(m,m))(0, m)~!

et le deuxiéme membre ne prend qu’une infinité dénombrables de valeurs
lorsque m varie dans ZMp\{0}. Il en résulte I'existence d’une suite (7,),cn
de réels non nuls, assez petits pour vérifier la condition (5.13), tendant vers
zero et telle que

(A+1,0, m/2(m, m))+1#0, meZMp\{0}. (5.15)

On fixe maintenant un élément v de ia} tels que 'ensemble des nombres
complexes (v, a), lorsque « décrit les racines simples de R* qui sont non
nulles sur ap, soit une partie libre sur Q. En particulier v est régulier par
rapport aux éléments de Np. On note o= wo(A +v)+ p(k).

On utilise les notations et les résultats de la proposition 3 de 'appendice
C appliqué a la fonction hypergéométrique sur a™e (resp. a), en prenant
7= (aMP)E (resp, ¥ =ak) et To(n)=wy+plky,), n€(@M?)E, we Wy,
(resp., Tw(n)=wn+p(k), nea, we W). 1l en résulte que, pour tout
XeaMr, on a:

F(A, kn)sy (X)=lim Y F(A+1,0, k). (X) (5.16)

n— +e5,
ou

Z, est 'ensemble des e (a™Mr)* tels qu'il existe we W,
meNMZ tels que:

u=wwo(A+1,0) +m+ plkw,), Ho=wwod +m+p(ky,) (5.17)

On a aussi pour X ea™p (en fait aussi pour Xea):

FA+v, k) (X)=lim Y FA+v+1,0,ky)(X)  (5.18)

n- +e5,
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ou
Z, est 'ensemble des /i e a* tels qu’il existe we W, me NR*
tels que:
A=wwo(A+1,0+v)+m+ p(k), fo=wwo(A+Vv)+m+p(k).

(5.19)

D’apres le théoréme 2(ii) et la définition des fonctions ¢ (cf. Proposition 17),
on voit que le premier membre de (5.18) est égal au produit de c(k, 4, v)
par le premier membre de (5.16).

On va maintenant comparer le second membre de (5.16) avec celui de
(5.18).

Nous allons montrer d’abord que I'on a:

Ey=Ey+ v+ p(k) = plkn,)- (5.20)

Il est clair que =, contient E,+v+p(k) — p(ky,). Montrons Iinclusion
inverse. Soit i € Z,. La condition

fo=wwo(A+v)+m+ p(k) (5.21)
se réécrit
Wo(v) —wwo(v) = —wo(A) + wwo(A) +m

ce qui implique, en séparant partie réelle et partie imaginaire: wy(v)=
wwo(v), 1.e., wg 'wwg(v) =v. La régularité de v par rapport aux éléments de
Np montre que wy 'ww, est élément de W, Comme w, est €lément de
Wi, il en va de méme de w. Alors, revenant a la condition (5.21), on voit
que la restriction de m a ap doit étre nulle. En considérant des éléments de
ap, orthogonaux a toutes les racines simples de R* sauf a une (nécessairement
dans Np), on voit que cela implique que m est élément de NM F .

Ceci achéve de prouver (5.20).

Draprés (5.13) et (5.15) et le lemme 3.2 de [ O2], on peut appliquer la
formule (5.10) pour la fonction F(A4 + 1,0, k\,) ainsi que (5.6).

Soit u, w, m satisfaisant (5.17). Supposons que u s’écrive sous la forme:

u=w(A+1,0)+m' + plkp,), weWy,, melMp.
On a alors:
ti(wwo(0) —w'(0)) =w'(A) —wwo(A) +m' —m.

Le second membre prend ses valeurs dans un ensemble discret, tandis que
le premier membre tend vers 0 quand n tend vers l'infini (z=¢,). A partir
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d’un certain rang les deux membres doivent étre nuls. Alors, la régularité
de 0 par rapport a My implique que w' = ww,,.
Ce qui précede montre que I'on a, pour n assez grand et e =,:

F(A+1,0, k). (X)
= c(—wwo(A+1,0), k) A(wwo(A +1,0), kyy ) €. (5.22)
Soit g =u+v+ p(k) — p(kn,)- Supposons maintenant que:
A=w(A+1t0+v)+m' + p(k), weW, meZR

En séparant partie réelle et partie imaginaire dans cette relation, on voit
comme plus haut que w’ est €lément de Wy, puis que m'e ZMp. Alors,
comme ci-dessus, on conclut encore que w' =ww,, au moins si n est assez
grand. Etudions la condition:

(A+t,0+v,m'2(m',m'))+1=0

pour m' € ZR\{0}. En séparant partie réelle et partie imaginaire on voit m’
doit étre orthogonal a v. Les propriétés de v montrent que m' € ZM. On
conclut, grace a (5.15), que la relation ci dessus est impossible. Par ailleurs,
la régularité de v par rapport a Np et le fait que ¢, vérifie (5.13) implique
que A+ 1,0+ v est régulier par rapport a R. On peut alors utiliser, grace
au lemme 3.2 de [O2], (5.10) et (5.6) et 'on trouve que, pour tout X e aMe,
on a:

F(A+1t,0+4+v, k) =c(—wwo(Ad+1,0)+v), k)
X Ap(wwo(A +1,0) + v, k) e (5.23)

SimeNMZF,jeN*etaeR™, avec m' — jue NR™, on doit avoir ae M2 .
Ceci, joint a Porthogonalité de aj et (a™?P)*, montre que I'on a:

An(wwo(A +1,0), k) = An(wwo(A +1,0) + v, k) (5.24)

car les relations de récurrence gouvernant chacun des deux membres sont
les mémes (cf. (5.7)).

Comme Njp est invariant par Wy, , ona R™=Mg [] (wwg) ~1 (= Np).
Joint a I'invariance de k sous W, cela implique:

E(—wwo(A +10) +v), k) =(—wwo(A +10), k)

< [T I(=(A+v)@)/I(—(A+v)(d)+k.)

e —Np

Joint a (5.9), (5.16), (5.18), (5.20) et (5.22) a (5.24), cela implique le
résultat voulu. ||
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PROPOSITION 18.  On conserve les notations précédentes. Il existe ¢ >0 tel
que (c(k, A,v)) ™! soit holomorphe en v e (ap)* et borné sur ce domaine.

Démonstration. Comme —A€ Wy, A d’aprés [HO2, théoreme 3.10],
et que I'ensemble des a e R™ tels que oo, #0 est invariant par Wy, on
voit, grace au théoréme précédent, que:

clk, —A,v)=clk, A, v), veiapg.
De méme on voit que:
clk, —A, V)=c(k, —A4,v), ve(ap)d.
D’ou I'on déduit:
le(k, —A, —v) clk, A,v)| "t =|e(k, A, v)| 72, veiak.

Or, tenant compte du théoréme précédent et de I’égalitt R=RT" UR™, le
premier membre de cette égalité est égal, a une constante multiplicative
pres, a fi(A+v, k), ou 'on a pos¢ L=A+ ap et utilisé les notations de
[02, eq. (3.7)]. Il existe donc Ce R™ tel que:

Clelk, A, v)| 2= f (A +v, k), veiagk. (5.25)
On remarque que, d’apres les lemmes 3.2 et 3.3 de l.c., on a:
A(d) > —1, A@)+k.>—1, aeR (5.26)

Donc si ces quantités sont dans Z et non nulles, elles sont supérieures ou
égales a 1. Ceci assure d’'une part que les facteurs constants dans lc.,
eq. (3.7), correspondants aux o« € M, ne correspondent pas a des poles de
I, donc C est non nul. En effet la fonction I” ne s’annule jamais, comme
on le voit sur sa définition comme produit infini (cf. [ WhiWat,
chap. 12.1]). 1l résulte des propriétés de f, (cf. [ O2, théoréme 3.4]), que la
fonction méromorphe de ve (ap)g,

c(k, A, v)~! est bornée sur iaj. (5.27)

Ecrivons

clk, A, v) ﬂ T'(A+v)(&)+ 1)/ T(A+v)(&)+k. +1)
et

(A, v) =[] (A +v)(&) +k)/((A4+v)(d)).

teNp
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Comme k.=k_. et que Np est contenu dans —R™, on a:
C(ks Aa V) = wk(Aﬂ V) g(ka A) V) (528)

Notons que c’est le fait que la fonction /" ne s’annule pas, qui justifie le
passage de (4.7.31) a (4.7.32) dans [GV]. Grace a (5.26) et ces propriétés
de la fonction I, on voit que:

c(k, A,v) et ¢(4,v)~! sont holomorphes en v e (af). pour un &> 0, (5.29)

la deuxieme fonction y étant de plus bornée,

puisque k. <0 pour tout a € R. Il en résulte que la fraction rationnelle en
ve(ap)k, @(4,v) '=c(A4,v)c(A,v)"" reste localement bornée sur iaf.
Cela implique que si certains facteurs du numérateur de @, (4, .) s’annulent
en un point de iag, ils se simpliflient avec des termes du dénominateur. 1l
en résulte aisément que @(A4, v) ! est holomorphe et bornée sur (a¥)., pour
un ¢’ >0. D’ou (i), grace a (5.28) et (5.29). 1|

ProPOSITION 19. Soit A un élément de (a™p)%. (k). On pose, pour
ve(apm,)E tel que le deuxieme membre de I’égalité soit défini

FOA, v, k) :=c(k, 4,v) ™" 3\ F(A4,v, k)

oul Cg4 )\ est la norme de F(A, ky,,) dans Lz(aMP,ukMP) et ou on a posé
F(A,v,k):=F(A+v, k).

Cette application méromorphe en v e (ap,)& se prolonge en une fonction
I, (A, &, T) pour un ¢>0 et un t>0.

Démonstration. D’abord, on a I’analogue du lemme 4(ii) de [CD],
grice aux propositions 12 et 15. Puis, la démonstration est identique a celle
de lc., théoréme 3. Elle repose d’une part sur le critére évoqué a la fin de
42 (cf. [BCD], théoréme 2) et dautre part sur les relations de
Maass—Selberg. ||

On dit que deux parties paraboliques P, P’ de R sont associées si My et
Mp. sont conjugués par un ¢lément de W. On note 2 un ensemble de
représentants des classes d’équivalence modulo association des parties
paraboliques de R contenant R~. On note F* pour F (resp., F°), # * pour
F (resp., F°) et J* pour £ (resp., #°). On définit la transformée de
Fourier hypergéométrique, . f (resp. transformée de Fourier hyper-
géométrique normalisée, Z 2f), d’'un élément f de %(a, k) comme suit:
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F & f est une fonction sur [[pcs (am,)dic (km,) X iap, & valeurs dans C,
définie par

FEf(4,v)=(Card W(ap))™! j S(X) F*(A, v, k)(X) 0(X) dX,

a

pour (4, v)€e(ap, ) (kp,) xias. Ceci est bien défini dapres les
propositions 14 et 19 et la proposition A.2. On note que I’égalité F(A, k)=
F(wi, k), we W implique que, si ¥ =%, f pour un f€%(a, k), on a

Y(wA, wv) = P(A, v), we Ny (ap), (5.30)

ol Ny, (ap) est le normalisateur dans W de ap, qui agit sur (a™e)% . (kwm,)s
d’aprés la proposition 15. On notera, pour we Ny (ap), c®(k, w, 4,v) =
c(k, A, v)~* c(k, wA, wv). L’analogue de (5.30) pour la transformation de
Fourier normalisée s’énonce comme suit. Si ¥ =%  f pour un f'€ 6(a, k)",
on a:

Y(wd, wv) = (k, w, A, v)) "L ¥(4,v), we Nw(ap).  (5.31)

Si E est un espace vectoriel réel, on note (FE), 'espace de Schwartz
habituel.

On dispose également de lapplication paquets d’ondes, .4, (resp.
paquets d’ondes normalisée .#9) définie sur % := @ p.p C P ive) @
S (iaf) a valeurs dans I'espace des fonctions sur a, définie par

(JSEP)NX) = ) j (A4, v) F*(A4, v, k)(X)

i *
Pe, 4e(aP)% (ky,) “19F

X |C;kl, kc*(k’ A> V)| -2 dV

pour Xea, ou l'on a posé cg’ «=1¢et cok, A4,v)=1 et ou dv est la mesure
duale de la mesure de Lebesgue sur iap déterminée par sa structure
euclidienne (cf. e.g. [ D3, paragraphe 1]).

THEOREME 6. (i) L’image de .7 est contenue dans 6(a, k)".

(i1) La transformée de Fourier hypergéométrique normalisée réalise un
isomorphisme entre €(a, k)W et

Fhi= @ (Cilow) @ F(iag)) “Mulee)

Pez

ou lindice supérieur Ny, (ap) indique que Ion prend le sous-espace formé
des élements WV vérifiant les conditions (5.31).
Son inverse est donné par la restriction de I\ a .
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(ii1) La transformée de Fourier hypergéométrique normalisée s'étend
en une isométrie bijective entre L*(a,u, )W et la somme hilbertienne
Dresr (P((aMP) i (k) ® L2(iaf, dv)) *Nw®), oit dv est la mesure duale
de la mesure de Lebesgue sur iap déterminée par sa structure euclidienne.

Démonstration. (i) se démontre comme le théoréme 1 de [BCD].

La surjectivité dans (ii) se prouve comme dans [CD], théoréme 5(i).
Pour P'injectivité, il est nécessaire de faire appel a la formule de Plancherel
d’Opdam ([ O] théoréme 5.5). D’aprées la définition des sous-espaces tem-
pérés, les propriétés de symétrie des fonctions hypergéométriques et le fait
que toute partie parabolique est associée a un élément de 2, la transforma-
tion de Fourier définie par Opdam pour les fonctions L? est entiérement
déterminée par la nodtre, lorsqu’il s’agit d’éléments de %(a, k). A noter que
c’est la tempérance des fonctions qui interviennent dans le spectre (cf.
[O2], corollaire 3.7), le fait que la densité de la mesure de Plancherel sur
chaque sous-espace tempéré soit bornée (l.c. théoréme 3.4) et la proposition
14 qui permettent de préciser la transformation de Fourier d’Opdam
d’éléments de %(a, k). L’injectivité de notre transformation de Fourier sur
%(a, k)" résulte de celle de la transformation de Fourier d’Opdam. |

THEOREME 7. (i) La transformée de Fourier hypergéométrique, %,
réalise un isomorphisme entre €(a, k)" et

SWi= @ (CO"ilme) @ (iak))Nwlew)

Pe2

ou lindice supérieur Ny, (ap) indique que I’on prend le sous-espace formé des
éléments W vérifiant les conditions (5.30).

(il) Son inverse est donné par la restriction a &\ de application
paquets d’ondes, .

(1) La transformée de Fourier hypergéométrique normalisée s’étend en
une isométrie bijective entre L*(a, )" et la somme hilbertienne:

D (P((a™) i (k) @ LA(iak, ¢33 |e(k, A, v) 72| dv)) i),

Pe2

Démonstration. (i) On a I'analogue du théoréme 4 de [CD], qui se
généralise immédiatement aux fonctions I7,,,. On en déduit que I'image de
F est contenu dans &}V grace a (5.30) et a la proposition 15.

Si ¥ est un élément de %, on définit une fonction, ¥°, sur [[p.»
(aMp) X, (k) xiap, a valeurs dans C, définie par:

oA, v) =cqelk, A,v) T (A, ), (A4, v) € ()i (k) X iaf.



Il résulte de la proposition 18 et de la formule intégrale de Cauchy, que les
dérivées de c(k, A, v)~! par des éléments de S(a%) sont bornées sur iaj.
Joint a (5.30), cela implique que ¥ est un élément de .¥’0. Donc cest un
élément de I'image de 7 {, d’aprés le théoréme précédent. La définition de
Fiy F 0 et celle Y° montre que si fe@(a, k)W vérifie F2f =" on a
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et
|0p(a(X)(1 —e*C0) "H < C(1 + |a( X))

(1) 1l existe une constante C=0 telle que, pour tout X € a vérifiant
ow(X)| =1, et pour tout p € C (a) on ait:
p @

0p(4. @) (X)| < C| Sup (|(9,@)(X)|+ [(0p,0)(s-X)]).

1<i<n

(1) 1l existe une constante C=0 telle que pour tout X € a vérifiant
o X)< —1 et pour tout p e C (a) on ait:

105(4. ) (X)| < Ce*™ Sup (10, 0)(X)| +1(0p,@)(s. X)),  @eC (a).

1<i<n

(iv) 1l existe une constante C=0 telle que, pour tout X € a vérifiant
lo(X)| <1 et pour tout p e C (a), on ait:

0p(4:9)(X)|<C Sup  Sup |(Fp,@)(X —1d)]

I1<i<n te[0,1]
Démonstration. Pour tout Yeaq, on a:
Ov(l—e ) 1= —a(Y)(—(1—e ") 14 (1—e"7)72).

On en déduit aisément que 9,(1 —e ")~ ' est une combinaison linéaire de
fonctions du type (1 —e ") 7%, ke N*, donc bornée si |«(X)| > 1. D’ou I'on
déduit la premiére inégalité de (i). Comme (1 —e~ ") 1= —¢’(1 —e*) 7L 1a
deuxieme inégalité en résulte également. Par ailleurs, 0y a étant égal a a( V),
la troisieme inégalité de (i) résulte de la premiére si |a(X)| =1, grice aux
régles de différentiation des produits. Enfin la fonction u+— u(1 —e") ~! est
C sur [ —1,1], donc bornée ainsi que ses dérivées. On en déduit la
troisiéme inégalité de (i) si |a(X )| < 1. Ceci achéve de prouver (i).

En utilisant les régles de différentiation des produits, on déduit (ii) (resp.
(iii)) de la premiére (resp. deuxieme) inégalité de (i). A noter que l'on
pourrait ici utiliser seulement une base de I'espace des éléments de S(a) de
degré inférieur ou égal au degré de p.

Passons a la démonstration de (iv). Posons y/(X) = [ 0.¢(X — ta(X)) dt.
Par dérivation sous le signe somme, on voit que i est un ¢lément de C (a)
et que pour tout p' € S(a), 0, est une combinaison linéaire de fonctions
de la forme [§ (0,0 ¢ )(X — td) dt, ou k est inférieur ou égal au degré de p’
et le degré de p” est inférieur ou égal au degré de p’ augmenté de 1. Comme
A.p=a(l —e~ 7)1y, les régles de différentiation des produits, jointes a la
troisiéme inégalité de (i), impliquent (iv). ||



300 PATRICK DELORME

Si X est un élément de a, on note X, l'unique élément de 'adhérence de
la chambre de Weyl positive, C*, conjugué sous W a X. L’application
X+ X, est continue. En effet si (X,) converge vers X, la suite (X,,), est
bornée et admet donc une valeur d’adhérence Y. Montrons que Y=X, .
Pour cela, quitte a extraire des sous-suites, on peut supposer que (X))
converge vers Y et que pour tout n, on a X, ewC™*. Alors (X,), =w~'X,
et, par passage a la limite on Y=w~'Xe C*. D’ou l'on déduit que X, =
w1 X puis I’égalité voulue. Donc X, est la seule valeur d’adhérence de la
suite (X,), . Cest sa limite, comme désir¢.

LeEMME A.2. Soit B une partie compacte de a.

(1)  Soit e a*. Alors il existe une constante C=0 telle que:
X )—C<y((X+Y),)<y(X,)+C, Xea, YeB.
(i1)  Pour ke A a valeurs réelles, on définit une fonction O, par:
O (X) = e M), Xea
Alors il existe des constantes C,, C,>0 telles que:
CilO(X)<O((X+Y)<(C,0(X), Xea, YeB

Démonstration. Montrons (i). Pour Xea, YeB, la fonction 7+
n((X+1tY),) est continue et affine par morceaux sur R. De plus sa dérivée
est bornée en module par Sup,,.w |[#(wY)|, donc bornée si Y reste dans B.
D’ou (i) grace au théoréeme des accroissements finis appliqué a cette
fonction sur [0,1]. Alors (ii) est une conséquence immédiate de (i)
appliqué = —p(k). 1

On définit I'espace de Schwartz %(a, k) comme I’espace des fonctions ¢,
C sur q, telles que:

sp, —a(®) :=Sup |07 (X) No(X) 8,0(X)| < +00,  peS(a), neN,
Xea

ou 'on a noté:
No(X)=(1+[IX])"

On munit %(a, k) des seminormes s:j, _,, ce qui en fait un espace de
Fréchet.

ProposiTiON A.l. (i) Lespace C. (a) est dense dans %(a, k) et linjec-
tion naturelle est continue.
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(ii) Les opérateurs A. pour o€ R et 0,, Ty(k, R™), pour peS(a),
operent continuement sur €(aq, k).

Démonstration. La démonstration de (i) est calquée sur celle de
[GV, lemme 6.1.7 et corollaire 6.1.8]. On fixe s > 0. Pour #> 0, on note &
I'indicatrice de la boule fermée de rayon ¢+ (1/2)s. On fixe ge C, (a),
positive ou nulle, telle que g(X)=g(—X), Xea, a support contenu dans
la boule fermée de rayon s/4, et vérifiant ja g(X)dX=1. On pose g,=
gxe g Alors 0<g,<1, g,=1 sur la boule fermée de rayon ¢, B, et est
nulle sur le complémentaire de B, ;. De plus, pour tout p € S(a), il existe
C, =0 telle que:

10,8 X)|<C,, >0, Xea.
Soit ¢ € €(a, k). On pose ¢,= g,p. Comme g,= g sur B;, on a:

S:;, —n((ﬂt_ §0) S Sup @k(X) Nn(X) |ap(¢t_ ¢)(X)|

X ¢B,

Ecrivant N,(X)=N(X)~! N, (X), on voit que:

SI;;, =)< +0)7! (SE, a1l + SE, —na(@))
Chaque dérivée partielle de g, étant bornée par une constante indépendante
de ¢, on montre (i) en passant a la limite quand ¢ tend vers + oo dans cette
inégalité, la continuité de I'application étant triviale.

L’assertion (ii) résulte du lemme A.1(ii), (iv), joint au lemme A.2(ii).

PrOPOSITION A.2. On suppose k réelle. Si o, est localement intégrable
par rapport a la mesure de Lebesgue sur a, on a:

(i) Il existe meN tel que N 'O € L'(a, du,).
(ii) Lespace %(a, k) est un sous-espace de L*(a,du,) et linjection
naturelle est continue.

Démonstration. Tenant compte de I'expresion de @, et J, et de leur
invariance sous W, il faut montrer que, pour m assez grand, I'intégrale par
rapport a dX sur C* de

(Nn(X) ™1 [T 11 —em 700 (A.T)

:eR*

converge. On note X' I'ensemble des racines simples de R*. Soit ¢ >0. On
définit pour @ < X

a(0,¢)={XeC* |0<a(x)<e pour ae® et a(X)>¢ pour o€ X\O}
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Lorsque @ décrit les parties de X, cela définit une partition de C*. On est
réduit a étudier I’ intégrale de (6.1) sur a(@, ¢), intégrale que I'on note [/
dans la suite. Soit M le sous-systéme de racines de R engendré par O et soit
M*=R* nM. On note a§=((..3 Kera)na® Alors on a: a=af,; @
al @ag. Si Xea, on note X= Y+ Z+ T la décomposition correspondante.
Ici Y est I’élément de a® tel que a(Y)=0 pour e X\O et a(Y)=a(X)
pour a € O, Z est 'élément de a® tel que a(Z) =0 pour x € O et a(Z) = «(X)
pour ae2\O. Dans cette décomposition, a(@, ) est égal a C(0, ¢) x
D(®,e) ou ((O0,e)={Yeal5|0<a(Y)<e, acOd} et D(O,¢)=
{Zea§|a(Z)>¢, ae2\O}. On remarque que C(O,¢) est relativement
compact. Ceci, joint a la continuité des applications linéaires en dimension
finie, implique facilement I’existence d’une constante C > 0 telle que:

No(X)T'SCNW(2) "' No(T)7Y, Xea(d,¢).
Par ailleurs si xe R*\M, on a: 1 —e " <1 —e "<, Xea(O, ¢). Alors
I'intégrale I est majorée, a une constante multiplicative pres, par le produit
de

Ji=[ T M—em™pReay
C

(3,3) :em+

par

Jo a2~ dZ | (No(T)) .

aQR

Notons a(0, ¢, ¢') I'ensemble {Xea | ||[T| <1, 0<a(X)<1 pour ae® et
e<o(X)<¢ pour aeX\O}, qui est une partie compacte de a. Comme
|©®, | est continue et ne s’annule pas, son inverse admet une borne supérieure
strictement positive sur ce compact. En considérant I'intégrale de |@ ' 6, |
sur a(@, & ¢'), on en déduit facilement que J est majorée par un multiple
de I'intégrale de |0, | sur le compact a(0, ¢, &'). D’ou (i). Alors (ii) en est
une conséquence immeédiate. ||

APPENDICE B

Quelques faits sur les familles de matrices commutant entre elles

Soit E, 7~ des espaces vectoriels de dimension finie le premier sur C,
lautre sur R et b une algébre de Lie complexe, commutative et de dimen-
sion finie. Soit 2 un ouvert de 7. On dit quune famille Iy, ve Q, de
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représentations de b dans 7~ est continue (resp. holomorphe, si 7~ est en
outre un espace vectoriel complexe), si elle vérifie:

vi— [y(X) est continue (resp. holomorphe) sur Q, pour tout X eb.
(B.1)

On dit que 1€ b* est un élément du spectre, Sp(17), de I, si et seulement
si il existe v e E, non nul, tel que: Iy (X)v=A4X) v, Xeb. On note Eg (1) le
sous-espace de E formé des ve E, pour lesquels il existe ke N tel que:
(Fy(X)—A(X))*v=0. Cet espace est appelé sous-espace vectoriel carac-
téristique relativement a la valeur propre A. Pour 4 € Sp(I), on note Pg(1)
le projecteur sur Eg(4) parallelement a la somme des autres sous-espaces
caractéristiques.

LemMme 1. (1) Si v Ay est une famille continue sur Q d’endo-
morphismes de E et si U, est un ouvert de C, I'ensemble V', des éléments v
de Q tels que le spectre de Ag soit contenu dans Uy, est un ouvert de C.

(1)  On suppose que I'y, v € Q est une famille continue de représentations
de b dans E. Soit vy € Q et U un voisinage de Sp(I'y ). Il existe un voisinage
ouvert V, de v, telle que, pour tout ve V, Sp(I,) est contenu dans U.

Démonstration. Prouvons (i). Soit ve V; et montrons que V/; contient
un voisinage ouvert de v. Si c’était faux, il existerait une suite (v,)
d’¢léments de Q, convergeant vers v et telle que Sp(A4, ) ne soit pas contenu
dans U,. Il existerait, pour tout neN, i, eC\U, tel que Ay — 2An1d soit
non inversible. Alors [4,| <[4, ||. Mais (4, ) est une suite bornée d’apres
la continuité de A4 et la convergence de v,. Donc il en va de méme pour la
suite A,. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (4,) con-
verge vers A€ C. Par continuité du déterminant, on voit que A est élément
du spectre de A,, qui est contenu dans U,. Par ailleurs, comme 4, € C\U,
et que U, est ouvert, on a aussi A¢ U,. une contradiction qui prouve (i).

Pour (ii), on applique (i) aux familles I'y(X;), ou X; décrit une base
deb. 1|

ProrosiTION B.1.  On suppose que Iy, ve Q, est une famille holomorphe
de représentations de b dans E. Soit vy €, /.o €Sp(I%,) et U un voisinage
ouvert de 1y dans b*, assez petit pour que:

2€8Sp(I,) et AeU impligue 1=1,.
On définit:

Q@L(J = Z P&(}v)-

*eSp(1y) AU

Lapplication v~ Q¢ est holomorphe au voisinage de v,
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Démonstration. Soit X, ..., X, une base de b, ce qui permet d’identifier
b* a CP, en associant a A€ b*, (z,(4), ..., z,(4)), ou z;(4) = A(X;). On choisit
des disques ouverts de C, D;, non vides, de centres z;(4,), assez petits pour
que le produit des D; soit contenu dans U. En appliquant le lemme précé-
dent a l'ouvert U,, réunion du produit des D; et du complémentaire de
I'adhérence, U, de U, on trouve un voisinage ouvert, ¥, de v, tel que pour
tout ve Vet tout Le Sp(I';) n U, on a / élément du produit des D;. On va
montrer ’holomorphie de QY sur V.

Si z, est un élément de C, on note 'Py(z,) le projecteur sur le sous-espace
caractéristique de Iy(X;) relativement a la valeur propre z, parallélement a
la somme des autres sous-espaces caractéristiques (on convient que ce
projecteur est nul si z, n’est pas valeur propre). On a:

Pyfzo) = (2im) 7| (2= Ty(X) " dz

oD

ou 0D est le bord d’'un disque ouvert de centre z, assez petit pour que z,
soit la seule valeur propre de I'y(X;) contenue dans I'adhérence de D. Donc,
lorsque v est fixé et que i et z, varient, ces projecteurs commutent entre eux
puisqu’il en va de méme des Iy(X;). On en déduit que:

Py(A)= ! Py(z4(A))--- pP&(Zp(/l))

On note 'Q, la somme des projecteurs spectraux de I,(X;) relatifs aux
valeurs propres contenues dans D;. Alors, pour v fixé dans V, les 'Q,
commutent deux a deux et Qf est égal au produit des 'Q,, d’aprés notre
choix de V. Comme:

0= (2im) " [ (1= Ty(X)) " dz

aD;

on en déduit ’holomorphie cherchée. |

ProrosiTiON B.2.  On suppose que Iy, veQ est une famille continue
(resp. holomorphe) de représentations de b dans E, et que, pour une base
Xy, .., Xy de b, I'y(X;) est inversible pour tout i et tout ve Q. Soit vy € Q.

1l existe un voisinage ouvert, V, de v, dans Q2 et pour tout veV, des
endomorphismes de E, 'Ry, i=1, .., p, commutant deux & deux, pour v fixé
et vérifiant, pour i=1, ..., p.

(i) Lapplication v 'R, est continue (resp. holomorphe) sur V.
(il) Lexponentielle de 'R, exp 'R, est égale a I'y(X;).

(iii) Tout endomorphisme de E commutant a I'y(X;) commute a 'Ry.



TRANSFORMATION DE FOURIER HYPERGEOMETRIQUE 305

Démonstration. Pour i=1, .., p, on choisit un ouvert D; de C\{0}, a
bord lisse, connexe, dont "adhérence est contenue dans un ouvert simple-
ment connexe de C\{0}, Dj, et tel que Sp(I7(X;)) soit contenu dans D;.
On fixe V de telle sorte que:

Sp(Iy(X;)) = Dy, veV, i=1,..,p,

ce qui est possible grice au lemme B.l. On fixe i et on choisit une
détermination du logarithme sur Dj]. On vérifie aisément que les
endomorphismes de E,

'Ry=(2im) "' [ (Log2)(=1— I'(X,) ' dz,

conviennent. |

LemMmE B.2. On reprend les notations de la proposition précédente. On
suppose ici que /" est un espace vectoriel complexe et que A, vE Y, est une
famille polynomiale d’endomorphismes de E, i.e., telle que vi— A, est polyno-
miale en v. On suppose en outre qu’il existe des fonctions polynomiales sur
V", distinctes deux a deux, z,(v), ..., z,(v), et des entiers positifs ny, ..., ny, tels
que:

dét(z—Ay)= [ (z—z(») zeC, ve? .

On note 1P, le projecteur spectral de A, relativement a la valeur propre
z;(v).

Ce projecteur est une fonction rationnelle de v, i.e., il existe un polynome
p; en v tel que p;(v) IPq soit une fonction polynomiale de ve V.

Démonstration. Soit 2 le complémentaire dans 7~ de I'ensemble des
zeros de [T;-(z;(v) —z(v)). On fixe j et veQ. Soit u, (resp. vg) un
polyndme a une variable, de degré strictement inférieur a la somme des n,,
[#] (resp. n;) tels que:

u(2)(z = 2,0+ vy(2) [ (2= () =1,

1]

Ces polyn6émes existent et sont uniques (identité de Bezout), et ’algorithme
qui permet de les déterminer (suite de divisions euclidiennes) montre que
leurs coefficients sont la restriction a Q de fractions rationnelles en v. Mais
Ip, est égal A vy(A4y) b(Ag), pour veQ, ou 'on a noté b le polyndme sur C,
[Ti.j(z—2z(v))™ On en déduit I'existence d’'un polyndéme, non nul g; sur
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¥" tel que v g;(v) Ip., veQ, soit la restriction & 2 d’une fonction
polynomiale sur 7". On pose p;(v)=(1;j<i(z(v)—z/(v))) g;(v). Alors
I'application p;(v) ‘P, qui est nulle en dehors de 2, est polynomiale et p;
vérifie les propriétés voulues. |

La proposition suivante est un corollaire facile du lemme précédent (voir
le passage de (i) a (ii) dans la preuve du lemme 1 de cet appendice).

ProPOSITION 3. On suppose que ¥~ est un espace vectoriel complexe, que
Iy, ve?", est une famille de représentations de b dans E telle que, pour tout
Xeb, I'y(X) est polynomiale en v. On suppose de plus qu’il existe des
fonctions polynomiales sur V", a valeurs dans b, distinctes deux a deux,
ALy o Ay, €t des entiers nq, ..., ny, tels que:

détzId—Ty(X))= [] (z=40m)(X)"

On utilise les notations du début de cet appendice. Alors il existe un polynome
sur V", p, non nul, tel que, pour tout j, p(v) Pg(4;(v)) soit polynomiale en
vey .

APPENDICE C

Familles de systéemes complétement intégrables

On va d’abord généraliser des résultats de 'appendice de [ CassM ], dont
on utilise la terminologie.

Soit E et ¥~ des espaces vectoriels complexes de dimension finie, £ un
ouvert de 7~ et X un ouvert de C". On se donne des fonctions Fi, ..., Fy,,
holomorphes sur Q x X, a valeurs dans End¢(E), et on considere la famille
de systémes d’équations aux dérivées partielles:

ai¢=Fi’&¢, i=1,...,n, VGQ, (Cl)

ou @ est une fonction sur X et a valeurs dans E. On suppose que le systéme
est complétement intégrable pour tout ve Q. Plus précisément on suppose
que, pour tout xe X, ve E, ve Q, il existe une solution ¢ de (8.1) définie
au voisinage de x et telle que ¢(x) =v. On considére % le faisceau des ger-
mes de solutions de (8.1), qui est un sous-faisceau du faisceau, O (E), des
germes de fonctions holomorphes sur X a valeurs dans E. On fixe x,€ X
et on note (X, %,) le recouvrement universel de X avec point de base X,.
Soit p: X— X la projection correspondante. Le groupe d’homotopie
7,(X, xo) agit sur X par des difféfomorphismes holomorphes appelés trans-
formation de monodromie. On note p*% l'image inverse du faisceau .%;.
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C’est un sous-faisceau de O (E) dont les sections sont appelées solutions
multivaluées de (C.1). La matrice fondamentale de (C.1) est une applica-
tion holomorphe, S;, de X dans End(E), telle que Sy(x,) soit égale a
I'identité et telle que, pour tout v e E, la fonction sur X, x — S,(x) v, est une
solution multivaluée de (C.1). L'espace I'(X, p*) de toutes les solutions
multivaluées de (C.1) est invariant par les transformations de monodromie,
T#, ven (X, xq), et il existe un unique représentation, M,, dans E, appelée
monodromie du systéme, telle que: TFv=vo M, ., yem (X, x,).

Alors, a l'aide du théoréme sur la dépendance des solutions par rapport
au parametre v, on voit que la matrice fondamentale du systeme, S,
dépend de fagon holomorphe de v. On en déduit qu’il en va de méme de
la monodromie. Ici, il est important d’avoir supposé que le systeme est
completement intégrable pour tout v, car cela assure que la monodromie
agit sur un espace fixe, indépendant de v. On fixe v, € Q.

On suppose en outre que X' = D", ou D est le disque unité ouvert de C.
On note D*=D\{0}. On fixe k entier compris entre 1 et n et I'on pose
X*=(D*)*xD"~K

On considére maintenant le systeme sur X*:

Zj al(p = Fj,&gb’ ]= 1’ eres ka (C2)
aJ'@:Fj’&¢, i=k+1,...,n, (C.3)

ou v décrit 2. On suppose en outre que, pour tout ve Q, le systéme est
complétement intégrable. Le groupe 7,(X*, x,) est isomorphe a Z¥. Soit y;,
j=1, .., k, ses générateurs correspondants aux lacets d’indice 1 par rapport
a 0 dans le j®™ facteur. On note encore M, la monodromie du systéme
(C2), (C3) et Mj,&=M&,#j. On fixe v, € Q. D’apres la proposition 2 de
I'appendice B, on peut supposer que les endomorphismes M; ¢, j=1, ..., k
sont de la forme exp(—2nR; ), ou les R; ; sont des endomorphismes de £
dépendant de fagon holomorphe de v, au moins sur un voisinage ouvert
de v,.

Procédant comme dans la preuve de lc., preuve du théoreme A.1.4, on
montre de méme:

ProrosiTiON C.1. [l existe un voisinage ouvert 2, de v, tel que, pour
tout ve Q,, la matrice fondamentale du systeme (C.2), (C.3) s’écrit

S =Py(z) z%, (C4)
ou Py(z) est une fonction holomorphe sur Q4 x D" a valeurs dans Endg(E),

et zRi=zRue .. zRe, ou les R, sont des endomorphismes de E, commutant
entre eux, pour v fixé, et dépendant de facon holomorphe de ve Q.
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On écrit

Pyz)= ) Pymz" (C5)

meN"

ou les coefficients P, ,, € Endc(E) sont holomorphes en v. Soit v, € 2. On
pose pour z=(zy, .., z,) €b:=C", I'(z) =3 ;_1, _ nzjR; ¢ On utilise la ter-
minologie et les résultats de ’appendice B. On choisit un voisinage ouvert
de Sp([), V, qui est la réunion disjointe de voisinages ouverts,
V(21)s ., V(4p), des ¢léments distincts 4y, .., 4, de Sp([7 ). D’apreés la
proposition précédente on peut écrire

Siz)= Y Si.(2) (C.6)

+eb”

ou u est nul s’il n’appartient pas a Sp(/7) + N" et

Suce)=( T snllog™) )z ()

meN"

la somme étant finie et ou les coefficients s, , sont des éléments de End(E).
Cette écriture est unique (cf. [K, corollaire B.26]). On dispose dune
écriture semblable pour les solutions du systeme (C.2), (C.3). On appelle
exposant d’une solution, ¢ tout élément x4 de b* pour lequel le terme
correspondant a z* dans ce développement est non nul.

On note, pour AeSp(ly), QiA), le projecteur sur le sous-espace
caractéristique correspondant a A, parallélement aux autres.

ProrPOSITION C.2. Avec les notations ci dessus, on a:

(1) Pour ueb*, on a:

S&, +(Z)= Z P&,mQ&(}-) R
*eSp(1y), me N, *+m=+
i)  On fixe uy €b*. La somme sur les me N", sur les 1; € Sp([Iy ) tels
0
que Ai+m=p, de

> Py mz™Q4(4) 2% (C.8)

*eSp(1y) V(™)

est holomorphe en v au voisinage de v, et vaut Sy . lorsque v est égal a v,.

(iii) Soit @, veQ, une famille holomorphe en v, de solutions du
systeme (C.2), (C3), et uo un exposant de @q . Si (vq)qen+ €st une suite
d’éléments de Q convergeant vers vy, il existe une suite (fLq)qenx, OU fq €St
un exposant de Pe,» €l qui converge vers .
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Démonstration. Le point (i) est une conséquence immédiate des
formules (C.4) a (C.7).

L’expression (C.8) est clairement holomorphe d’aprés I’holomorphie au
voisinage de v, de Pg ,, des R; ; et des sommes:

> 04(4)

*eSp(1y) N V(%)

d’apres la Proposition 1 de ’Appendice B. D’ou (ii).
En exprimant les solutions a I’aide de la matrice fondamentale, on déduit
(ii1) de (i1) grace au principe des zéros isolés. ||

ProrosiTioN C.3.  On conserve les notations de la proposition précédente.
On suppose qu’il existe des applications holomorphes, deux a deux distinctes,
de Q dans b*, T,,, ou w décrit un ensemble fini, U, telles que les exposants
de Sg, veQ, sont éléments de:

U Tw(v)+N"

weU

Soit @g, veQ, une famille holomorphe en v, de solutions du systéeme (C.2),
(C.3). Soit po un exposant de ¢q . On définit @, . comme Sy . (cf. (C.7)).
La somme sur les yeb* tels qu’il existe we U, m" e N" vérifiant

/,lZTW(V)-i-ml, :uO:Tw(VO)Jf_m,

des @g, . est holomorphe en v au voisinage de v, et est égale a g, + en vo.

Démonstration. 1l est clair qu’il suffit de démontrer un résultat analogue
pour Sg, i.e., de montrer que la somme, qu’on note S dans la suite, sur les
neb* tels qu’il existe we U, m' e N" vérifiant

u=Tu(v)+m', to=Tw(ve) +m',
des S, ., est holomorphe en v au voisinage de v, et est égale a Sy, +, €N Vo.

On commence par choisir ¢, a>0 tels que, pour w,w e U tels que

To(vo) — Tyw(ve) ne soit pas élément de Z", on ait

| To(v) — Typ(vo) + ml| =, si meZ" et ||v—vy| <e,

et tels que, au contraire, si T,(vy) — T\, (Vo) est élément de Z", on ait, pour
tout me Z", 'implication:

(ITw(v) = Tw(vo) +m| <acet [v—vo| <&) = Ty(vo) = Tw(vo) —m.
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Pour tout ve Q, comme S,(z) est inversible, Pg(z) est inversible. Par suite
si 2eSp(I7), il existe pe N" tel que 1+ p soit un exposant de S;, et grace
a ’hypothese, cela implique A= T,,(v) +m pour un élément w de U et un
élément m de N".

Pour chaque 4; € Sp(1%,), on choisit le voisinage V(4;) inclus dans la
boule ouverte de centre A; et de rayon o.

On fixe un voisinage Q2 de v, contenu dans la boule ouverte de centre
vy et de rayon ¢ et tel que pour tout ve Q, , le spectre de Iy soit contenu
dans la réunion des V(4,;). On choisit €2, assez petit pour que l'on ait:

| T(v) — T(vo)ll <o, veQ,, wel
Si ve, et 4 est un elément de Sp(I) N V(4;), et que:
4i =Ty (vo) + my, A=T,(v)+m", ou w,wyelU m" mezZ" (C9)
on a, d’aprés notre choix de « et &:
To(vo) +m" =T, (vo) +mj. (C.10)
On reécrit, pour veQ, la somme S, grice a la Proposition 2 de cet
Appendice. C’est donc la somme, notée S’, sur les u € b* tels qu’il existe un
¢lément w de U et un élément m' de N" tels que:
p=TyvV)+m,  pg=Ty(ve)+m (C.11)
et sur les me N", les 2 € Sp([7) tels que:
A+m=u (C.12)
de:
Py m(Qq(4) 27
On va voir que chaque terme de la somme ainsi formée intervient exacte-
ment une fois dans la somme de la Proposition C.2(ii).
En effet, on alors:

A=T,(v)+m", avec m"=m'—m, (C.13)

et si A est élément de V(4;), 4 et A; satisfont (C.9) et donc aussi (C.10).
Jointes a (C.11) et (C.13), ces relations impliquent que:

)vi‘}'m://l()
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Ceci achéve de prouver que chaque terme de la somme S’ intervient
exactement une fois dans la somme de la Proposition 2 de cet Appendice.
Montrons enfin que chaque terme de la somme de la Proposition C.2(ii)
intervient dans la somme ci-dessus. On voit, comme précédemment que A
et A;, sont liés par les relations (C.9) et (C.10), ce qui permet de voir que
w:=A+mestégala T, (v)+m' avecm’' =m+m" et uy=T,(vo) +m'. Mais
m’ n’est pas nécessairement élément de N". Toutefois si la contribution de
4 a la somme est non nulle, c’est un exposant de S,, donc de la forme
T.(v)+n avec neN" et w' e U. Les deux écritures de u montrent que:

T,v)—Tyw(v)+m' —n=0
Ceci implique, grace aux propiétes de Qg , que I'on a:
[Tw(v) = Ty(vo) +m" —nl| <a
Alors, on déduit des propriétés de ¢ et a, I'égalité:
To(ve) +m' =T,,(vy) +n.
On a donc:
to=Tuw(vo) +n, u=Ty(v)+n,

avec ne N", i.e., u a la forme voulue.
On vient de prouver que notre somme est identique a celle de la
Proposition 5(ii) qui a les propriétés voulues. |
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