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Résumé  Soit G un groupe réductif p-adique et Up le radical unipotent d’un sous-groupe parabolique
minimal de G. Nous introduisons une transformation de Fourier pour l’espace des fonctions de Whit-
taker lisses sur G et & support compact modulo Up. Nous en déterminons I'image. La preuve suit celle
d’Heiermann pour les fonctions sur le groupe.

Au cours de la preuve, une formule d’inversion est prouvée. Celle-ci permet de montrer qu’une
représentation lisse irréductible de G, qui posséde modele de Whittaker dans les fonctions de Whit-
taker & support compact modulo Uy, est cuspidale.

Ce travail nous a donné 'opportunité de préparer un cadre pour ’analyse harmonique sur les espaces
symétriques réductifs p-adiques : B-matrices et terme constant, propriétés des paquets d’ondes.

Abstract Let G be a p-adic reductive group and let Uy be the unipotent radical of a minimal parabolic
subgroup of G. We introduce a Fourier transform defined on the space of smooth Whittaker functions
on G which are compactly supported modulo Up. We determine its image. The proof follows the proof
of Heiermann for the functions on the group.

During the proof, we establish an inversion formula. This formula allows us to prove that an irreducible
smooth representation of GG, which has a Whittaker model in the space of smooth Whittaker functions
on G which are compactly supported modulo Uy, is cuspidal.

This work gave us the opportunity to prepare a framework for the study of harmonic analysis on
p-adic reductive symmetric spaces: B-matrices and constant term; a study of wave packets.

Mots clés : groupe réductif ; corps local non archimédien ; modele de Whittaker ;
Théoreme de Paley-Wiener ; terme constant

Keywords: reductive groups; non-Archimedean local fields; Whittaker models;
Paley—Wiener Theorem; constant term
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1. Introduction

Soit F' un corps local non archimédien et soit G le groupe des points sur ' d’un groupe
réductif connexe défini sur F. Soit (Py, Py ) un couple de sous-groupes paraboliques
minimaux opposés de G. On note My leur sous-groupe de Lévi commun. Soit Uy le
radical unipotent de Py et Ay le plus grand tore déployé de My. Soit K un bon sous-
groupe compact maximal de G relativement a Ag. Soit 1 un caractére unitaire lisse de
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Uy non dégénéré, i.e. tel que pour toute racine Py-simple de Ag, «, sa restriction au
sous-groupe radiciel (Up), soit non triviale.

On note C*°(Up\G, 1) l'espace des fonctions de Whittaker lisses sur G, i.e. des fonc-
tions, f, sur G, invariantes a droite par un sous-groupe compact ouvert de G et telles
que :

fuog) = ¥(uo)f(g9), g€G, ug € V.

On note C°(Up\G, 1) lespace des éléments de C°(Uy\G, 1) qui sont & support compact
modulo Uy.

Le but de cet article est de définir une transformée de Fourier pour cet espace et
d’en caractériser I'image. Ce théoreme est I’analogue pour les fonctions de Whittaker du
Théoréme de Paley—Wiener pour les fonctions sur le groupe, du & Joseph Bernstein [3]
et dont Heiermann [15] a fourni une autre preuve. Ici, c’est le travail d’Heiermann qui
sert de fil conducteur & notre preuve.

Noter que pour les fonctions de Whittaker sur un groupe réductif réel, la formule de
Plancherel a été établie (Harish-Chandra, non publié ; Wallach [26, Chapitre 15]). La
formule de Plancherel dans le cas p-adique a également été établie par Harish-Chandra
(non publié), comme nous I’a indiqué Laurent Clozel.

Si (m, V) est une représentation lisse de G, on note Wh(r,Upy) ou Wh(w) 'espace des
formes linéaires, £, sur V telles que :

<€,7T(UO)’U> = ¢(U0)<57U>7 v eV, uy € Up.

Si 7 est de longueur finie, Wh(r) est de dimension finie (voir [8, Théoreme 4.2] et [14]

pour une autre démonstration). Notez que si le groupe n’est pas quasi-déployé, cette

dimension n’est pas toujours inférieure ou égale & 1, comme expliqué dans I'introduction

de [8] (voir aussi le Théoreme 1, appliqué & un sous-groupe parabolique minimal de G).
Siv €V, on note c¢ , le coefficient généralisé défini par :

cen(9) = (& m(g)v), geG.

C’est un élément de C*(Up\G, v).

Dans la suite la phrase «Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard
de G » voudra dire que P contient My, que M est son sous-groupe de Lévi contenant
My et que U est son radical unipotent. On note X (M) le groupe des caractéres non
ramifiés de M. C’est un tore complexe. On note Jp la fonction module de P. Soit (o, E)
une représentation lisse de M. On note (iga, ng) I'induite parabolique normalisée de
(0, E). On suppose o irréductible et on note O ’ensemble des classes d’équivalences des
représentations o, = o0 ® x, x € X(M), qui est un tore complexe. On utilise dans la
suite la notion de fonction sur O, qui dépendent des objets concrets oy, avec des regles
de transformations pour tenir compte des équivalences de représentations. On note que
Wh(oy) := Wh(o,,UyN M) est indépendant de x € X (M), car x est trivial sur Up N M.
Par restriction des fonctions & K, les représentations i%o, admettent une réalisation
dans un espace indépendant de y, la réalisation compacte.
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Théoréme (fonctionnelles de Jacquet pour les sous-groupes paraboliques
anti-standard). Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G, i.e.
contenant Py, P~ = MU~ le sous-groupe parabolique opposé relativement a M. On
note (o, E) une représentation lisse de longueur finie de M.

Il y a un isomorphisme naturel Wh(c) — Wh(i%o) noté n — &(P,o,n) (Rodier [20] ;
Casselman et Shalika [10] ; Shahidi [23, Proposition 3.1]) tel que :

(i) pour tout v dans I'espace de la réalisation compacte et n € Wh(o), (£(P, oy, n),v)
est polynomiale en xy € X(M) ;

(ii) de plus, si x € X(M) est suffissamment P-dominant, le vecteur distribution
&(P,o,m) est donné par la fonction sur G a valeurs dans E’, £(P,o,n), définie
par :

(E(P,o,n)(umu™),e) = Y(u”) " n,o(m 1)dg (m)e), eeE,

&(P,o,n)(g) =0 sigg UMU™ = PU,.

On définit les fonctionnelles de Jacquet pour un sous-groupe parabolique semi-standard
de G, P = MU, par transport de structure.

On note W€ (respectivement W) le groupe de Weyl de G (respectivement M) rela-
tivement & My. On fixe un ensemble W de représentants dans K de W¢. Pour un bon
choix de w € WE tel que Q := wPw™! est anti-standard, on définit

Wh(P, o) := Wh(wo),
§(P,0,n) :=&(Q,wo,n) o A(w), 1€ Wh(P,0),
ol A(w) est la translation & gauche par w, qui entrelace iIGDJ et igwa. Ce choix de w
conduit malheureusement a quelques complications et a quelques calculs pénibles, mais
que nous n’avons pas su éviter.
Soit P, @ des sous-groupes paraboliques semi-standard de GG, possédant le méme sous-
groupe de Lévi, M, contenant M.
On introduit les intégrales d’entrelacement, A(Q, P, o), qui, lorsqu’elles sont définies,
entrelacent i%o et igo.

Les intégrales d’entrelacement transforment les fonctionnelles de Jacquet en des fonc-
tionnelles de Jacquet, ce qui permet d’introduire les matrices B.

Il existe une unique fonction rationnelle sur X(M) & valeurs dans End(Wh(Q, o),
Wh(P,0)), x = B(P,Q,0y), telle que :

§(Q70x777) o A(Q, P, Ux) = g(P’JX7B(PvQ7ox)n)'

On définit les intégrales de Jacquet par :
ES(0,n®v) = cer € C(Up\G, 1),

o & =¢(Pyo,m), v €iGE.
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On note Ag le plus grand tore déployé du centre de G. Soit (7, V') une représentation
lisse unitaire irréductible et cuspidale de G, i.e. dont les coefficients lisses sont & support
compact modulo Ag. Grace au Lemme de Schur, on voit qu’il existe un unique produit
scalaire sur Wh(m) tel que :

/ CE,v(g)CS’,v’(g> dg = (575/)@)71}/)7 576/ S Wh(ﬂ.)v ’U,’U/ eV.
AcUp\G

On notera que 7 cuspidale implique que c¢ ,, est & support compact modulo AgUp (voir
[14, Theoreme 4.4]) car £ est Uy-cuspidale, donc l'intégrale est bien définie.

On définit maintenant la transformée de Fourier—-Whittaker de f € C(Up\G,v),
f , comme suit. Pour tout sous-groupe parabolique semi-standard de G, P = MU, et
toute représentation lisse unitaire irréductible cuspidale de M, (o, E), le Théoréme de
Représentation de Riesz montre qu'il existe un unique élément de Wh(o) ®iSE, f(P, o),
tel que :

(fP.o)nen = [ @B ) dg, e Wh(P.o), veifE

Notons F' au lieu de f . Alors F vérifie les propriétés suivantes.

(1) (a) L’application x — F(P,0y), définie pour x élément du groupe des caracteres
non ramifiés unitaires de M, X (M), s’étend en une fonction polynomiale sur
X (M). En particulier, dans la réalisation compacte, cette application est a
valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie.
(b) Si (0,FE) et (01,FE1) sont unitairement équivalentes, F'(P,o) et F(P,o01)
vérifient une relation de transport de structure.
(¢) On peut définir pour g € G, pe(g)F (P, 0), en posant (pe(g9)F)(P,0) = (Id ®
i%0(g))F(P, o). Alors il existe un sous-groupe compact ouvert de G, H, tel
pe(h)F = F pour tout h € H.

On appelle orbite inertielle unitaire, O, d'une représentation lisse unitaire
irréductible et cuspidale, (o, E), 'ensemble des classes d’équivalence unitaire des
représentations o ®x, x € X (M),, qui est muni d’une mesure non nulle et X (M),-
invariante, convenablement normalisée.

On résume les propriétés (a)—(c) en disant que pour toute orbite inertielle unitaire,
Oy, d’une représentation lisse unitaire irréductible cuspidale de M, (o, E), F(P,)
définit un élément de Pol(O,, Wh(P,-) ®i%) (voir (2.4) pour la notation qui ne fait
référence qu’aux foncteurs). Alors p, définit une représentation lisse de G sur cet
espace.

(2) 1l existe de plus un sous-groupe compact ouvert, H, de G fixant les diverses appli-
cations F'(P,-), quand P et O varient.

(3) Si P est semi-standard et w est choisi comme plus haut, on note w - P := wPw™!
et 'on a :
F(w- P,wo) = (Id ® A(w))F(P,0).
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(4) Si P est un sous-groupe parabolique anti-standard et @ est un sous-groupe
parabolique semi-standard de G admettant M pour sous-groupe de Lévi :

(B(Q, P,o) @ IQ)F(P,0) = (Id ® A(Q, P,0))F(Q, ).

Cette relation est loin d’étre triviale car elle utilise ’égalité, pour ¢ représentation
lisse unitaire irréductible et cuspidale :

B(Q,P,0)" = B(P,Q,0), (1.1)
que l'on établit beaucoup plus loin.

Théoréme principal. Si F satisfait ces propriétés, elle est de la forme f pour un unique
f € C&(Uo\G, ).

Donnons une idée de notre preuve.

L’unicité résulte de I'adaptation (voir §11) d’un résultat de Bernstein (voir [2]).

Pour l'existence, on commence par introduire les paquets d’ondes. Avec les notations
ci-dessus et en supposant P anti-standard, soit ¢ € Pol(O,, Wh(P,) ®i%). On définit le
paquet d’ondes f4 par :

falg) = /O ES(0,8(0))(g)do, g€ G,

qui est un élément de C>°(Uy\G, ). On définit ensuite la notion de ¢ réguliere (respec-
tivement tres réguliere), que nous ne détaillerons pas dans cette introduction. Elle fait
intervenir les intégrales d’entrelacement et les matrices B. Il y a beaucoup de ¢ tres
régulieres. En effet, si ¢ est non nulle, il existe un élément, 2z, du centre de Bernstein,
ZB(G), tel que pe(z)¢ soit tres réguliere et non nulle.

On montre alors la proposition suivante.

Proposition. Si ¢ est réguliére, alors f4 est un élément de C°(Up\G, ).

La preuve passe par le terme constant des éléments de C*°(Up\G, ) le long d’un
sous-groupe parabolique standard de G, P, qui donne lieu & une application (voir [14]) :

Cm(Uo\G,w)%Cm(UomM\Mﬂl)), f’—)fp

Sa définition utilise le théoréme de deuxieme adjonction de Bernstein (voir (3,4, 7]).
Le terme constant des intégrales de Jacquet se calcule (voir Théoréme 3), comme le
terme constant faible des coefficients ordinaires (voir [25, § V]), avec quelques variantes
néanmoins. Plus précisément, soit P = MU (respectivement P’ = M'U’) un sous-groupe
parabolique anti-standard (respectivement standard) de G. Soit (o, F) une représentation
lisse cuspidale irréductible de M et ¢ € Wh(P,0) ® i%o.
Soit :
W(M'|GIM) = WM\{s e WE, sMs™' c M'}.
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On réalise les représentations i$o, dans un espace indépendant de x € X (M). Alors,
pour ¢ dans cet espace, on a une identité de fractions rationnelles sur X (M) :

ES(oy.d)p = Y. Edoy.0),

SEW (M'|G|M)

ou E,(oy, ¢) fait intervenir les intégrales d’entrelacements et les matrices B. La définition
de ¢ € Pol(O,, Wh(P,) ®i%) réguliere comporte notamment le fait que E (o, ¢(oy))(g)
est polynomiale en xy € X (M), pour tout g € G.

Par des arguments de translation a droite par des éléments de Ay, la preuve de la
proposition se ramene a montrer que pour tout ¢ réguliere, la restriction a la chambre
de Weyl négative, Ay, de Ag relativement a P, est a support compact.

On procede ensuite par récurrence sur la dimension de G. On utilise ensuite une par-
tition de Ay, (Xp/) indexée par les sous-groupes paraboliques standard, P’, de G telle
que sur Xp/, E(P,0,,6(cy)) est égale & ES (o, ¢(oy))pr, pour tout x € X (M). Puis on
utilise la formule pour le terme constant des intégrales de Jacquet. L’hypothese que ¢ est
réguliere permet d’utiliser 'hypothese de récurrence pour finir la preuve de la proposition.

Ensuite on calcule (voir Théoréme 5) f¢ pour ¢ treés réguliere en utilisant la formule
du terme constant des intégrales de Jacquet. On proceéde comme dans [25, § VI], en
introduisant la transformée d’Harish-Chandra de f € C°(Up\G, 9) relative a P = MU,
sous-groupe parabolique anti-standard de G, f¥ définie par

Pm'zl/zm mu) Au m .
P(m) 6P(>/Uf< Ydu, meM

On en déduit une formule pour le produit scalaire L? de deux paquets d’ondes fy et fu
(voir Proposition 9) :

(fir for) = /U 0T s

En échangeant le role de ¢ et ¢’, on obtient une autre expression de ce produit scalaire.
En faisant varier ¢ et ¢/ dans 1’égalité de ces deux expressions de (fy, fo), on en déduit
la formule d’adjonction (1.1) (voir Théoreéme 6).

Pour poursuivre, on utilise le résultat suivant d’Heiermann (voir [15, Proposition 0.2]).
Soit ey la mesure de Haar normalisée d’un sous-groupe compact ouvert H contenu dans
K. Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G et O, 'orbite inertielle
unitaire d’une représentation lisse unitaire irréductible cuspidale de M. Alors, il existe
((P,) € Pol(Oy,Hom(i%, %)) tel que, pour o € O :

(i%0)(ex) = Z A(P,w P~ w, o) M(w™ (P, wo)Mw)A(w ™ Pw, P, o).
weWE wO=0

Pour finir la preuve du théoréeme principal, soit F satisfaisant les conditions de celui-ci
et H-invariant. On définit :

Do(0) := (1d®@ A(P™,P,0) " )((P,0)F(P,0), o€ Oy,
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et on introduit le paquet d’onde décalé f;fé défini comme le paquet d’ondes ordinaire
mais en intégrant sur Oy A, ou A € X(M) est suffisamment P-antidominant. On montre
de maniére analogue a [15, Proposition 2.1] la proposition suivante.

Proposition. Pour P anti-standard, le paquet d’ondes décalé fo = f;fé est élément de

C&(Uo\G, ).

Maintenant on définit f comme étant la somme finie sur les classes de conjugaison de
couples (M, Q) des fo non nulles. Alors le théoréme résulte d’une part du fait que la
transformée de Fourier—Whittaker de f est égale a F. Pour montrer cela, on se réduit
au cas ou 9o est tres réguliere, auquel cas les paquets d’ondes décalés sont égaux aux
paquets d’ondes ordinaires, par holomorphie. Pour effectuer cette réduction on remarque
que, si z est un élément du centre de Bernstein de G et p est la représentation réguliere
droite de G sur C°(Up\G, ), on a :

(0(2)f) =pe(2) . P()f3" = Flioye

On conclut grace au calcul de la transformation de Fourier des paquets d’ondes mentionné
plus haut.

D’autre part I'unicité résulte de 'injectivité de la transformation de Fourier—Whittaker.
Celle-ci est une conséquence de résultats de Bernstein sur les espaces homogenes [2], que
nous rappelons en appendice.

Comme suggéré par le referee, donnons quelques précisions supplémentaires dans le
cas de G = SL(2, F), Ap étant le tore diagonal.

On s’intéresse aux transformées de Fourier-Whittaker de 'espace C°(Up\G, )X des
fonctions K-invariantes & droite de C°(Up\G, ¥).

On note P le sous-groupe parabolique de G opposé au sous-groupe parabolique stan-
dard Py. On notera aussi P~ au lieu de Fy. Pour x élément du groupe des caracteres non
ramifiés de Ag, X(Ap), on note V, I'espace de la représentation , :=i%x et V I'espace
de sa réalisation compacte. On note v le vecteur K-invariant de V dont la valeur en
I’élément neutre de G est égale a 1 et v, 1'élément correspondant de Vj.. L’espace Wh(x)
est égal & C. Avec les notations du début de I'introduction soit &, := (P, x, 1) € Wh(my )
ot 1 € C = Wh(x) et soit E, le coefficient généralisé c¢ ., . La transformée de Fourier—
Whittaker de f € C2°(Up\G, %)X est entierement déterminée par la fonction polynomiale
sur X (Ag), F, définie par :

F(x) = /U . f(9)Ex(9) dg.

On notera parfois f au lieu de F'.

Soit w un représentant dans K de 1’élément non trivial du groupe de Weyl de Ay. On
a wy = x . Par transport de structure, les intégrales d’entrelacement déterminent un
opérateur d’entrelacement A(w, x) entre m, et m, 1.

On définit une fonction rationnelle sur X (Ap), a (respectivement b), a valeurs com-
plexes, par les égalités :

A(wa X)UX = a(X)UX*H 5)(*1 o A('LU, X) = b(X)gx
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On en déduit Iégalité de fonctions rationnelles sur X (Ay), dite équation fonctionnelle
pour E, :
a(x)Ex-1(9) = b(x)Ex(9), g€G.

Utilisant I'entrelacement donné a I'aide de w entre i%y et ig,x_l

,on a les égalités :

(1.2)

B(P,P~,x) =b(x), B(P~,P,x)=b(x""), }
AP~,P,x)v=a(x)v, A(P,P~,x)v=a(x" "o,

les dernieres étant écrites dans la réalisation compacte.
Par ailleurs, les fonctions a et b satisfont les relations, pour x unitaire :

a(x) =a(x71), b0 =b(x),

la deuxieéme étant corollaire de notre étude du produit scalaire de paquets d’ondes (voir
Théoreme 5). Grace a ses relations et a ’équation fonctionnelle pour E,, on montre
aisément 'identité de fonctions rationnelles sur X (Ap) :

a(x)F(x) =b(x)F(x™"). (1.3)

On va voir que si F' est une fonction polynomiale sur X (Ag) qui vérifie cette relation,
elle provient de la transformée de Fourier-Whittaker d'un élément f de C°(Up\G, )%
Le résultat d’Heiermann mentionné plus haut signifie ici qu’il existe une fonction, (,
polynomiale sur X (A4p) telle que 'on ait I'identité :

alx "¢ +alx)Cx ) =1. (1.4)

On note dy la mesure invariante de masse totale 1 sur le groupe X (Ay), des caractéres
unitaires non ramifiés de Ag. Si A € X(Ap), on en déduit une mesure sur X (A4g)y4. On
fixe un tel A suffisamment P-antidominant. On définit

5() = al0) COOFR),  fale) = /X o TOB) A g

Indiquons sommairement pourquoi fe € C°(Up\G,¥) et que F provient de fg. Comme
fo est K-invariante et que G = UpAgK, il suffit, pour montrer qu’elle est a support
compact modulo Uy, de voir que sa restriction & Ag est a support compact. D’apres des
propriétés générales des fonctions de Whittaker, fs(ag) = 0 pour ag € Ap suffisamment
Py-dominant. Il reste & voir que, pour ag suffisamment Py-antidominant, fs(ag) = 0. Pour
un tel ag, Ey(ao) est égal a son terme constant. Le calcul de celui-ci (voir Proposition 6)
et les relations (1.2) conduisent a I'égalité :

Ey(a0) = b(x)x(ao) + a(x)x " (ao),

de sorte que, tenant compte de la définition de @, on a

folao) = / b(0)a(x) " ) F () x(ao) d + / COOFGOX (a0) dx.
AX(Ao)u AX(Ao)u
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Comme A a été supposé suffisamment P-antidominant, un déplacement de contour est
possible sans rencontrer de poles pour le premier terme du membre de droite. Alors
pour ag suffisamment Py-antidominant, on en déduit, par un passage a la limite, que
ce premier terme est nul. Pour le deuxieme, on inteégre une fonction polynomiale, de
sorte qu’on peut déplacer le contour et se ramener a intégrer sur X (Ap),. En utilisant le
fait que la transformée de Fourier d’une fonction polynomiale sur X (Ag) est & support
compact, on voit encore que pour aq suffisamment Py-antidominant, ce deuxiéme terme
est nul. Ainsi fg est bien a support compact.

Etudions la transformée de Fourier—Whittaker de fg et notons F) la fonction poly-
nomiale sur X (Ap) associée a celle-ci comme ci-dessus. D’abord tenant compte du fait
que fg est & support compact modulo Uy, le calcul se ramene, par 'utilisation du centre
de Bernstein au cas ou @ est polynomiale. Alors on peut se ramener & une intégrale
sur X (Ap), dans la définition de fg. Le calcul de la transformée de Fourier—Whittaker
est alors tres semblable a un calcul de Waldspurger dans sa preuve de la formule de
Plancherel pour les groupes [25], grace & notre introduction des sous-groupes paraboliques
semi-standard. Tenant compte des relations (1.2), on trouve (voir Théoréme 5) :

Fi(x) = a(x)al(x ")(x) + alx " Hb(x)P(x ).

Soit encore, en tenant compte de la définition de @ :

fo =alx HCOOF(X) +bO)CxHF(x ).

Tenant compte de (1.3), puis de la relation (1.4), on trouve finalement F = F}.

Le traitement de ce cas particulier nous a conduit & une reformulation du théoreme
principal ne faisant intervenir que les sous-groupes paraboliques anti-standard (voir le
corollaire du Théoreme 2).

Les sous-groupes paraboliques semi-standard sont utilisés dans les démonstrations
qui sont de ce fait proches des preuves de Waldspurger pour la formule de Plancherel
d’Harish-Chandra pour les groupes (voir [25]).

Outre le résultat principal, 'un des intéréts de ce travail est I'adaptation des techniques
de [25] aux fonctions de Whittaker. Au dela, il offre un cadre pour 1’étude de l'analyse
harmonique sur des espaces homogenes comme les espaces symétriques (voir par exemple
[13] pour le cas réel). Concernant ceux-ci, le calcul du terme constant des intégrales
d’Eisenstein semble étre I’'un des obstacles majeurs a surmonter.

Nous avons également inclus (voir Théoréme 9) une réponse positive & une conjec-
ture de Lapid et Mao (voir [17, Conjecture 3.5]) sur le spectre discret des fonctions de
Whittaker. Matringe (voir [18, Corollaire 3.1]), a obtenu indépendamment une réponse
positive a cette conjecture pour certains groupes. Nous avons obtenu un analogue de
cette conjecture de Lapid et Mao pour les représentations cuspidales (voir Théoréme 10).

2. Notations, définitions

2.1.

N

Voici un systéme de notations emprunté & [25] et [1]. Soit F' un corps local non
archimédien. On considere divers groupes algébriques définis sur F' et on utilisera des
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abus de terminologie du type suivant : «soit A un tore déployé » signifiera «soit A le
groupe des points sur F' d’un tore défini et déployé sur F'». Avec ces conventions, soit G
un groupe algébrique linéaire réductif et connexe. On fixe un tore déployé maximal, Ay,
de G et on note My son centralisateur dans G. On fixe Py un sous-groupe parabolique
minimal de G qui admet M, comme sous-groupe de Lévi. On notera Uy le radical unipo-
tent de Fy.

Si P est un sous-groupe parabolique de G, on dit que P est semi-standard (respective-
ment standard) si My C P (respectivement Py C P). Si P est semi-standard, il possede
un unique sous-groupe de Lévi, M, contenant M. On dit que M est un sous-groupe de
Lévi semi-standard.

L’expression « P = MU est un sous-groupe parabolique semi-standard de G » signifiera
que P est un tel sous-groupe, que M est son sous-groupe de Lévi semi-standard et que
U est son radical unipotent. On notera P~ = MU~ le sous-groupe parabolique opposé a
P de sous-groupe de Lévi M. Un sous-groupe parabolique semi-standard de G, P, sera
dit anti-standard si P~ est standard.

Si H est un groupe algébrique, on note Rat(H) le groupe des caracteres algébriques
de H définis sur F.

Si V est un espace vectoriel, on note V' son dual et, 8l est réel, on note V¢ son
complexifié.

On note Ag le plus grand tore déployé dans le centre de G. On note ag =
Homgz(Rat(G),R). La restriction des caractéres algébriques de G & A induit un iso-
morphisme :

Rat(G) ®z C ~ Rat(Ag) ®z C. (2.1)

On dispose de I’application canonique :
Hg: G — ag, (2.2)

définie par :
He@X) = |y(2)|p, x €@, x € Rat(Q), (2.3)

oll |-|  est la valuation normalisée de F'. Le noyau de Hg, qui est noté G, est I'intersection
des noyaux des caracteres de G de la forme |x|r, x € Rat(G). On notera X(G) =
Hom(G/G*,C*). C’est le groupe des caracteéres non ramifiés de G.

On a des notations similaires pour des sous-groupes de Lévi semi-standard. Si P est
un sous-groupe parabolique semi-standard de G, on notera ap = ap,, Hp = Hyp.
On note ayp = apy, Ho = Hp,. On note ag p, respectivement ag p, l'image de G,
respectivement Ag, par Hg. Alors G/G?! est un réseau isomorphe & ag,r. Soit M un sous-
groupe de Lévi semi-standard. Alors les inclusions Ag C Ayy C M C G déterminent un
morphisme surjectif ay; 7 — ag,F, respectivement un morphisme injectif ag r — a, r,
qui se prolonge de maniere unique en une application linéaire surjective entre a,; et ag,
respectivement injective entre ag et ays. La deuxieme application permet d’identifier ag
a un sous-espace de ays et le noyau de la premiere, a§;, vérifie :

ay = a$; @ ac. (2.4)
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Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard. On note X'(Aps) (respective-
ment X'(P)) Pensemble des racines de Aps dans Palgebre de Lie de G (respectivement P)
qui s’identifie & un sous-ensemble de a’;. On note A(P) I'ensemble des racines simples
de Y (P). Si a € ¥(Aypy), on note U, le sous-groupe radiciel de U correspondant & a. On
peut associer a tout o € X'(Ap) une coracine & € aps (voir [1, §3]).

(2.5) Soit A — x l'application (ay)c — X(G) — 1 qui, en utilisant la définition de ag
dans (1.1) avec Rat(G), associe & x ® s, le caractére g — |x(g)|°.

Le noyau est un réseau et cela définit sur X (G) une structure de variété algébrique
complexe pour laquelle X (G) ~ C*¢, ott d = dimg ag. Pour xy € X(G), soit A € aG.c
un élément se projetant sur x par lapplication (2.5). La partie réelle Re A € ag est
indépendante du choix de A. Nous la noterons Re x. Si x € Hom(G, C*), le caractere |x|
appartient & X (G). On pose Re y = Re|x|. De méme, si x € Hom(Ag, C*), le caractére
|x| se prolonge de fagon unique en un élément de X (G) & valeurs dans R**, que I’on note
encore |x| et on pose Re x = Re|x|.

Soit X (G)y := {x € X(G) | Re x = 0} l'ensemble des éléments unitaires de X (G).

Les notations ainsi définies s’appliquent a tous les sous-groupes de Lévi semi-standard
de G.

On choisit K un sous-groupe compact maximal de G, dont on suppose qu’il est le
fixateur d’un point spécial de 'appartement associé a Ay dans I'immeuble de G. Pour le
résultat suivant, voir [9, Proposition 1.4.4].

(2.6) 1I existe une suite décroissante de sous-groupes compacts ouverts de G, K,,, n € N,
telle que pour tout n € N*, H = H,, est normal dans K = Hgy et pour tout sous-groupe
parabolique standard de G, P, on a :

(1) H=Hy-HyHyouHy-=HNU ,Hy=HNM,Hy=HnNU.
(2) Pour tout a € Ay, = {a € Ay | |a(a)|lr < 1, a € X¥(P)}, aHya™* C Hy,
Cl_lHU—a C HU—.

(3) Le groupe H)y vérifie (1) et (2) relativement aux sous-groupes paraboliques de M
contenant Py N M.

(4) La suite H,, forme une base de voisinages de I'identité de I’élément neutre de G.

On dit que H possede une factorisation d’ Iwahori par rapport & (P, P~) si (1) et (2)
sont satisfaits.

2.2. Choix de mesures

On munit G d’une mesure de Haar, dg. Pour tout sous-groupe fermé, H, de GG, on note
dh une mesure de Haar a gauche sur H, dont le choix sera éventuellement spécifié et on
note dy la fonction module de H. Si K est un sous-groupe compact maximal de G, on
le munit de la mesure de Haar de masse totale 1.

Pour tout espace totalement discontinu Z, on note C°(Z) (respectivement C(Z),
respectivement C.(Z)) Pespace des fonctions localement constantes, & support compact

http://journals.cambridge.org Downloaded: 30 Jun 2016 IP address: 139.124.6.128



http://journals.cambridge.org

512 P. Delorme

(respectivement continues, respectivement continues a support compact) sur Z & valeurs
dans C.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Alors G = PK et
le groupe M N K vérifie relativement a M les mémes propriétés que K relativement
a G. Pour g € G, on choisit up(g) € U, mp(g9) € M, kp(g) € K, de sorte que g =
up(g)mp(g)kp(g). On note du~ la mesure de Haar sur U~ telle que :

dp(mp(u™))du” =1 (2.7)

U-
et de méme pour U. On note dk la mesure de Haar sur K de masse totale 1. Il existe une
unique mesure de Haar sur M, dm, telle que pour tout f € C.(G) on a (voir [25,1 (1.2)]) :

/f(g)dg:/ flumk)dp(m)~ dk dm du,
G UxMxK (2.8)

/ flg)dg = / fumu™)op(m) "t dudmdu™.
G UxMxU—

Soit f une fonction continue sur K et invariante & gauche par K N P. Alors (voir par
exemple [16, Chapitre V, §6, Conséquence 7], pour la version réelle) :

/ fy Ak = [ f(kp(um))op(mp(u™)) du, (2.9)
K U-—

ol l'intégrale du membre de droite est absolument convergente. En particulier si f est
une fonction continue sur G telle que f(umg) =dp(m)f(g), uce U, me M, g € G,

/f = [ fa)a, (2.10)

ou l'intégrale du membre de droite est absolument convergente.

On fixe la mesure de Haar de mase totale 1 sur Ag N K et sur X (Ag)y, qui s’identifie
au dual unitaire de Ag/Ag N K. On fixe sur Ag/Ag N K la mesure de Haar duale
de celle sur X(Ag)y. Des mesures ainsi choisies, on déduit une mesure sur Ag, notée
dac. L’homomorphisme de restriction détermine un morphisme surjectif de X (G), sur
X (Ag)y. On fixe sur X (G), une mesure de Haar telle que ce morphisme préserve locale-
ment les mesures de Haar choisies.

On choisit un ensemble de représentants dans K, WY, du quotient du normalisateur
de My dans G par son centralisateur, W&, qui existe parce que K est le fixateur d’un
point spécial de 'appartement associé a Agy. On le choisit de telle sorte qu’il contienne
I’élément neutre de G, qu’on notera 1g ou seulement 1 s’il n’y a pas de confusion.

(2.11) Si x € G et Y est une partie de G, on notera z.Y := {zyz~' | y € Y}. De méme
si H est un sous-groupe de G, et (o, F) est une représentation de H, on notera zo la
représentation de x.H dans xE := E définie par xzo(zhx~!) = o(h), h € H.

On rappelle que le dual d’un espace vectoriel V est noté V'. Si T est une application
linéaire entre deux espaces vectoriels complexes, on note T sa transposée. Si (o, F)
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est une représentation de H, on note o' la représentation de H dans E’ définie par
o'(h)=0o(h 1), h e H.
Pour toute application définie sur H, f, on note :

ARNI) = f(hR), (p(h)f)(W) = f(W'R), h,]' € H.

2.3. Représentations induites

Les représentations lisses de G et de ses sous-groupes fermés seront toujours a coeffi-
cients complexes.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. Si (o, E) est une
représentation lisse de M, on ’étend en une représentation de P triviale sur U. Soit
X € X(M). On note E, l'espace de la représentation o ® x, qu’on notera o,, et on
note igEX I’espace des fonctions v de G dans F, invariantes a droite par un sous-groupe
compact ouvert de G et telles que v(mug) = 6p(m)'/%c,(m)f(g) pour tout m € M,
u € U, g € G. On note i%(0,) la représentation de G dans i$E, par translations i
droite. On note if.fn xE Vespace des fonctions v de K dans E, invariantes & droite par
un sous-groupe compact ouvert de K et telles que f(pk) = o(p)f(k) pour tout k € K
et p € PN K. La restriction des fonctions & K détermine un isomorphisme de i§E,
sur & - E. On notera 1% (o, ) la représentation de G dans i% , F déduite de iG(o,)
par transport de structure. Cette représentation sera appelée la réalisation compacte de
ig(ax) dans cet espace indépendant de x. Si v € z‘f.meE, on note v, I’élément de igEX
dont la restriction a K est égale a v.

Si o est unitaire, on munit igm xF du produit scalaire défini par :

(v,0") = /K(v(k),v’(k))dk, v,v' € i K E. (2.12)

Alors, muni de ce produit scalaire, la représentation 7%(c,) est unitaire pour x unitaire
et par conséquent, par transport de structure, i%(o,) également. On a alors, grace i
(2.10) :

i) = [ (o). u))du (213)

Soit H C H’ deux sous-groupe fermés de G. Soit (6, V') une représentation de H. On note
indgle la représentation de H' par représentation réguliere droite dans I’espace indg/V
des fonctions v de H' dans V, invariantes & droite par un sous-groupe compact ouvert
de H’, & support compact modulo H, et telles que v(hh') = 6(h)v(h’) pour tout h € H
et h € H'.

On remarque que :

(2.14) si (x,C,) est une représentation lisse de dimension 1 de H’, (indg/9) ® x est
naturellement isomorphe a indg (0 ® X #), P'entrelacement étant donné par v — xv,
vE indg,V.
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On note Ho(H,V) le quotient de V par le sous-espace engendré par I’ensemble des
p(h)v —v, h € H, v € V. D’apres [6, Lemme 1.11], on a :

(2.15) si H est union de sous-groupes compacts, le foncteur qui 4 V' associe Hyo(H, V') est
exact.

On note C; ;61 le H-module de dimension 1 donné par &z, Alors, (voir [6,
Lemme 1.14 et Proposmon 1.15], oli, dans la preuve et les énoncés, les fonctlons modules
se sont égarées) :

(2.16) Ho(H', indg/V) est naturellement isomorphe a Ho(H,V & (CEH,&;)'

Explicitons ’isomorphisme, en supposant en outre H et H’ unimodulaires, ce qui
suffira & nos besoins. Si v € V on note p(v) son image dans Ho(H,V). Si v € ind V,
Papplication de H' dans Ho(H, V), b’ — p(v(h')) passe au quotient en une application
localement constante & support compact sur H\H’ et Pon a la propriété suivante.
(2.17) L’application

v p(v(h'))dn
H\H’

de indglV dans Hy(H, V') passe au quotient en un isomorphisme de Ho(H', indg,V) avec
Ho(H, V).

On remarque que, avec les notations précédentes :

%o =ind%(oc ® (51/2) (2.18)

2.4. Fonctions dépendant de représentations

Soit (m, V) une représentation lisse irréductible de G (respectivement lisse unitaire
irréductible). On rappelle que si x € X(G), 7, désigne la représentation 7 ® x. On notera
[(m, V)], ou simplement [r], la classe d’équivalence de m. Soit O = {[m,] | x € X(G)}
(respectivement O, = {[m,] | x € X(G)u}. Les orbites inertielles (respectivement
orbites inertielles unitaires) de représentations lisses irréductibles (respectivement uni-
taires irréductibles) sont par définition les ensembles du type O (respectivement O,,).

On note C (respectivement C,) la catégorie dont les objets sont les représentations
lisses (respectivement représentations lisses unitaires) de G équivalentes & l'une des
représentations m,, x € X(G) (respectivement X(G),) et dont les fleches sont les
entrelacements bijectifs (respectivement entrelacements unitaires). On appellera, par
abus de langage, objet de O (respectivement O,) les objets de C (respectivement C,,).

On veut définir les « fonctions sur O (respectivement O,) », relativement & un foncteur
¥ entre C (respectivement C,) et la catégorie des espaces vectoriels. Commengons par
donner une définition formelle, avant de lui donner un sens plus concret.

On note & la catégorie dont les objets sont les couples (E,e) ou F est un espace
vectoriel et e est un élément de E, avec les morphismes induits par les morphismes
d’espaces vectoriels. Une « fonction sur O (respectivement O, ) », ou «fonction sur O
(respectivement O,) & valeurs dans ¥ » est la donnée d’un foncteur @ de C (respectivement
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C.) dans & tel que, pour tout objet m; de O (respectivement O,,), ®(m1) est de la forme
(& (m1), ¢(m1)) et tel que, pour tout T morphisme de C (respectivement C, ), le morphisme
&(T) soit induits par ¥(T'). Dans toutes nos applications le foncteur ¥ sera tel que, si T" et
T" sont des isomorphismes entre deux objets de C (respectivement C,), ¥ (1) = ¥(1"). Par
exemple, cette propriété est vérifiée pour le foncteur qui & (1, V1) associe Home(V7, V7).
On suppose cette propriété vérifiée par ¥ dans la suite. Alors si T est un isomorphisme
(respectivement entrelacement unitaire) entre m et w2, on a la relation :

¢(m2) = ¥(T)g(m1). (2.19)

On vérifie aisément que la donnée de @ équivaut a la donnée d’une fonction qui a tout
x € X(G) (respectivement X (G),) associe f(rm ® x) € ¥(7m @ x) telle que si T est un
isomorphisme (respectivement entrelacement unitaire) entre 7 ® x et ™ ® x1 :

fOxa) =w(T)f(x)- (2.20)

Malgré son coté tres formel, U'intérét de notre définition est de montrer que ®(m) et
¢(m1) sont définis pour toute représentation m équivalente a l'une des représentations
Ty, X € X(G) (respectivement x € X (G)y).

En pratique on ne définit pas le foncteur ¥, qui est implicite, mais on définit ¢ ou f
et on vérifie la relation (2.19) (respectivement (2.20)). On écrira alors que cette relation
définit ¢ comme fonction sur O, ou, si I'on précise ¥, comme fonction sur O a valeurs
dans ¥.

Si pour tout m objet de O (respectivement O, ), 'espace ¥(m, ) s’identifie canonique-
ment & un espace E, indépendant de y. Définissons les fonctions polynomiales a valeur
dans ¥.

(2.21) La fonction sur O (respectivement O,) a valeurs dans ¥, ¢, est polynomiale si
pour tout o objet de O (respectivement O,), I'application x — ¢(my), x € X(G)
(respectivement X (G),), est a valeurs dans un sous-espace de dimension finie de E,
et polynomiale (respectivement se prolonge en une application polynomiale sur X (G)).
On notera Pol(O,¥) (respectivement Pol(Oy,¥)) l'espace vectoriel des fonctions poly-
nomiales sur O (respectivement O,) a valeurs dans ¥.

On définit de méme les applications rationnelles.

3. Terme constant de fonctions de Whittaker

Un homomorphisme, v, de Uy dans C* est un caractére lisse non dégénéré, si et seulement
si son noyau est ouvert et pour tout « élément de I’ensemble des racines simples de Ay
dans Py, A(F), la restriction de ¥ au sous-groupe radiciel (Up), est non triviale. On
fixe un tel caractere ¢ dans la suite.

Si (, E) est un module lisse pour Up, on notera (my-1, Ey-1) la représentation 7@ ~!
de Uy dans F.
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On note C*(Uyg\G, ) Vespace des fonctions f sur G, invariantes a droite par un
sous-groupe compact ouvert et telles que f(ug) = ¥ (u)f(g) pour g € G, u € Uy. On
note C°(Up\G, ) le sous-espace de C°(Up\G, 1)) formé des éléments de C°(Up\G, )
a support compact modulo Uy.

Soit (m, V') une représentation lisse de G. On note (7, V) la représentation de G dans
le dual lisse V de V. On note (7, V') la représentation contragrédiente de (m,V). On
note Wh(r) I'espace des formes linéaires £ sur V telles que 7/ (ug)& = 1~ (ug)¢ pour tout
ug € Uy. En d’autres termes :

Wh(r) = (Vy-1)'"°  ouencore Wh(n) = (Ho(Up,V @ Cy-1))', (3.1)

ou Hy désigne I'’homologie et C,,-1 désigne I'espace de la représentation de dimension 1
de Uy donnée par ¢p~1. On appelle les éléments de Wh(n) les fonctionnelles de Whittaker
de 7.

Si & € Wh(rm) et v € V, on note c¢ ,, le coefficient généralisé défini par :

cenl(g) = (& m(gv), g€G. (3.2)

Alors ¢, est un élément de C*°(Up\G, ).
On a le résultat suivant du & Bushnell et Henniart [8, Théoreme 4.2] (voir [14,
Théoréme 5.7] pour une autre preuve).

(3.3) Si (m,V) est de longueur finie, Wh(7) est de dimension finie.

Soit H un sous-groupe compact ouvert de G. On note ey la mesure de Haar normalisée
de H, qu’on regarde comme un élément de I'algebre de Hecke de G. On fera dans cette
partie référence & [14]. Il faut toutefois tenir compte, & chaque fois, de notre changement
de point de vue : relations de covariance a gauche et action a droite dans I'induction. On
note, pour € > 0,

Ag(e)={ac Ay ||afa)lr <&, a € A(Py)} et Ay = A (1).
Comme dans [14, Lemme 3.1], on établit la propriété suivante.

(3.4) Pour tout sous-groupe compact ouvert H de G, il existe un sous-groupe compact
ouvert H' tel que pour toute représentation lisse de G, (m, V), tout £ € Wh(r) et tout
v e VH on ait :

(& m(a)v) = (em & m(a)v), a€ Ay
olt ex € est 'élément de V' définit par (ep:&,v) == (&, m(eg)v), v € V.

En effet prenons H' comme dans (2.6), contenu dans H avec Hy,, C Ker. Soit h' € H'.

On écrit ' = umu™ avec u € Hy, , u™ € H{IO,, m € Hj, . Alors

(&, m(Ha)v) = (€, m(ama u"a)u).
Mais a~! € AJ normalise H{I, et H' fixe v. Donc

0
& m(ha)yw) = (& m(a)v), W €H' acA;.

Ce qui prouve (3.4).
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On rappelle (voir [14, Lemme 5.4]) la propriété suivante.

(3.5) Soit H un sous-groupe compact ouvert de G. Il existe C > 0 tel que, pour tout
f € C*(Up\G, ), invariante a droite par H, f(a) = 0 si |a®|p > C pour au moins un
élément o de A(F), i.e. pour a élément du complémentaire de Ay (C).

Rappelons la caractérisation du terme constant des éléments de C°(Up\G,¢) et des
fonctionnelles de Whittaker. Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de
G. Avec les notations ci-dessus, on note (wp, Vp) le produit tensoriel entre, d’une part
la représentation de M dans le quotient de V par le M-sous-module engendré par les
m(u)v—v, u € U, v € V, et d’autre part la représentation de M sur C donnée par 6;1 2
On appelle (rp, Vp) module de Jacquet normalisé de V relatif & P. On note, pour v € V,
jp(v) ou vp sa projection naturelle dans Vp.

Soit ©p lensemble des éléments de A(Py) qui sont racines de Ag dans 'algebre de Lie
de M. On note, pour € > 0 :

Ay (P<e):={ac Ay | |a(a)|lr <&, a € A(Fy) \ Op}.

D’apres [14, Théoreme 3.4, Remarque 3.5 et Proposition 3.6], on dispose d’une unique
application linéaire Wh(nw) — Wh(wp), & — jp-(§), notée aussi £ — &£p pour plus de
commodité, qui vérifie la propriété suivante.
(3.6) Pour tout sous-groupe compact ouvert H de G, il existe ey > 0, indépendant de
P, avec les propriétés suivantes.

Pour toute représentation lisse (w,V') et £ € Wh(r), on a :

572 (@) (€p, mp(a)op)p = (€, m(a)v), a€ Ay (P <ey), ve VI

Le terme constant le long de P d’un élément f de C*°(Up\G, 1) a été défini dans [14,
Définition 3]. C’est un élément fp de C>°(UyN M\ M, ). Il vérifie, pour tout f invariant
a droite par un sous-groupe compact ouvert H de G :

5% (a)fr(a) = fla), a€ Ay (P <eq). (3.7)

(3.8) L’application f +— fp est un morphisme de P-modules entre C*(Uy\G,)
et C°(Up N M\M,), ou P agit par représentation réguliére droite sur le premier
espace et M (respectivement U) agit par représentation réguliére droite tensorisée par
5},/ ? (respectivement trivialement) sur le second.

Soit (, V') une représentation lisse de G et £ € Wh(m). Avec les notations de (3.2), on
a:

(ngv)P = CEP,Upv v E V (39)
Lemme 1.

(i) Si(m, V) est une représentation lisse cuspidale de G, pour tout v € V, le coefficient
généralisé c¢ ,, est a support compact modulo I'action a gauche de UgAg sur G.

i1) On suppose ici ¢ unitaire. Si (7, V') est une représentation lisse et unitaire de G et
(i) pp : j
& € Wh(m), pour tout v € V, le coefficient généralisé c¢ ,, est borné en module sur

G.
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Démonstration. La partie (i) est donnée par [14, Théoréme 4.4 (ii)].

(ii) L’égalité G = Py K montre qu’il existe un ensemble fini, I, d’éléments de G tel que
G = UpApIK. Pour démontrer (i), il suffit donc de montrer que pour tout v € V, ¢,
est borné sur Ag. Mais si ag € Ay,

Cew(a0a) = e r(agyw(a), a€ Agp.

Tenant compte de (3.5), on voit que pour ag bien choisi, c¢ r(4,)» €st nul sur Ag \ Ag.
Ainsi, on est réduit a prouver que pour tout v € V, c¢, est borné sur A, . Mais cela
résulte de (3.4) et du fait que tout coefficient d’une représentation unitaire est borné. [

4. Fonctionnelles et intégrales de Jacquet

4.1. Sous-groupes paraboliques anti-standard

Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G. Soit (o, F) une
représentation lisse de M. On rappelle que pour x € X (M), la représentation (oy, Ey)
désigne la représentation (o ® x, E) de M. On note B(M) ou B, l'algebre des fonctions
régulieres sur X (M) : c’est lalgebre de fonctions sur X (M) engendrée par les applica-
tions b,,, m € M, définies par b,,(x) := x(m), x € X(M). On définit également une
structure de (M, B)-module sur Ep = E ® B en faisant agir B par multiplication sur le
deuxiéme facteur et m € M par le produit tensoriel de o(m) avec la multiplication par
I’élément b,, de B.
Soit encore :
op(m)(e ®b) = (c(m)e) @ b,db, e€ E, be B.

On étend l'action de M a P en la prenant triviale sur U.

On notera e a la place de x ou B. On considere (iga.,igE.) On notera aussi I, au
lieu de igE. qui est un (G, B)-module.

Les points (i) & (iv) du théoréme suivant sont dus & Rodier [20] et Casselman et
Shalika [10] (voir aussi [23, Proposition 3.1]). Nous en donnons une preuve qui permet
de montrer la polynomialité du point (v).

Théoréme 1.

(i) On note Jo = {v € I, | v est asupport contenu dans PUy} qui est un sous-
Uo-module lisse de I,. Alors Hy(Uy, Je @ Cy-1) est naturellement isomorphe a
Ho(MNUy, E®Cy-1) sieest égal a x, et a Ho(M NUy, E®Cy-1) ® B comme
B-module si e est égal a B.

(i) Passant au dual, cela détermine un isomorphisme entre Wh(o) et Wh(J,), n —
§(P, Oxs1)-
La restriction des éléments de J, a Uy sont a support compact modulo Uy N M.
Alors on a :

(P, o), ) = / (o)) L duT, v e Jy.

http://journals.cambridge.org Downloaded: 30 Jun 2016 IP address: 139.124.6.128



http://journals.cambridge.org

Théoréme de Paley—Wiener 519

(iii) L’injection naturelle de Jo dans I, détermine un isomorphisme :

Ho(Uo, Jo ® C¢_1) ~ Ho(Uo,I. ® C¢_1)'

(iv) Passant aux duaux dans (iii) et tenant compte de (ii), on dispose d’un isomorph-
isme :
Wh(o) — Wh(i%o,)
qu’on note :
1= &(P, oy, n).

La restriction de £(P,oy,n) a Jy, est égale a £°(P, oy, n) et elle détermine entiére-
ment £(P, oy, ).

(v) On dispose de la réalisation compacte de igax dans un espace indépendant de ¥,
I. On note £(P,oy,n) la forme linéaire obtenue sur I déduite de (P, oy, n) par
transport de structure. Alors pour tout v € I, I'application x — (£(P,0y,n),v)
est une fonction polynomiale sur X (M), i.e. un élément de B. En d’autres termes,
pour tout v € I, notant pour x € X(M), v, I'élément de I, dont la restriction a

K est égale a v, 'application x + (£(P, 0y, 1), vy) définit un élément de B.

Démonstration. On commence par étudier I, comme Uy-module. D’apres la décom-
position de Bruhat, il n’y a qu'un un nombre fini de (P, Uy)-doubles classes et on peut
choisir un ensemble de représentants de celles-ci dans WY, 2 = {zg,z1,...,7,}, con-
tenant 1. On introduit les ensembles Oy = PUy C O; C --- C O,, = G tels que O0;41\0; =
Pz;11Uy. Un bon choix de l'ordre des x; permet de supposer les O; ouverts. On note
I, ={vel,|suppv C O;} de sorte que Iy = Jo et {0} C [y Cc [, C---C I, =1, On
montre (voir par exemple [6, Proposition 1.17] ; voir aussi [5, Théoreme 5.2]) que :

LI~ indggmm.pxiao\Ugﬂer
ou, pour ¢ =0,...,n, x;0, est la représentation de z; - P dans FE, définie par :
xia.(xiprl) =o04(p), pEP
(4.1)
Remarquons que notre définition des induites paraboliques différe de celle de [6] (voir
(2.18)). Cela implique qu’il devrait plutot apparaitre ¢ = o ® 6113/ ? au lieu de o dans
le second membre de la derniere équation. Mais 5}3/ % gtant triviale sur les sous-groupes
compacts et Uy N x; - P étant réunion de tels sous-groupes, on peut ignorer ce facteur.
Ce qui précede montre en particulier la propriété suivante.

(4.2) La restriction des fonctions a Uy détermine un isomorphisme de Up-modules entre
Jo et indp?p(E,).

Comme Uj et ses sous-groupes fermés sont réunion de sous-groupes compacts, ils sont
unimodulaires. Le lemme de Shapiro (voir (2.17)) et (2.14) impliquent donc la propriété
suivante.

(4.3) II existe un isomorphisme canonique T' entre Hy(Up, Jo @ Cy-1) et Hy(UgN P, Eq ®
Cy-1).
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Mais Uy N P = Uy N M car P est anti-standard. D’autre part si x € X(M) et ug €
Uo N M, x(up) =1 et by, = 1. On en déduit (i) immédiatement.

Pour (ii), Passertion sur le support des restrictions des éléments de J & Uy résulte de
Pexplicitation de (4.2). Il en résulte que l'intégrale de (ii) est bien définie, et qu’elle
définit un élément de Wh(J, ). On remarque que (Uy N M )\Uy s’identifie canoniquement
a U~ . L’explicitation de Iisomorphisme de (i), grace & (2.14), (2.17), (4.2), conduit & (ii).

Maintenant on choisit x = x; avec ¢ > 0. On pose Py =x- P, My =z - M, x1 = X,
etc. On note (E;)e I'espace de (01)e := 20,. On veut calculer Ho(Up, I;/1;—1 ® Cy-1).
D’apres (2.17) et (4.1), cet espace est isomorphe & Ho(UgN Py, (E1)e ® Cy-1). Comme x;
normalise My, P; est un sous-groupe parabolique semi-standard de G et Uy N Py est égal
a (UpNMy)(UyNUy). Alors, d’apres [6, Proposition 1.12], Ho(Uy NP1, (E1)e ® Cy-1) est
isomorphe a HO(UQ N My, H()(Uo NUq, (El). ® (wal)).

Montrons que Ho(UyNUy, (£1)e ®Cy-1) est réduit & zéro. L’action de Uy étant triviale
sur (E1)., on est réduit & prouver que

Hy(Uy N Uy, Cyor) = {0} (4.4)

Comme xz = x; avec ¢ > 0, UgP; n’est pas ouvert et en particulier P; n’est pas anti-
standard. Montrons qu’il existe o € A(P,) telle que (Up), soit contenu dans Up. Si
c’était faux, tous les (Up), seraient contenus dans Py, donc P, contiendrait Uy, ce qui
voudrait dire que P; est standard, donc que P; est anti-standard. On a donc prouvé
notre affirmation. Ceci prouve que la restriction de ¥ a UyNU; est non triviale. L’assertion
(4.4) en résulte immédiatement en utilisant la définition. On a donc montré que pour
tout i > 0, Ho(Up, I;/I;—1 ® Cy-1) est nul.

Par ailleurs, Uy étant réunion de sous-groupes compacts ouverts, le foncteur qui, a tout
Up-module lisse V', associe Ho(Up, V & Cy-1) est exact (voir (2.15)). Alors, un argument
de suite exacte montre (iii).

La partie (iv) est obtenue par passage au dual dans (iii).

On va prouver (v) essentiellement comme dans [6, Théoreme 2.8 (iv)]. A l'aide de
(i) et (iii), on voit que Homp(Ho(Up,Ip ® Cy-1), B) est canoniquement isomorphe a
Homp(Ho(UgNM,E®Cy-1)® B, B). An € Wh(o), il correspond un unique élément de
cet espace qui a e®b € Ho(UyNM, E®Cy-1)® B associe 71(e)b € B. On note {(P,op,n)
I’élément correspondant de Homp(Hy(Uy, Ig), B) dans I'isomorphime ci-dessus.

Pour tout B-module, ou morphisme de B-modules, on dispose de la spécialisation en
tout élément y de X (M), qu'on note avec x en un indice inférieur. Le spécialisé de Ip
est I,,, notamment. Montrons que le spécialisé en x de £(P, op,n) est {(P,o,,n). D’apres
le point (iii), il suffit pour prouver cette égalité, d’étudier la restriction de ces formes
linéaires & J,. On conclut en explicitant les isomorphismes grace a (i) et (ii).

La réalisation compacte de I'p se fait dans l'espace I ® B. Siv € I, {(P,op,n)(v® 1)
est un élément de B dont la valeur en x est égale a {(P,o,,n)(v), d’apres ce que 'on
vient de voir. Cela prouve (v). O
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Proposition 1. On suppose o unitaire. Soit n € Wh(o).
Six € X(M) est tel que Re(XcS;l/Z) soit strictement P-dominant, pour tout v € I,
on a I’égalité :
EPrn®) = [ (ot )o) e,

P'intégrale étant absolument convergente.

Démonstration. Etudions la convergence de l'intégrale. On écrit
u” =u(uT)m(u)k(u™) avecu(u”) €U, m(u~)e M, k(u™) € K.

Alors
[, v(u™))] = [x(m(u™))8E > (m(u)) (.o (m(u™)u(ku™)))].

Lorsque u~ varie, v(k(u™)) ne prend qu’un nombre fini de valeurs dans E. Par ailleurs,
pour tout e € E, la fonction sur M, m — (n,o(m)e) est bornée d’apres le Lemme 1.
Donc il existe C' > 0 tel que

_ —\y51/2 _ _ _
[(n, v(u))| < Clx(m(u™))og > (m(u))], u” €U
D’apres 'hypothese sur x et [24, Lemme 4.3.1], il existe une constante C’ > 0 telle que :
X(m(u™))| < '8¢5 (m(u™)), = €U

Comme Dintégrale [, dp(m(u~))du~ est convergente (voir (2.7)), on en déduit la con-
vergence absolue de 'intégrale étudiée. Le deuxieme membre de 1’égalité a montrer définit,
lorsque v varie, une fonctionnelle de Whittaker sur I, comme le montre de simples
changement de variables, en étudiant séparément la transformation selon Uy " M et U~
de cette forme linéaire. Celle-ci possede les propriétés caractéristiques de (P, oy, 1) (voir
Théoreme 1 (i) et (ii)). La proposition en résulte. O

Remarque 1. Soit (U, ) une suite croissante de sous-groupes compacts ouverts de U~
dont la réunion est égale & U~. Soit v € % o E et pour tout x € X (M), soit v, I'élément
de I, dont la restriction & K est égale a v. D’apres [22, Proposition 3.2], il existe ng € N
tel que pour tout x € X (M), l'intégrale

| o) e

ne dépend pas de n > nyg.

Proposition 2. Soit P un sous-groupe parabolique anti-standard de G.
(i) Soit O lorbite inertielle d’une représentation lisse irréductible de M. Si (o, E) est
un objet de O et n € Wh(o), on définit £&(P,o,n) en identifiant 0 & o ® 1, ou

1 désigne ici le caractére trivial de M. La correspondance n — &(P,o,n) est une
application linéaire bijective entre Wh(o) et Wh(iGo), que I'on note ¢(o).

http://journals.cambridge.org Downloaded: 30 Jun 2016 IP address: 139.124.6.128



http://journals.cambridge.org

522 P. Delorme

Soit (o, F) et (01, E1) deux objets de O équivalents. Soit T: E — E; un opérateur
d’entrelacement bijectif entre o et oy. La transposée de T, T*, détermine une
bijection notée encore T®, de Wh(oy) sur Wh(cs). On note ind T, l'opérateur
d’entrelacement induit par T entre i%o et i%o1, qui est simplement la composi-

tion des applications de G dans E avec T. Alors on a :
E(Pa 01, 771) = E(P, g, Ttnl) © (ind T)ilv m e Wh(al) (45)

Cela définit ¢ comme fonction sur O & valeurs dans Hom(Wh(-), Wh(i§)()), noté
aussi Hom(Wh, Wh(i$)) (voir (2.19)).

(ii) En particulier, on a la propriété suivante.

(4.6) Si 01 = mo avec m € M N K, DPapplication T = o(m~!) entrelace o et
o1, Tt = o’(m) est une bijection de Wh(oy) sur Wh(c). De plus indT est la
multiplication par o(m™'), donc est égal & A\(m) (voir (2.11) pour les notations),
car 511;,/2 est égale a 1 sur les éléments de M N K. La formule ci-dessus se lit donc
dans ce cas :

g(Pa mo, 771) = g(P, ag, U/<m)771) o )\(m_1>7 m € Wh(01)7

ou bien

E(P,mo, o’ (m™ 1)) =&(P,a,n) o A(m™"), n € Wh(o).

Démonstration. Cela résulte de la caractérisation de £(P, o, 1) donnée par le Théoréme
1(iv). O

Soit (o, E) un objet de O et e € E. Soit H un sous-groupe compact ouvert de G
contenu dans K possédant une factorisation d’Twahori par rapport a (P, P~) (voir (2.6))
et tel que e soit invariant par Hp;. On suppose en outre que H est assez petit, de sorte

que Hy - soit contenu dans Kerty. On définit une application de G dans F, fu(f H par :

sz(uth_) = 5},/2(m)o(m)e sihy- € Hy- et me M, ue U, (4.7)
vl (g)=0 sig¢ PH=PHy-. '

Comme e est Hys-invariant, v£ “H est invariante & droite par H. C’est un élément de igE
et méme de Ji, avec les notations du Théoreme 1. On remarque que :

pour x € X (M), la restriction de vﬁfi a K ne dépend pas de x. (4.8)

Notons

vol(Hy-) = / du™

Hy -
ol du~ est la mesure de Haar sur U~ choisie en (2.7). En utilisant le Théoréme 1 (ii)

et (iv), on voit que :
(€(P.o,m),vl,T) = vol(Hy-)(n,e), (4.9)
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Lemme 2 (induction par étage pour les fonctionnelles de Jacquet). Soit
P, = MUy un sous-groupe parabolique de G contenant le sous-groupe parabolique
anti-standard P. On note (o1, F1) = (igﬁ]Mla,inglE). On identifie io & i§ o1. Alors

sin € Wh(o), n1 :=&(P N My, o,n) est un élément de Wh(oq) et on a :

f(Pa ag, 77) = £(P130—17771)'

Démonstration. D’apres le Théoreme 1 (iv) et (ii), il suffit de voir que pour tout v €
igE a support dans PU~ on a :

<€(P>U’77)7’U> :<£(P1701>771)7U1>7 (410)

ou vy est I’élément de i}CiEl correspondant a v dans 'identification de z'gE a igl Fy. Le
premier membre de I'égalité & démontrer est donné par le Théoréme 1 (ii) et (iv) :

<€(P70777)7U> = \/Ui <777U(U7)>¢71(U7)71 du™.

De méme vy est a support dans PiU; = P1Uy. Cela permet de calculer le deuxieme
membre :
(&(Pr,o1,m),v1) =/ (s o1 (uy )~ (ug) ™ duy
Ur
Mais vy (u] ), comme élément de Fy = @'%ﬁMlE est & support dans (P N M;)(U™ N My).
En utilisant & nouveau le Théoreme 1 (ii) et (iv), on exprime (n;,v1(u; )). Le théoreme
de Fubini permet de conclure a I’égalité (4.10). O

4.2. Sous-groupes paraboliques semi-standard

On rappelle que W désigne un ensemble de représentants dans K du groupe de
Weyl, W&, de G par rapport a M. Si M est un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe
parabolique semi-standard de G, P, on note WM™ = W% N M qui est un ensemble de
représentants dans M de WM. La longueur des éléments de W& est déterminée par le
choix de Py.

On suppose en outre ici P anti-standard. Il existe un ensemble de représentants de
WE /WM Wy, dans W& tel que l'on ait la propriété suivante (voir [27, Proposi-
tion 1.1.2.13]).

M avec wyr € War, wM € WM,

et tel que la longueur de w soit égale & la somme des Iongueurs de wy; et w™.

(4.11) Tout élément w de W s’écrive sous la forme wprw

(4.12) Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G. On notera wp ou
parfois seulement w, s’il n’y a pas d’ambiguité, I’élément wp de G tel que w;l cwe,
P’ := wp - P soit anti-standard et tel que w;l représente I'élément du groupe de Weyl de
longueur minimum dans wISIWM/ = V_VMwIZI. L’unicité de wp résulte du fait que deux
sous-groupes paraboliques anti-standard de G conjugués sont égaux.
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Alors, avec les notations de (2.11), wp - M est le sous-groupe de Lévi de wp - P.

Soit (o, F) une représentation lisse de M et w € WE. On dispose de I’isomorphisme
Aw): iGE ~ i% pwE entre les représentations iGo et i€ pwo qui & v associe vy, ot
vw(g) = v(wlg) pour ¢ € G. Notons, que comme w € K, pour v € i . E et tout
X € X (M), la restriction de A(w)v, & K est égale & A(w)v. On voit aussi que si o est
unitaire, A(w) est unitaire.

Définition 1. On définit :

Wh(P, o) := Wh(wpo),
&(P,o,n) :=&(wp - Pywpo,n) o Mwp), n € Wh(P,o).

Alors on a les propriétés suivantes.
(4.13) L’application 1 + &(P,o,n) est une bijection entre Wh(P,o) et Wh(i%o)
(c GEEY).
(4.14) Pour tout v € i E, Iapplication x + (&(P,oy,n),vy) est polynomiale en
X € X (M), o1 v, est I'élément de I'espace de i%a,, dont la restriction a K est égale a v.

En effet cela résulte de la Définition 1 et du Théoréme 1 (iv).

Soit (o, F) et (o1, Fy) des représentations lisses équivalentes de M. Soit T: E — E;
un opérateur d’entrelacement bijectif entre o et o;. Comme T entrelace aussi wpo et
wpoy, la transposée de T', T* détermine une bijection, notée encore T, de Wh(P, o) sur
Wh(P, o). Alors, on déduit de la Définition 1 et de la Proposition 2 que :

E(Poy,m) =E&(P,o,TP) o (indT)™Y, € Wh(P,01). (4.15)

Reformulons la Définition 1 en posant s = wl_,l, Q = wp - P, de sorte que @ est anti-
standard et P = s- @, et en changeant o en so.

(4.16) Si Q) est un sous-groupe parabolique anti-standard de G, de sous-groupe de Lévi
Mg, et sis € W& est de longueur minimum dans sW™e | on a :

Wh(s- @, so) = Wh(Q, o),
(s Q,s0,m) = £(Q,0,m) 0 AM(s ™).

4.3. Intégrales de Jacquet

Définition 2. Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et (o, E)
une représentation lisse de M. Avec les notations précédentes, on définit une application
linéaire de Wh(P,0) ® i E dans C*®°(Ug\G, ), ¢ — ES (0, ¢) par :

Eg(UaU ® U)(g) = <£(P’ g, n)’iga(g)v>a vE iIGDEv ne Wh(P7 U)'

On notera, pour ¢ € Wh(P,0) ® i3E, ES(¢) au lieu de E§(0, ¢).
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On déduit de (4.14) la propriété suivante.

(4.17) Si x € X(M), v € i¥_po, on rappelle que v, est I'édlément de i%o, dont la
restriction a K est v.

Alors, pour tout g € G et n € Wh(P, o), Iapplication x — E§(0,,1n ® v,)(g) est
polynomiale en xy € X(M).

5. Fonctionnelles de Jacquet et intégrales d’entrelacement

5.1. Intégrales d’entrelacement

Soit P = MU, P' = MU’ deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G de sous-
groupe de Lévi M. Soit O Dorbite inertielle d’une représentation lisse irréductible de
M.

(5.1) II existe une fonction rationnelle définie sur O, A(P',P,-) a valeurs dans

Homg (i%.,i%,.) avec les propriétés suivantes :

e pour tout (o, E) objet de O, il existe R € R tel que pour tout x € X (M) vérifiant
(Rex,a) > R pour tout « € X(P)N X (P'~) on ait :

(AP Po@.o = [ el ve iy, eck
ﬂ i i

lintégrale étant absolument convergente;
e si o est tempérée, on peut prendre R = 0 (voir [25, Proposition 1V.2.1]).

La rationalité s’entend dans le sens suivant.
(5.2) 1l existe une fonction polynéme sur X (M) non nulle, b, telle que pour tout
v e ingV, Dapplication qui & x € X (M) satisfaisant la condition ci-dessus associe
la restriction a K de b(x)A(P’,P,oy)(vy) est a valeurs dans un espace vectoriel de
dimension finie de % E et se prolonge de fagon polynomiale en x € X (M) (voir [25,
Théoréme IV.1.1]).

1l existe une application rationnelle sur O a valeurs dans C, j, telle que pour tout sous-
groupe parabolique semi-standard de G, P, de sous-groupe de Lévi M, on ait la propriété
suivante (voir [25, IV.3(1)] et [21, Théoréme 3.2] pour le théoréeme d’irréductibilité
générique).

(5.3) Pour o objet de O tel que A(P,P~,0)A(P~, P,o) soit défini, cet opérateur est
Phomothétie de rapport j(o).

On a la propriété suivante (voir [25, IV.3 (3)]).
(5.4) Siw € WY, j(wo) = j(o).
De plus I'assertion suivante est vraie (voir [25, IV.3(6)]).

(5.5) j est non identiquement nulle sur O si o est de carré intégrable, i.e. si elle est
unitaire et ses coefficients lisses sont de carré intégrable modulo le centre de M.

http://journals.cambridge.org Downloaded: 30 Jun 2016 IP address: 139.124.6.128



http://journals.cambridge.org

526 P. Delorme

D’autre part, on obtient facilement un analogue de [25, IV.1 (11)] pour les adjoints des
intégrales d’entrelacement. Cela conduit & un analogue de [25, IV.3 (2)] que 'on exprime
sous la forme suivante :

(5.6) Le nombre j(o) est réel si o est unitaire.

Si « est un élément de 'ensemble Xyoq(P) des racines réduites de X(P), on note A,
la composante neutre du noyau de « dans Ajp; et M, le centralisateur de A,. On note
Ja(o) le terme analogue & j(o) obtenu en remplagant G par M,,.

D’apres [25, IV.3 (4)], si P, P, P” sont des sous-groupes paraboliques semi-standard
de G de sous-groupe de Lévi M, on a ’égalité de fonctions rationnelles sur O :

A(P",P',0)A(P',P,o)=j(P" P Po)A(P" Po),
ou j(P",P', P,o) est le produit des j, (o) pour @ € Xyeq(P) N Xyea(P") N Xrea(P'7).
(5.7)

On a aussi, pour o de carré intégrable la propriété suivante (voir (5.5) et [25,
IV.1(13)).

(5.8) Pour o € Xyeq(P), les points ou I'application rationnelle sur X (M), x — ja(0y), a
un poéle ou un zéro sont de la forme x = x avec A élément d’un nombre fini d’hyperplans
de (da)y;)c de la forme (A, &) = c.

Les points ot I'application rationnelle sur X (M), x — A(P’, P,oy) a un péle ou bien
ot A(P', P,oy) n’est pas inversible sont de la forme x = x avec A élément d’un nombre
fini d’hyperplans de (a)y;)c de la forme (X, &) = ¢, avec a« € X(P') N X(P7).

Par transport de structure, on a, pour x € G, normalisant My :

Nz)A(P',P,o) = A(z - P',x - P,xo)\(z) (5.9)
et :

si a est une racine réduite de Z(P) et w € W, on a : ju(0) = juwa(wo). (5.10)

5.2. Matrices B

Proposition 3.

(i) Soit O Torbite inertielle d’une représentation lisse irréductible de M. Il existe
une unique application rationnelle définie sur O, B(P,P’,-) a valeurs dans
Homc(Wh(P’,-), Wh(P,)) telle que I'on ait 1’égalité de fonctions rationnelles sur
O:

&(P',o,m)0 A(P',P,0) =&(P,o, B(P,P',o)n), ne€Wh(P, o).

(ii) La rationalité a ici le sens suivant.

e Soit o un objet de O. Pour tout x € X(M), Wh(P,o,) = Wh(P,0), et,
avec les notations de (5.2), pour tout n € Wh(P’,0), la fonction x —

b(x)B(P, P',0,)n est une fonction polynomiale sur X(M) & valeurs dans
Wh(P, o).
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La relation qui définit B(P', P,o) comme fonction sur O est la suivante.

e Soit (0,E), (01,E1) deux objets de O équivalents et T un entrelacement
bijectif entre o et oy. La transposée de T, T", détermine une bijection entre
Wh(P,o1) et Wh(P,0) d’une part, Wh(P’,01) et Wh(P’, o) d’autre part et
Pon a :

B(P, P o)) = (T")"'B(P, P, o)T".

(ili) La fonction rationnelle sur X (M), x — B(P, P’,0,) n’a de péles qu’en des points
ou lapplication x — A(P’, P,o,) a un pdle.

Démonstration. Soit (o, E) un objet de O. Soit b comme dans (5.2). D’apres le
Théoréme 1 (iv), on a :

pour tout n € Wh(P’, o), il existe un unique 6(x) € Wh(P, o) tel que :
§(P",oy,m) o (B(X)A(P', P,oy)) = £(P, oy, 0(x)).  (5.11)

Montrons que I'application x — 6(x) est polynomiale en x € X (M). Soit w comme en
(4.12), de sorte que w - P est anti-standard et Wh(P, o) est égal & Wh(wo). 1l s’agit de
montrer que :

pour tout e € w- E = E, (6(x), e) dépend polynomialement de xy € X(M). (5.12)
Avec les notations de (4.7) et (4.9), olt on change o en wo, on a :

(0(x), €) = vol(Hy.ir- ) " (E(w - Pywory, 0(x)), v, ).

Mais la Définition 1 montre que :

§(P,0x,0(x)) = &(w - Pyway, 6(x)) o Aw).

Donc
(0(x), €) = vol(Hy.r— )~ (E(P, 0y, 0(x)), Mw ™ o0,

Comme w € K, on déduit de (4.8) que la restriction a K de )\(w_l)vf‘u’[’,i’g est indépen-
dante de x € X(M). Alors (5.11) permet d’exprimer (0(x),e) a l'aide de {(P’, 0y, n).
L’assertion (5.12) résulte de (5.2) et des propriétés des fonctionnelles de Jacquet (voir
Théoreme 1 (v)).

On vérifie, grace & la définition de Wh(P, 1) et Wh(P, o), que T* détermine bien un
isomorphisme entre ces deux espaces et de méme pour P’.

On pose B(P', P, )n := b(x) " *0(x). On voit grace & I'unicité dans (5.11) et & (5.12)
que cela définit bien une fonction rationnelle sur O, en utilisant par exemple (2.20), et
qui a toutes les propriétés voulues. Ceci prouve (ii).

Prouvons (iii). Si A(P’, P,oy) n’a pas de pole en xo, pour tout v € i% . p, Papplication
(&(P,oy, B(P, P',0y))n,vy) est également sans pole en xo. Mais il résulte de la
Définition 1 et (4.9), que ceci suffit & assurer que B(P, P’, 0 )n n’a pas de péle en xo. O
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5.3. Induction par étage pour les matrices B

Proposition 4. Soit P = MU, P’ = MU’ deux sous-groupes paraboliques semi-
standard de G de méme sous-groupe de Lévi, contenus dans un méme sous-groupe
parabolique anti-standard de G, P, = M U;. Soit O lorbite inertielle d’une représen-
tation lisse irréductible de M et (o, E) un objet de O. Alors :

(i) Wh(M; N P,o) =Wh(P,0), Wh(M; NP ,0) = Wh(P,0) ;
(ii) on a I’égalité de fonctions rationnelles sur O :

B(P,P',0c) = B(PN M, P nM,0).

Démonstration. (i) On utilise les notations de (4.12), qu’on utilise aussi pour M.
Comme WMt est contenu dans W et que P; est anti-standard, il résulte des définitions
que :

Wp = WpAM,, WP = WP'AM; -

Joint & (4.12), ceci prouve la premiere égalité de (i). On prouve la deuxiéme égalité de
maniere identique. Ceci prouve (i).

Prouvons (ii). Par rationalité, il suffit de prouver I’égalité lorsque T'= A(P’' N My, PN
M, 0) est bijectif. Soit ' € Wh(P’,0) et calculons & = £(P, 0, B(P, P',0)n). On a, par
définition des matrices B :

g = g(P/70.7 T]’) o A(P/7P7 U)'

On identifie, grace a l'induction par étages, iIGDJ avec i%o* et ig,o avec igl oy, ol
_ M,

0" =iphy,0 et ol = i%llia. Alors, d’apres [25, IV.1(14)] :
A(P',P,o) =indT.

On utilise la Définition 1, puis on applique le Lemme 2 & wps - P et wpro, et a nouveau
la Définition 1 pour Mj et le fait que wpr € M7 pour voir que :

§(P on) = &(Pr, 07, §(P' NV My, 0,m)). (5.13)
Joint & ce qui précede et & (4.5), on en déduit :
§=¢&(Pr,o” , T(P' N My, 0,1')).
Mais par définition de T et des matrices B, on a :
T'¢(P' N My,0,7') = &P N M, B(PN M, P NnM,o)n).
Finalement on a prouvé :
&(P,o,B(P,P' o)) =&P,o, BBPNMP N My,o)n).

D’ou l'on déduit (ii). O
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5.4. Equation fonctionnelle des intégrales de Jacquet

Lemme 3.

(i) Soit O lorbite inertielle d’une représentation lisse irréductible de M. Avec les
notations de la Définition 2, soit (o, E) un objet de O. Soit P = MU, P’ = MU’
deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G de sous-groupe de Lévi M. On
a 'égalité de fonctions rationnelles sur X (M) :

Eg(J7B(P7 P/>UX)77®UX)(9) = Eg,(a,n®A(P’7P, a3 )0x)(9)s
v € ik E, n€ Wh(P', o).

(ii) Avec les notations de (4.12), on a I’égalité :

ES(o,n@v) = EgP‘P(wpa,n @ Mwp)v), v €iSE, n€ Wh(P,o).

(iii) On suppose que P est anti-standard. Si (o1, FE7) est une représentation de M
équivalente a (o, E) et, si T est un opérateur d’entrelacement bijectif entre o et
o1, on a, avec les notations de la Proposition 2 :

ES(0,T'm ®@v) = ES(01,m @ (indT)v), v € il xE, n€ Wh(ay).

Démonstration. Le point (i) est une conséquence immédiate de la définition des
intégrales de Jacquet (Définition 2) et de celle des matrices B (Proposition 3).

Le point (ii) résulte de (4.12) et de la définition des intégrales de Jacquet.
Le point (iii) résulte de la Proposition 2. O

6. Enoncé du théoréme principal

6.1. Formes sesquilinéaires
Hypothése supplémentaire: on suppose désormais que 1 est en outre unitaire

Si F est un espace vectoriel complexe, on note E I’espace vectoriel conjugué : c’est le
méme groupe additif, mais la multiplication par les scalaires est conjuguée. Soit (7, V)
une représentation lisse de G. On rappelle qu’on note (7, V) sa contragrédiente lisse.
On note (7, V) la représentation conjuguée et (7*,V*) la représentation (7, V). Notez
que V s'identifie naturellement & l'espace des formes antilinéaires sur V fixées par un
sous-groupe compact ouvert de G.

Dans la suite produit scalaire voudra dire produit scalaire linéaire dans la premiere
variable et antilinéaire dans la seconde. Si 7w est unitaire, i.e. muni d’un produit scalaire
invariant, V* s’identifie naturellement & V, par 'application v +— (v,-) et 7 & 7. Si x est
un élément de X (G) on note x ! son inverse et y son complexe conjugué. Alors (7 ® x)*
est naturellement isomorphe & 7* ® Y~ !. Soit O I'orbite inertielle d’une représentation
unitaire irréductible lisse de G. Si (7, V') est un objet de O, on déduit de ce qui précede
que (7*,V™*) est aussi un objet de O.
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Une représentation lisse irréductible de G est dite cuspidale si ses coefficients lisses
sont & support compact modulo le centre de G.
On a la propriété suivante.

(6.1) Dans l'orbite inertielle © d’une représentation cuspidale lisse irréductible, il existe
une représentation unitaire.

Lemme 4. On suppose que (w,V) est une représentation lisse, cuspidale, unitaire et
irréductible de G. Alors :

(i) il existe un unique produit scalaire hermitien sur Wh(r) tel que :
/ cev(g)ce v (9)dg = (§,8) (v, ), & € Wh(nm), v,v" €V,
AcUo\G

ot la fonction sous le signe intégrale est a support compact d’apreés le Lemme 1 (i) ;

(ii) si x est un caractére unitaire non ramifié de G, le produit scalaire sur Wh(m, ) =
Wh(r), ne dépend pas de x ;

(iii) si T est un opérateur d’entrelacement unitaire avec une autre représentation cus-
pidale de G, (w1, V1), I'opérateur T® détermine un opérateur unitaire entre Wh(r)
et Wh(ﬂ'l)

Démonstration. (i) Il s’agit d’une simple application du Lemme de Schur.
Le point (ii) résulte immédiatement de la caractérisation du produit scalaire.

Le point (iii) est immédiat. O

On appliquera ces notations aux sous-groupes de Lévi de G.

6.2. Transformée de Fourier—Whittaker

Proposition 5.

(i) Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et O lorbite iner-
tielle d’une représentation lisse unitaire irréductible et cuspidale de M. Soit (o, E)
un objet de O,. On munit Wh(P, o) du produit scalaire défini grace au Lemme 4
et & la définition de Wh(P, c). Par tensorisation avec le produit scalaire d’induite
unitaire de i%(c), on en déduit un produit scalaire sur Wh(P, o) ® iGE.

Soit f € CX(Ug\G, ). 1l existe un unique élément de Wh(P, o) ® iGE, F(P, o),
tel que :

(F(P,o),n®wv) =/U\G f(@ES(o,n®v)(g)dg, veiBE, n€ Wh(P,0). (6.2)

(ii) Utilisant I’égalité Wh(P, o,) = Wh(P,o) pour tout x € X(M) et la réalisation
compacte, on voit que I’application x — F(P,o,) s’étend de X(M), & X(M) en
une fonction polynomiale notée de méme.
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(iii) Soit o1 une représentation unitaire équivalente & o de M et T un opérateur
d’entrelacement unitaire entre o et o1. On utilise les notations de la Proposi-
tion 3 (ii) et I'unitarité de Iopérateur ind T'. Alors on a :

F(P,oy) = ((T") ' ®indT)F(P,0). (6.3)

Utilisant, les notations de (2.4), pour toute orbite inertielle d’une représentation
lisse unitaire irréductible et cuspidale de M, O, o — F(P,0) est un élément de
Pol(O,, Wh(P, ) ®i%).

Démonstration. Notons ¢(n ® v) le second membre de (6.2). Alors ¢ s’étend en une
forme antilinéaire sur Wh(P,0) ® igE. Il est clair que si f est invariante a droite par
un sous-groupe ouvert compact H de G, ¢ est invariante par H. Par le théoréeme de
représentation de Riesz, en dimension finie, on en déduit (i).

Prouvons (ii). Il suffit de voir que pour tout v € i& . E, n € Wh(P, o), Papplication
X — (F(P,0y),n ® vy) s’étend de fagon polynomiale de X (M), & X(M). Pour cela il
suffit de montrer que l'application qui & xy € X (M) associe :

by (v) = / F(@ES ()", n ® v)(g) dg,
Uo\G

est polynomiale. Choisissons un sous-groupe compact ouvert, H, de G comme ci-dessus
et fixons v. En utilisant le fait que f est a support compact, on voit qu’il existe des
constantes ci1,...,¢, € Cet g1,...,9, € G telles que :

o)=Y af@)EE(0)"n®v)(g), x € X(M).

i=1,...,n

Notre assertion résulte alors de (4.17). Cela prouve (ii). La relation (6.3) résulte de la
définition de F' en (i), de la définition des intégrales de Jacquet (Définition 2), et de
(4.15). Le reste de (iii) résulte alors de (ii). O

On retient les notations du Lemme 3 (ii). L’unitarité de A(wp) montre que la définition
de F implique que, pour o comme dans (i) :

F(P,0) = (Id® MNwp) ') F(wp - P,wpo). (6.4)
De méme, d’apres le Lemme 3 (i), on a ’égalité de fonctions rationnelles sur X (M), :
(B(P,P',oy)" @ Id)F(P,0,) = (Id® A(P', P,0,)*)F(P', 0y). (6.5)
On sait [25, preuve du Lemme V.2.2], que l'on a la formule d’adjonction, pour ¢ unitaire :
A(P',P,o)* = A(P,P',0). (6.6)
On admet provisoirement la relation suivante pour P anti-standard et o unitaire

B(P,P',0)* = B(P',P,o). (6.7)
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Nous montrerons cette relation au prix d’un travail non négligeable, comme conséquence
de I’étude des produits scalaires de paquets d’ondes. On déduit alors de la relation(6.5)
que :

si P = MU est anti-standard, on a l'identité de fonctions rationnelles sur O, :
(B(P',P,o0) @ 1d)F(P,0) = (Id ® A(P, P',0))F (P, 0).
(6.8)

Notation

On notera f (P,o) au lieu de F(P,0) et on appellera f la transformée de Fourier—
Whittaker de f, ou plus simplement sa transformée de Fourier.

6.3. Enoncé du théoréme principal

Théoréme 2. On suppose donné pour tout sous-groupe parabolique semi-standard de
G, P = MU, et pour toute représentation lisse unitaire, irréductible et cuspidale de M,
(0, E), un élément F(P,0) de Wh(P,0) ® iGE. Alors il existe f € C>°(Upg\G, ) tel que
f: F' si et seulement si :

(i) pour toute orbite inertielle de représentation lisse unitaire irréductible et cuspidale
de M, O, F € Pol(O,, Wh(P,-) ® i%) ; notamment F vérifie (6.3) ;

(ii) faisant agir G sur Wh(P, o) ® i%o trivialement sur le premier facteur et naturelle-
ment sur le deuxieme, il existe un sous-groupe compact ouvert fixant F'(P, o) pour
tout (P, o) comme ci-dessus ;

(iii) pour tout sous-groupe parabolique semi-standard P de G, on a, avec les notations
de (4.12) :
F(P,0) = (Id® MNwp) ')F(wp - P,wpo) ;
(iv) si P = MU, P’ = MU' sont deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G

de méme sous-groupe de Lévi et si P est anti-standard, on a I'identité de fonctions
rationnelles sur O, :

(B(P',P,0)®1d)F(P,c) = (Id® A(P,P',0))F(P',0) ;
de plus f est unique.

En d’autres termes la transformation de Fourier—Whittaker détermine un isomorph-
isme entre C°(Up\G, 1) et Iespace des fonctions F satisfaisant les conditions (i) a (iv)
ci-dessus.

Remarquons que modulo la formule d’adjonction (6.7), on a montré la partie seulement
si du théoreme.
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6.4. Reformulation du théoréme principal

Soit P = MU, Q = LV deux sous-groupes paraboliques anti-standard dont les sous-
groupes de Lévi sont conjugués par un élément de W& et soit s € W& tel que s - L =
M et tel que s soit de longueur minimum dans sWE = W™s. Soit w = s~!. Alors
P’ := w™! - Q est un sous-groupe parabolique semi-standard de sous-groupe de Lévi
M. Notons, pour ¢ objet d’une orbite inertielle, O, de représentation irréductible lisse
cuspidale de M, A(w, P, o) := A(w)o A(P', P, o), qui entrelace, lorsqu'il est défini, i%o et
igwa. Comme dans la Proposition 3, on voit qu’il existe une unique fonction rationnelle
sur O & valeurs dans End(Wh(wa), Wh(a)), B(w™, Q, ), telle que I'on ait I'identité de
fonctions rationnelles sur O :

£(Q,wa,m) o A(w, P,o) = £(P,o, B(w™*,Q,wa)n), n € Wh(o). (6.9)

On remarque qu’avec nos définitions, w = wps. En utilisant (6.9), la Définition 1 et la
Proposition 3, on voit que

B(w™,Q,ws) = B(P,P',0). (6.10)

Si f € C*(Up\G,1) on note fanti la restriction de f aux sous-groupes paraboliques
anti-standard.

Corollaire du Théoreme 2. On suppose donné pour tout sous-groupe parabolique
anti-standard de G, P = MU, et pour toute représentation lisse unitaire, irréductible
et cuspidale de M, (o, E), un élément F(P,0) de Wh(P,0) ® iGE. Alors il existe f €
C=(Uo\G, 1) tel que fani = F si et seulement si F vérifie (i) et (ii) du Théoréme 2,
pour les sous-groupes paraboliques anti-standard, et si F' vérifie la condition suivante.

Pour tout P = MU, Q = LV sous-groupes paraboliques anti-standard de G, pour tout
s € WC tel que s- L = M et tel que s soit de longueur minimum dans sW% = WMs,
et pour toute orbite inertielle de représentation irréductible lisse cuspidale de M, on a
l'identité de fonctions rationnelles sur O :

(B(w™,Q,wo) ® 1d)F(Q,wo) = Id ® A(w, P,0))F(c), avecw = s " (6.11)
De plus f est alors unique.

Démonstration. On étend F' aux sous-groupes paraboliques semi-standard en utilisant
la relation (iii) du Théoréme 2 comme définition. La fonction F ainsi obtenue vérifie
toutes les conditions du Théoréeme 2 : la condition (iv) résulte immédiatement de la
relation ci-dessus satisfaite par F, de (6.10) et (6.11) et de la définition de . On en
déduit Vexistence de f. Par ailleurs si f € C2°(Up\G, ) et si f/_,; est nulle, f* est nulle.
Donc, d’apres le Théoreme 2, f/ est nulle. On en déduit que f est unique. O

7. Terme constant des intégrales de Jacquet

7.1. Fonctionnelles de Jacquet et modules de Jacquet

Soit P = MU et P’ = M'U’ deux sous-groupes paraboliques semi-standard de G. On
note

WM'|GIM)={se W% |s-Mc M'}.

http://journals.cambridge.org Downloaded: 30 Jun 2016 IP address: 139.124.6.128



http://journals.cambridge.org

534 P. Delorme
On surligne pour indiquer 'image dans le groupe de Weyl. Soit
W (M'|G|M) = WM \W(M'|G|M).
On remarque que
W(M'|G|M) := W \W(M'|G|M) /WM.
Ceci permet de choisir un ensemble de représentants W (M'|G|M) de W (M'|G|M) dans
WE tel que :

pour s € W(M'|G|M), 5 est de longueur minimum dans W™'s. (7.1)

De plus, en utilisant un sous-groupe parabolique standard conjugué a P, x - P, on voit
grace & [27, Proposition 1.2.1.10], que

W (M'|G|M) est un ensemble de représentants d'un sous-ensemble de P'\G/P. (7.2)

Définition 3. Soit M le sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique semi-
standard de G et (o, FE) une représentation lisse, irréductible et cuspidale de M. On
dit que o est G-réguliere si :

(1) pour tout s € W(M|G|M) avec s # 1, les représentations so et o sont non
équivalentes ;

(2) si P, P’ sont des sous-groupes paraboliques de G ayant M pour sous groupe de
Lévi, les applications rationnelles sur X (M), x — A(P,P',0,), x — B(P, P',0y)
n’ont pas pas de poles en x = 1 et leurs valeurs en 1 sont des opérateurs inversibles ;

(3) la représentation iGo est irréductible.

On remarque que si o est comme ci-dessus, U'ensemble des x € X (M) tel que oy, soit G-
réguliere est un ouvert de Zariski non vide de X (M) (voir [25, IV.3]) et si o est unitaire,
I'ensemble des x € X (M), tels que o, soit G-réguliere est Zariski-dense dans X (M)
(voir [25, Proposition 1V.2.2]).

On introduit, pour s € W(M'|G|M), les sous-groupes paraboliques de G :

P,=(Mns-P)U', P,=(M'ns-PU". (7.3)

Soit o une représentation cuspidale G-réguliere de M. Posons (7, V) = (i%0,i%F). On
définit une application « :

. M’
aV — @ inrns pSE, v (US)sew(M’|G|M)7
sEW(M'|G|M)

par
vs(m') = 6;,1/2(m’)(A(PS, s+ P so)\(s)v)(m'), m'e M.

D’apres [25], début de la preuve de la Proposition V.1.1, on a les propriétés suivantes.
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(7.4) L’application « se factorise en un isomorphisme de M’-modules entre le module
de Jacquet normalisé de V relatif a P', Vp:, et Iespace d’arrivée, qui est une somme
de M'-modules irréductibles non équivalents, réduite a zéro si W(M'|G|M) est vide. On
identifie dans la suite Vp, a laide de o avec I'image cet isomorphisme.

7.5) Sin € Wh(P, ), comme \(s) entrelace iGo et i€ ,s0, d’aprés (4.13), il existe un
n P s-P
unique sn € Wh(s - P, so) tel que :
&(s- Pyso,sm) = E(Poym) o A(s™).

Théoréme 3. Soit P (respectivement P’) un sous-groupe parabolique semi-standard
(respectivement standard) de G. Soit o comme ci-dessus.

(i) Pour s € W(M'|G|M), on a Wh(P,,s0) = Wh(M' N5 - P,s0).

(ii) Soit n € Wh(P, o). On note £ = £(P,o,n). Alors, dans I'isomorphisme « ci-dessus,
&pr qui est un élément du dual de Vp: (voir (3.6)), est nul si W (M'|G|M) est vide
et sinon égal & (§s)sew (m7|G|M), avec :

& =E&M' Ns- Pso,B(Py,s- P,so)sn),
Dexpression étant bien définie grace a (i).
(iii) Si P est anti-standard, sn = 1.

Démonstration. (i) On rappelle que, par définition, WM —weénM . SiwteWM
et w- (M’ Ns-P) est anti-standard dans M’, w - Py est anti-standard dans G. Si w™" est
de longueur minimum dans W*Mw=! on a (voir (4.12)) w = wrrns.p = wp . Le point
(i) en résulte d’apres la Définition 1.
(i) Si W(M'|G|M) est vide, Vps est réduit & zéro, donc &ps est nul. Ceci prouve la
premiére assertion de (ii).

On suppose maintenant que W (M’|G|M) est non vide. On écrit :

Epr = (&s)sew (MG M) s

ou &, est de la forme :

& =E&(M'Ns- P, so,ng), pour un élément 1, de Wh(M’' Ns- P, so). (7.6)
1l s’agit donc de montrer : )
ns = B(Ps,s- P, so)sn. (7.7
(a) Montrons d’abord :
supposons P semi-standard et P~ C P’ ; alors ny, = 7. (7.8)
Soit (07, E7) = (iM o, id E) de sorte que m = iGo s'identifie & i§,_o~. On

note n~ = &(P N M’ ,o,n). Comme dans la preuve de (5.13), on voit que & est égal
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a &(P'~,07,n7). Soit v élément de V identifié iIGD,, E—, & support dans P'~U’. Soit
a € App. On calcule (€, 7(a)v) en utilisant le Théoréme 1 (ii) pour P’. On a :

enl) = [ oa)u)

En utilisant les relations de covariance satisfaites par v, on voit que la fonction & intégrer
est non nulle pour a~'u'a € Suppu, i.e. v’ € a(Suppv)a~!. Pour ¢ > 0 assez petit et
a € Ay NAG (P!, <e), v est alors tel que (u’) =1 et 'on trouve :

(€ m(a)o) = (n~, (A(P', P'",07)v)(a)). (7.9)

Ici on a ]31G = P. Mais avec les identifications de 'induction par étages et la définition
de Py, on a (voir [25, IV.1(14)]) :

A(P', P~ 07 )v = A(Py,, P, o). (7.10)

Alors, tenant compte de la définition de vy, (7.9) se réécrit :

(&, m(a)0) = 557 (@){E(P N M’ o,m), 0™ (a)un). (7.11)

Montrons :
v, =0 sis#lg. (7.12)
En effet, lorsque les intégrales d’entrelacement sont définies par des intégrales conver-
gentes, vs(m') est un multiple de lintégrale sur U’ N's - P~ de v(s~'u/m’). Mais si

u' € U’ est tel que v(s~tu'm’) est non nul, on doit avoir s~'u'm’ € P'~U’ C PP’

Comme s~!u/m’ appartient & Ps~'P’ et que, d’aprés (7.2), P'sP N P'P est vide, on
conclut que (7.12) est vrai dans ce cas. On conclut par prolongement rationnel.

De (7.12), on déduit que I'image de v dans Vp: est égale & v1,. Alors, tenant compte
de (7.1), (7.11) se réécrit, pour a comme ci-dessus, i.e. a € Ay N Ay (P, <e) :

(€. m(a)) = 542 (a)(E(P N M 0,1m), mps(a)jp (V).

Mais (voir (3.7)), on a, pour un &’ > 0, I’égalité :

(€, m(a)v) = 642 (a)(&p, mp(a)jpr (v)), a€ Ay NAG (P, <e).

Alors les deux membres de droite des égalités précédentes sont des fonctions Ay /-
finies sur Ap;r, d’apres les propriétés du module de Jacquet, et égales sur Ay N
Ap(P, < inf(e,e’)), donc égales partout. L’égalité en 1g, pour tout v comme ci dessus,
conduit & (7.8) en tenant compte de l’assertion suivante, que nous allons démontrer.

(7.13) L’ensemble {v,., | v € V, Suppv C P'~U'} est égal a il E.

,’e’H est & support dans P'~U’.
La définition des intégrales d’entrelacement et (7.10) montrent que v, est non nul en 1¢.
L’ensemble considéré est clairement un sous-M’-module de Z%:m pE, qui est irréductible
d’apres Uhypothese de régularité de o (voir Définition 3) et qui n’est pas réduit & zéro.
On en déduit lassertion précédente, ce qui achéve de prouver (7.8).

En effet, pour H comme dans (4.7) et e € E—, v = vf
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(b) Revenons & la démonstration de (7.7). On fixe s € W(M'|G|M). Soit ¢ le représentant
dans WY de I'image de s~ dans W¢. On note P; le sous-groupe parabolique semi-
standard de G, Py, de sous-groupe de Lévi M; = t~! - M et contenu dans P'~. Soit
(m1, V1) = (it 0,i 7 E). On affecte d’'un indice 1 tous les objets relatifs & cette
représentation. Soit v1 € Vi et n € Wh(o). Posons :

v = A(P,t . Pl, a))\(t)vl, 51 = g(t . Pl, g, B(t . Pl, P, O’)’r]) o )\(t)
Soit tB(t - Py, P,o)n I'élément de Wh(Py,t o) tel que (voir (4.13)) :
£(t-Py,0,B(t- P1,P,o)n)o\t) =E&(Py,t o, tB(t- P, P,o)n). (7.14)

On a donc :
51 = £(P1,t_10', t‘B(t : Pla Pv 0)77)7 (715)

olt t envoie Wh(tPy,0) sur Wh(P;,t o). On voit que W(M'|G|t~! - M) contient
lg, car s € W(M'|G|M). On suppose en outre que vy, est nul pour tout u €
W(M'|G[t~1 - M) distinct de 1g. Alors (voir [25, p. 291]), d’aprés les propriétés des
intégrales d’entrelacement, pour tout ' € W(M'|G|M), v, dépend linéairement de
V1,5u/- Done v,y = 0 pour tout v’ € W(M'|G|M) distinct de s. On a, grace a la définition
des matrices B :

(€, m(g)v) = ({1, m(g9)v1), g€G.
D’apres la définition du terme constant et (3.9), on en déduit :
(€pryvpr) = (&1,pr,v1,P7)-
En tenant compte de la définition de &5 et &; 1, on déduit de ce qui précede :

<€S7’US> = <§1,1g7vl,1c>~ (716)

On pose :
m=st e MyNK.

Montrons que :
vy = A(M)v114- (7.17)

D’abord, on déduit de (5.7) :
A(Ps, s P,so)A(s- P, Py,s0) = A(Ps, Py, s0).

Tenant compte de cette égalité, et utilisant (5.9) avec z = s, puis = m, on déduit de
la définition de v et de celle de v, :

ve(m') = 652 (m')(A(Py, Py, so)M(m)vy)(m'), m’ € M’
Remarquant que P 1, = Ps, la définition de v; ;, montre que :
0115 (m') = SH2 (M) (A(Ps, Pyt~ Yo)oy)(m'), m' € M.

Comme m € My N K, ce qui précede joint & (5.9) conduit a (7.17).
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Etudions maintenant (&, v,). L’inversibilité de B(P,, s - P, so’) (voir Définition 3) mon-
tre que, avec les notations de (7.1), il existe un unique 7' € Wh(P, o) tel que :

ns = B(Ps, s - P, so,)sn.

De (7.17), de la définition de 7, (voir (7.6)) et de I'égalité P, = Py, on déduit :

(&s,vs) = (E(M' N Py, so, B(Py,s- Py so)sn'), A\(m)v11g)- (7.18)
Par ailleurs, d’apres (7.8) appliqué a &; et Pp, en tenant compte de (7.15), on voit que :

(116 v1,16) = (€M NPt o tB(t - Py, Po)n), v11,)- (7.19)
Admettons provisoirement 1’égalité suivante :

B(Py,s- P,so)sn = (so’)(m )tB(t - P, P,o)n. (7.20)
Alors ceci joint & (7.19), montre que :
(€116 v116) = (€(M' N Pyt o, (s0") (m) B(P1, s - P,o)sn), vi10)-

On utilise la deuxieéme relation de (4.6) en changeant m en m=!

que tl=m"1ls pour trouver :

, 0 en so et en remarquant

<§1,1ca Ulylc> = <€(M/ N P17 S50, B(Pla S P7 0)577)7 )‘(m)vl,lc>'

En tenant compte de (7.16), de (7.18) et de linversibilité des matrices B (voir
Définition 3), on conclut que :

n=n,
ce qui équivaut a (7.7).

Il ne reste plus qu’a montrer (7.20) pour achever de prouver (ii). Il s’agit simplement
de transport de structure. D’abord, pour n € Wh(P,0), on a :

&(Pr1,so,B(Py,s- P,so)sn) =&(s- P,so,sn) o A(s - P, Py, so).

En utilisant successivement la définition de sn (voir (7.1)), (5.9), puis la définition des
matrices B, on obtient :

§<P1730aB(P178 : Pa 30)577) = €(P7Ua77))‘(8_1) o A(S : Pa P17SO')
f(Pa g, 77) o A(Pat ) Plva))‘(s_l)
=&(t- Pr,o,B(t- Py, Po)pA(s™).

Utilisant (7.14) et tenant compte de la relation st = m, on en déduit :
&(Py, 50, B(Py,s- P, so)sn) = &(Py,t o, tB(t- Pr, Po)n)A(m™).
On applique alors (4.6) pour en déduire :

&(Py,s0,B(Py,s- P,so)sn) = &(Pr,mt Yo, t o’ (m™)B(t- Py, P,o)n).
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Mais m = st et t Lo(m™!) = so(m™!) = o(s~!t71). Finalement :
&(Py, 50, B(Py,s- P,so)n) = &(Py, so, 80’ (m™)tB(t- Py, P,o)n).

Ceci prouve (7.20) et acheve de prouver (ii).
Le point (iii) résulte immédiatement de (4.16) et (7.1). O

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G, (o, E) une représen-
tation lisse de G. On définit, a 'aide de la Définition 2 et par bilinéarité, une application
linéaire de Wh(P, o) ® iGE dans C>=(U\G, ), notée encore ES. On remarquera que o
a été omis dans la notation.

C’est un entrelacement entre, d’une part, le produit tensoriel de la représentation
triviale de G sur Wh(P, o) avec iIGJJ et, d’autre part, la représentation réguliere droite,
p, de G sur C°(Up\G, ).

Soit P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique semi-standard de G, P = MU C M’
un sous-groupe parabolique semi-standard de M’ et soit Q = PU’. Soit (o, E) une
représentation lisse irréductible de M. De 'application :

EN': Wh(P,o) @i E — C®(Uyn M'\M', 1)),

se déduit, par fonctorialité de 'induction et I’identification de ig, (211\34 /E) avec zQE une
application :
Ef : Wh(P,0) ® i§E — i%,C™(Uy N M'\M',1)).

Si ¢ est un élément de Wh(P,0) ®ig SF, on le regarde comme fonctlon sur G a valeurs
dans Wh(P,o)®E. On a un 1somorph1sme de G-modules entre zQE et i§,(i¥' E). Tenant
compte de 1 identité :

(0Q) v = (0P) M (0P ) |ass

on voit facilement que cet isomorphisme, v +— v, v € igE, est donné par :

(g)(m') = 65 (myu(m'g).

L’évaluation en I’élément neutre dans la deuxieme réalisation de ZQE donne lieu & une
application, notée rp;/, de ZQE dans ZP "E. Soit v € () GE.Ona:

(rag () (') = 352 (mYo(m'),  m’ € M,

de sorte que :
p(m")rar (0) = 8 (M Yrap (p(m o), m' € M. (7.21)

On note encore ry; Vapplication de Wh(P, o) ® ZgE dans Wh(P, o) ® i%:an obtenue
par tensorisation de l'identité de Wh(P, o) avec 3. On a :

[EE (9)(D)](m) = [ER (rap)](m'), m’ € M. (7.22)

De plus, si P = M’', i M,E s’'identifie naturellement a FE. Avec cette identification on a :

(Ex1¢)(9) = Ex(8(9)), g€G. (7.23)
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On définit, pour f € C*®(Up\G, ) et pour P = MU sous-groupe parabolique standard
de G :

(fB(9)(m) = (p(g)f)p(m), g€G, me M. (7.24)

On vérifie aisément grace (3.8) que fid € iGC>(Uy N M\M, 1) et que I'application
[+ fid entrelace les représentations régulieres droites, p, de G sur C°(Up\G, 1)) et
iGC%°(Ug N M\M, ).

Proposition 6. Soit P = MU (respectivement P’ = M'U’) un sous-groupe parabolique
anti-standard (respectivement standard) de G, (o, E) une représentation lisse irréductible
cuspidale G-réguliére de M.

Si s € W(M'|G|M), on identifie if sE avec i%, (iAo pSE) et Wh(Ps,s0) avec
Wh(M'Ns- P,so) (voir Théoréme 3 (i)).

Avec ces identifications, on note C(s, P', P, ) Iapplication linéaire de Wh(P, 0) ®iGE
dans Wh(P;, $0)® igs sE définie par :

C(s,P',P,0) = B(Ps,s- P,50) @ (A(Ps, s - P, s5)\(s)).

Alors, pour ¢ € Wh(P,0) @ iGE, ES(¢)8d =0 si W(M'|G|M) est vide et sinon :

E‘ch(gb)llg}j = Z EJ\ll/ﬁs~P(C(S7P/aP5 J)¢)7
SsEW (M'|G|M)
EG@)pr = > EMinep(rw(C(s, P, P0)$)), ¢€Wh(P,o)®ifE.

SEW (M'|G|M)

Démonstration. Les deux membres de la premiere égalité sont des fonctions sur Gx M’.
Par équivariance, on se réduit & démontrer I’égalité en (1, m’) pour tout ¢ et tout m’ €
M’. Cette égalité se réduit, grace a (7.22), a la seconde. Grace & (3.8) et (7.21), on se
réduit a prouver la seconde égalité évaluée en 1. Mais avec les notations du théoréme
précédent, pour ¢ =1 ® v avec n € Wh(o), v € igE, on a :

EG@)p()= Y (&)

SEW (M'|G|M)

En utilisant la définition de & et v,, ce théoréeme montre la deuxieme égalité évaluée
en 1. (Il

8. Transformée de Fourier—Whittaker et produit scalaire de paquets d’ondes

8.1. Transformée d’Harish-Chandra de paquets d’ondes

Définition 4. Soit P un sous-groupe parabolique anti-standard de G et O l'orbite iner-
tielle d’une représentation lisse cuspidale irréductible de M. On utilise les notations de
la Proposition 6.2 (iii).

On dit que ¢ € Pol(O,, Wh ® z,%‘) est réguliere si pour tout sous-groupe parabolique
standard P = M'U’ de G et s € W(M'|G|M), Vapplication o — C(s, P, P,c)p(o)
est polynomiale sur O,. On dit que ¢ est trés réguliere si de plus lorsque M’ et M sont
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conjugués, pour tout g € G, I'application o — [(C(P’, P, s, s0)¢)(s0)](g) est polynomiale
sur Oy, ou

[C(s, P, P,s,50)¢](s0)
= j(P',P'~,s-P,so)|[B(P,s-Pso)® (AP, s-P,so)\(s))|é(a). (8.1)

On fait agir G sur Pol(O,, Wh(P, -) ® i%) par une représentation notée p, définie par :
(pe(9)F)(P,0) = (Id @ ifa(g)) F(P,0).

(8.2) Si ¢ est réguliére (respectivement trés réguliére) et g € G, pe(g)d est réguliére
(respectivement trés réguliére).

D’apres les propriétés de rationalité des intégrales d’entrelacement (voir (5.2)) et des
matrices B (voir Proposition 3), on voit que la propriété suivante est vraie.

(8.3) II existe une fonction polynomiale sur O non identiquement nulle, po, telle que,
pour tout ¢ € Pol(O, Wh ®i$), po¢ soit trés réguliére.

Par ailleurs :

(8.4) si ¢ est réguliere (respectivement trés réguliere) et p € Pol(O), po est réguliére
(respectivement trés réguliére).

On note N(D, Q) l'ensemble des g € G qui normalisent M et préservent O. On note
W(G,0) le quotient de N(D,O) par M qui est fini. Si p € Pol(O), w € N(D,O) et
(0, E) est un objet de O, p(w~'o) ne dépend que de la classe de w dans W (G, O). Ceci
permet de faire agir W (G, Q) sur Pol(O) en posant p* (o) = p(w~ o). On remarque que
sip € Pol(O), on a:

H p¥ € Pol(0)V(&:0), (8.5)
weWw (G,0)

On déduit alors de (8.4) et (8.5) que :
on peut choisir et on choisira pp invariante par W(G, Q) dans (8.3). (8.6)

Montrons la propriété suivante.

(8.7) Soit (00, Eo) objet de O, et ¢ € Wh(o) ® i%Ey tel que po(og) soit non nul. II
existe ¢ € Pol(O,, Wh ® i$) trés réguliére telle que ¢p(op) = ¢ et ¢p(wog) = 0 pour
w € W(G, ) tel que woy n’est pas équivalente a o.

En effet, il existe ¢1 € Pol(O, Wh ® i) tel que ¢1(00) = po(co) *¢o(op). En mul-
tipliant ¢1 par un élément de Pol(O) valant 1 en op et 0 en wog pour w € W(G, O)
tel que woy n’est pas équivalente & og, on peut supposer en outre que ¢1(wog) = 0
pour w € W(G, O) tel que woy n’est pas équivalente a o¢. En utilisant (8.3) et (8.6), on
conclut que ¢ = po¢1 a les propriétés voulues.
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Le centre de Bernstein sera noté ZB(G). C’est une algebre telle pour toute représen-
tation lisse (7, V') de G, tout z € ZB(G) définit canoniquement un endomorphisme de G
que l'on notera m(z). On sait qu’on a la propriété suivante (voir [11]) :

(8.8) Si p € Pol(O)W(GO) il existe z élément du centre de Bernstein de G, ZB(G), tel
que pour tout (o, E) objet de O, i%0(z) est la multiplication par le scalaire p(c).

De (8.3), (8.5) et (8.8), on déduit le lemme suivant.

Lemme 5. Si ¢ € Pol(O,, Wh®i$), il existe z € ZB(G) tel que ps(2)¢ soit trés réguliére
et non nulle si ¢ est non nulle.

Lemme 6. Soit O lorbite inertielle d’une représentation lisse, cuspidale et irréductible de
M. On rappelle qu’on a choisi une mesure de Haar sur X (M), (voir § 1.2). On munit Oy
d’une mesure X (M), -invariante et telle que pour tout objet de Oy, (o, E), application de
X (M), dans Oy, qui a x associe [0y, préserve localement les mesures. Si ¢ € Pol(O, Wh®
i%), on définit f, € C>=(Ug\G, 1)) par :

falg) = /O E§($(0))(g)do, g€ G,

qu’on appellera paquet d’ondes de ¢.

(i) On a, pour g € G, p(9)fs = fru(g)s-

(i) Si ¢ est régulicre, fy, est élément de C°(Up\G, ).
Démonstration. Le point (i) résulte immédiatement des définitions.

Prouvons (ii). Il existe une partie compacte de G, 2, telle que G = UyApf2, car My
est compact modulo Ag et G = PyK. Par ailleurs ¢ est invariante par un sous-groupe
compact ouvert H. Alors {2 est contenu dans un nombre fini de classes a droite modulo
H, g;H. Utilisant (i) pour les g;, pour démontrer ce que I’on veut il suffit donc de prouver
que :

pour tout ¢ réguliere, la restriction de fy a Ay est a support compact. (8.9)

Mais cela équivaut & montrer que pour un ag € Ao, p(ag)fe qui est égal & f,, (ap)e
d’apres (i), est & support compact. D’aprés (3.5), pour ag € Ag bien choisi, la restriction
de p(ag)fp & Ao est & support dans A; . On est donc ramené & prouver :

pour tout ¢ réguliere, la restriction de fy & A est & support compact. (8.10)

Montrons d’abord :

si 2¢ est un sous-ensemble compact de G et ¢ € Pol(O,, Wh ® iIGD),
fo restreinte a 2 A est & support compact. (8.11)

En utilisant I'invariance de ¢ sous un sous-groupe compact ouvert de G et en procédant
comme ci-dessus, on se ramene a prouver assertion pour {2 réduit a {1}. Dans ce cas,
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il suffit de prouver que, si p est une fonction polynomiale sur O, l'application de Ag
dans C, a — fOu p(o)o(a)do est & support compact. Mais cela résulte du fait que la
transformée de Fourier d’une fonction polynome sur un tore est a support compact. Ceci
prouve (8.11).

On suppose a nouveau ¢ réguliere. Soit € > 0 et Q = LV un sous-groupe parabolique
standard de G. On note Og l'ensemble des o € A(Fp) qui sont des racines de Ay dans
l’algebre de Lie de L. Soit

Xo={a€c 4] ||ala)|lr <e, a€ A(P)\Oqg et |a(a)lr =€, a€BOg}.

Alors, les X¢g forment une partition de Ay . De plus chaque Xg est contenu dans un
ensemble de la forme A (29, ot {2 est un sous ensemble compact de Ay. Maintenant,
d’apres (3.7), on peut choisir € > 0 tel que pour tout sous-groupe parabolique standard
de G, Q :
fola) = 55*(a)(fo)q(a), a € Xo.

On note que, d’apres la formule du terme constant des paquets d’ondes (voir [14, Propo-
sition 3.17]) et, grace au fait que ¢ est réguliere et au Théoréme 3, (fy)g est une somme
de paquet d’ondes pour L. Par une application de (8.11) a chacun des termes de cette
somme, et ceci pour tout @ on voit que (8.9) est vrai. Le lemme en résulte. O

Définition 5. Si f € CX(Up\G,) et P = MU est un sous-groupe parabolique anti-
standard de G, on définit :

fP(m)=5113/2(m)/Uf(mu)du, m € M.

On l'appelle la transformée d’Harish-Chandra de f relativement a P.
Le lemme suivant résulte des définitions.

Lemme 7. Avec les notations ci-dessus, on a, pour f € C=(Ug\G,v), fF € C=(UynN
M\M, ). |
On définit alors f©4 par :

Frd(g,m) = (p(9) )" (m), g€ G, me M. (8.12)
Alors fPind € 4GC>(Uy N M\ M, ).

Théoréme 4. Soit P = MU, P’ = M'U’ deux sous-groupes paraboliques anti-standard
de G, soit O I’ orbite inertielle d’une représentation, lisse, cuspidale irréductible de M,
et ¢ € Pol(O,, Wh ®i%). Pour ¢ trés réguliére on a :

(i) si le rang semi-simple de M’ est inférieur ou égal a celui de M et si M’ n’est pas
. P P’ ind
conjugué a M, fy est nul ;

(ii) supposons M et M’ conjugués ; pour tout m' € M’ et g € G, on a :

gy = Y /E%[(C*@,P',P,sa)as)(sa)(g)](m')do-

seWw (M'|G|M) Y On
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Démonstration. Il suffit de prouver la formule pour ¢ = 1 et m’ = 1 et pour tout ¢,
car :

P(9)f6 = Fpetare:
15 ') = (p(m') £57)(1) = 6,2 (m')(p(m') £o) (1),
et pour v’ élément de ’espace de ig,so :
((i%rs0) (m")(v))(1) = 52 (m/) (s (m")) (v/ (1))

On suppose maintenant m’ = g = 1. Il s’agit donc de calculer f(f "(1). On fixe un sous-
groupe compact ouvert H comme dans (2.6) tel que ¢ est invariante par pe(H).

(8.13) II existe une constante cg > 0 telle que pour tout ¢ € C*°(H) :

/ e(H)dh = cy / e/ ~miu) du'™ dm’ du’.
H HOU'~ x HAM' x HOU'

On fixe a € App tel que |a(a)lp < 1 pour tout o € X (P’). Pour n € N, posons
U, =a"(HNU)a™ Comme f, est & support compact modulo Uy (voir Lemme 6), il
existe N € N; tel que pour tout n > N :

0= [ pa =@ [ e
U, HAU'
On a, pour tout n € N :

/H " f¢(a7nulan)dUI:/H , /o ES(¢(0))(a™ ™ a™) do du.
U’ nu’ Jo,
On remarque que :

EF(¢(0))(a "u'a™) = EE((ps(v'a™)$)(0))(a™™).
On pose alors :

by = / pe(t/a™ddu’ € Pol(Oy, Wh @ i$),
HNU’

I'intégrale se réduisant & une combinaison linéaire de fonctions du type pe(g)¢, puisque
¢ est H-invariante et donc pe(a™)¢ est invariante par a”Ha~". Alors :

Sl = [ flawaad = [ BGa@)a e (s1)
HNU’ Oy
Comme o "(HNM')(HNU'")a™ C H, on a 'égalité :

n = c/ pe(u'm/v'~a™)pdu'~ dm’ du’
HAU'x HAM’ x HOU' =

= 00;11/ pe(ha™) ¢ dh, (8.15)
H

ot ¢ = vol(H N M')~!vol(H NU'~)~!. Donc ¢, € Pol(O,, Wh®iG)H.
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D’apres les propriétés du terme constant (voir (3.7)), on peut choisir N assez grand
pour que, pour tout n > N, on ait :

EZ(¢n(0)(a™") = 3pi-(a) /2EE (¢u(0)) pr-(a™"). (8.16)

Si M’ et M sont comme dans (i), W (M’'|G|M) est vide et ES (¢, (0))p~ est nul (voir
Proposition 6 (i)). Cela montre (i).

On suppose maintenant M’ et M conjugués. Pour tout n € N, la définition de ¢,
montre que ¢, est une combinaison linéaire finie de fonctions du type pe(g)¢. On déduit
de la définition de fid et de ¢, que :

E(¢n(0))pr-(a™") = /mU,[Eg(MJ))?J/d— (w'a™))(a™") du.

En utilisant successivement (3.8), 'égalité dp— = 5;,1 et la définition de U], pour effectuer
un changement de variable, on en déduit :

Ef (6u()p-(a™") = 65°(a™") / [EE(#() B (a™"u'a")](1) du’
= 057 (a") / B (6(0)) B (u)](1) du

En tenant compte de (8.14) et (8.16), on en déduit :

/ / [ES(p(0)) Bl (u)](1) du/ do.

On va utiliser la Proposition 6 pour donner une expression de ES(¢(0))Be . Comme M
et M’ sont conjugués, pour tout s € W(M'|G|M), M’'Ns-P = M’. Dans notre utilisation
du Théoréme 3, P’ est ici remplacé par P~ et Py est ici égal & P'~, P, est ici égal &
P’. On a alors, griace a la Proposition 6 et au Théoréme de Fubini (qui s’applique car on
integre des fonctions continues sur un produit de parties compactes) :

ZAURD S N B AT i L M GRS

SEW (M'|G|M)

et on veut passer a la limite sur n. Mais un déplacement de contour d’intégration est
nécessaire. Si x est un caractére non ramifié de M, on note O,x ’ensemble des classes
d’équivalence des représentations o, lorsque o décrit les objets de O,. On munit O, x de
la mesure obtenue par transport de structure de la mesure sur O,. Posons :

bs(0) := C(s,P'~,P,0)p(0) € Wh(P',s0) @5, (sE). (8.17)

Comme ¢ est tres réguliere, ¢; est polynomiale en o. Pour tout choix Ag, s €
W(M'|G|M), de caractéres non ramifiés de M, on a, pour des raisons d’holomorphie, en
tenant compte de (7.23) :

7E (1) = /. ) / (B (6(0) (W) (1) du! dor (8.18)

96W(M’\G|M)
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On veut passer a la limite sur n dans cette expression pour un bon choix des A;. 1l faut
majorer [E3, (64(0))(w)](1):

Soit (o, E) un objet de Oy. Soit vs € i%,_(sE)sa,, ns € Wh(P’,so). On remarque
que Wh(P’, so) est égal & Wh(so), puisque P’ est anti-standard. Alors, il résulte de la
définition que :

[EM (vs @n:)(9)](1) = (1, v5(9))-
On écrit, pour v’ € U’ :

o =u" (W )ym' (W)k( ), oW e U, m/(u) e M, k(u) € K,

de sorte que m/(u') = mp—(u'). Tenant compte des propriétés de covariance de v, on
voit que :

(1, vs (1)) = (sA3) (! ()85 (m (w)) (s, s (m () v, (k).
On choisit Ag = 3*15;,1/2. Alors on a :
(ns,vs(w')) = 65/ (m/ (u'))(ns, s (m (u'))vs (k(u'))).

Tenant compte du fait que la restriction de v5 a K ne prend qu’un nombre fini de valeurs,
on déduit du Lemme 1 (ii) :

[(ns, vs(u))] < COp (M (w)),

ou C' est une constante qui ne dépend que de la restriction de v, & K et de 1 mais pas
de o € O,.
On en déduit qu'il existe C’ > 0 tel que pour tout s € W(M'|G|M) et o € Oy s :

M (5(0)(@)](1)] < C'8p! (m'(u), o' €U,

Comme le second membre de cette inégalité est une fonction intégrable sur O, A, x U’,
on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et déduire de (8.18) :

) = (B (6s(0)(u)))(1) do du,
’ sGW(MZ/lCHM)/OuAS// M

la fonction sous le signe intégrale étant intégrable pour la mesure produit. On peut
appliquer le théoreme de Fubini et commencer par calculer 'intégrale sur U’. Elle fait
apparaitre 'opérateur A(P’, P'~,s0). On trouve, pour o € Oy, en tenant compte de
(8.17) et de la définition des fonctions C' (voir Proposition 6) et grace & (7.22) et (7.23) :

[ o
= E%:[((IdWh(P’,sg) ® A(P/, P'*7 50))0(5, P’*7 P, 0)(25(0))(1)](1),
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Tenant compte de la définition des fonctions C et de (5.7), on voit que f(f/(l) est égal a
la somme sur s € W(M'|G|M) de :

/o ) j(P' P~ s-P, SO’)E%/I[(B(P/, s- P so)@ (AP, s P,so)\(s))é(a))(1)](1) do.

En utilisant la définition des fonction C et le fait que ¢ est trés réguliere, on peut
remplacer 'intégrale sur O A, par l'intégrale sur O, pour des raisons d’holomorphie.
Le théoréme en résulte. d

8.2. Transformée de Fourier—Whittaker et transformée d’Harish-Chandra

Soit P = MU un sous groupe parabolique anti-standard de G et O T'orbite inertielle
d’une représentation lisse, unitaire, irréductible et cuspidale de M.

Proposition 7. Soit (o, E) objet de Oy. Soit f € C*(Up\G, ), g € G.

(i) On a: (pe(9)f)(P, o) = (p(9)f) (P, o).

(ii) On rappelle que Wh(o) ® iG0 est muni du produit scalaire obtenu par produit
tensoriel du produit scalaire sur Wh(o) et sur iGE. Pour f € CX(Uy\G,) et
f e C=(Uy\G, ), on note

(. f)a = /U ST s

Alors :
(f. ES(#))c = (f(P,0),8), ¢ € Wh(o)®iZE.

Démonstration. Les deux affirmations résultent immédiatement de la définition de
I O

Proposition 8. Soit f € C*(Up\G,v). On suppose en outre que pour tout g € G,
fPnd(g) est élément de C°(Uy N M\ M, ). Alors :

f(Po)(g) = (£ (9))(M,0), g€G,
égalité qu’on réécrit : X
f(Pv 0) = (.fP’md)A(Mv U)'
Démonstration. Soit v € igE. Définissons :
I:=(f(P,o),n®w).

Utilisant la définition de la transformée de Fourier puis celle des intégrales de Jacquet,
on voit que :

I=(f EE(n®v)s,

c’est a dire :

I= / F(9)€(P, ), G0 (g)0) dg.
Uo\G

Avant de poursuivre la preuve de la proposition, montrons ’assertion suivante.
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(8.19) Soit £2 un sous-ensemble de G, compact modulo I'action & gauche de Uy. 11 existe
une fonction continue a support compact sur G, T, telle pour tout g € (2, fU 7(ug)dg = 1.

Soit s une section continue de la projection, p, de G sur Uy\G (voir, par exemple, [19]).
On consideére une fonction 7 continue positive, & support compact sur Up\G et égale a
1 sur un voisinage de {2, regardé ici comme un sous-ensemble de Up\G. On note 79 une
fonction continue sur Uy, positive, a support compact et d’intégrale 1. On pose

7(g) = 1o(u(g))1(p(g)), avec u(g) = g(s(p(g))) "

On vérifie qu’elle satisfait toutes les propriétés voulues. Ceci prouve (8.19).
Appliquant ceci au support de f et reprenant le calcul de I, on trouve :

/ F(9)m(9) E€®, ). iCa(g)v) dg.

On choisit maintenant un objet de O, (o, E), tel que {(P, o, 7) soit donné par une intégrale
convergente (voir Proposition 1). On en déduit :

<£(P’ g, n)’ iIGDO'(g)U> = - ¢(u7)71<77a U(uig» du, (820)

ou l'intégrale est absolument convergente. Donc :

1= [ 7o)fte) [ T el g du dg.
G U-

L’application 7f est une application continue sur GG, a support compact. Ce support
est donc contenu dans un nombre fini de H-classes a droite, ou H est un sous-groupe
compact ouvert de G fixant v. Comme pour tout g € G, 'intégrale du membre de droite
de (8.20) est absolument convergente, le Théoreme de Fubini s’applique. En utilisant
Pégalité f(u~g) =¥ (u™)f(g) et le fait que 1 est unitaire, on a :

I—// flu=g)(n,v(u=g)) dgdu™.

On change g en u~ g dans l'intégrale intérieure :

1= [ [ A6 oo dgan

Tenant compte de 'invariance a droite par Uy N M de f(g){n,v(g)), on obtient :

-, /UmM /UOQM\G ~((u”) " og) f9) (> 0(g)) dg dug .

Transformant la succession des intégrales sur U~ et Uy N M en une intégrale sur Uy et
en utilisant les propriétés de 7 (voir (8.19)), on en déduit :

I= /U T
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ou lintégrale est absolument convergente. Utilisant la formule intégrale (2.8) et tenant
compte du fait que v est invariante a gauche par U, il s’ensuit :

-/ Y oG )35 m) cum o™
U (UoNM\M)x U~

Mais on a :

(n,0(mu™)) = 82 (m)EM (n @ v(u™))(m)
et

/U f(umu™) du = 64 (m)[ 7 (u™))(m).

Donc les fonctions modules disparaissent et 'on a :

I= / [P0 () (m) EY (v(u—) @ n)(m) dm du.
(UoNM\M)xU—

Mais () (M, o) est un élément de Wh(P, o) ® iGE et
I=((f")(M,0),n@v).

Comme cela est vrai pour tout v € iIGDE, n € Wh(P, o), cela prouve I’égalité voulue, pour
o comme-ci dessus. Cette égalité s’étend a tout (o, E) objet de O par polynomialité des
deux membres. O

8.3. Transformée de Fourier—Whittaker de paquets d’ondes

Théoréme 5. Soient P = MU, P’ = M'U’ des sous-groupes paraboliques anti-standard
de G tels que M et M’ soient conjugués, @ l'orbite inertielle d’une représentation lisse
cuspidale irréductible de M. Soit ¢ € Pol(O,, Wh ® i%) trés réguliére. Soit (o1, F1) une
représentation lisse, cuspidale, unitaire et irréductible de M'. Alors

f¢(g)(Plvgl) = Z [C(P/ap’sval)(ﬂ(o—l)'

SEW(M'|G|M),s~1o1€0,

Démonstration. Traitons d’abord le cas M = G. Soit (o1, F1) une représentation lisse,
cuspidale, unitaire et irréductible de G, ¢1 € Wh(o1) ® Ej.

Pour toute représentation m de G admettant un caractere central, notons x, la restric-
tion de celui-ci & Ag. On a :

(Fon ES(61))6 = / £4(9)EG(61)(9) g

UO\G

= / 0(9)(ES(¢1))(g) dg,
AcgUp\G

ou

olg)= [ folag)Xo, (a™")da.
Ac
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Comme pour (o, E) objet de O, E§(¢(0))(ag) = Xo(a)ES (4())(g), on a I'égalité :

6@ = [ @) [ xo@EG6(0)() doda
Ac Oy
La restriction de x, & Ag N K ne dépend pas de (o, E) objet de O. Si les restrictions de
Xo €t Xo, & Ag N K sont distinctes, alors ¢(g) = 0. Supposons ces restrictions égales.
On peut appliquer la formule d’inversion de Fourier sur Ag/Ag N K. La définition de
I'intégrale sur O, et la normalisation des mesures sur Ag/A¢ N K, X(G), (voir §2.2) et
Oy (voir Lemme 6) conduit & I’égalité :

P = > E€(6(0))-

0€0u; Xo| Ay =Xoq A

D’ou 'on déduit :

(fs. ES(61))6 = 3 /A o FEHN G EG ) ) s

0€0u,; Xo| Ay =Xoq| Ay

Le Lemme de Schur montre que le terme correspondant & o dans cette derniére expression
est nul si o n’est pas équivalente a ;1. De plus si ¢ = o1, d’apres le Lemme 4, ce terme
est égal & (¢(01), P1)g- On obtient finalement :

0 si (01, E1) n’est pas un objet de O,

(¢(o1),61) si (01, E1) est un objet de O. (8.21)

(fo, EG(01)) = {

En utilisant la Proposition 7, on en déduit le théoreme dans le cas M = G.
Retournons au cas général. On a, d’apres le Théoreme 4 :

gy = Y

SEW (M'|G|M)

N . N . / ’ .
oll ¢ est la fonction sur sO, & valeurs dans Wh ® 4%, définie par :

¢s(o1) = [C(s, P, P,o1)d(g)](01).

C’est un élément de Pol(sO,,, Wh®i%;), d’apres le fait que ¢ est treés réguliere. On utilise
le Lemme 6 pour M’ au lieu de G et P, pour voir que ’on peut appliquer la Proposition 8
a f, pour exprimer qu(P’7 o1) a laide de ff’ind. Joint & ce que l'on vient de démontrer
pour le groupe M’', cela implique le théoreme. (I

8.4. Produit scalaire de paquets d’ondes

Proposition 9. Soit P = MU, P’ = M'U’ deux sous-groupes paraboliques anti-
standard de G. Soit O (respectivement Oy ) lorbite inertielle d’une représentation lisse,
irréductible et cuspidale de M (respectivement M'), ¢ € Pol(O,, Wh(P,0) ® i$E),
#1 € Pol(O1,, Wh ®i$,) trés réguliéres.
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(i) Si M et M’ ne sont pas conjugués dans G, (fs, f4,)c est nul.

(if) Si M et M’ sont conjugués dans G, (fs, fe,)c est égal a :

/O Z ([C(S’P/’P701)¢](01)7¢1(01))d01.

lu seW (M'|G| M), sO=0,

Démonstration. La démonstration est semblable & celle de [25, Proposition VI.2.2].
Nous la donnons pour la commodité du lecteur.
On a I'égalité

(s Fo)a = /U o) [ PEGe))dedg

Comme O;, est compact et comme f, est a support compact d’apres le Lemme 6,
I’intégrale double est absolument convergente et I’on obtient :

(for fo)e = / (fo. ES (9(01)))c doy

1lu

et d’apres la définition de f :

(f¢’f¢1)G=/ (fo(P',01),¢1(01)) do.

lu
Supposons le rang semi-simple de M’ inférieur ou égal a celui de M. En utilisant la
Proposition 8 et le Théoreme 4 (i), on voit que (fy, fp, )¢ =0 si M n’est pas conjugué
a M’. Si le rang semi-simple de M’ est strictement plus grand que celui de M, il suffit
d’appliquer la relation (fy, fo,)a = (for, fo)a, pour achever la preuve de (i).

Supposons maintenant M et M’ conjugués dans G. Le Théoreéme 5 calcule f¢(P’, o1), ce
qui conduit & (ii). O

8.5. Adjoint de la matrice B

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer (6.7).

Théoréme 6. Soit P, Q des sous-groupes paraboliques semi-standard de G possédant
le méme sous-groupe de Lévi semi-standard, M. On suppose P anti-standard. Soit O
Dorbite inertielle d’une représentation lisse, irréductible et cuspidale de M. On a I'égalité
de fonctions rationnelles sur O, :

B(P7Q70)*:B(Q7P70)'

Démonstration. Soit P’ le sous-groupe parabolique anti-standard de G auquel Q
est conjugué et @7 une orbite inertielle de M’ conjuguée de O par un élément de
W(M'|G|M). Soit ¢ € Pol(Oy,i% @ Wh), ¢1 € Pol(O14,i%, @ Wh) tres régulieres. Alors,
d’apres la proposition précédente :

(o for)c = / 3 (G5, P, Pon)dl(o1), dn(on)) don.  (8.22)

O1u sew (M/|G|M), sO=0,
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Puis en utilisant (fy, for)a = (for, fo)a, on a:

oSl = | 3 (6(0),[C(t, P, P, 0)n](0)) dor

Ou tew (M|GIM"), t-10=0,
On pose o1 =t to. Dou :
(fo for)a :/ Z (6(ton), [C(t, P, P, tor)¢n](tor)) doy.  (8.23)
Oru sew (M|GIM"), t-10=0,

A s € W(M'|G|M) correspond un unique élément ¢ de W (M|G|M’) tel que st =m’ €
MyN K.
Montrons 1’égalité de fonctions rationnelles sur Oy, :

j(P',P'~,s-Poy)=j(P,P,t-P soq).

D’abord, d’apres (5.6) et (5.7) les deux membres de 1’égalité & prouver sont réels, donc
on peut ignorer la conjugaison complexe. Alors I’égalité résulte immédiatement de (5.7)
et (5.10).

Si ¢ est tres réguliere, il en va de méme de p;¢; pour tout p; € Pol(O;). Par ailleurs
si F € Pol(Oq,) est tel que pour tout p; € Pol(Oy) :

/ pl(Ul)F(Ul)dgl :0,
O1u

on en déduit que F = 0.

Donc, pour tout o1 objet de Oy, les expressions sous le signe intégrale dans les mem-
bres de droite des égalités (8.22) et (8.23) sont égales.

Soit O], I'ensemble des o1 € Oy tel que, avec les notations de (8.3), (8.6), po, (01) soit
non nul et tels que si w € W(M’,01), wo; ne soit équivalente & o1 que si w = 1. On
remarque que Of,, est dense dans Oyy,.

Soit o1 € O}, s € W(M'|G|M) et t comme ci-dessus. D’apres (8.7) on peut choisir
¢ tel que ¢(toy) soit non nul et arbitraire dans iG(tE1) et tel que ¢(t'oy) = 0 si t' €
W(M|G|M') est distinct de t. Comme ¢ est une fonction sur O, ¢(s'~toy) = 0si s’ €
W(M'|GIM) et s’ # s. Alors [C(s', P, P,a1)¢](01), qui dépend linéairement de ¢(s'~ o)
(voir (8.1)) est nul sauf si s’ = s. De méme ¢;(07) peut étre choisi arbitrairement. Alors,
tous les termes sous le signe intégral de (8.22) (respectivement (8.23)) sont nuls excepté
celui correspondant & s (respectivement t), d’apres la définition des fonctions C (voir
Définition 4). On en déduit :

([C(s, P, P,a1)g](01), 1(01)) = (8(ton), [C(t, P, P, to1)¢u](tor)).

Puis on voit que :

((B(P',s- P,o1) ® A(P,s - P,o1)A(s))¢(s™ 01), ¢1(01))
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est égal a
(¢p(tor), (B(P,t- P toy) @ A(P,t- P’ toy)\(t))d1(01)).

Comme ¢ (o) est arbitraire, on obtient par adjonction :
(B(P',s-P,01) @ A(P',s- P,o1)A(s))p(s™'o1)
= [B(P,t- P’ toy) @ A(P,t- P’ to)\(t)]*¢(tor). (8.24)

Maintenant, des égalités provenant du transport de structure et la formule d’adjonction
pour les intégrales d’entrelacement vont permettre d’achever la preuve du théoréeme. Soit

m =ts € MgN K, de sorte que t = ms~—1. On a, d’aprés la Proposition 3 (ii), en prenant

oégal & s oy :

B(t-P',Ptoy) = (s 'o)) (m )B(t- P, P,s ‘o) (s o)) (m).
Comme (s71oy)(m) = o1(m'), ot m’ = st, on a :

B(t- P Ptoy) =oy(m HB(t- P, Ps to))o(m). (8.25)

Par ailleurs, d’apres (7.20), dans lequel on remplace m par m’, P; par P’ so par o; et
ol s et t sont triviaux car P et P’ sont anti-standard, on a :

B(P',s-P,oy) = oy (m YB(t-P',P,s 'oy). (8.26)

Comme ¢ € Pol(O,Wh ®i%), s™t = m™!t et to; = ms~loy, on a, d’apres la définition
de Pol(O,, Wh ® i) (voir §1.4) :

$(s™ 1) = (toy(m) @ M(m™))(tor).
Donc le membre de gauche, I, de (8.24) est égal a :
[o1(m ™) B(t- P, P,s™ o1) @ A(P', s - Po1)A(s)][(to (m) @ A(m™"))e(tor)].

Mais :
As)Am™Y =A™, to1(m) = oy (m’).

Donc
I=[oy(m "Bt P, P s o )oy(m') @ A(P',s- Par)At™1)]o(tar).
Donc, d’ apres (8.25) :
I=[B(t-P', Pto))® AP s P,o))A(t™H)]o(tar).

Etudions maintenant le membre de droite, I, de (8.24). L’adjoint de A(P,t - P’,toq)
est égal & A(t- P, P,toy), celui de \(t) est égal a A\(t~1). Enfin (voir (5.9)) A\(¢t71)A(t -
P',P,toy) est égal & A(P',s- P,o1)\(t™!). Donc on a :

II = (B(P,t- P to))* @ A(P',s- P,oy))A(t™1))p(toy).
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Comme ¢(toy) peut étre choisi arbitrairement, ’égalité de I et IT conduit a :
B(t- P P jto)) = (B(P,t- P toy))",

pour notre choix de o;. Par densité, cette égalité est vraie pour o1 € Oi1y. Soit s €
W (M'|G|M) tel que P’ = s-Q, qui existe d’aprés notre choix de P’. Alors t - P’ = Q.
En posant o, = t !0, on obtient 1’égalité voulue. (Il

9. Preuve du Théoréme de Paley—Wiener

9.1. Paquets d’ondes décalés

Proposition 10. Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G et
soit O lorbite inertielle d’une représentation lisse, irréductible et cuspidale de G. Si
¢ € Pol(O,Wh®i%_), on note :

®(0) :=(1d® A(P~,P,0) ")¢(0)
et

sh .__

h= E$(®(0))do.

/(%X,“ Re u<<p0

ot Repu <<p 0 veut dire que —(Re u, &) est suffisamment grand, pour tout o € X (P).
Alors f;h ne dépend pas de 1 et est a support compact modulo Uy.

Démonstration. Les poles de la fonction sur X (M), x — @(oy) a des poles pour
X = X, avec A élément d’un nombre fini d’hyperplans de (ap )¢ de la forme (A, &) = ¢,
pour « racine de Ay dans lalgebre de Lie P. On en déduit que f3" ne dépend pas de p
avec Repu <<p 0.

On se réduit, comme dans la preuve du Lemme 6, & démontrer que pour tout ¢, la
restriction de f;h a Ay est a support compact.

Puis on proceéde comme dans [15, Proposition 2.1]. On note que l'on travaille ici sur
Ay et que les sous-groupes paraboliques utilisés pour le terme constant sont ici standard
tandis que P est anti-standard. On remarque que notre définition différente de H¢ (voir
(2.3)) ne change pas celle de y«.

On introduit, pour © partie de ’ensemble des racines simples de Ay dans I'algebre de
Lie de Py et t,t > 0. On a :

Ay (O,t,t)={a € Ay | (o, Ho(a)) = —t, a € O et (o, Hy(a)) < —t'}.

On se réduit au cas o G est semi simple comme dans [15, p. 398]. Il suffit comme
dans [15] de montrer que pour tout © et tout ¢ > 0, il exist f(O,t) telle que f3"(a) =0
pour a € Ay (0,t, f(O,t)). On se réduit comme dans [15], en utilisant les propriétés du
terme constant (voir Proposition 6) & étudier :

/ EM, . 5(C(s, P, P,o)1d @ A(P~, P,o) " )é(0))(a) do, (9.1)
Ouxu,Re p<<p0
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ot P/ = M'U’ est le sous-groupe parabolique anti-standard déterminé par O, i.e. les
raines de Ay dans M’ sont celles du systéme engendré par ©. Etudions les poles de
C(s,P',P,o)(Id® A(P,P~,0)~!) qui est égal &

(B(P,,s- P,s0) ® (A(Ps, s - P,so)\(s)))Id ® A(P,P~,0)7h).

On a:
A(P,,s- P,s0)\(s)A(P~,Po)~ ' = X(s)A(s™' - P,, P,o)A(P,P™,0)"},
A(s_1 - P, P~,0)A(P ( ja(O‘))A<S_1 - P, P,o).
aezred(mnzmd(e LPy)
Donc
A(P,,s- P,so)A(P~,P,o)"! = < 11 j;1(0)>)\(s)A(3_1 - P,, P~ 0).

€Y rea(P)NYrea (s~ Ps)

Remplacant ¢ par o,, la fonction de x € X (M) ainsi obtenue a des poles pour x = x»,
avec A élément d’un nombre fini d’hyperplans de (aar);: de la forme (A, &) = ¢, a € 2y =
Yred(P) N Xrea(s™1 - Py) (voir (5.8)~).

La fonction sur X (M), x — B(Ps,s - P, so,) possede des poles pour x = x», avec A
élément d’un nombre fini d’hyperplans de la forme (A, &) = ¢, a € Xy := Ered(silps) N
Yred(P7) C =X (voir Proposition 3 et (5.8)).

X1 est donc Iensemble des racines de Ay dans I’albebre de Lie s~!- P’NU. Donc dans
(9.1) on peut changer u en p+ 5_1// avec p’ € app qui est P'-dominant sans rencontrer
de poles, donc sans changer la valeur de I'intégrale. On procede alors comme dans [15,
pp. 397-398], ot un changement de variable de o en s~ 1o est opéré et des changements de
signes sont nécessaires. Pour p/ comme ci-dessus et o’ € Ay P'-dominant |y, (a)] <1
car P’ est antistandard, et pour a’ suffisamment P’-dominant p' — |x,/(a)| décroit
rapidement. O

9.2. Un résultat d’Heiermann

Soit H un sous-groupe compact ouvert contenu dans K. On note ey I’élément de
I’algebre de Hecke de G déterminé par la mesure de Haar normalisée de H. On applique
la Proposition 0.2 de [15] & la famille de fonctions ¢p o, ot P = MU est un sous-
groupe parabolique semi-standard de G, donnée par ¢(o, E) = iGo(ey). Si (7, E) est
une représentation lisse de G, on note (7,V) sa contragrédiente lisse et on identifie
V ® V & un sous-espace de End V.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G, O l'orbite inertielle
d’une représentation lisse, cuspidale et irréductible de M. En transformant la somme de
Heiermann [15, Proposition 0.2] qui porte sur I'ensemble des w € W€ tels que wO = O
en une somme sur w tel que w=! € W(M|G|M) et wO = O, par regroupement des
termes, et en posant t = w™!, on en déduit qu’il existe une fonction polynomiale sur O,
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¢(P,-) & valeurs dans Hom(i§,i% ) telle que :

(i%o)(ex) = > APt P o)At (P to)At)A(t™! - P, P, o).
teW(M|G|M), tO=0

Mais, par transport de structure (voir (5.9)) :
M)At P P o) = A(P,t- Pito)\(t).
Donc, on a :

(i%0)(exn) = Z APt P o)At C(P, to) A(P,t - Pito)A(t). (9.2)
teW (M|G|M),tO=0

9.3. Fin de la preuve du Theoréme 2

On part maintenant de F' qui satisfait les conditions (i) & (iii) du Théoréme 2. Soit
H un sous-groupe compact ouvert de G tel que F' soit H-invariante. Soit P = MU un
sous-groupe parabolique anti-standard de G et O l'orbite inertielle d’une représentation
lisse, cuspidale et irréductible de M. Donc

F(P,o) =[1d® (i%0)(ex)]F(P,0).
On applique (9.2) et on trouve que F(P, o) est égal & :

> [[d® A(P,t™1 - P~ o)At H)C(P, to)][Id ® A(P,t - P, ta)\(t)]F(P, o).
teW (M|G|M), tO=0

Mais t € W (M|G|M) implique que w;.p = t~1. Alors, d’apres (6.4), on a :
(Id @ A(t))F(P,0) = F(t- P,to)
et d’apres (6.8), on voit que :

(Id® A(P,t- P,to))F(t- P,to) = (B(t- P, P,to) ® Id)F(P, to).

F(P,o) = > [B(t- P,P,to) @ A(P,t~* - P~,a)\(t™))|¢(P,to) F(P, to).
teW (M|G|M), tO=0
(9.3)
Soit s I'unique élément de W¢ tel m := st € My N K. On utilise (7.20), avec P, = P et
o remplacé par s 1o. Comme P est anti-standard, s et t se réduisent & 'identité et I'on
a:
B(P,s-P,o) =cd'(m ")B(t-P,P,s ‘o). (9.4)

On pose ts =m' € My N K. Donc s~! = m/~t. D’aprés la Proposition 3 (ii), on a :

B(t-P,P,s ‘o) = (to')(m/)B(t - P, P,to)(to’)(m/~1).
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Comme (to)(m') = o(m), on en déduit :
B(t-P,P,s '0) = o'(m)B(t- P, P,to)o’ (m™1). (9.5)
Gréce a (9.4) et (9.5), on déduit de (9.3) :

F(P,o) est égal &

Z [(B(P,s-P,o)o’(m)) ® (A(P,s- P~,0)\t))C(P,to)|F (P, to).
teW (M|G[M), t0O=0

(9.6)
Lemme 8. Pour (o, E) objet de O, on note :
Po(0) = (1A @ A(P~, P,o) " Y)C(P,0)F(P,0). (9.7)
(i) Pour (o, E) objet de O, on a :
(fir)"(P,o) = F(P,0). (9.8)

(ii) Soit (01, E1) est une représentation lisse, cuspidale et irréductible du sous-groupe
de Lévi, M', d’un sous-groupe parabolique standard de G, P’ = M'U’. On suppose
que Dorbite inertielle de o1, O, est telle que (M, O) n’est pas conjuguée a (M', O').
Alors on a :

(F3m)A (P 01) = 0.

(iii) Si au contraire (M', O') est conjuguée a (M, O) on a, pour (o1, E1) objet de O' :
(fou) (P’ 01) = F(P',01).

Démonstration. Pour z € ZB(G), on note F' = po(2)F, et &}, la fonction rationnelle
déduite de F’, comme Pp l'est de F. Alors @, = pe(2)Po et :

(f30)" (P, 01) = (i%01) (2)(f35)" (Pr, 01).

De (8.8) Lemme 5 et de ce qui précede, on déduit qu’il suffit de prouver le lemme lorsque
® est polynomiale et tres réguliere, ce que ’on suppose désormais. Alors, on peut déplacer
le contour d’intégration dans la définition du paquet d’ondes décalé et 'on a f%h = fs.
On applique le Théoreme 5. On en déduit (ii). Montrons (i). Soit o est un objet de O.
Toujours d’apres le Théoreme 5, on a :

(3" (Po) = > . (9.9)

SEW(M|G|M),s~1oeO
ou
I; est égal au produit de j(P, P, s P,o) par

[B(P,s- P,0) ® A(P,s- P,o)\(s)](Id ® A(P~,P,s ‘o)™ )¢(P,s to)F(P,s ‘o).
(9.10)
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Soit t € W tel que ts = m/ et st = m soient éléments de My N K. Donc s~ = m/~'t
et to(m’) = o(m). On déduit de la Proposition 5 (iii) et de la Proposition 2 (ii) avec m
changé en m’~! et o en to, que :

F(P,s7'o) = (\(m'™') @ o' (m))F(P,to). (9.11)

Les relations de type (2.19) pour les intégrales d’entrelacement et la fonction ¢, qui sont
des fonctions sur O, montrent que :

A(P~,P,s7 o) = \(m') " A(P~, P, to) \(m), (9.12)
¢(P,s o) (m'~H¢(P, to)A(m). (9.13)

Tenant compte de (9.11), (9.12), (9.13), on déduit de la formule (9.10) pour I, apres des
simplifications évidentes que :

=A
=A

I, est égal au produit de j(P,P~,s- P,o) par
[B(P,s- P,o)o’(m) ® (A(P,s - P,o)\(s)\(m' " A(P~, P,to) " 'C(P,to))|F (P, to).
(9.14)

En tenant compte de (9.6), (9.9) et de la relation précédente, il suffit, pour prouver (9.8),
de vérifier :

j(P,P™,5-P,0)A(P,s-P,a)\(s)\(m' ") A(P~, P,to) ™' = A(P,s-P~,a)\(t™%). (9.15)
Onasmt=t1t1.P=s.P t7!.- P =5.-P . Gracea (5.9) on a:
Mt YA(P™, P,to)\(t) = A(sP~,s- P, o).
Donc notant A le premier membre de (9.15), on a :
A=j(P,P",s-P,0)A(P,s-P,o)A(s-P",s-P,oa) '\t ").
D’apres (5.7) on a :
A(s-P7,s-Po)A(s-P,s-P~,0)=j(s- P ,s-P,s- P~ ,o)ld.

Donc :

A=j(P,P",s-Po)j(s- P ,s-P,s- P ,0) *A(P,s- P,o)A(s- P,s- P~ ,o)\(t™}).
Utilisant encore la définition des fonctions j (voir (5.7)), on trouve :

A=j(P,P",s-P0)j(P,s-P,s-P )j(s-P ,5-P,s-P ) tA(P,s- P~,0)\(t™})
et on voit que :

j(P,P~,s-P,o)j(P,s-P,s-P ,0)j(s-P ,s-P,s- P ,0) =1

donc A = A(P,s- P~,0)A\(t™1) comme désiré, ce qui acheve de prouver (9.15). Ceci
acheve de prouver (i). Le point (iii) résulte des relations (6.4) et (6.8) satisfaites par F
et les transformées de Fourier. g

http://journals.cambridge.org Downloaded: 30 Jun 2016 IP address: 139.124.6.128



http://journals.cambridge.org

Théoréme de Paley—Wiener 559

Fin de la preuve du Théoréme 2. Soit £ un ensemble de représentants des classes
de conjugaisons de couples (M, ), ot P = MU est un sous-groupe parabolique anti-
standard de G, et O est 'orbite inertielle d’une représentation lisse, irréductible et cus-

pidale de M. Soit
f= > fi
(M,0)e€
la somme ne comportant qu’un nombre fini de termes non nuls car il n’y a qu'un nombre
fini de (M, O) tel que P soit non nulle, d’apreés la condition (ii) du Théoreme 2. Alors,
d’apres la Propostion 10, f € C*(Up\G,¢) et d’apres le lemme précédent f admet F
comme transformée de Fourier—Whittaker. Pour achever la preuve du Théoreme 2, il ne
reste plus qu’a prouver la proposition suivante. O

Proposition 11. La transformée de Fourier—Whittaker, définie sur C°(Up\G, ), est
injective.

Démonstration. Rappelons le contenu du Corollaire 1 de la Proposition 14 de la §11,
dont on retient les notations notamment la définition (11.1).

Soit f € C(Up\G, ). Si pour toute représentation lisse unitaire irréductible, m, et
tout & € Wh(w), 7/(f*) est nulle, alors f est nulle.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique anti-standard de G et (o, E') une représenta-
tion lisse, unitaire, cuspidale et irréductible de M. On remarque que, d’apres la définition
de la transformée de Fourier—Whittaker :

(f(P.o),n®v) = (iGo) (f*)E(P.on),v), n€ Who), veifE.

Si la transformée de Fourier-Whittaker de f € C®(Up\G, ) est nulle, on en déduit
que (i%0) (f*)€ = 0 pour tout élément & de Wh(i%o). Par polynomialité, cette identité
s’étend a o représentation lisse cuspidale et irréductible.

Mais toute représentation lisse irréductible de G, (w,V), apparait comme une sous-
représentation d’une représentation iIGJJ avec o lisse, cuspidale irréductible. Par ailleurs,
I'exactitude du foncteur qui & 7 associe Wh(m) montre que tout élément de Wh(n) est la
restriction a V' d’un élément de Wh(iga). On déduit de ce qui précede que f est nulle,

comme désiré. Ceci acheéve la preuve de la proposition et également du Théoreme 2. [

Théoréme 7. Soit £ un ensemble de représentants des classes de conjugaisons de cou-
ples (M, 0), ot P = MU est un sous-groupe parabolique anti-standard de G, et O est
Dorbite inertielle d’une représentation lisse, irréductible et cuspidale de M. Alors pour
f € C&(Uo\G, ), notant F sa transformée de Fourier—-Whittaker et adoptant les nota-
tions du Lemme 8, on a :

f= > fi

(M,0)e€
la somme ne comportant qu’un nombre fini de termes non nuls.

Démonstration. D’apres la fin de la preuve du Théoréme 2, les deux membres sont des
éléments de C°(Up\G, ¥) qui ont la méme transformée de Fourier—Whittaker. Donc ils
sont égaux d’apres la proposition précédente. O
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10. Sur une conjecture de Lapid et Mao

10.1. Fonctionnelles de Whittaker de carré intégrable et critere de
Casselman

Une fonctions mesurable, f, sur G telles que f(ug) = x(u)f(g) pour u € Uy et g € G, et

telle que :
1/2
I fllz2 (wo\Gw) = </ |f(g)|2d9)
Uo\G

sera dite fonction de Whittaker de carré intégrable. L’espace des classes modulo
I’équivalence presque partout de fonctions de Whittaker de carré intégrable définit un
espace de Hilbert, L?(Uy\G,), sur lequel G agit continument et unitairement par
représentation réguliere droite p. On introduit de méme (p, L2(AgUo\G, v)). Soit (7, V)
une représentation lisse irréductible de G admettant un caracteére central unitaire. On
dit que 7 est de carré intégrable (respectivement est une série discrete) si ses coefficients
lisses sont de carré intégrable sur Ag\G (respectivement sur G). On dit que & € Wh(w)
est de carré intégrable (respectivement discrete) si pour tout v € V, ¢¢,, est élément de
L?(AgUo\G, ) (respectivement L?(Uy\G,)). Montrons I’assertion suivante.

(10.1) Une représentation lisse irréductible (m,V) de G posséde une forme linéaire non
nulle £ € Wh(n) discréte (respectivement de carré intégrable) si et seulement si (m, V)
apparait comme sous-représentation irréductible de (p, L*(Up\G,v)) (respectivement

(s L*(AcUo\G, v)))-

Traitons le cas des formes discretes, celui des formes de carré intégrable étant sem-
blable. Si £ est discréte et non nulle, on définit un produit scalaire invariant sur V' par :

(0, ') = /U el @) s, eV, (10.2)
0

Donc la représentation est unitaire et I'application v +— c¢¢, est un entrelacement
isométrique de V dans L?(Up\G,v). Réciproquement, si (7, V) est une sous-représen-
tation de (p, L2(Up\G, %)), la mesure de Dirac en 1g est un élément non nul et discret
de Whi(r).

Soit (m, V') une représentation admissible de G. Pour y € Hom(Ag, C*) on pose

Vi, = {v eV |il existe d € N tel que (r(a) — x(a))% =0, a € Ag}.

Si & € Wh(m), on note &, la restriction de £ & V,.. On appelle exposant de 7 (respec-
tivement &) un caractere x tel que V, (respectivement ¢,) soit non nul. On note
Exp(r) (respectivement Exp(§)) Pensemble des exposants de 7 (respectivement £). On a

Exp(§) C Exp(r).

Proposition 12. Soit (7, V) une représentation admissible de G et ¢ € Wh(w). Les
conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) & est de carré intégrable ;

(ii) pour tout sous-groupe parabolique standard P = MU de G et tout x € Exp(£p),
on a Rex € ~(a$)’, ot ~(a§)’ est I'ensemble des x € (a$)" qui sont combinaisons

linéaires a coefficients strictement négatifs des racines simples de Ay dans P ;

(iii) pour tout sous-groupe parabolique standard maximal P = MU de G et tout x €
Exp(np), on ax € ~(a§).

Démonstration. Soit /A un réseau contenu dans Ay et tel que Ay = (AgNK)A. Le noyau
de lapplication Hyy, (voir (2.3)) est égal & My N K et 'image de A par Hyy, est d’indice
fini dans I'image de Hjpy,. Soit I un ensemble d’antécédents dans My de représentants
du quotient de 'image de H)y, par 'image de A par Hyy,. De I'égalité G = UpMyK on
déduit :

G = UpAIK. (10.3)

Soit H un sous-groupe compact ouvert distingué de K. On voit facilement, en utilisant
(2.8), qu’il existe des constantes C’,C"" > 0 telles que :

C/(Spo ()\_1) < VOl(Uo\UQ)\il‘H) < C//(SPO(/\_l), AE /1, 1el, xe K.

On en déduit que £ est de carré intégrale si seulement si, pour tout v € V, la restriction
¢y de c¢ » & A est de carré intégrable modulo AN Ag, pour la mesure qui charge chaque
point A € AN Ag de la masse §p,(A) L. Par translation, ¢, possede cette propriété si et
seulement si c’est vrai pour ¢y (), pour un élément a de A. D’apres (3.5), on peut donc se
limiter aux ¢, qui sont a support dans A, N A. Alors on procéde comme dans la preuve
du critére analogue pour les groupes [9, Théoréme 4.4.6] en utilisant les propriétés du
terme constant (voir §3). O

Proposition 13. Soit (7, V) une représentation admissible de carré intégrable (respec-
tivement tempérée) de G et & € Wh(w), alors £ est de carré intégrable (respectivement
tempérée).

Démonstration. En effet pour tout sous-groupe parabolique standard P, les exposants
de &p sont des exposants de 7mp (voir ci-dessus). Alors le corollaire résulte de la proposi-
tion précédente jointe au Théoreme 4.4.6 de [9] (respectivement & la Proposition IT1.3.2
de [25]). O

10.2. L’analogue p-adique d’un résultat de Wallach

La preuve du théoreme suivant est semblable a celle de son analogue réel donnée par
Wallach (voir [26, Théoreme 14.12.1})).

Théoreme 8. Soit (7, H) une représentation unitaire irréductible de G appartenant au
support de la décomposition en représentations irréductibles de G dans L?(Ug\G,).
Alors la représentation lisse de G dans l'espace V' des vecteurs de H fixés par un sous-
groupe compact ouvert est tempérée.
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Raisonnant comme dans le début de la preuve de [26, Théoréme 14.11.4], on voit qu’il
suffit de prouver le lemme suivant.

Lemme 9. Soit f € L?(Uy\G, 1) invariante a droite par un sous-groupe compact ouvert,
H, de K. On note vol(H) la mesure de H pour la mesure de Haar sur K de masse totale 1.
Alors on a :

[(p(9) £, I < vol(H) THIfll72 e Z(9), 9 € G-

Démonstration. On voit facilement, grace a 'invariance de f sous H que :

F(9)? < vol(H)~! / Fgk)2dk, geC.
K

On pose f1(g) = supgex|f(gk)]. On a donc :

1@ < vol(H) ! / Fgk)Pdk, geG.
K

Par intégration sur Up\G, on en déduit :

||f1||%2(U0\G,w) < VOI(H)71Hf||%2(UO\G,w)'

On voit aussi facilement que :

I(p(9) f, DI < |(p(9) fr, 1), g€G.

On peut donc se réduire a prouver 'inégalité du Lemme en supposant H = K. Dans
ce cas on procede comme dans la fin de la preuve du Lemme 15.1.1 de [26]. On doit
cependant changer les intégrales sur A en des intégrales sur My, changer a en m € M,
et a”” en 5;1/2(771). O

10.3. Fonctionnelle de Whittaker de carré intégrable sur une représentation
irréductible

Au vu de (10.1), le théoréme suivant résoud positivement une conjecture de Lapid et
Mao (voir [17, Conjecture 3.5]). Matringe (voir [18, Corollaire 3.1]), a obtenu indépen-
damment ce résultat pour certains groupes.

Théoréme 9. Soit (7, V') une représentation lisse irréductible de G. S’il existe £ € Wh(m)
de carré intégrable (respectivement discréte) non nulle, alors w est de carré intégrable
(respectivement une série discréte) de G.

Démonstration. Supposons £ de carré intégrable et non nulle. Alors (7, V') est unitaire
d’aprés (10.1). On note (m, H) la représentation de G obtenue par complétion de V.
Montrons qu’elle est contenue dans le support de (p, L?(Uo\G, 1)) (c’est trivial si £ est
discrete).

Notons G' le noyau de Hg et m; la restriction de 7 & G'. Le groupe G' A est d’indice
fini dans G et G'NAg est égal & AgNK. Alors pour tout v € V, c¢,, € L?(Up\G', ). Donc
le support de (71, H) contient un élément du support de L?(Uy\G*, ). Par induction, le
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support de I'induite unitaire de (1, H) de G* & G, d’espace H', contient un élément du
support de (p, L2(Up\G, 1)). Montrons que cette induite se décompose en une intégrale
hilbertienne des représentations (7 ®x, H), ou y décrit ’ensemble, X (G),, des caracteres
non ramifiés unitaires de G. Considérons I'application de H' dans L?(G'\G, H) qui & f
associe I'application f;, définie par fi(g) = 7(g9) "' f(g). C’est un opérateur unitaire. De
plus, identifiant L?(G'\G, H) au produit tensoriel complété de L?(G*\G) avec H, c’est
un entrelacement unitaire entre la représentation de G dans H' et le produit tensoriel
unitaire de la représentation réguliere droite de G dans L?(G'\G) et celle de G dans H.
Notre affirmation résulte du fait L?(G'\G) se décompose en une intégrale hilbertienne
de caractéres non ramifiés unitaires de G. Donc il existe x € X(G), tel que (7 ® x, H)
soit élément support de (p, L?(Up\G,)). Mais (p ® x 71, L2(Upg\G,v)) est équivalente
(p, L?>(Ug\G, ), P'opérateur de multiplication par x~! étant un entrelacement unitaire.
Donc (m, V) est élément du support de (p, L2(Up\G, 1)).

D’apres le Théoreme 8, (m, V) est tempérée. C’est donc un facteur direct d’une induite
a partir d’un sous-groupe parabolique anti-standard P = MU de G d’une représentation
de carré intégrable, (o, E), de M. Comme V est un facteur direct, il suffit de montrer
que Wh(i%o) n’a pas d’élément non nul de carré intégrable sauf si P = G. Supposons
qu’il en existe un et notons le encore £. On note encore 7 la représentation iga et V son
espace. On suppose que P est différent de G.

D’abord, d’apres le Théoreme 1, £ est égal & (P, 0,7n) pour un élément non nul, 7,
de Wh(o). Soit e € E et soit H un sous-groupe compact ouvert de G contenu dans
K possédant une factorisation d’Iwahori par rapport a (P, P~) (voir (2.6)) et tel que e
soit invariant par Hjy;. On suppose en outre que H est assez petit, de sorte que Hyr-
soit contenu dans Ker . On considere 'application de G dans F, vf’g,H définie par (4.7).
Comme e est Hjys-invariant, v£ H est invariante & droite par H. C’est un élément de igE
a support dans PU~. Notons vol(Hy-) = fHU* du~, ot du~ est la mesure de Haar sur
U~ choisie en (2.7). Alors (voir (4.9)), on voit que :

( ,v£f> = vol(Hy-)(n, e). (10.4)

On note x le caractere central de o, qui est unitaire puisque o est de carré intégrable.
-1
on voit facilement que pour a € Ay, mw(a)vlF = (5113/2x)(a)v£;;‘H“ . Pour a € Ay,
aHy-a~ ' est contenu dans Hy— puisque P est anti-standard. Par application de la
formule précédente et en tenant compte de 1’égalité vol(aHy—a') = 65 (a) vol(Hy - ), on
trouve :
PH\ _ 1/2 —
(&, m(@)o 1) = x(a)3Y () vol(Hy - )(n, ), a € Ay N Aus.

Notons v = v/>. Utilisant les définitions on voit d’apres (3.7) et (3.9), que, pour € > 0
assez petit :

Cé¢pup (CL) = X(a) VOl(HU*)<n7 €>, ac A(; (Pa <€) NAn-
Comme c¢, 0, est une fonction As-finie sur M, on déduit de I'égalité précédente :

Cepwp(a) = x(a) vol(Hy-)(n,e), a€ Apn.
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Choisissant e tel que (n, e) soit non nul, on voit que la restriction de £p & Vp, est non
nulle. Donc x € Exp(&p). De plus, x étant unitaire, Re x est nul. Joint & la Proposition 12,
cela contredit le fait £ est de carré intégrable. Cette contradiction achéve de prouver que
P = G et que 7 est de carré intégrable.

Si € est discrete, Ag est trivial. Donc (7, V) est une série discrete de G. O

10.4. Fonctionnelles de Whittaker cuspidales

Soit (m, V') une représentation lisse de longueur finie de G et £ € Wh(r). On dit que
& est cuspidale si pour tout v € V, c¢,, est a support compact modulo AgUp, ou ce qui
revient au méme modulo Z(G)Uy, o Z(@G) est le centre de G.

Théoréme 10.

(i) Soit (m, V') une représentation lisse irréductible de G. Si Wh(w) contient un élément
non nul £ qui est cuspidal, alors m est cuspidale.

(ii) Soit (m, V) une sous-représentation d’une représentation (i%0,iGE), ot P = MU
est un sous-groupe parabolique propre de G et (o, E) est une représentation lisse
de longueur finie de M. Alors Wh(r) ne contient pas d’élément cuspidal non nul.

Démonstration. Prouvons (i). D’abord, quitte & tensoriser par un caractére non ramifié
de G, on peut supposer que le caractére central de G resteint a Ag est unitaire (voir ce
qui suit (2.5)). On le suppose dans la suite. Alors le produit scalaire sur V' défini par

(0,0') = / ce.0(9)em (9) dg
AgUo\G

munit (7, V) d’une structure de représentation unitaire.

Supposons d’abord Z(G) fini. On choisit v € V' tel que f := c¢,,, soit non nul. On utilise
les notations du Théoreme 7. Soit (M, O) € €, P = MU le sous-groupe parabolique anti-
standard de sous-groupe de Lévi M et ¢ € Pol(O, Wh(P,) ®i%).

Si z € ZB(@), on montre comme dans [12, Equation (1.11)], qu’il existe z* € ZB(G)
tel que pour toute représentation lisse unitaire, (71, V1), on a :

(m(2*)v1,v2) = (vy,m(2)va), w1,v2 € V4. (10.5)
On a, pour z € ZB(G) :
p(2)f =xx(2)f,  p(2)EE(6(0)) = Xigo (2) BE(6(0)),

ol X (respectivement, X;c,) est le caractere de ZB(G) par lequel celui ci opere sur V/

(respectivement % F). Donc, utilisant (10.5), on

Xa(Z)(f, BE(6(0)))e = Xigo (2)(f, EE (6(0)))g-

http://journals.cambridge.org Downloaded: 30 Jun 2016 IP address: 139.124.6.128



http://journals.cambridge.org

Théoréme de Paley—Wiener 565

Si P est différent de G, il existe z € ZB(G) tel que 0 — X;6,(2) soit un polynome non
constant. On en déduit

(f, EZ(¢(0)))a =0,

pour o dans un ouvert dense de . Par continuité, cela est vrai pour tout élément de
O. Ceci implique (voir Proposition 7) que f (P, o) est nul pour tout objet de O. Avec les
notations du Théoreme 7, on en déduit que P est nul. Comme Z(G) est fini, les orbites
inertielles de représentations lisses, cuspidales et irréductibles de GG sont des singletons.
Alors si (G,0) € €&, f;’; est simplement une somme de coefficients généralisés de cette
représentation cuspidale. Alors, le Théoréeme 7 montre que f est une somme finie de
coefficients généralisés de représentations irréductibles cuspidales. Pour des raisons de
caractére infinitésimal, cela implique que 7 est dans la composante de Bernstein de I'une
de celles-ci, donc, d’apres son irréductibilité, isomorphe a I'une de celles-ci. Ceci acheve
la preuve de (i) lorsque Z(G) est fini.

On ne suppose plus Z(G) fini. Soit G le groupe algébrique dont G est le groupe des
points sur F. Soit D(G) le groupe des points sur F du groupe dérivé de G. Alors G’ :=
Z(G)D(Q) est d’indice fini dans G et soit I un ensemble de représentants dans G du
quotient G/G’. Alors la restriction 7’ de & G est de type fini. De plus elle est admissible
car G’ est ouvert dans G. Donc elle est de longueur finie. Elle est de plus unitaire puisque
m l'est. C’est une somme directe d'un nombre fini de représentations irréductibles ;
de G'. On choisit 'une de celles-ci, (7', V'), telle que la restiction de & & V' soit non
nulle. L’application de la premiére partie de la démonstration & D(G) montre que 7’ est
cuspidale. Comme V est la somme des 7(¢)V’, i € I, pour tout j, m; est de la forme iz’
et est donc cuspidale. On en déduit que les coefficients lisses de 7 restreints & G’ sont &
support compact modulo Z(G). Comme G’ est d’indice fini dans G on en déduit que =
est cuspidale. Ceci acheve de prouver (i).

(ii) Supposons qu’il existe & € Wh(r) cuspidale et non nulle. Soit V; un sous-espace
G-invariant maximal orthogonal & £, qui est distinct de V' puique £ est non nulle. Alors £
passe au quotient & V/V; et sa restriction & un sous-module irréductible de V/V; est non
nulle et clairement cuspidale puisque & Uest. Alors d’apres (i) celui-ci doit étre cuspidal.
Ceci contredit I’hypothese sur V', car P est propre. O

11. Appendice : un résultat de Joseph Bernstein

Soit (m, V') une représentation lisse de G, £ € Wh(w) et f € C2(Up\G, ). On note f*
la fonction sur G définie par f*(g) = f(¢~!) pour g € G. On définit «'(f*)¢ € V, par :

(! (f*)Esw) = / F*(9)(w ()€, v) dg. (11.1)

G/Us

La représentation réguliere droite de G' dans L?(Up\G, ) se décompose en une intégrale
hilbertienne de représentations unitaires irréductibles de G, ([ ;B 7. dp(z), [ ;e H, du(z)).
On note, pour z € Z, (n2°, HZ°) la représentation lisse de G, 72°, dans 'espace HZ°, des
vecteurs lisses de H,, i.e. fixés par un sous-groupe compact ouvert de G.
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Proposition 14. Pour p-presque tout z € Z, il existe un morphisme de G-modules, 3,
entre C°(Ug\G, ) et H> et il existe £, € Wh(n2®) tels que :

(i) pour tout f € CX(Up\G, ), f = fzea B.(f)du(z) ;

(ii) pour u-presque tout z € Z, on a
(B=(f),v) = (TL(f*)&20),  f € CF(Uo\G,¢), veHT.

Démonstration. Pour tout sous-groupe compact ouvert H de G et tout sous-ensemble
de G, 2, compact modulo I'action & gauche de Uy, on note C2°(Up\G, %) E T'espace des
éléments de C°(Up\G, v) invariants & droite par H et a support dans {2, que I’on munit
de la topologie de la convergence uniforme. On note L?(Up\G,v)E I'adhérence dans
L3 (Up\G,¢) de C=(Up\G,¥)E. Comme H est ouvert, {2 est contenu dans la réunion
d’un nombre fini d’orbites de H dans Up\G. Donc cet espace est de dimension finie. On
munit C°(Up\G,v) de la topologie limite inductive des C°(Up\G,%)E. Montrons la
propriété suivante.

(11.2) L’injection de C°(Up\G, ) dans L*(Uy\G, ) est « fine » dans le sens de [2, § 1.4].

Pour cela, d’apres [2, §1.6, Lemme 2 et Théoreme 1.5], il suffit de prouver que pour
tout H et 2 comme ci-dessus l'injection, i, de L*(Up\G, )8 dans L?(Up\G, ) est de
Hilbert—Schmidt, ce qui est clair puisque cet espace est de dimension finie. Ceci acheve
de prouver de prouver (11.2).

Alors (i) résulte des propriétés des applications « fines » (voir [2, §1.4]).

On note o, la restriction a HJ° de l'adjoint de 3, lorsque 3, est défini. Son image
est contenue dans l’espace des vecteurs lisses du dual hermitien de C°(Up\G, ). Cet
espace s’identifie & C°°(Up\G, ) par application qui & ¢ € C(Up\G, ) associe la
forme antilinéaire sur C°(Uy\G, ¢) définie par f — fUO\G #(9)f(g) dg. On définit alors
& (v) = (a;(v))(1g). On a & € Wh(n2°). De la définition de «, et £, on déduit que :

(B-(1)0) = (f, as(v)) = /U JOEG A

Alors (ii) résulte de la définition (11.1). O

Corollaire 1. Soit f € C>°(Up\G, 1), si pour toute représentation unitaire irréductible
lisse de G, m, et & € Wh(n), n/(f*)§ = 0, alors f est nulle.

Remarque 2. Les seules choses utilisées ici sont que G est un groupe localement compact
totalement discontinu, que Uy est un sous-groupe fermé de G tel que Up\G admette une
mesure invariante et que 1 est un caractere lisse de Uy.
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