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TD 0 — Rappels sur les suites numériques dans R ou C

Exercice 1 (Convergence au sens de Cesaro). Soit (uy,)nen une suite de R ou C. Pour tout n > 1, on note

1 n

1
2

3

4.

5
6

Montrer que si (u,)nen converge vers 0, alors il en est de méme pour la suite (Sp)p>1-

Montrer que si (up)nen converge vers ¢, alors (S,)n>1 converge vers £.

Donner un exemple de suite (up)nen qui ne converge pas mais pour laquelle la suite (Sy,),>1 converge.
Montrer que si (upn)nen est une suite croissante, alors (Sy)n>1 est aussi croissante.

Montrer que si (u,)nen est une suite bornée, alors (S,)n>1 est aussi bornée.

Montrer que si (un)nen est une suite croissante et si (Sp)n>1 converge, alors (uy)nen est convergente.

Exercice 2 (Suites adjacentes). Soit (upn)nen €t (vn)nen deux suites réelles vérifiant

(1) (un)nen est croissante et (v,)nen est décroissante ;

(17) (vp, — up)nen converge vers 0.

De telles suites sont appelées adjacentes.

1.
2.

Montrer que u,, < v, pour tout n € N.

Montrer que les suites (up)nen €t (vn)nen convergent vers la méme limite.

n

Exemple 1 : Montrer que les suites (uy,)nen définie par u,, = T et (vp)nen définie par v, = u, + %
k=0
sont adjacentes. En déduire que e n’est pas rationnel.
"1
Exemple 2 : Montrer que les suites (u,)n>1 définie par u, = Z T In(n+1) et (vy)n>1 définie par
k=1

"1

Up = Z - In(n) convergent vers la méme limite appelée constante d’Euler (notée 7). Montrer que
k=1

0<~y<1

Exercice 3 (Méthode de Newton). Soit f : [a,b] — R une fonction de classe €2 strictement croissante et
convexe sur [a, b] vérifiant f(a) < 0 et f(b) > 0.

1

2.

Montrer qu’il existe un unique « €la, b| tel que f(a) = 0.

f,((?). Montrer que l'intervalle [a, b] est stable par ¢.

Soit ¢ : [a,b] — R définie par ¢(x) =z —
On définit la suite (x,)nen par zo €a, b] et T, 11 = @(xy,). Illustrer cette suite sur un dessin.

Montrer que (x,)nen est décroissante. En déduire que (z,,),en converge vers a.

2

Montrer que la convergence de (x,)nen €st quadratique, c’est-a-dire que |z,411 — o < Clz, — al® ou
q g € q que, q +

C' est une constante a déterminer.



6. Exemple (algorithme de Héron): Appliquer la méthode précédente & la fonction f(z) = 22 — A ou
A > 0 pour déterminer o = v/A. En particulier, trouver une suite de rationnels qui converge vers v/2.

Exercice 4 (Critere de convergence vers zéro). Soit (uy,)n € N une suite telle que & partir d’un certain rang

u
N on a ‘ ntl ’ < ¢ < 1 pour un nombre réel fixé £. Montrer que lim wu, = 0.
Un n—-+00
n
Ezxemple : pour tout z € C, montrer que lim — =0.

n—+oo n!

Exercice 5 (Suites extraites d’indices pair et impair). Soit (z,,)nen une suite numérique dans R ou C.
Montrer que cette suite converge vers une limite ¢ si et seulement si les suites extraites (2, )neny d’indices
pairs et (z2,41)nen d’indices impairs convergent vers cette méme limite .

Exercice 6 (Caractérisation équivalente d’une valeur d’adhérence d’une suite). Soit (z,)neny une suite
numérique dans K (= R ou C) et soit a une valeur d’adhérence de (z,)nen, ¢’est-a-dire qu'il existe une suite
extraite (xn, )ren qui converge vers a quand k — +00, (ng = ¢(k))ken désignant une suite d’entiers naturels
strictement croissante vérifiant donc ¢(k + 1) > ¢(k), et donc aussi ¢(k) = ny > k pour tout k € N.
Montrer que a € K est une valeur d’adhérence de la suite (x,)nen si et seulement si on a :

Ve>0, VN eN, dng>N telque |z, —al<e

Exercice 7 (Limites inférieure et supérieure d’une suite réelle). Soit (u,)n,en une suite réelle bornée, et
donc par exemple u,, € [a,b], Vn € N, avec a,b € R et a < b. Pour tout n € N, on pose a,, = inf{uk, k> n}
et b, = sup{uk, k> n}

(1) Montrer que la suite (ay)nen est croissante et majorée.

(71) En déduire qu'il existe ¢ € [a, b] tel que EIE an = /.

On définit ainsi la limite inférieure de la suite (uy,)nen par

f=liminfu, := lim (inf u;) = supa,.
n—+oo " n—>+oo(k2n k) neg "

De fagon analogue, on définit la limite supérieure de la suite (uy)nen par

L =limsupu, := lim (sup uk) = inf b,.
n——+o0 n—=+00 "p>p neN

Si la suite (uy, )nen n'est pas minorée ou majorée, on généralise ces définitions avec £, L € R = RU{—o0, +00}.
N.B. Les liminf et limsup d’une suite réelle existent donc toujours dans R, ce qui n’est pas le cas de la
limite d’une suite, méme dans R. On montre que ce sont respectivement la plus petite et plus grande valeur
d’adhérence dans R de cette suite.

Exercice 8 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass dans R (ou C)). Soit (uy,)nen une suite réelle bornée, et donc
par exemple u,, € [a,b]pour tout n € N, avec a,b € Ret a < b. Pour tout n € N, on pose o, = inf{uk, k> n}
et B, = Sup{uk, k> n}

1. Montrer qu'il existe une suite extraite (uy(,))nen (avec p(n) > n) de (uy)nen telle que [ug ) —an| < —,

pour tout n > 1.

En déduire que lim wugy,) = a = liminf uy, i.e., (un)neny admet a € [a, b] comme valeur d’adhérence.
n—-+oo n—-+oo

On peut aussi montrer directement que o = liminf u,, € [a,b] ou 8 = limsup u,, € [a, b] est une valeur
n—+00 n——+00

d’adhérence de la suite (up)pen-

2. Autre démonstration avec un processus récurrent de dichotomie.



(a) On pose ag = a, by = b et ©(0) = 0. Construire, par récurrence avec un procédé de dichotomie,
deux suites adjacentes (a,) et (b,) telles que 'ensemble d’entiers naturels £, = {k € N, a, <
ug < by} soit infini, pour tout n € N.

(b) On choisit alors ¢(n) = min(E, \ {0,1,--- ,¢o(n —1)}), vérifiant donc p(n+ 1) > p(n) pour tout
n € N, et on justifiera pourquoi ce minimum existe.

(c) En déduire que la suite extraite (uy(y))nen ainsi construite converge vers la limite commune
¢ € [a,b] des suites (ap)nen €t (bn)nen-

3. En conclure que de toute suite bornée, on peut extraire une suite qui converge, soit encore que toute
suite bornée admet au moins une valeur d’adhérence.

N.B. On en déduit alors facilement la version analogue dans C en considérant la suite réelle (Juy|)nen et
I’argument ou parties réelle et imaginaire.

Exercice 9 (Suite de Cauchy dans K (=R ou C) et complétude de (K, |.|)). 1. Montrer qu’une suite de
Cauchy est bornée et en déduire qu’elle a au moins une valeur d’adhérence.

2. Montrer que si une suite de Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge vers cette valeur.

3. En déduire que toute suite de Cauchy dans R ou C converge.

On dira que R (ou C) muni de |.| est un espace vectoriel normé (e.v.n.) complet.

Exercice 10 (Théoréme du point fixe dans R, critére de Cauchy et suites récurrentes). Soit f: R — R une
fonction strictement contractante, i.e., vérifiant pour un certain réel k € [0,1] :

|f(x) — f(y)| < k|x—y|, pourtout z,y€R.
Pour xy donné dans R, on définit la suite réelle (x,)nen par n+1 = f(zy), pour tout n € N.
1. Montrer que si a,b € R vérifient f(a) = a et f(b) = b, alors a = b.
2. Montrer que la suite (z,)nen est une suite de Cauchy.
3. En déduire qu’elle converge, pour tout xo € R, vers 'unique point fixe ¢ = f(¢) de la fonction f.

4. Montrer ’estimation ci-dessous de I’erreur au rang n :

n

<
e — U< 75

|1 —xol, Vn>1.

5. Application : (xn)nen est définie par z¢ € [0, 1] et z,,41 = cos(z,,) ; montrer que I'on a pour £ = cos /¢

(sin1)”

-/ <
20—l < T

Vn > 1.

N.B. Cette méthode itérative pour approcher la solution de I'équation x — f(z) = 0 s’appelle la méthode
des approximations successives de Picard.



