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Introduction

La théorie des opérateurs qui admettent des puissances imaginaires bornées
connait un essor depuis la fin des années 80, notamment grace a G. Dore et A.
Venni qui ont montré, en 1987, un théoreme de régularité maximale [DV87] mettant
en ceuvre ces opérateurs. Des 1966, H. Komatsu [Kom66], dans une série d’articles,
a étudié certains de ces opérateurs, mais 'application la plus spectaculaire reste le
théoreme de Dore-Venni [DV87] et ses extensions, dues en particulier a J. Priiss
et H. Sohr [PS90]. Par exemple, on peut trouver, dans [DV87], une application au
probleme de Cauchy

W) + Au(t) = f(t), 0<t < T,
(FC) { u(0) = 0

sur LP(0,T;X), p € (0,00), ou X est un espace de Banach avec de "bonnes” pro-
priétés géométriques, plus précisément un espace de type UM D. Lorsque A est un
opérateur sur X, non borné en général, suffisamment régulier, le théoreme de Dore-
Venni appliqué & (PC') donne le résultat suivant : pour tout f € L¥(0,T; X), il existe
une unique solution u de (PC') qui appartient & W'?(0,T; X) N LP(0,T; D(A)).

D’autre part, beaucoup plus tot, I. Cioranescu et L. Zsid6 [CZ76a] ont développé
la notion de générateur analytique d’un groupe fortement continu sur un espace de
Banach. Leur travail est motivé par la théorie de Tomita-Takesaki ; ils s’intéressent
en particulier a des groupes bornés.

Cette these est constituée de deux parties qui, toutes les deux, sont liées au théoreme
de Dore-Venni.

Dans la premiere partie de ce travail nous reprenons la notion de générateur analy-
tique d’un groupe (non nécessairement borné ici) et nous ’étudions systématiquement.
Un des résultats principaux établit le lien entre ces opérateurs et les opérateurs qui
admettent des puissances imaginaires bornées : si 'espace X est UM D, alors tout
groupe (U(s))ser sur X de type strictement inférieur a 7 est de la forme U(s) = A%,
s € R, pour un certain opérateur sectoriel A, et dans ce cas A est le générateur
analytique de U. Cette relation fondamentale est nouvelle et éclaircit davantage le
théoreme de Dore-Venni qui en est un corollaire facile. Voici quelques détails de la
premiere partie.

Le chapitre 1 est consacré a des rappels sur les puissances imaginaires, que l'on
définit pour des opérateurs sectoriels (Définition 1.1 et Définition 1.3) suivant [PS90],

3



Introduction 4

[Prii93]. On donne aussi quelques résultats bien connus sur les espaces UM D, c’est-
a-dire les espaces de Banach pour lesquels la transformation de Hilbert définit un
opérateur borné

Dans le chapitre 2, on donne la définition (Définition 2.3) et les premieres propriétés
du générateur analytique et de ’extension analytique d’un groupe fortement continu
sur un espace de Banach quelconque. Il est établi, en particulier, que le générateur
analytique d’un groupe fortement continu est un opérateur fermé a domaine dense
(Proposition 2.10). On donne aussi I'exemple simple des groupes traces de semi-
groupes holomorphes d’angle 7. Il est montré (Proposition 2.16) d’autre part que
les opérateurs qui forment 'extension analytique d’un groupe fortement continu
vérifient, dans un certain sens, la propriété de semi-groupe. Les techniques employées
ici sont empruntées a I. Cioranescu et L. Zsid6 [CZ76a]. Pour terminer ce chapitre, on
montre que, dans le cas ou A est un opérateur qui admet des puissances imaginaires
bornées A, s € R, A est le générateur analytique du groupe (A*),cg. Ceci montre
donc le lien entre la théorie développée ici et la théorie ”classique” initialisée par
H. Komatsu [Kom66], reprise par H. Triebel [Tri78] et exploitée par G. Dore et A.
Venni [DV8T7] et par J. Priiss et H. Sohr [PS90].

Dans le chapitre 3, on s’intéresse de plus pres aux propriétés spectrales du générateur
analytique C' d’un groupe fortement continu (U(s))ser, sous réserve que le type de
ce groupe soit strictement inférieur a m, c’est-a-dire que le groupe (U(s))ser vérifie
une estimation du type ||U(s)|| < Me“"! pour tout s € R pour w < 7. Il est
montré en particulier (Proposition 3.5) que si le spectre de C' n’est pas égal a C tout
entier, alors il est contenu dans un secteur de la forme {z € C\ {0} ; |arg(z)| <
w}U{0}. On montre aussi que I'ensemble résolvant p(C') est non vide si et seulement
si une certaine intégrale singuliere est convergente au sens de Cauchy (Proposition
3.6). On obtient alors (Proposition 3.10), lorsque p(C') # (), une estimation de la
résolvante du générateur analytique C. De plus, toujours dans le cas ou p(C') # 0, on
montre (Proposition 3.14) que I'extension analytique d’un groupe fortement continu
est entierement déterminée par le générateur analytique du groupe. On a ainsi un
résultat d’unicité (Proposition 3.15) qui permet de caractériser un groupe de type
strictement inférieur a 7 par son générateur analytique.

La théorie développée permet alors de démontrer une version un peu plus forte du
théoreme de Dore-Venni dans le chapitre 4 (Corollaire 4.7). C’est une conséquence
du fait que, dans un espace de Banach UM D, le générateur analytique d'un groupe
fortement continu est sectoriel (Proposition 4.3 et Corollaire 4.4).

Une autre application des chapitres 2 et 3 concerne les espaces de Hardy associés
a des groupes bornés. Il s’agit ici de montrer une décomposition de l'espace X
en X, X_ et Xy tels que, sous réserve de convergence au sens de Cauchy d’une
certaine intégrale singuliere (Proposition 4.11), le groupe (U(s))ser laisse ces trois
sous-espaces invariants. Cette décomposition vérifie (Théoreme 4.19 et Corollaire
4.22) :

- (U4(9))ser, la part de (U(s))ser dans X, est la trace d’un semi-groupe holomorphe
d’angle 7 sur X,

- (U-(—5))ser, la part de (U(—s))ser dans X_, est la trace d’un semi-groupe holo-
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morphe d’angle 5 sur X_,

- Xp est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 du générateur analytique
de (U(s))ser-

On peut alors retrouver certains résultats classiques concernant les espaces de Hardy
vectoriels, en prenant pour groupe (U (s))ser le groupe des translations sur LP(R; X).
De méme, on trouve des résultats analogues pour des groupes 2r-périodiques (Théoreme
4.26). En particulier, on peut retrouver les espaces de Hardy vectoriels sur le tore.
Dans la section 4.5, nous rendons compte des rapports précis entre ce travail-ci et
les travaux de I. Cioranescu et L. Zsido.

La deuxieme partie de cette these est consacrée a une autre généralisation du
théoreme de Dore-Venni. Une hypotheése du théoreme de Dore-Venni classique est
que les résolvantes des deux opérateurs mis en ceuvre doivent commuter. Ceci en
limite les applications ; en particulier, on ne peut pas, sous cette condition, traiter le
probleme de Cauchy non autonome, méme avec des conditions de régularité fortes.
La deuxieme partie de ce travail est constituée de deux chapitres. Le chapitre 5
est une introduction un peu développée de I'article qui constitue le chapitre 6. Cet
article, écrit avec J. Priiss, étend le théoreme de Dore-Venni au cas ot les résolvantes
des opérateurs considérés ne commutent pas, mais leurs commutateurs vérifient une
estimation notée (5.1) dans le chapitre 5 et (2.6) dans 'article. Le théoreme principal
de D'article est Theorem 1 dont on peut trouver la démonstration dans la section
4 ”Proof of the main results”. Les techniques employées sont proches de celles qui
sont développées dans [DV87] et [PS90].

La section 3 donne des applications du résultat théorique aux équations d’évolution.
Dans la section 6, on applique le théoreme 2 a des équations intégro-différentielles
aux dérivées partielles paraboliques.
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Générateur analytique d’un
groupe fortement continu sur un
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Chapitre 1

Etat des lieux

On se propose ici de faire le point sur les connaissances acquises sur les
opérateurs linéaires qui admettent des puissances imaginaires bornées. Dans la suite,
(X, ].]|) désigne un espace de Banach, A est un opérateur (linéaire) fermé sur X a
domaine D(A) dense dans X : on note N(A), R(A), p(A), c(A) respectivement le
noyau, I'image, I’ensemble résolvant, le spectre de A.

1.1 Opérateurs sectoriels, classe BIP

Il est possible de définir les puissances complexes pour une classe d’opérateurs
dits sectoriels. Nous en donnons la définition ci-dessous.

Définition 1.1. Un opérateur A est dit sectoriel si, de plus, N(A) =0, R(A) est
dense dans X, (—00,0) C p(A) et

My = sup |[t(t + A) Y| < oo

>0
On note S(X) l'ensemble des opérateurs sectoriels sur X.

Si A est sectoriel, alors il existe un angle ¢ > 0 tel que le secteur X, := {2z €
C\ {0};|arg z| < ¢} soit contenu dans p(—A). En effet, p(—A) est un ouvert de
C qui contient (0,+00). On peut alors définir I’angle spectral de A de la maniere
suivante

Définition 1.2. L’angle spectral 4 d’un opérateur A sectoriel est défini par
pa:=inf{p >0; X,_, C p(—A) et M,_, < oo}
ot My = sup{|[]A(A+ A)7Y|, X € g}, 6 € (0,7).

Pour un angle 6 € (0,7), et pour un réel R > 0, on définit Sff := 3y N D(0, R) ou
D(0, R) est le disque (ouvert) de centre 0 et de rayon R. On note '} le bord 9S[,
orienté dans le sens direct.

Supposons, dans un premier temps, que A est sectoriel, borné, inversible. Soit 6 €
(pa,m) et soit R > 0 tel que Sf contienne o(A); ceci est possible car A est borné.

7



1. Etat des lieux 8

Le calcul fonctionnel de Dunford donne alors le résultat suivant, pour tout z € C et

pour tout x € X,
1

A = — N (A —A)tr d).
Pour z € C tel que 0 < R(z) < 1, on peut déformer le contour T'Z en faisant tendre
R vers +00 et 0 vers w afin d’obtenir, pour tout x € X

sinmz

Afxr =

/ =Nt + A) "M A dt.

T 0

Les relations A(t + A) ™t =1 —t(t+ A) et (t+A)TA =147 —2(t+ A7,
nous permettent d’obtenir la formule suivante, pour tout x € X,

sin 7wz

1 1 !
A = (—:1: — Az + / 4+ A) TP A e dt
0

T z 1+2

+/ t“(t+A)1Axdt).
1

On remarque que cette expression est valable pour tout z € C tel que R(z) € (—1,1).
Dans le cas ou A est un opérateur sectoriel quelconque, la formule précédente donne
un sens & A%z pour z € C tel que R(z) € (=1,1) et z € D(A) N R(A)

Remarquons que D(A) N R(A) est dense dans X. En effet, pour z € X, on pose,
pour tout n € N\ {0}, =, = n(n + A)"'nA(1 + nA)~!. Pour chaque n € N\ {0},
z, € D(A) N R(A) et YLlerOlo Z, = x. On est alors en mesure de décrire la classe

d’opérateurs BIP(X).

Définition 1.3. Un opérateur sectoriel admet des puissances imaginaires bornées
si les opérateurs A™, définis comme fermetures de (A*, D(A) N R(A)) sont bornés

pour tout s € R, et si sup ||A”|| < oo.
s€[—1,1]
L’ensemble des opérateurs sectoriels sur X qui admettent des puissances imaginaires

bornées est noté BIP(X).

Remarque 1.4. Soit A € BIP(X). Alors la famille d’opérateurs bornés (A™)cr
forme un groupe fortement continu sur X .
Pour A € BIP(X), on note wy le type du groupe (A®)scg, c’est-a-dire
.1 ;
wa = lim —1In A"
s

|s|—oc0 | 5]

Il est connu que wy > @4 (voir par exemple [PS90], [Prii93]). On peut trouver dans
[BCI1] des exemples d’opérateurs sectoriels n’appartenant pas a BIP(X), méme
dans le cas ot X est un espace de Hilbert.
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1.2 Transformation de Hilbert

Nous étudions ici une propriété géométrique des espaces de Banach, liée a
I’existence d’un opérateur borné, la transformation de Hilbert. En voici la définition.

Définition 1.5. On considére les opérateurs H. r, définis sur LP(R, X), 1 < p < oo,
par

™ S

(Herf)(t) = - / L) ds

pourt € R et f € CP(R; X). Si ces opérateurs admettent une limite forte dans

tout LP(R; X), p € (1,00), lorsque € tend vers 0 et T tend vers +oo, alors on

dit que l'espace de Banach X est de classe HT. On note alors H := lim H.p et
Yoo

H, := sup ||H5,T||p.

e€(0,1)
T>1

L’opérateur H est appelé transformation de Hilbert.

Remarque 1.6. Si on sait que H existe dans un LP(R; X) pour un py € (1,00),
alors X est de classe HT .

I est aussi connu que la classe H7 coincide avec les espaces de Banach qui possedent
la propriété UM D (Unconditional Martingale Difference property). Pour les détails,
on pourra se reporter a [Bou83|, [Bur86], [Bou86].

Il est possible de définir une notion analogue pour la transformation de Hilbert sur
le tore T := [—m, 7.

Définition 1.7. On dit qu’un espace de Banach X est de classe H7T T si la trans-
formation de Hilbert h définie sur les polynomes trigonométriques

n
Z eFry zpeX, ke{-n,...n}, neN

k=—n

par

k=—n

h (Z eik'x;c) (0) = Z sgn(k)e™zy, 6 €T,

ot sgn(k) =1 sik>0,0 s k=0, —1 si k<0, se prolonge en un opérateur borné
sur LP(T; X) pour un p € (1,00).

Remarque 1.8. Si X est de classe HT T, alors l'opérateur h est borné sur LP(T; X)
pour tout p € (1,00), et on a la représentation suivante, pour tout f € LP(T; X),

hf:limi/ S=9) 4

s
e—0t T e<|s|<m 2tan(§)

Il est connu qu’un espace de Banach est de classe H7 7 si et seulement s’il est de
classe H7 , voir par exemple [Bou86], [Bur86] ou plus particulierement [CdP91] dont
nous reproduisons la démonstration ci-dessous pour plus de commodité.
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Proposition 1.9. La transformation de Hilbert h définit un opérateur borné sur
LP(T; X) si et seulement si la transformation de Hilbert H définit un opérateur borné
sur LP(R; X).

Démonstration. L’'implication < est claire. Supposons que h est un opérateur borné
sur LP(T; X). On pose, pour tout € € (0,1) et pour tout n € N\ {0}

1 1 "
] T n(—-—=s ds si |t] < nm,
Hepf(t) =q 7 /Zélslgr Qtan(%)f ( (n )) g

0 sinon.

pour t € R, f € LP(R; X). Pour |t| < nrm, on a
N ' s t—
Hepf(t) = = / m S8 g
T Je<|s|<nm tan(%) S
et par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue,

~ ) t —
lim H.,f(t) = H. := ! J(t=s) ds.
n—0oo ™ |s|>e S
Soit o > 0. On note R, la restriction de LP(R; X) a L?([—am, an]; X) et E, l'injec-
tion canonique de LP([—am, an]; X) dans LP(R; X). Soit D, : LP([—am, an]; X) —
LP([—m,7]; X) tel que D,g(t) = g(at) pour tout ¢t € [—m,w]. On peut remarquer

que ||Ru.|| = ||Ea|l =1 et | Dol = ar. On a ainsi, pour tout € € (0, 1) et pour tout
ne N\ {0}, N
H.pf = EuDy"he DR f

pour tout f € LP(R; X)) ol

i 9(. —s)
hsg = / — ds
’ s<|s|<n 2tan(s)

pour tout g € LP([—7, 7]; X) et pour tout & 6 (0 7). Donc pour tout € > 0, pour tout
n € N\ {0}, on a [Hepf|l < IEMIDZ B I Dallll RNl = 2]l f]. Comme

lim he =h, on a | H...fIl < |||l f]] pour fout ¢ € (0,1).

n—oo

D’autre part, soit £ := {f € C'(R; X) ; supp(f) compact , [, f(t) dt = 0}. Cet
ensemble & est dense dans tout LP(R; X) pour p € (1,00) et pour f € &£, on a, en
intégrant par parties, pour tout ¢ € (0, 1),

ilne

AA) = T (f( o) - ﬂ%wD+3/<ﬂm|U@—®d

™

i [ soan [ ([ 0w S

pour tout ¢ € R. Ainsi, H,f(t) converge vers

" i , i [
Hf(t) = ;/0§8<11n|s|f(t—s) ds—l—;/Oo f(s) ds

st t—s d
+%/OO f(s) ds—[g|21< i f(7) dT) %
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simplement et dans LP(RR; X).
Ainsi, d’apres le théoreme de Banach-Steinhaus, H est un opérateur borné sur

LP(R; X). 0

Exemples. Les espaces de Hilbert sont des espaces de classe H7 . De méme, si (2, i)
est un espace mesuré o-fini, LP(€2, 1;Y') est de classe H7 si Y lest et sip € (1,00).
L’espace L'(R) n’est pas de classe H7, L>°(R) non plus.



Chapitre 2

Générateur analytique

Dans cette partie sont donnés les premiers résultats concernant le générateur
analytique d'un groupe fortement continu sur un espace de Banach X. Cette notion
de générateur analytique de groupe a été introduite et développée par 1. Cioranescu
et L. Zsid6 [CZ76a], pour des groupes bornés. Une étude systématique de ces opérateurs
est présentée ici; en particulier, on établit le lien qui existe entre les générateurs ana-
lytiques de groupes et les opérateurs sectoriels dans la classe BIP(X) définis plus
haut. Dans la suite, pour € un ouvert de C, Hol(2) désigne les fonctions (a valeurs
vectorielles dans X') holomorphes sur €.

2.1 Définitions, exemples

Pour commencer, on donne la définition d’une fonction réguliere sur un ouvert

de C.

Définition 2.1. Soit Q un ouvert de C. On dit qu’une fonction f définie sur Q a
valeurs dans un espace de Banach X est réguliere sur (2 si elle est holomorphe sur
Q et continue sur €.

Soit Q:={z € C; 0 < R(z) < 1}. Soit (U(s))ser un groupe fortement continu sur
I'espace de Banach X. Soit x € X tel qu’il existe une fonction f, réguliere sur €2,
vérifiant f,(is) = U(s)xz pour tout s € R. Une telle fonction f,, lorsqu’elle existe,
est unique. Cette unicité provient du lemme suivant, implication directe du lemme
de réflection de Schwartz.

Lemme 2.2. Soit f une fonction réguliére sur la bande B={z € C; a < R(z) <
b}, a,b € R, a <b. Sila restriction de f sur R(z) = a ou la restriction de f sur
R(z) = b est nulle, alors f est nulle sur B.

Il est maintenant possible de donner la définition du générateur analytique de
(U(5))ser-
Définition 2.3. Lopérateur C' défini sur X par

{ D(C):={z e X ;3 f, € Hl(Q)NC(Q) : f.(is) = U(s)x, s € R}
Cz = f,(1), =€ D(C),

12
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est appelé générateur analytique du groupe (U(S))ser-

On peut définir de maniere similaire les opérateurs C, suivants, pour a € C quel-
conque.

Si f(a) =0, a=is, s € R; D(Cs) = X et Ciox = U(s)x pour tout = € X.

Si R(a) # 0, soit Q, :={z€C; 0<R(z) <R()} si R(a) >0 et Q, :={z €
C; R(a) < R(z) <0} si R(a) < 0; on définit

{ D(C,) ={r € X ; 3 f, € Hol()NC(Qy) : folis) =U(s)x, s € R}
Cox = fo(a), € D(C,).

Ces définitions sont légitimes compte tenu du lemme précédent. La famille d’opérateurs
(Cy)acc est appelée extension analytique du groupe (U(s))ser.

Il est aisé de déterminer les opérateurs C,, associés au groupe (U(s))ser pour R(ar) >
0, dans le cas ou le groupe (U(s))ser est la trace d’un semi-groupe holomorphe
(T'(2))w(z)>0 d’angle 7 dans le sens qui suit.

Définition 2.4. Soit G le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))i>o for-
tement continu sur un espace de Banach X, holomorphe d’angle 7. On dit que S
admet une trace sur iR si iG engendre un groupe (V(s))ser fortement continu sur
l’espace X.

Cette définition est en fait suggérée par la proposition suivante.

Proposition 2.5. Soit (S(2))r(:)>0 un semi-groupe holomorphe sur X, d’angle 7, de
générateur infinitésimal G. Si sup{||S(2)]|, 0 < R(z) < 1, |S(2)| < 1} < o0, alors
lim+ S(t+is)x =: S(is)x existe pour tout x € X et pour tout s € R, et (S(is))ser
t—0

est un groupe fortement continu sur X de générateur infinitésimal iG. De plus, on
a S(t+is) = S(t)S(is), pour s,t € R.

On peut trouver des détails dans [HP57] ou [AEH95].
Ainsi, pour chaque v € {z € C; R(z) > 0},ona D(C,) = X, Cox =T(a)z, z € X.

Exemple 2.6. On considére le semi-groupe de Riemann-Liouville sur LP(0, 1), pour
p € (1,00). C’est-a-dire qu’on s’intéresse au semi-groupe holomorphe (Jp(2))n(z)>0
d’angle 5 défini par

T (2)f(t) == 1)/;@—5)“]0(5) ds, te(0,1), feLr(0,1).

I(2)

Ce semi-groupe admet une trace sur iR (voir par exemple [HP57] ou [AEH95]). On
note (J,(is))ser cette trace; c’est un groupe fortement continu sur LP(0,1) et son
générateur analytique est donné par

1(1): f e 70, 1) — /'f(t) dt € 17(0,1).
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La proposition 2.5 est générique du travail présenté ici. Il s’agit de donner un sens
au logarithme d’un opérateur. En effet, si A est le générateur infinitésimal du semi-
groupe (7'(t))i>o fortement continu, holomorphe sur {z € C ; R(z) > 0} vérifiant
les hypotheses de la proposition 2.5, alors C' = e? est le générateur analytique de
(T'(is))ser- L'opérateur A est donc, dans un certain sens, le logarithme de C.

C
Remarque 2.7. Si A € C\ (—o0,0], alors 3 est le générateur analytique du groupe
(A%U(5))ser-

En effet, (A™*U(s))ser est un groupe fortement continu sur X. De plus, pour tout
x € D(C), la fonction z — A7*C.x est réguliere sur §2, prolonge is — A"“U(s)z et

vaut — en 1.
A

Dans la suite, nous allons étudier plus en détails le générateur analytique d’un
groupe fortement continu quelconque, non nécessairement trace d’un semi-groupe
holomorphe.

2.2 Propriété de semi-groupe

Dans un premier temps, on montre que l’extension analytique d'un groupe
fortement continu (U(s))ser est formée d’opérateurs fermés a domaines denses dans
X. On en déduit ensuite une relation de semi-groupe vérifiée par ces opérateurs C,
associés au groupe (U($))ser-

Lemme 2.8. Pour tout 0 € R et pour tout 7 € R, si x € D(C;), alors U(o)x €
D(C;) et on a Cryjox = U(o)Crz = C U (0)x.

Preuve. Soit T et o fixés dans R. D’apres la définition 2.3, il est clair que D(C\14,) =
D(C,), car Q.4 = Q.. Soit alors x € D(C;) fixé; il existe une fonction f, réguliere
sur €2, telle que f,(is) = U(s)z pour tout s € R et f,.(7) = Crx. Ainsi, les applica-
tions z — f,(z+1i0) et z +— U(0) f(z) sont toutes deux des prolongements réguliers
sur Q. de is +— U(o + s)z = U(o)U(s)x = U(s)U(c)x. On peut donc en déduire
que U(o)z € D(C;) et d’apres le lemme 2.2, ces deux fonctions sont égales sur Q; ;
en particulier, en z = 7, on a f.(7 +i0) = U(o) f (). O

Lemme 2.9. Soit D := {x € X ; 3 f, € Hol(C) : f.(is) = U(s)x, s € R}. Cet
ensemble D est dense dans X.

+o00
Preuve. Soit x € X fixé. Pour tout n € N\ {0}, I'intégrale / e U(t)x dt est

— 00

convergente car (U(s))ser étant fortement continu, il existe deux constantes K et w
telles que ||U(s)|| < Ke“*! pour tout s € R. On pose alors, pour tout n € N\ {0},

+0o0
Ty, 1= \/E/ e U () dt.
™ —0



2. Générateur analytique 15

Comme (U(s))ser est fortement continu, par le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue, lim z,, = x. Montrons que z,, € D pour tout n € N\{0}. Pour n € N\{0},
n—oo

on pose
+00

fnizr— fu(z) = \/E/ e U ()2 dt.
T J -

La fonction f,, est holomorphe sur C et pour tout s € R, on a

fulis) = \/g /_me"“s)zU(t)x dt

+o00
= \/E/ U+ s)x dt, ont:=t—s
™ —0o
U(s)xy

Ainsi, z,, € D pour tout n € N\ {0}, et donc D est dense dans X. O

Proposition 2.10. Pour tout complexe o, (Cy, D(Cy,)) est un opérateur fermé, a
domaine dense dans X.

Démonstration. 11 est suffisant de prouver cette proposition dans le cas o = 1. De
maniere évidente, on a D C D(C). Ainsi, D(C) est dense dans X. Il reste & montrer
que (C, D(C)) est un opérateur fermé. Soit alors (x,)nen une suite de D(C) telle
que (z,)nen converge vers z € X et (Cx,,)nen converge vers y € X. Le but est alors
de montrer que z € D(C) et y = Cx.

Soit n € N fixé. Comme z,, € D(C), d’apres la définition de D(C), il existe une
fonction f, € Hol(Q2) NC(Q) telle que f,(is) = U(s)x, pour tout s € R. On sait
d’autre part, d’apres le lemme précédent, que f,(1 + is) = U(s)Cx,. Ainsi, pour
2 € Q, on pose h,(z) = €= f,(2). Alors h,, € Hol(Q) NC(Q) pour tout n € N.

Comme | ‘lim ||hy(2)]| = 0 pour tout p € N, on peut appliquer le principe du maxi-
z|—+400

mum a h, — h,,, pour m et n € N, et on obtient

up [ (2) — hon ()| < sup (=T ()]) mae{lls = il € — O}

2€Q
Comme il existe deux constantes K et w telles que ||U(s)| < Ke*l, on a

sup <e(1_82)||U(s)||> < 0.

seR

Ainsi, (hy)nen converge uniformément sur € vers un fonction h. Il est alors clair que
h € Hol(Q) NC(Q) et vérifie h(is) = e > U(s)z et h(1 +is) = e1T)°U(s)y pour
tout s € R. On pose alors f,(z) := e **h(z) pour tout z € Q. Cette fonction f, est
réguliere sur Q et f,(is) = U(s)x pour tout s € R. On a donc montré que x € D(C)
et y=Cuz. U
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Définition 2.11. Soit U(s))ser un groupe fortement continu sur X et soit v € X.
On définit la suite régularisante de z associée au groupe (U(s))ser par

n +oo 2
Ty = \/j/ e " U(t)x dt, n € N\ {0}.
™ —0o0

D’apres le lemme 2.9, x,, € D pour tout n € N\ {0} et lim z, = x.

Définition 2.12. Soit (A, D(A)) un opérateur (non borné) sur X. On dit qu’un
sous-espace € de X est un domaine essentiel (ou core, en anglais) pour A si,
pour tout x € D(A), il existe une suite (x,)nen de & telle que lim x, =z et

lim Ax, = Ax. o

n—oo

Proposition 2.13. Soit (U(s))ser un groupe fortement continu sur X et soit C' son
générateur analytique. Soit (x,)nenqoy la suite régularisante de x € X associée au
groupe U. Soit oo € C fizé. Alors x € D(C,) si et seulement si (Cotrn)nen foy €st une
suite convergente, et dans ce cas, Cox = lim,, o, Cpxy,.

En particulier, D est un domaine essentiel pour C,.

Démonstration. Soit x fixé dans D(C,,). Alors, d’apres le lemme 2.8, U(t)z € D(C,,)
+oo
et U(t)Coz = CuU(t)x. Ainsi Cyxy, = \/E/ e U (t)Cyx dt et donc la suite

@ 00

(Can)nenqoy converge vers C,.
La réciproque est évidente car C\, est un opérateur fermé. U

Lemme 2.14. Soit A un opérateur borné sur X qui commute avec le groupe U, i.e.
U(s)A = AU(s), pour tout s € R. Soit a € C et soit x € D(C,). Alors Ax € D(C,,)
et CoAx = ACyx.

Preuve. Soit (y,)ne\{0y 1a suite régularisante de x associée a U. On a

“+oo
Az, = \/E/ e UM)Az dt, neN\{0},
™ —0oQ

car A et U commutent. Ainsi, Az,, € D pour tout n € N\ {0} et on a

+o0
C.Ax, = \/E/ e " U () Az dt = ACLz,, z€C, neN\{0}.
™ —0o0

D’apres la proposition 2.13, on a lim C,x, = Cyz et comme A € B(X), on sait que

lim ACyx, = AC,x. Ainsi, la suite (CoAzp)nenqoy converge vers AC,x. D’autre
part, comme A € B(X), on a lim Az, = Az. Comme C, est un opérateur fermé, on
obtient donc Az € D(C,) et CoAx = AC,x. O

Remarque 2.15. On a donc montré qu’a tout groupe fortement continu, on peut
associer un opérateur fermé a domaine dense, son générateur analytique suivant la
définition 2.3. Mais le générateur analytique ne détermine pas le groupe auquel il est
associé.
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Par exemple, si C est le générateur analytique du groupe (U(s))ser, alors C' est aussi

le générateur analytique de (er”SU (s))s g Pour tout k € 7Z. Plus généralement, si

{Px, k=1,...,n} est une famille de n projections orthogonales telle que pour tout
n

n

re X, Z Prx = x, alors C est aussi le générateur analytique de (Z e2o%™s P[] (s))
k=1 k=1 scR

lorsque ay € Z pour tout k € {1,...,n}. Il n’y a donc pas unicité du groupe associé

a un générateur analytique.

On va montrer maintenant que l’extension analytique (Cy,)aec, du groupe (U(s))ser
vérifie une relation de semi-groupe dans le sens ci-dessous. La proposition suivante
généralise en quelque sorte le résultat du lemme 2.8.

Proposition 2.16. Soit a et § deux complexes quelconques. On considere alors
Vopérateur C,Cs de domaine D(CoCs) = {x € D(Cy) ; Csx € D(Cy)}. On a les
résultats suivants

(1) si R(a)R(B) > 0, alors C,Cs = Coyip;

(11) si R(a)R(B) <0, alors la fermeture de C,Cy est égale a Coip .

Démonstration. e Montrons que les deux opérateurs C,Cj et C,,4 s coincident sur D.
Soit « € D alors il existe une fonction f, holomorphe sur C telle que f.(8) = Csx
et fo(a + B) = Coqpr. D'apres le lemme 2.8, la fonction z +— f,(z + () est un
prolongement holomorphe sur C de is + U(s)Cgz. De méme, z +— fc,.(2) l'est
par définition car Cgz € D. Par unicité d'un tel prolongement, on en déduit en
particulier que f, (a4 ) = fose(), ce qui est le résultat cherché.

e L’ensemble D est un domaine essentiel pour les deux opérateurs C,Cs et Coyp.
Dans le cas de C,413, il s’agit de la proposition 2.13. Pour l'opérateur C,Cj, on
considere un élément v € D(C,Cj), et on note (Z,)nen o} Sa suite régularisante
associée a U. Par définition, on a x, € D et lim x,, = x. De plus, par le lemme 2.8,

n—oo

on a, pour tout n € N\ {0},

n oo 2
CoCpxy, = \/j/ e " U(t)C,Cy dt,
™ —0oQ

car ¢ € D(C,Cp). Ainsi, on a lim C,Csz,, = C,Cpz.

n—oo

(1) Dans le cas ou R(a)R(B) = 0, c’est le lemme 2.8. Supposons maintenant que
R(a)R(B) > 0. Montrons que (C,Cs, D(C,Cy)) est un opérateur fermé. Soit (2, )nen
une suite de D(C,Cp) telle que (z,)nen converge vers @ € X et (CoCsTy)nen
converge vers y € X. Il s’agit donc de montrer que x € D(C,C3) et C,Csx =y. On
pose, pour tout n € N\ {0},

n +oo 2
Ty = \/j/ e "™ U (), dt.
m —0o0

Alors (Zy,)nen 0} est une suite de D qui converge vers = et (CoCpZp)nen {0} cONverge
vers y. On sait, d’apres le point précédent, que pour tout n € N\ {0}, C,Csz,, =
CatT,. On peut alors appliquer le principe du maximum a h,, —h,,, m, n € N\ {0},
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sur Qg4 5 ol hy(2) := e*°C.ip, 2 € C, p € N\{0}. Comme dans la démonstration de la
proposition 2.10, on peut déduire que (hy,)n\ jo} est une suite de Cauchy uniforme en
2 € Qq4p; elle converge donc uniformément vers une fonction h sur €2, g, réguliere
sur 2,13. La fonction f : z — e_ZQh(z) est donc réguliere sur Q.. et vérifie
f(is) = U(s)x pour tout s € R. Ainsi, (CsZy)nen o} est une suite qui converge vers
f(B). Comme Cj est un opérateur fermé, x € D(Cp) et Csr = f(f). On sait aussi
que Cy est un opérateur fermé et (C,Cpy)nem (o} €st une suite qui converge vers y.
Ainsi, Cgx € D(C,) et C,Csz = y. Donc opérateur (C,Cps, D(C,Cp)) est fermé.
Pour terminer, C,Cp et C,4p sont deux opérateurs fermés qui coincident sur D.
Comme D est un domaine essentiel pour chacun d’eux, C,Cs = Cyyp.

(11) Supposons que R(a)R(F) < 0. Comme tout a 'heure, D est un domaine
essentiel pour (Cuqp, D(Cyyp)), ainsi que pour (C,Cs, D(C,Cp)). Ici, 'opérateur
(C.Cp, D(C,Cp)) nest pas nécessairement fermé (il suffit pour le voir de prendre
f = —a, par exemple), alors que C,1s est toujours fermé par la proposition 2.10.
Ainsi, on a le résultat annoncé, c’est-a-dire que la fermeture de C,Cjp est égale a
Cotp- O

Corollaire 2.17. Soit C le générateur analytique d’un groupe (U(s))ser fortement
continu sur un espace de Banach X. Alors C' est borné si et seulement si (U($))ser
est la trace d’un semi-groupe holomorphe sur X.

Démonstration. Si (U(s))secr est la trace d'un semi-groupe holomorphe (7'(2))yn(2)>0,
alors on a déja montré que C' = T'(1), et donc C' est borné.

Inversement, on considére maintenant le cas ou C' est borné. Alors pour tout N € N,
D(CN) = X. Ainsi, D(C,) = X pour tout 2 € C,R(2) > 0. On pose alors T'(z) = C.,
pour tout z € C, (z) > 0. D’apres la proposition précédente, (7'(2))n(-)>0 est donc
un semi-groupe holomorphe dont U est la trace. 0

Remarque 2.18. Grace a la proposition 2.16, on peut remarquer que les opérateurs
Ca, a € C, sont injectifs et vérifient (C;', R(Cy)) = (C_q, D(C_y)), pour tout
aeC.

De plus, C™" est le générateur analytique de (U(—5))scr-

Dans le cas de I'exemple 2.6, l'inverse de J,(1) est donné par

{ D(J,(1)71) = {f e W'*(0,1) ; f(0) =0}
Jp(l)_lf = f/-

L’exemple suivant est particulierement important. Il nous permet de faire le lien
entre la classe des opérateurs BIP et l'ensemble des générateurs analytiques de
groupes fortement continus.

Exemple 2.19. Soit A un opérateur sectoriel admettant des puissances imaginaires
bornées. On pose, pour tout s € R, U(s) = A®. D’aprés le chapitre 1, on sait
que (U(s))ser est un groupe fortement continu. Le générateur analytique, suivant la
définition 2.3 de ce groupe est l'opérateur A.
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En effet, pour un opérateur A sectoriel, on sait que ’application z — A®x est
réguliere sur {z € C; —1 < R(z) < 1}, pour tout z € D(A) N R(A). Si on note C
le générateur analytique de (U($))ser, on a, pour tout € D(A) N R(A), Cx = Ax.
D’apres la proposition 2.10, C' est un opérateur fermé. Ainsi, (A, D(A)) étant la
fermeture de l'opérateur (A, D(A) N R(A)), on a (A, D(A)) C (C,D(C)), c’est-a-
dire D(A) C D(C) et pour tout = € D(A), Az = Cu.

Inversement, soit D l'ensemble défini dans le lemme 2.9. Alors D N D(A) est un
domaine essentiel pour C. En effet, soit « € D(C); pour tout n € N\ {0}, on

+oo
pose z, = n(n + A)l\/g/ e " U(t)x dt. Ainsi, z, € DND(A) et lim z, = z

n—oo

et lim Cz, = Cz. Comme C coincide avec A sur D N D(A), on a (C,D(C)) =

n—oo

(A, DN D(A)) = (A, D(A)). O




Chapitre 3

Propriétés spectrales

On se limite ici aux groupes fortement continus sur un espace de Banach,
de type strictement inférieur a 7. Il s’agit dans ce chapitre de localiser le spectre
du générateur analytique ainsi que de donner une estimation de sa résolvante. On
développe un calcul fonctionnel qui nous permettra ensuite, dans le chapitre suivant,
de donner une démonstration du théoreme de Dore-Venni.

3.1 Localisation du spectre

On note w le type du groupe (U(s))ser fortement continu sur X, espace de
Banach. Soit (Cy)aec 'extension analytique de (U(s))ser. On suppose que w < .
Pour 0 € (0,7), on note

Yo :={A e C\{0}; |arg(N)| < 6}.

Lemme 3.1. Soit D l’ensemble défini dans le lemme 2.9 associé au groupe U. Alors
1+C' est un opérateur injectif, D C R(1+C') et pour tout x € D, pour touty € (0, 1),
on a

1 y+ioco dz

1+0) "' = — C.- 3.1
(1+C)" e 20 Jyioo 1 sinmz (3.1)
1 [otee d
= T— = Crx — = (3.2)

20 Jy—ioo sin 7z

Preuve. On montre tout d’abord la convergence des intégrales considérées. Soit ~
fixé dans (0, 1). Soit € > 0 tel que w + ¢ < 7; il existe alors une constante K. > 0
vérifiant ||U(s)]| < K.e“*9)lsl pour tout s € R. D’autre part, d’aprés le lemme 2.8,
on sait que si z =y +1is, v € (0,1), s € R, ona C,_1x = U(s)C,_1z. On a de plus
I'estimation suivante, valable pour tout =z € R(C'),

1
sin 7z

1
1] |sin(y 4 is)|
el ~Trwtelsl (3.3)

IA

HC’Z_lm K@tk

IA

20
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ol k est une constante qui ne dépend pas de s. Or, d’apres le choix de ¢, —m14+w+¢e <

y+ico dZ
0. D’ou la convergence absolue de C,_1x — .
=00 sin mz
On note maintenant ,
1 [t dz
I'y = szlx . )
20 )i sin Tz

pour x € D et v € (0,1). D’apres l'estimation (3.3), cette intégrale est absolument
convergente. Calculons la quantité (1 4+ C')I,z. Comme C' est fermé, on a

1 y+ico d 1 y+ico d
(1—|—C)IFYZL' = - Oz_ll’ ; & - Ozl’ ; :
20 Jyioo sinmz 20 ), sin 7z
= I’Y<1 + C)LE,

car pour tout x € D, CC,_1x = C,x d’apres la proposition 2.16. Comme précédemment,
ces deux intégrales sont absolument convergentes d’apres l'inégalité (3.3). Ainsi,

1 1
1+C)x = by 2im Res,—g (z — CLa ) ,

1 sin 7z

. 1 1 .
d’apres le théoreme des résidus. Or Res,—g <z — CLr — = — x. Ainsi, pour
sin mz T

tout = € D,
1+C)yx=I1,(14C)r=x. (3.4)

On peut alors montrer que 'opérateur 1 + C' est injectif. En effet, soit © € D(C)
tel que (1 + C)z = 0. Alors C.z = €™z, pour tout z € C et donc x € D. D’apres
'égalité (3.4), on sait alors que I,(1 4+ C)z = 2. Or (14 C)z =0, donc = = 0.
Ainsi, D C R(1+4 C) et on a, pour tout € D, (1+ C) 'z = Lz, ce qui donne
I'égalité (3.1).

D’autre part, toujours grace au théoreme des résidus, on peut montrer I'égalité
suivante

y+ioco dZ y+ioco dZ 1
/ C,_1x — + / Cx — = 2im Res,— (z — CLx — >
y—ico sin 7z oo sin 7wz sin 7wz
1 .
= 0w —xr =21
s
On a ainsi montré (3.2). O

Remarque 3.2. Dans le théoreme précédent, on peut remarquer que les intégrales
considérées ne dépendent pas de v € (0,1).

En effet, On a montré que pour tout 71,7 € (0,1), on a (1 + C)l,,z = =
(1+C)1,,x, pour tout x € D. Comme 1+ C' est injectif, I, = L,,.

oo

Proposition 3.3. Pour tout A € ¥,_,,, on a D(C) C R(A+C) et R(C) C R(A+C).
De plus, on a les formules suivantes, pour v arbitraire dans (0,1) :
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pour tout x € D(C),

1 1 [ dz
A+C) le=<z— = A, 3.5
A+C) PN oo Y sinmz’ (35)
et pour tout x € R(C),
1 Y+1i00 d
AN+ O) o = — A0,y —— (3.6)
20 Jy_ioo sinmz

Démonstration. Soit A fixé dans X,_,,. Soit ¥ € (w, ) tel que A € ¥, _y. On peut
se contenter de montrer la proposition pour A = 1. En effet, il suffit d’utiliser la
remarque 2.7 ; on remplace le groupe U par le groupe Uy, Uy(s) = A™#U(s), s € R,

de type au plus égal a m — ¥ + w < 7, dont le générateur analytique est %
Pour tout € R(C'), on note
1 Y+i00 dz

Ir = - Cz_lﬂf

. )
20 Jyino sinmz

pour un v € (0,1). Cette intégrale est absolument convergente compte tenu de
'estimation (3.3). Soit # € R(C) fixé. On note (xy)nen fo} la suite régularisante de
x associée au groupe U. D’apres 1’égalité (3.1) établie dans le lemme 3.1, on a, pour
tout n € \{0}, (1 + C)Iz, = I(1 + C)z, = . Or la suite (Iz,)nem (o} converge
vers [z lorsque n — oo. En effet, comme z € R(C), on a, pour tout n € N\ {0},

Ixn = 35 C’zflxn

20 Jy_iso sinz

1 ’y+ioo +o00 d
(e[
y—ico sinmz
+oo y+ioco d
_ \/7/ —nt2 <_/ CZ71x . z ) dt’
20 Jyino sin 7z

d’apres le théoreme de Fubini (les intégrales considérées sont absolument conver-
gentes), ce qui donne le résultat, lorsqu’on fait tendre n vers +oc.

Comme l'opérateur 1 + C' est fermé, on a, pour tout * € R(C), Ix € D(C) et
(1+C)x=1(1+C)x = x, ce qui donne 'égalité (3.6).

Pour montrer 1'égalité (3.5), on procede de la méme maniere. Pour tout x € D(C),
on pose

1 y+ioo d
Jr =1 — — C.x z

z .
21 Jy—io sin 7z

pour un v € (0,1). Grace a Pestimation (3.3), on voit que cette intégrale est ab-
solument convergente. Soit alors + € D(C) fixé. On considere la suite (25,)nem {0}
régularisante de x associée a U. On montre alors, en utilisant le théoreme de Fubini
comme plus haut, que la suite (Jx,)nen oy converge vers Jx lorsque n tend vers
+o00. Comme (1+C)Jzx, = J(1+C)x, = x, pour tout n € N\ {0}, et comme 1+ C
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est un opérateur fermé, on obtient 1'égalité (3.5) comme on avait obtenu 1’égalité
(3.6). O

Cette proposition permet de localiser le spectre du générateur analytique C. C’est
I'objet de la proposition suivante.

Notations. On note 0,(C) le spectre ponctuel de C, i.e.
{ANeC; J2#0, x€ DC) : Cx= Az}

L’ensemble {\ € C; (A —C)D(C) & X} est appelé spectre résiduel de C' et est
noté o,¢s(C).
Et finalement, on note o,,,(C) le spectre approché de C, i.e.

AeC; I (z)en € DO ¢ |zl =1V €N et lim (A — C)z, = 0}.

n—oo

Remarque 3.4. Il y a inclusion du spectre ponctuel o,(C) dans le spectre approché

Tapp(C).
Le spectre de C, o(C), est la réunion des spectres approché et résiduel de C.

Proposition 3.5. On a les inclusions suivantes
(i) 0,(C) € S,

(ii) 0,¢5(C) C X, et

(iii) si p(C) # 0, alors o(C) C B,

Démonstration. Soit ¥ € (w, ).

On a montré dans le lemme 3.1 et dans la proposition 3.3 que pour tout \ € 3, _y,
A+ C est injectif et D C R(A+ C). Ainsi, =\ ¢ 0,(C) et =\ ¢ 0,¢(C). D'ou,
0,(C) C Xy et 0,65(C) C Xy. Or ceci est vrai pour tout ¥ € (w,m). D’ou les
inclusions (i) et ().

On suppose maintenant que p(C') # (). On note —p un élément de p(C). L’identité
des résolvantes nous permet d’écrire, pour tout x € D et pour tout A\ € X, _y,
A+O) e =(u+CO) e+ (u—ANA+C) Y u+ C)'z. Or, d’apres 'égalité (3.5),
lopérateur (A + C)~'(u+ C)~! est un opérateur borné sur X. Ainsi, comme D est
dense dans X, lopérateur (X + C)~! est borné sur X, pour tout A € 3,_y, pour
tout ¥ € (w, ). On a donc 'inclusion (7). O

3.2 Résolvante du générateur analytique

Le probléme est maintenant de déterminer pour quels groupes (U(s))ser for-
tement continus sur X, de type inférieur strictement a 7, ’ensemble résolvant du
générateur analytique est non vide. La proposition suivante relie ce fait a la conver-
gence d’une intégrale singuliere.

Proposition 3.6. Les assertions suivantes sont équivalentes;

(i) p(C) # 0,
(ii) D(C) + R(C) = X,
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U
(111) (/ (s) ds> admet une limite forte lorsque ¢ — 0% dans X
e<lsl<t 8 c€(0,1)

pour tout xr € X,

d
(iv) (/ U(s)x — i ) admet une limite forte lorsque ¢ — 0 dans
e<|s|<1 sinh s cc(0.1)

X pour tout x € X, notée Ax.

Remarque 3.7. Lorsque (iv) est vérifiée, A est un opérateur (linéaire) borné sur
l’espace X, par le théoréme de Banach-Steinhaus.

Démonstration. (i) = (ii). Supposons que p(C) # 0. Soit —u € p(C). Pour tout
re X, onazr=pup+C) e+ C(u+ C)lz; si on note z; := p(p+ C) 'z et
ry = C(u+C) "'z, on ala décomposition x = 1+ x5 avec 1 € D(C) et x5 € R(C).
D’ou (ii).
(11) = (iii). 11 suffit de montrer (4ii) pour x € D(C'), puis pour € R(C), et ensuite
appliquer (7).
Soit 2 € D(C). On note I'* le chemin

(s=-1,te0,s)ut=43 se[-L1)U(s=1, te[}0])
et

CH:={z€C; |z] =cet arg(z) € [-3,%]},

ou on note le plan complexe C = {t +is, t,s € R}. Le théoreme de Cauchy permet
de montrer que, pour tout £ € (0,1), on a

—/ Uls)e ds+/ Czx dz = 0.
e<|s|l<t S —cfur+ %

U(s)x C.x
Ainsi, lim L ds existe et vaut lim dz. Comme
=0t Jocpsi<1 S =0t J_cturt Z
s
C.x 2 Cvx ;
lim “ dz = lim == ee® d = imx,
e—0t Jor 2 e—0+ J_x cet?
€ 2
. U(s)x . C.x .
lim (—) ds existe et vaut dz —imx.
e—0t e<|s|<1 S r+ <

Pour x € R(C), il suffit d’appliquer le résultat précédent a (U(—s))ser et on obtient

alors (iii).
1 1
U(s)z ( - —) ds est

1) <= (iv). Remarquons que l'intégrale
(i) (i) d d & / sinhws 7s

[s|<1
absolument convergente pour tout z € X. En effet, | ——— | < % + O(|s|) pour
s dans un voisinage de 0, et sup ||U(s)|| < co. Ainsi, la convergence des intégrales

[s|<1

U(s)x
( / () ds) lorsque ¢ — 0% dans X pour tout x € X est équivalente a
e<]s|<1 8 €€(0,1)
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ds
la convergence de / U(s)r — lorsque ¢ — 07 dans X pour tout
e<|s|<1 sinh s ©.1)

r e X.
(iv) = (i). Supposons que A : X — X définit un opérateur borné. Pour tout
x € D(C), on a alors, pour tout ¢ € (0, 1),

1 1 [t dz .
1+C)"z = z—— C,x — , d’apres (3.5),
20 Jy_ino sinmz
1 Uls “do
= r— 2—/ / C.iox lee ——, d’apres Cauchy,
i Jis|ze smh Ts 2 x sin ree
1 1 U
= —r— — (s):t: ds — — Az, en faisant ¢ — 0%,
2 2i Ji5>1 sinh s 2
U(s)x

L’intégrale / ds est absolument convergente pour tout z € X. En effet,

s|>1 Sinh s

|——| < 4e7™ pour tout s € R, [s| > 1 et le type de (U(s))ser est strictement
inférieur a m par hypothese.

Comme A est un opérateur borné et comme D(C') est dense dans X, I'opérateur
(1+ C)~! est borné sur X, c’est-a-dire que —1 € p(C). D’ott (7). O

Exemple 3.8. On donne ici un cas ot (iii) n'est pas vérifié. On considére a cet
effet le groupe des translations sur L*(R; L=(R)).

Soit f la fonction définie sur R a valeurs dans L>°(R) par f(t) := xj1,2(t) x4 ; cette
fonction f appartient & L?*(R; L>(R)) et vérifie

S

t—s
/ Jt=s) ds = max{lne,In|t — .|} xp-1,641-
e<|s|<1

Ainsi, / f(=s) ds ne converge pas dans L?(R; L*(R)) lorsque ¢ — 0.
e<|s|<1 S

Ceci montre aussi que l'espace L™ (R) n’est pas un espace de Banach UM D. U

Exemple 3.9. On considére maintenant le cas du groupe des translations (11($))ser

sur LY(R). On peut alors montrer que la condition (i) de la proposition 3.6 n’est pas

vérifiée.

On utilise la théorie des multiplicateurs de Fourier. Soit p € [1,00]. Pour tout

f € LP(R), on note (7,(s)f)(t) = f(t —s), t,s € R. Pour f € LP(R), on note f
+oo

la transformée de Fourier de f, i.e. f(f) = / e f(t) dt, € €R, s f € LY(R).

Ainsi, pour tout f € L'(R) et pour tout s € R, on a (71(s)f)J(€) = e ¢ f(€), £ € R.

Alors, pour tout p € (1,00), 'application £ — 1;65
1

1+et

tique du groupe (7,(s))ser. Mais £ — T

est un multiplicateur sur
LP(R) et on a ((1+C,) ' fN(¢) = f(€), on C, désigne le générateur analy-

n’est pas un multiplicateur sur L' (R).

e—¢
Ainsi, —1 ¢ p(C}), et donc, par la proposition 3.5, p(C) = 0. O
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Dans le cas ou I'une des trois conditions (), (i1) ou (iii) est vérifiée, il est possible de
donner une estimation de la résolvante de C'. Cela nous donne une indication quant
a la classe d’opérateurs linéaires qui sont générateurs analytiques d’un groupe.

Proposition 3.10. St ['une des trois conditions de la proposition 3.6 est vérifiée,
alors la résolvante de C' vérifie l'estimation suivante. Pour tout ¥ € (w, ), il existe
une constante cy > 0 telle que, pour tout X € YX_y, on a

INA+C) M < eo (14 [In(AN)] + (I |A)?) . (3.7)

Remarque 3.11. On peut remarquer que [’estimation (3.7) est proche de [’estima-
tion que vérifient les opérateurs sectoriels définis dans le chapitre 1.

Démonstration. On suppose que p(C) # (). D’apres la proposition 3.5, on sait que
o(C) C X, En particulier, —1 € p(C). D’autre part, d’apres ’égalité (3.5), on a les
égalités suivantes, pour tout A € 3., et pour tout x € D(C),

1 Y+i0o d
MA+O)y e =0 — — AN FCr ———,
20 Jy—ioo sinmz
et i
1 e d
(1+C) v =a—— e
20 Jyioo sinmz

ou 7y est arbitraire dans (0,1). Ainsi, on a

| AR e |
MA+O)le=01+C) 12— % A

C,x dz.

y—ico  SINTTZ

—z

Or, pour x € D(C), l'application z +— C,x est holomorphe dans la bande

sin 7z
2, continue sur {z € C; R(z) € [0,1)}. On peut alors appliquer le théoreme de
Cauchy dans la bande {z € C ; R(z) € [0,7]} et on obtient le résultat suivant

Y+ioco A -1 too N—is _ 1
/ C.x dz = / ——U(s)z ds.
v

sinz sinh s

—100 —00
+oo /\—is —1

Soit ¥ € (w, ) fixé. Montrons que l'intégrale / U(s)x ds est absolument

—o sinh7s
convergente pour tout x € X, pour tout A € X, _» . En effet,
AT —1
M < qe sl (elsllarg Al L Y117 C d 1
T (s)x ‘ < 4e Fl(e + DU (s)]|]|z]]. Comme dans la
preuve du lemme 3.1, on choisit € € (0,1) tel que w+e < ¥ et il existe une constante
K. > 0 vérifiant |U(s)| < K.e“*t9)l*l pour tout s € R. Ainsi,

e pour |s| > 1,

ATis 1

< 4K (wte—m)|s|( 98] 1 )
sinh 7s = Hhee (™ 4 Dl

U(s)z
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A1
En particulier, compte tenu du choix de e, l'intégrale / ——U(s)x ds est

s)>1 sinh s
absolument convergente, pour tout r € X.
e Pour |s| < 1, on remarque que I’application
o [ —1,1] — X
AT -1
— U(s)x si s #0,
sinh 7rs () 7

—iln|)\|x sis=0
T

est continue et vérifie ’estimation suivante, pour tout s € [—1,1] \ {0},

AT -1

. < K_elwte)
a9 < Koot Ao

1]

Or, pour tout |s| < 1,

)\—is -1 esarg)\e—islnp\\ -1
sinh7ws | sinh 7s ‘
sarg A __ — 1
< e 1 L gearh COS(S.1I1|)\|) 1 . sm.(s In |A|)
sinh s sinh 7s sinh 7s
C T g oy GBI sl
s 27| ||

1 1
< T—19 2 _ < .
< e (1 + —27r(ln|/\|) + 7r|ln|)\||) , car [s] <1

Ainsi, I'intégrale / ©z(s) ds est absolument convergente pour tout x € X.
s<1
D’autre part, compte tenu des estimations précédentes, on a l’estimation voulue

pour la résolvante du générateur analytique, c’est-a-dire, pour tout ¥ € (w,7), il
existe une constante cy > 0 telle que, pour tout A € ¥, 4, on a
A+ C) M < ep(1+ [T Al + (In[A])?). O

3.3 Calcul fonctionnel

Soit (U(s))ser un groupe fortement continu sur X, espace de Banach. On
suppose que le type de U est strictement inférieur a w. On suppose de plus que
lopérateur A défini dans la proposition 3.6 est borné. On donne alors une expres-
sion intégrale de I'extension analytique (Co)n(a)e0,1) du groupe (U(s))ser. Cette
expression est donnée en fonction de la résolvante de C'.

+00
Lemme 3.12. Pour z € D(C), l'intégrale / t* Yt + C)"*Cx dt est absolument
0
convergente pour tout o € C, R(a) € (0,1).



3. Propriétés spectrales 28

Preuve. D’apres ’égalité (3.6), on a pour tout x € D(C) et pour tout ¢ > 0 I’égalité
sulvante

L 1 y+ico ., dz
(t+C) Cr=— t7Cx — : (3.8)
21 )y —ico sin 7z

ou v est arbitraire dans (0, 1), car C,_1Cz = C,x.

On considere alors a € C, 0 < R(a) < 1. D’apres I'égalité (3.8), on a

ta—l(t + C)_ICZL’ _ 1 t—7+a—1 /+°O t_isU(S)O T L
2 e T osinm(y +is)’
D’ou 'estimation
a—1 -1 1 e (we)|s| 1 —y+R(a)—1
[t (t+C)"Cx|| < | = K.e ——ds [|Cyz|| )t
2 /) o |sin7(y +1is)|

ou € et K, sont choisis comme dans la preuve du lemme 3.1.

1
Si on choisit v € (0, R(«)), on a —y+R(a)—1 > —1, et donc / t Yt +O) ' Cx dt
0
est une intégrale absolument convergente.

D’autre part, si on choisit v € (R(a),1),on a —y+R(a)—1 < —1, et donc l'intégrale

+oo
/ t*71(t + C)"*Cx dt est absolument convergente.
1

+o0
Finalement, on a montré la convergence absolue de t* 1t +C)"'Cx dt pour

0
tout x € D(C') et pour tout @ € C, 0 < R(«) < 1. O

I1 est maintenant possible de donner une expression intégrale de C,x pour z € D(C)
etaeC,0< R < 1.

Proposition 3.13. Pour x € D(C), pour tout a € C, 0 < R(«v) < 1, on a l’égalité

sutvante
sin Toy

+o0
Cor = / t it +O)'Cr dt. (3.9)
0

™

Démonstration. Soit x € D(C) fixé. On choisit 73 € (0, R(«)) et 72 € (R(«w),1).
D’apres la formule (3.8), on a

1 1 1 y1+i00 dz
/ta_l(t+0)_10x dt = /t"_l (—/ tCr — ) dt
0 0 20 )y —ico sin 7wz

1 Y1 +1i00 1 dz
= — / 7 dt ) Coa — , par Fubini,
21 )5 —iso 0 sin 7z

1 [t g o dz
= Zl‘

2i Z—« sinmz

Y1 —100
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De méme, on a

+o0 +o0 1 Yo2+ic0 dz
/ t Nt +O) ' Cr dt = / ot (—/ t*CLx — ) dt
1 1 20 )y, —ico sin 7z

1 Y2+1i00 +o00 d
=5 </ o1z dt) C,x — : , par Fubini,
i 1 sinz

Y2 —100
1 et g dz
20 )i 2 — @ sinmz

Ainsi, en regroupant ces deux intégrales, on obtient

+oo 1 Yitico  _q d
/ ol + )0 dt = — Co —=
0 20 )y —ive 2@ sinmz
1 [zt dz
20 )i 2@ sin 7z
1 1 dz , L.
= — 2im Res,—, | 2 — CLx — , par le théoreme des résidus,
21 zZ— sinmz
= — T C,x.
sin To
D’ou I'égalité (3.9). ]

Dans la remarque 2.15, on a insisté sur le fait qu'un générateur analytique d’un
groupe était générateur analytique d’une infinité de groupes. Nous allons montrer
ici que, sous la restriction que le type du groupe reste strictement inférieur a 7, un
générateur analytique est associé a un unique groupe fortement continu.

Proposition 3.14. Soit (U(s))ser un groupe fortement continu sur X, de type
w < m, de générateur analytique C. Alors (U(s))ser est Uunique groupe fortement
continu de type strictement inférieur a m associé a C, c’est-a-dire que si (V(s))ser
est un groupe fortement continu sur X de type W' < w de générateur analytique C,
alors U(s) =V (s) pour tout s € R.

Démonstration. On note f l'extension analytique du groupe U et g l'extension
analytique du groupe V. Soit x € D(C'). D’apres la proposition précédente, pour
tout « € C, 0 < R(ar) < 1, 0n a

sin wo

fola) = /OH)O 7 t+ ) 'Cx dt = g.().

™

Comme f, et g, sont continues sur Q := {z € C; 0 < R(z) < 1}, on a, pour tout
s € R,
U(s)r = lim fy(a) = lim g,(a)=V(s)z,

R(a)>0 R(a)>0

ceci, pour tout x € D(C). Comme D(C') est dense dans X, on a 1'égalité cherchée,
soit donc U(s) = V/(s) pour tout s € R. O

Pour terminer ce chapitre, on donne une relation d’égalité entre les spectres ponc-
tuels d’un groupe fortement continu et de son générateur analytique.
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Proposition 3.15. Soit (U(s))ser un groupe fortement continu de type strictement
inférieur a 7, soit C son générateur analytique. On suppose que p(C) # 0. Alors le
spectre ponctuel o,(U(s)) de U(s) est égal a (0,(C))*, pour tout s € R.

Démonstration. On note G le générateur infinitésimal de (U(s))ser. La relation
0,(U(s)) = @ pour tout s € R est connue. 1l s’agit donc de montrer que, pour
tout s € R, on a (0,(C))"* = e*»(¢).

e Soit A € 0,(G), soit s € R. Il existe alors x € X \ {0} tel que U(s)z = e*u.
Or, pour tout A € C, I'application is — e*z définie sur iR se prolonge de facon
holomorphe sur C par z +— e ®*z, c’est-a-dire en particulier que # € D(C) et
Cr=e "z, x+#0. Ainsi, e € 7,(C).

e Inversement, soit A € 0,(C). Comme p(C) # 0, on sait d’aprés la proposition
3.5 que A € C\ (—o00,0). Soit z € D(C) \ {0} tel que Cx = Az. D’apres 'unicité
démontrée dans la proposition précédente, on a que U(s)z = Az pour tout s € R.
O



Chapitre 4

Applications

Dans ce chapitre, nous montrons comment la théorie développée plus haut
permet de montrer le théoreme de Dore-Venni. Nous montrons aussi comment définir

des espaces de Hardy associé a un groupe fortement continu borné sur un espace de
Banach X.

4.1 Théoréme de Dore-Venni

On ne s’intéresse, dans cette section, qu’a des espaces de Banach X possédant
la propriété UM D.

4.1.1 Le théoréme

Nous donnons ici une démonstration du théoreme de Dore-Venni qui apparait
comme un corollaire de la théorie des générateurs analytiques sur les espaces UM D.

Lemme 4.1. Soit X un espace de Banach UMD. Soit (U(s))ser un groupe forte-

ment continu sur X, de type w. On note M = sup ||U(s)||. Alors pour tout x € X,
|s]<2

U(s)x
</ () ds> admet une limite forte lorsque e — 0T, et on a, pour tout
e<]s|<1 €€(0,1)

S
’ / U(s)x s
e<|s|l<1 S

ot ¢(Hq, M) est une constante qui ne dépend que de Ha, la constante définie dans
la définition 1.5, et de M.

e €(0,1),

< c(Hg, M) ||| (4.1)

Preuve. Une variante de ce lemme est proposée dans la partie qui suit (voir Lemma

1 de l'article). Pour tout & > 0, pour tout ¢ € [—3, 1], on a

/€§|S|S1@ds _ /€S|S|S1U(t) (% U(s—t)x) ds
= U AZE eall =8) o /11+t Uls)x ds+/_1+t Uz o

s s 1 s

31



4. Applications 32

ol . (7) = x(-1,1)(T)U(—7)z. Ainsi, si on integre en ¢ sur [—3, 3], on obtient, pour
tout ¢ € (0,1),

/(Egls|§1 U(j)l‘ ds = /_ U(t) (LZE M ds> dt
L) [ (] )

1
2

»
N

Comme ¢, € L*(R;X), lim (/ = 9) ds> existe dans L?(R; X) et vaut
|s|>e

e—0t S
Hyp, ou H désigne la transformation de Hilbert. Ainsi, on a

lim ( / o Uls)x ds) - _ U(t) Hp,(t)dt

L) e ()

Pour tout ¢ € (0,1), et pour tout z € X, on a

1 (-
‘/ Uz 4l < / U] H/ pult —5)
e<|s|l<1 S -1 |s|>e s

() e (0 )

1 1
2 2

NI

VI

1
2

dt

IN

3
2 1
Ml +2Mel| [ 1 ds
1
< (e, M)l
U

Corollaire 4.2. Sous les hypothéses et les notations du lemme précédent, pour tout

ds
reX, (/ U(s) ) admet une limite forte lorsque ¢ — 0%, notée
e<s|<1 €€(0,1)

sinh 7s

Ay, et on a Uestimation suivante, pour tout € € (0,1),

ds
‘/E<S|<1 Us) sinh 7s

Preuve. 11 suffit de s’inspirer de la démonstration de (i7i) = (iv) de la proposition
3.6. Ce corollaire est alors immédiat, compte tenu du lemme 4.1. U

< C(HQ, M)

Proposition 4.3. Soit X un espace de Banach UMD. Soit (U(S))ser un groupe

fortement continu sur X, de type strictement inférieur a w. On note C' le générateur
analytique de U. Alors p(C) # 0.
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Démonstration. D’apres la proposition 3.6, p(C) # 0 est équivalent a Iexistence

s

de Ayz := lim U(s)x — pour tout x € X et donc A € B(X). Or le
e—0t 5§|S|§1 Sin S

corollaire précédent donne exactement 1’existence de cet opérateur borné A. O

On peut remarquer que tout générateur analytique d’un groupe fortement continu
de type inférieur strictement a 7 sur un espace de Banach UM D est sectoriel. C’est
I'objet du corollaire suivant.

Corollaire 4.4. Sous les hypothéses de la proposition précédente, C' est sectoriel et
pour tout s € R, on a U(s) = C*. De plus, l’angle spectral oo de C' est inférieur ou
égal a we, le type de U.

Démonstration. D’apreés la proposition précédente, on sait que p(C) # (. Ainsi,
d’apres la proposition 3.5, on sait que le spectre de C' est inclus dans un secteur iwc
ol we est le type de U, strictement inférieur a m par hypothese.

D’autre part, soit ¥ € (we, 7). Pour tout = € D(C), pour tout A € ¥,y on a, d’apres
I'égalité (3.5), en s’inspirant de la démonstration (iv) = (i) de la proposition 3.6,
pour tout € € (0,1),

, d
MA+O)y e =2 — — AU(s)x — i
i Jis)>1 sinh s
1 ' d 1 z A—aeie ; i0 '
— AiZSU(S)l' - i _ /2 & i€€ze d@
20 Jo<is1<1 sinhws  2ir J_ = sinee”

Lorsqu’on fait tendre € vers 07, on obtient, grace au lemme 4.1, pour tout x € D(C),

1 . 1 1
MA+CO) =2 - — A ¥U(s)x ds _ _ 5 Anz -5

20 Jjg>1 sinh7ws 29

z,

ou Ay, est I'opérateur défini dans le corollaire 4.2, et correspond au groupe (Uy(s))ser
(Ur(s) = X7*U(s), s € R), de type inférieur ou égal & w + 7 — 9 < m. Comme
D(C) est dense dans X et comme l'intégrale / ABU(s)z —

Is|>1 sinh s
ment convergente pour tout x € X, I'opérateur (A+ C)~! est borné sur X. De plus,
on a l'estimation suivante, grace a (4.2).

est absolu-

A+ C)7Hl

IN

1 1 , ds
— A — AU
s Waleg [ e g

< My, constante indépendante de A € ¥y_.

Ainsi, Vopérateur C' est sectoriel et son angle spectral ¢ vérifie oo < 19, pour tout
¥ € (we,m), cest-a~dire po < we. d

Théoréme 4.5. On considére deuzx groupes (U(s))ser et (V(s))ser fortement conti-
nus sur X, espace de Banach UMD. On suppose que ces deuzx groupes commutent
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dans le sens ou U(s)V(t) = V(t)U(s) pour tout s,t € R. Soit A le générateur
analytique de (U(s))ser et B celui de (V (s))ser. On suppose que 0 € p(B).

Alors le générateur analytique de (W(s))ser, ot W(s) = U(s)V(—s), s € R, est
lopérateur AB™L.

Remarque 4.6. On montre aussi, dans ce qui suit, que D(A) est un domaine
essentiel pour AB™' et, pour tout v € D(A), on a B~'z € D(A) et AB 'z =
B 1Az,

Démonstration. Comme B est inversible, le groupe (V(—t))wer est la trace d'un
semi-groupe holomorphe (7'(2))p(:)0, et on a B! = T'(1) (voir remarque 2.18 et
corollaire 2.17).

Comme U et V commutent, le générateur infinitésimal de V et le groupe U com-
mutent aussi. Ainsi, le groupe U et le semi-groupe holomorphe T' commutent. D’apres
le lemme 2.14, on a donc, pour tout x € D(A), T(z)x € D(A), R(z) > 0, et
AT (z)x = T(z) Az, pour tout z € C, R(z) > 0

On note C' le générateur analytique du groupe (W (s))ser, et (A,).ec Iextension
analytique de (U(s))ser. Alors on a D(A) C D(C) et Cz = AT(1)x = T(1)Ax.
En effet, soit x € D(A). Alors l'application z — T(z)A,z est réguliere sur 2 =
{z € C; R(z) € (0,1)} et vérifie T(1)A1z = T(1)Ax = AT (1)x et T(is)Ajsx =
V(=s)U(s)x.

On peut aussi remarquer que D(A) est un domaine essentiel pour C. En effet,
soit ¥ € D(C) et soit (zy,)nem (0} la suite régularisante de x associée a U. Alors
x, € D(A) pour tout n € N\ {0} et d’apres le lemme 2.14, comme C' est fermé, on

a lim Cz, = Cx.
n—oo

Le domaine de A est aussi un domaine essentiel pour AB~!. En effet, soit = €

D(AB™) :={x € X; T(1)x € D(A)}. On considere (,,)nem jo} la suite régularisante
de x associée a U et ((T(1)x)n)nem oy la suite régularisante de T'(1)x associée a U.

Alors z,, € D(A), pour tout n € N\ {0} et on a T'(1)z, = (T'(1)z), € D(A), pour

tout n € N\ {0}. Ainsi, on a 7}1—{20 x, = x par définition de la suite régularisante, et

lim AT(1)x, = nhngo A(T(1)z),, = AT(1)x, d’apres la proposition 2.13.

n—oo

Il est clair, d’autre part, que (AB~!, D(AB™')) est un opérateur fermé. En effet, soit
(n)nen une suite de D(AB™1) telle que hm T, =x€ X et lim AB 'z, =y € X.

n—oo

Alors, comme B~ € B(X), on a lim B xn = B~ 'z. Comme A est fermé, on sait

donc que B~z € D(A) et y = AB .
L’opérateur C' est fermé d’apres la proposition 2.10. Comme D(A) est un domaine
essentiel pour C' et pour AB~!, on a I’égalité cherchée, c’est-a-dire C' = AB~. [

Corollaire 4.7. On considere les générateurs analytiques A et B de deuz groupes
(U(3))ser et (V(s))ser sur un espace de Banach X qui posséde la propriété UMD.
On suppose que U, de type wy et V', de type wys commutent dans le sens du théoreme
4.4, et vérifient w1 + wo < w. On suppose de plus que B est inversible.

Alors (A+ B,D(A)N D(B)) est un opérateur fermé et inversible sur X.

Remarque 4.8. Ce corollaire a été montré par G. Dore et A. Venni ([DV87]) dans
le cas ou A est aussi inversible. J. Priiss et H. Sohr l'ont démontré dans la forme
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présentée ici. Ils ont montré, plus généralement, que, sans hypothése d’inversibilité
des opérateurs A et B, on a

|Az|| + || Bz|| < ¢||Ax + Bz||, pour tout x € D(A) N D(B).

Démonstration. D’apres le théoréme précédent, 'opérateur AB~! de domaine {x €
X ; B7'z € D(A)} est le générateur analytique du groupe (U(s)V(—s))ser. Or
le type de ce groupe fortement continu est au plus égal a w; + wsq, il est donc
strictement inférieur a 7. Comme X possede la propriété UM D, d’apres le corollaire
4.3, on sait que —1 € p(AB™1), c'est-a-dire que (1 + AB™1)™! € B(X). Ainsi,
B7'(1+ AB7')™' : X — D(A) N D(B) est un opérateur borné sur X et, pour
tout x € X, ona (A+ B)B'(1+ AB™ ) 'z = 1+ AB™)(1+ AB™ )l = .
Et donc, 'opérateur (A + B, D(A) N D(B)) est fermé, inversible sur X, d’inverse
B Y1+ AB™ ). O

4.1.2 Le probleme de Cauchy

Soit Y un espace de Banach. On veut trouver un résultat de régularité maximale
pour le probleme suivant

w(t)+ Au(t) = f(t), 0<t<T
(PC) { u(0) =0

ol A est un opérateur linéaire sur Y, générateur analytique d'un groupe (U($))ser
fortement continu.
On suppose que le type du groupe (U(s))ser est strictement inférieur a 7. On a alors
le résultat suivant

Théoréme 4.9. Soit A 'opérateur considéré plus haut. On suppose que Y est un
espace de Banach UM D. Alors le probléme (PC') vérifie la réqularité maximale sur
LP(0,T;Y), 1 < p < oo, c’est-a-dire pour tout f € LP(0,T;Y), il existe une unique
solution u de (PC) vérifiant u € WHP(0,T;Y) N LP(0,T; D(A)).

Démonstration. La méthode est ici d’appliquer le corollaire 4.7. On considere I’opérateur
A défini par .

{ D(A) = L»(0,T; D(A)),
(Au)(t) = Au(t), te[0,7].

D’autre part, on considere I'opérateur B défini par

{ D(B) = {u e W"(0,T;Y) ; u(0) = 0},
Bu =

On sait que l'opérateur B est inversible et possede des puissances imaginaires bornées
sur LP(0,7;Y) car B™! est le générateur analytique de la trace du semi-groupe
de Riemann-Liouville (voir exemple 2.6). De plus, les puissances imaginaires de B
vérifient l'estimation suivante (voir [Ama95], ex. 4.7.3.c, ou [AEH95])

IB*|| < Cp(Y)(1 + 5*)e2, pour tout s € R,
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ou Cp(Y') est une constante qui ne dépend que de p et de X. )
En ce qui concerne l'opérateur A, on a, pour tout A € p(A), A € p(A) et on a

(()\ - A)*lu) (1) = (0 — A)~u(t), pour tout ¢ € [0, 7).

Ainsi, d’apres la proposition 3.14, on a que A est le générateur analytique du groupe

fortement continu (U(s))ser sur LP(0,7;Y) défini par

(T()1) 1) =U)f (1), teo.T], seR,

pour tout f € LP(0,T;Y). Le type de (U(s))scr est strictement inférieur & 7.

L’espace Y étant UMD, LP(0,T;Y) T'est aussi. On se trouve alors dans les hy-
potheses du corollaire 4.7. Ainsi, 'opérateur A + B est fermé et inversible. O

4.2 Espaces de Hardy et groupes bornés

Dans cette section, (U(s))ser désigne un groupe fortement continu sur un espace de
Banach X ; on note C' son générateur analytique et (Cy)acc-

4.2.1 Transformation de Hilbert

On s’intéresse, dans ce paragraphe, a un groupe fortement continu borné sur
un espace de Banach X, tel que l'intégrale

i/ Uls)e ds =2 H px
e<|s|<T ’

™ S

admet une limite forte pour tout z € X lorsque e — 0% et T'— +o00. Lorsque ceci est
vérifié, cette limite définit un opérateur borné HY sur X, appelé transformation
de Hilbert associée a (U(s))ser-

Remarque 4.10. Dans le cas du groupe des translations sur un espace LP(R),
1 <p< oo, il s’agit de la transformation de Hilbert usuelle.

D’autre part, si C' désigne le générateur analytique du groupe (U(s))ser, la propo-
sition 3.6 assure que la convergence lorsque ¢ — 07 de HgTaz pour tout x € X est
équivalente a p(C') # ().

Proposition 4.11. Soit (U(s))ser un groupe borné sur un espace de Banach X
possédant la propriété UM D. Alors

lim HYpz = Hx
e—0" ’
T—+4o00

existe pour tout x € X.
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‘ N o V(s)x
Démonstration. On considere la quantité / (5)
e<|s|<1 S
(V(s))ser borné. D’apres le lemme 4.1, lim+ v existe pour tout x € X. De plus,
e—0

ds =: Aj,x pour tout groupe

Ay défini sur X par Ayz = lirn+ Aj x pour tout x € X, est un opérateur borné sur
e—0

X. Pour tout € € (0, 1), on sait que

HA%H§<:(H%supHV(@H)
seER

ol ‘Hs a été défini dans la définition 1.5. On note M := sup,p ||U(s)||. On sait aussi
: U(s)x
que lim

=0t Jeglsj<1 S
D’autre part, on a, pour tout 7' > 1 et pour tout z € X,

/ U(s)x d3:/ U(Ts)x s,
1<fsl<r S 2<]sl<t S

Comme ||U(Ts)|| < M pour tout s € R, on a pour tout 7" > 1 et pour tout z € X,

‘/ U(s)x s
1<|sl<r S

De plus, soit G le générateur infinitésimal du groupe (U(s))ser. Comme X est UM D,

il est en particulier réflexif et donc N(G) & R(G) = X.
e Soit z € N(G). Alors U(s)z = x pour tout s € R. Ainsi,

ds existe pour tout z € X.

< c(Ha, M)||]|.

lim Uls)x

T=oo Jicisicr S

ds = 0.

e Soit © € R(G). On considere alors y € D(G) tel que = Gy. On a ainsi, en
intégrant par parties,

/ U@x@:rmwl o[ Uy,
1<|s|<T S S ligsicr Jagslsr S

U(s)x
D’ou, lim (5)
T=too Jicsj<r

ds.

ds existe et vaut —U(1)y — U(—1)y +/ U(s)y

s>t 57
. X PN U(s)
Comme on sait d’apres ce qui précede que /
1<|s|l<T S
sur X indépendamment de T" > 1, on a, d’apres le théoreme de Banach-Steinhaus,

que

ds est un opérateur borné

lim Uls)z

T—+oo Jicsi<cr S

ds

existe pour tout z € R(G).
Enfin, pour terminer cette démonstration, il suffit d’utiliser le fait que N(G) @
R(G) = X pour trouver le résultat annoncé. O
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Dans la suite, le but est de montrer que, dans le cas ou il y a effectivement conver-
gence forte de HgT vers HY lorsque ¢ — 0% et T — 400, la transformation de
Hilbert associée a (U(s))ser vérifie (HU)3 = HY,

Dorénavant, on ne s’intéresse qu’a des groupes (U(s))ser bornés sur un espace de
Banach X, non nécessairement UM D, mais pour lesquels il y a convergence forte
de HY}, vers HY lorsque € — 07 et T — +-o0.

Pour une fonction f € L'(R), on note f la transformation de Fourier de f, i.e
+oo

f(r) = / e "Tf(t) dt, pour tout 7 € R. Le lemme suivant indique une classe de

fonctions de L*(R) telles qu'il y a convergence dans L*(R) de H. rf lorsque € — 0™

t— s
et T'— 400, ol He,Tf().:%/ %ds pour tout t € R.
<|s|<T

Lemme 4.12. (i) Soit f € LY(R) telle que f € C2(R), supp(f) compact, inclus dans
(0, +00). Alors lirri (HHan— fHLl) = 0.
e—0
T—+o0
(ii) Soit f € L'(R) telle que f € C*(R), supp(f) compact, inclus dans (—oc,0).
Alors linri (| Hef + 1) = 0.
e—0

T—+o0
Preuve. (i) Supposons que supp(f) C [a,b] C (0,400). Alors on a, pour tout t € R,

b
Ft) = = / ¢ (o) do

2

On peut alors prolonger f de maniere holomorphe sur C par

b
f2) =5 [ e fo) do

Ce prolongement de f vérifie alors, apres intégrations par parties, pour (z) > 0,

27T‘Z| o€la,b] 2T o€la,b]

) < <>m{b; sup 17 (0)] ; 22 sup \f<a>|}

ou K est une constante qui ne dépend que de f. On peut alors calculer H, rf. Soit
e € (0,1) fixé ainsi que T > 1. On considere le chemin G C {z € C; ¥(z) > 0}
suivant

g:T = (t:O,SE[T,&?]) U {ZG(C |Z’_g arg ’_g} U
(t=0,s€[—¢,-T]) U {zEC |z| = T arg( )e[_%,%]}
ol on note z =t +is pour t,s € R, orienté dans le sens direct. D’apres le théoreme
1 f(t+1z)

des résidus, on a, pour tout t € R, — dz = 0. C’est-a-dire, pour tout

+
gE,T <
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t e R,

' - 1 [ . 1 [3 ,
i/ f(t 5) ds = = f(t + 2'5619) do — _/ f(t + Z-Teze) do.
T Je<|s|<T S TJ-z )z

e Pour tout T" > 1, on a, grace a l'estimation précédente de f,

400 400 3 e—aTcos@
dt < 4 do
/_oo = ”/_m /_ L+ |t + T

[ME]

f(t+1iTe") do dt

_ jus
2 2

[NER 7

+00 1 —

< - dt —al Ccos de
- (/oo L+ (]~ TP ) /

< /{(7r+28u1"ctau1r1T)/2 e~ eosf g

-3
Ainsi,
too| 13 0
TETOO - %f(t—i—zTe ) df| dt = 0.

e D’autre part, pour tout t € R,

lim f(t+ice®) do = f(t),

e—0t J_

Wl

et pour tout € € (0,1), on a, comme précédemment,

+o0 400 z e—ae cos 0
/ dt < Ii/ / — do | dt
—0o0 — 00 7§ 1+ |t+'L€€1’ |2

NE]
N

f(t +ice) do

~
2

400 1
< 7K / —— dt
N oo LA (Jt] —2)?
< 2%k,
Ainsi, lim H.rf existe dans L'(R) et vaut f.
e—0t
T—+o00
(ii) Le résultat (ii) se montre en utilisant (i) en posant g(t) = f(—t) pour tout
teR U

Lemme 4.13. (i) Soit f € LY(R) telle que f € C2(R), supp(f) compact, inclus dans
(0,4+00). Alors
+00 +o00o

fOUH Yz dt = fOU#)z dt

pour tout v € X. X X
(ii) D’autre part, si f € L*(R) est telle que f € C*(R), supp(f) compact, inclus dans
(—00,0), on a

400 +o0

fOUGH  x dt = — fOU#)z dt

pour tout v € X.
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Preuve. Pour tout ¢ € (0,1) et pour tout 7' > 1, on note, pour tout f € L'(R),

Herf(t) == i/<| - Jt=s) ds, teR.

™ S

On considere une fonction f comme dans (i) ou (ii). Soit x € X fixé. On a, pour
tout € € (0,1) et pour tout 7' > 1,

Trovwntaa - L[ reue ( /< . Uls)x ds) dt

™ S

i [T ds -
=— fU(t+ s)r — | dt, par Fubini
TJ - e<|s|<T S

_ %/:O (/s<|s|<T f(ts_ V0t ds) dt,

+o0
= H.rf(t)U(t)x dt, par Fubini.

On sait de plus que
+00 +0o0
lim fOUH o dt = fOU@H Yz dt.
=0t J oo ’ —00
T—+o00

D’autre part, on sait que lim H. rf existe dans L'(R) et vaut * f d’apres le lemme

7395
précédent. Ainsi,
+00 +oo
lim H.rf(O)Ut)w dt = * fOU@)H Y x dt.
e—0t —00 —0o0
T—+o00o

On a donc le résultat annoncé, c’est-a-dire

” fOUGH Yz dt = * +OO fOU(t)z dt.

— —0o0
Le lemme suivant annonce un résultat bien connu (voir par exemple [CZ76al).

Lemme 4.14. Pour tout a € (0,+00), il eziste une fonction o, € L'(R) telle que
Do € CE(R), supp($a) C [—3a,3a], po = 1 sur [—a, a.

+oo
De plus, lim / en(OU )z dt = x, pour tout v € X.

Preuve. Soit a € (0,400) fixé. On définit la fonction 1, sur R par

[ 0sise(—o0,—3al,
2 . %e}

Vals) =1 % %50

0sisée[—a,0],
\
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5 5 3 3
1, linéaire sur chaque intervalle —3a,—§], [—7@,—7&], [—;,—a], et Yq,

paire. On peut alors définir la fonction ¢, par

Pals) = /Oo (/;%(u) du) dt, seR,

1 [t
0a(t) == —/ e pa(s) ds, teR.

27 J_o

Cette fonction convient. O

et donc

Lemme 4.15. Soit x € D, ou D est [’ensemble défini dans le lemme 2.9. On pose

lim sup ||C’Nx||% =: ¢4 (z) et limsup ||C’Nx||ﬁ =:c_(x). Ainsi, on a cy(x)c_(z) > 1
N—+o00 N——0
et [|[C™x|| < Mey(x)™||z|| pour tout m € N, ot M := sup ||U(s)]|.

seR

Preuve. On note (Cy)aec 'extension analytique du groupe (U(s))ser dont C' est le
générateur analytique.

1
e Silimsup HON{EH% = +o0 ou si limsup ||CN || = 400, alors le résultat annoncé

—+00 ——00

est clair.

e Supposons maintenant que ces deux limites sont finies. Soit m € N, soit n € N tel
que n > m. D’apres le théoreme des trois lignes d’'Hadamard ([RS75], Appendix to
IX.4 : Abstract interpolation) on a,

1-R(z) R(z)
Gl < (sup ||Cms$||) (sup ||cn<1+,-s>x||)
seR se€R

)

pour tout z € C, 0 < R(z) < 1. C'est-a-dire, pour z =

s[3

m
n

IC™ el < (M) (M| C |

~—

Lorsque n — +o00, on a ||C™z|| < ¢y ()" M| z|. Comme x € D, on peut appliquer
cette derniere inégalité & C~™x, et on obtient ||C™(C~™z)|| < ¢y (x)™ M| C~™z|| car
ci(z) = e (C™™z). Ainsi, ||z||# < e M ||C~™z||m. Lorsque m — +oo, on obtient
1 <cy(x)e_(z), ce qui est le résultat cherché. O

Proposition 4.16. Pour tout t € R, pour tout x € X, le vecteur (HU)2 r —x est
soit un vecteur propre de l'opérateur U(t) pour la valeur propre 1, soit nul.

Démonstration. Pour x € X, on pose y := (HU)2 x — x. Supposons que y # 0. Soit
e € (0,1) fixé. Pour tout n € N\ {0}, on a

—+00

+00 +o0
/ en(DU (1) dt = / (n* 02 (DU (B) dt + / (n — pn* 0)OU (D d,

—00 —00 —00
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ou les fonctions ¢y, n € N et ¢, sont des fonctions comme dans le lemme 4.14. On
pose gbn,e = P T Pn Kk Peg ainsi, ¢n,€ = @n - @n@& On a donc ¢n,€ € C2(R) et
supp(¢n.c) C [=3n, —¢] U [g,3n]. On pose alors

1 too
711,5(15) : / e Tone(r)dr, tER,
0

et
10
02 (1) = — / T () dr, tER.
’ 2

Ainsi, ¢/, . € L'(R) pour i = 1,2 et ¢, . € C*(R) pour i = 1,2, supp(¢},.) C e, 3n],
supp( A,QM.) C [—3n, —¢]. D’apres le lemme 4.13, on a donc
+o0

oL (U(t)y dt =0, pouri=1,2.

Ainsi, pour tout n € N\ {0},

/+OO (U (t)y dt = /+Oo(g0n % ) (DU (t)y dt.

—0o0 —0o0

Or ¢, * @ = Pppe = P. car ¢, = 1 sur supp(p.). Donc @, * p. = . et on a, pour
tout n > 3,

/ " o OU by di = / e Uy dt

o0 —0o0

On fait alors tendre n vers +oco et on obtient, pour tout € € (0, 1),

o= e Uy

oo

D’autre part, la fonction . admet un prolongement holomorphe par la formule
suivante

1 3e )
ve(2) / e*p.(s) ds, =zeC.

27 —3e

En intégrant deux fois par parties, on obtient I’estimation suivante, pour tout z € C

sup o7 (s)].
27“—|Z|2 se[—35,35}| : ( )|

Ainsi, la fonction is — U(s)y admet un prolongement holomorphe f, sur C donné
par la formule

+00
fy(2) = / e (t+iz)U(t)y dt, =z e C.

[e.e]
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Ainsi, y € D, ou D est I'ensemble défini dans le lemme 2.9. Et donc, si on pose

M :=sup ||U(t)||, on a Iestimation suivante, pour tout z € C,
teR

2 s M
< e s jorl [

™ s€[—3e,3¢]

2e Myl
< ZSRON qup |

™ sE[—3€,35}| ( )’ ’%( )‘

Dans le cas ot z = N € Z, on a f,(N) = CNy. Ainsi,

L
[N

T A9
Oy < e <— sup |67 () Ml!yH)

7T|N| s€[—3e,3¢]
Lorsqu’on fait tendre | V| vers +o00, on obtient

4 :=limsup ||C’Ny||% <e*
N—+o00

N, |\

[_ :=limsup ||C™y|| ™™

N——c0

3

pour tout € € (0,1). Ainsi, [, <letl_ <1.

D’autre part, [, > 1. C’est le lemme 4.15. Ainsi, [, = 1 et [_ = 1. D’autre part,
Papplication z =t +is — C,y = U(s)Cyy est holomorphe de C dans X et d’apres
le lemme 4.15, ||C.y|| < M?||y||. Cette application holomorphe est ainsi bornée; elle
est donc constante. Ainsi, C,y = Cyy = y pour tout z € C. En particulier, Cy =y

et U(s)y =y pour tout s € R.

Corollaire 4.17. (HY)’ = H.

Démonstration. On sait, d’apres la proposition précédente, que

U(t)((HU)Q:E—x>:(HU)2m—x pour tout t € R, pour tout z € X.

Ainsi, pour tout € € (0,1), pout tout 7'> 1, on a

/sstIST @ <(HU)2$ - x> "= /€S|t|ST% <(HU)2:E B x> dat

En faisant tendre € vers 0 et T vers +o00, on a HY <(HU)2 xr — x) = 0.

4.2.2 Espaces de Hardy

O

Le but ici est de définir des espaces de Hardy associés a un groupe borné U comme

plus haut.
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Proposition 4.18. Pour tout x € X, on a

i [t U(s)x 1
lim — ——ds= = HYz) .
53%1%/ s Bl i)

Démonstration. e Soit ¢ € (0,1). Pour tout z € X, on a

+o00
/ U(S),x ds = / M ds +/ ( = — — 1) U(s)x ds
oo St 0 s|<6 S+ 10 s<|s)<1 \S+10 s

_|_/ ( 1. _1) U(s)x ds+/ Uls) ds.
|s|>1 5410 S |s|>6 S

Le quatrieme terme est borné uniformément en ¢ car il converge, lorsque ¢ tend vers
0%, vers HVz.

1 1

_ 9
s+i0 s 2’

S

<

1
Le troisieme terme est borné par M||:17||6/ — ds < oo car
[s|>1
En ce qui concerne le deuxiéme terme, on a

1 1 1 5
— —— | U(s)z ds|| < zMx/—ds
/6<s|<1 (8+25 3) (s) ||l : BIVE T
1 1 1
< ol [ (2= 5) @
s \s s+90
<

2
2M||z|| In (m) < 2M||z|| < o0.

Pour le premier terme, on a

U(s)z /‘S 1
d < M - d
H/|s|9 s +10 SH < Ml sVt

< M|z < oo.

T U(s)x
5+10

Ainsi, on a montré que / ds est borné uniformément en §.

—0o0

e D’autre part, pour x € D, on a

Foo 1 1
/ U(s)‘x ds = / U(s)‘x ds+/ ( — — —) U(s)x d8+/ Uls)e ds.
oo ST 10 |s|]<1 S + 10 |s|>1 \S + 10 S |s|>1 S

Le troisieme terme est indépendant de
Le deuxieme terme se traite de la fagon suivante. On écrit

11 1
— 2\ U(s)x ds = —is ——_U(s)x ds.
A|>1<s—|—i5 s) (s)o ds = —i /5>1 s(s + 0) (s)z ds

D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a

1 1
li — U ds = U ds.
Y =7 O R - G
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Ainsi,
: 1 1
lim — —— | U(s)x ds = 0.
5=0+ Jigz1 \ S +i0 s
. 1 o : U(s)x
La partie la plus délicate consiste a traiter le premier terme, s ds. On note
|sl<1 8 T

fz le prolongement régulier de is +— U(s)x sur C et (C,)acc extension analytique
du groupe (U($))ser. On a alors, pour tout s € R, U(s)z = Csf,(is — ). On choisit
€ (0,0). Onnote I'. 5 C {z € C; R(2) <0} le contour, orienté dans le sens positif

(se[-1,1],t==0) U (te[-0,0],s=1) U (t=0, sele]) U
{z€C;lz|=¢, arg(z) €[, Z]} U (t=0, s €[—e,—1])

U (tel0,-4d], s=-1)
fa(2)

z

/ f(2) dz = 0.
Ies <

ouz=t+is, t s € R Comme 2z +— est holomorphe dans I'; 5, on a

Ainsi, pour tout € € (0,9), on a

. 37
/ M ds = / f$<25) ds _/ fx(geie) Zd9+
s<1 S+ 10 e<lsl<t 8 z

2

1) g .

[Pt 20 4

0 1+t 1—1
Lorsque € — 0", on a

/ M ds = lim (/ Uls)z ds) —imx +
s|<1 S + 70 e—0T e<|s|<1 S

/05 U(—l)C_tiv_i_U(l)C—tx) dt.

1+ 1—1

Et donc, lorsque 6 — 0T, on a

lim U(s)-x ds = lim (/ Uls)x ds) — Tz,
54’0"" |s|§1 S + 7/5 EHO"" 5§‘3|S1 S

Et on obtient le résultat cherché par le théoreme de Banach-Steinhaus car D est

dense dans X. O
1
Pour tout x € X, on pose FPyx := <1 — (HU)2> x, Pro = 5 ((HU)233~I—HUx) et
1
P x:= 3 <(HU)2 xr — HUyg). Les trois opérateurs Fy, P, et P_ sont des projections

sur X. Il est facile de vérifier que Py = Py, P? = P, et P? = P_ en utilisant le
corollaire 4.17. De méme, on peut remarquer que ces opérateurs commutent et que
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PP, = P, P. =P Py =0. De plus, par construction, on a Py + P, + P_ =1. On
note alors Xy := Py X, X; := P, X et X_ := P_X. Ces trois sous-espaces de X sont
invariants par le groupe (U(s))ser. De plus, on a X = Xo+ X, + X _.

Pour z € Xy, d’apres la proposition 4.16, U(s)x = = pour tout s € R. Ainsi, z € D
et le prolongement holomorphe sur C de is — U(s)x est la fonction constante égale
a .

Dans la suite, nous étudions le comportement de (U(s))ser sur X et sur X_.

Théoreme 4.19. (i) Pour tout x € X, lapplication is — U(s)x admet un prolon-
gement réqulier sur C, := {z € C; R(z) > 0} donné par

. +00
2 —> L/ U(s).z ds.
27 J_ s+ iz

[e.9]

(11) Pour tout x € X_, lapplication is — U(—s)x admet un prolongement régulier

sur C, donné par
i [T U(-s)

x
Z— — —F— ds.
2 J_ o s+iz

U(s)'x

Stz
pour tout x € X, et en particulier pour z € X, . En effet,

+o0 .
/ U(s)x ds — / U(s)x ds + / iR(2) V() ds
- [s—S(2) |s—S(2)[>1

o S+iz 2l<1 S iz (s —S(2))(s +iz)
U(s)x
o v,
ls—S(z)[>1 S — S(2)

. i, : s T U(s)x
Cette décomposition montre la convergence uniforme de l'intégrale i
oo Stz

sur tout {z € C; R(z) > ¢ > 0}. Ainsi, application considérée est bien holomorphe.
D’autre part, d’apres la proposition 4.18, on sait que

i
Démonstration. (i) L’application z — o / ds est holomorphe sur C
m — 0O

ds

im [ U
R(z)—0t 21 J_

s+1iz

ds = U(3(2)) (% (a4 H%)) |

o0

1
Comme z € X, , on a 5 (93 + HUx) = x, d’apres le corollaire 4.16. Ainsi,

. Jroo
! / Uls)e ds si R(z) >0,

o o Stz

U(S(2)z st R(z)=0
est un prolongement régulier de is — U(s)z sur C,.

(i7) 11 suffit de reprendre les arguments précédents pour le groupe (V(s))ser ol
V(s) := U(—s) pour tout s € R. O
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Remarque 4.20. On peut remarquer que dans le cas ot (U(s))ser est le groupe des
translations sur un espace LP(R; X), p € (1,00) et X un espace de Banach UMD,
le sous-espace Xy est réduit a {0} et les sous-espaces X, et X_ correspondent aux
espaces de Hardy vectoriels HP(R; X)) définis par (voir par ezemple [HP57], section

6.4)

HP(R; X) = {felP(R;X); f réguliere sur {z € C;(z) > 0},
t— f(z+1t) € LP(R; X), pour tout z € C, J(z) >0,

et sup [[f(z+ )l < oo}
J(2)>0

Remarque 4.21. Les résultats précédents nous assurent l’existence des projections
sur tous les sous-espaces propres du générateur analytique C du groupe (U(s))ser
consideére.

En effet, pour tout A € (0, +00) D o(C), on considere le groupe (AU (s))ser. Alors
la projection P correspondant a ce groupe donne la projection sur le sous-espace
propre (éventuellement {0}) associé a la valeur propre (éventuelle) A de C. O

Corollaire 4.22. Soit (U, (s))ser la part de (U(s))ser dans Xy et (U_($))ser la part
de (U(s))ser dans X_. Alors (Ui(s))ser est la trace d’un semi-groupe holomorphe
d’angle 5 sur X et (U_(—s))ser est la trace d’un semi-groupe holomorphe d’angle

5 sur X_.

Ainsi, si on note C} le générateur analytique de (U (s))ser sur X et C_ le générateur
analytique de (U_($))ser sur X_, C est borné et C_ est inversible.

Proposition 4.23. Soit p € (1,00), soit X un espace de Banach. Alors les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout f € LP(R;X), il existe deux fonctions g,h € HP(R;X) telles que
f(t) = g(t) + h(—t) pour presque tout t € R.

(11) X posséde la propriété UM D.

Démonstration. L’'implication (i1) = (i) provient directement du corollaire 4.22 et
de la remarque 4.21.

Inversement, supposons qu’on ait la décomposition (7). On note (7(s))scr le groupe
des translations sur LP(R; X) et C' son générateur analytique. Alors g € D(C™) pour
tout n € N et h € R(C"), pour tout n € N. Ainsi, (i) implique que LP(R; X) =
D(C) + R(C). D’apres la proposition 3.6, ceci est équivalent a la convergence de

Iintégrale / m(s)f ds lorsque ¢ — 07, pour tout f € LP(R; X). D’apres la
e<|s|l<t S

proposition 1.9, ceci implique que X est un espace de Banach UM D. U

4.2.3 Cas particulier des groupes périodiques

Nous allons traiter maintenant le cas des groupes périodiques, et plus particulierement
les groupes 2m-périodiques. Il s’agit de groupes bornés.
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Supposons que (U(s))ser est un groupe fortement continu 27-périodique sur un es-
pace de Banach X quelconque. On note C' son générateur analytique. D’apres la
proposition 3.6, ’ensemble résolvant de C' est non vide si et seulement si I'intégrale

U(s)x
/ () ds converge fortement dans X pour tout x € X, ou, de maniere
e<|s|<1

s
. . e U(s)x
équivalente, si et seulement si I'intégrale S

e<|s|<e 2tan 5

ds converge fortement dans

? U(s)x
X pour tout x € X. Dans ce cas-13, on note hYz la quantité lim — / (—)S ds.
e=0t T Joq|s)<n 2tan 5

Ainsi, hY est un opérateur borné sur X.

Remarque 4.24. Cet opérateur hV est a rapprocher de la transformation de Hilbert
sur le tore. En effet, si (U(s))ser est le groupe des translations sur LP(T; X), p €
(1,00), alors hU est exactement la transformation de Hilbert sur le tore étudiée dans
le chapitre 1.

On considere donc maintenant des groupes 27-périodiques tels que 1’ensemble résolvant
du générateur analytique est non vide. On peut noter que cette hypothese est
plus faible, au moins formellement, que la condition d’existence de I'opérateur HY,
comme dans les deux paragraphes précédents. On a vu (Proposition 4.11), que dans
le cas d’un espace de Banach UM D, ces notions correspondent.

On suppose donc que p(C') # (. On a alors le résultat suivant.

Proposition 4.25. (hU)3 =nY

Démonstration. 11 suffit de reprendre les arguments de la proposition 4.16 et du
corollaire 4.17 en utilisant la transformation de Hilbert sur le tore plutot que la
transformation de Hilbert sur R. 0

Proposition 4.26. Pour tout x € X, on a

. i [T U(s)x 1 o
ﬂ%%/ﬂmds—g(“h 7).

Démonstration. On procede ici de la méme maniere que pour la démonstration de
la proposition 4.18. O

On peut alors énoncer un théoréeme analogue au théoreme 4.19 et corollaire 4.22
pour les groupes 27-périodiques. On pose pour tout x € X, Qor = (1 — (hU)2> x,
Qix = <(hU)2w + (hU) x) et Q_x = ((hU)Qx — (hU) x) Comme dans le para-
graphe précédent, ces trois opérateurs sont des projections sur X qui commutent

et qui vérifient Qg + QL + Q@_ = 1. On note alors Xy := Qo X, X, = Q. X et
X_=Q_X.
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U(s)

x
Remarque 4.27. Dans le cas ou lintégrale / ds converge fortement

e<|s|<T S
dans X pour totu x € X, les projections QQ1, Q_ et QQy sont les méemes que les
projections P, P_ et Py. On peut remarquer que c’est le cas lorsque [’espace X

possede la propriété UMD.

Théoréme 4.28. Soit (Uy(s))ser la part de (U(s))ser dans Xo, (U4 (S))ser la part
de (U(s))ser dans X4 et (U_($))ser la part de (U(s))ser dans X_. Alors (Up($))ser,
(Ui(8))ser €t (U_(8))ser sont des groupes 2m-périodiques qui vérifient

- Xg est soit le sous-espace vectoriel propre associé a la valeur propre 1 du générateur
analytique Cy de (Up(s))ser sur Xo, soit réduit a {0},

- (Us(8))ser est la trace d'un semi-groupe holomorphe d’angle 3 sur X, et donc
son générateur analytique C'y est borné,

- (U-(—5))ser est la trace d’un semi-groupe holomorphe d’angle 5 sur X_, et donc
le générateur analytique C— de (U_(s))ser est inversible.

4.3 Notes

Certains des résultats des chapitres 2, 3 et 4 ont été montrés par I. Cioranescu
et L. Zsid6 dans [CZ76a] ou par L. Zsidé dans [Zsi83]. Les démonstrations données
dans cette these sont parfois un peu différentes ; elles sont mentionnées pour plus de
clarté. Le but de cette section est de rendre a César ce qui est a César.

La notion de générateur analytique de groupe a été introduite par I. Cioranescu
et L. Zsidé dans [CZ76a]. Elle est reprise dans cette these, sous la forme de la
définition 2.3. Pour commencer, le lemme 2.9 correspond a [CZ76a], Lemma 2.2.
C’est un lemme qui donne la densité de I’ensemble D dans X. C’est la qu’apparait la
suite régularisante qui intervient dans beaucoup de démonstrations des chapitres 2 et
3. La démonstration de la proposition 2.10, établissant que le générateur analytique
d’un groupe est fermé, est inspirée d'une partie de [CZ76a], Theorem 2.4, déja repris
dans [Van75], Proposition 1.3. Ce théoreme de [CZ76a] (Theorem 2.4) donne aussi
une partie de la proposition 2.16 sur la propriété de semi-groupe de I’extension
analytique d'un groupe. Le chapitre 2 donne donc beaucoup de résultats connus,
mais dans l'optique de rapprocher les générateurs analytiques de groupes et les
opérateurs qui admettent des puissances imaginaires bornées, notion rappelée dans
le chapitre 1.

Quelques résultats du chapitre 3 se trouvent aussi dans [CZ76a], dans le cas
ou le groupe étudié est borné. Ainsi, la proposition 3.3, qui donne une expression de
la résolvante du générateur analytique, est a rapprocher de [CZ76a], Corollary 3.4.
Les générateurs analytiques étudiés dans [CZ76a] ont un spectre inclus dans R, ou
égal a C tout entier ([CZ76a], Theorem 3.6). Ceci est contenu dans la proposition
3.5 de cette these dans laquelle on ne s’intéresse pas seulement aux groupes bornés,
mais aussi a tout groupe fortement continu de type strictement inférieur a 7. On
peut alors localiser le spectre du générateur analytique dans un secteur (s’il n’est
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pas égal a C tout entier) et on peut donner une estimation de la résolvante dans la
proposition 3.10, ce qui ne se trouve pas dans [CZ76a].

D’autre part, la proposition 3.6 est proche de [Zsi83], Theorem 2.3 : il s’agit la
de relier le fait que I'ensemble résolvant du générateur analytique est non vide a
la convergence d’'une intégrale singuliere. L’originalité de ce travail est de montrer
que cette convergence a toujours lieu si on se place dans un espace qui possede la
propriété UMD (Lemme 4.1).

Dans le chapitre 4, section 4.1, le corollaire 4.7 est connu comme étant le

théoréeme de Dore-Venni ([DV87], Theorem 2.1). La démonstration proposée ici est
entierement originale et utilise les résultats des chapitres 2 et 3. La régularité maxi-
male du probleme de Cauchy résolue dans le théoreme 4.9 se trouve aussi dans
[DV87], Theorem 3.2.
Les résultats de la section 4.2 sont inspirés de [Zsi83], partie 4 : Computation of
the spectrum, certains lemmes de cette section proviennent de [CZ76al, partie 5 :
Spectral subspaces. La proposition 4.11, en revanche, repose sur la transformation
de Hilbert dans les espaces UM D, et ne figure pas dans les articles cités ci-dessus.
Les lemmes 4.12, 4.13, 4.14 et 4.15 sont des versions adaptées de résultats de [Zsi83]
et [CZ76a]. La proposition 4.16, qui donne un vecteur propre associé a la valeur
propre 1 de U(t), t € R, est a rapprocher de [Zsi83], Lemma 3.3. Les démonstrations
de la proposition 4.18 et du théoreme 4.19 sont simplement adaptées des résultats
existant sur les espaces de Hardy classiques sur R.

L’originalité des résultats exposés dans cette these vient essentiellement du lien
entre les résultats de I. Cioranescu et L. Zsido et la propriété UM D des espaces de
Banach étudiés. De plus, 'optique suivie est différente. Le but ici est de trouver des
résultats nouveaux, ou améliorés, sur les opérateurs qui admettent des puissances
imaginaires bornées. On remarque, en particulier, que la théorie classique mettant
en ceuvre des opérateurs sectoriels est contenue dans la théorie développée ici.
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Le théoreme de Dore-Venni dans
un cadre non commutatif
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Chapitre 5

Exposé de ’article

Dans ce chapitre, on donne quelques détails sur les résultats de 'article 7 A
theorem of the Dore-Venni type for non-commuting operators” qui se trouve juste
apres. On ne refait pas ici toutes les démonstrations, c¢’est pourquoi pour chaque
lemme, proposition ou théoreme, on indique la référence de I'article.

5.1 Le théoreme

Le théoreme de Dore-Venni (voir premiere partie) donne un résultat de régularité
maximale pour une somme d’opérateurs assez réguliers dont les résolvantes com-
mutent. On a vu (Paragraphe 4.1.2) que ce théoréme peut s’appliquer au probleme
de Cauchy suivant, sous réserve de régularité de I'opérateur A,

du
{ 2 + Ault) = £(2), te0,T],

u(0) =0
sur LP(0,7;Y) ou Y est un espace UMD et p € (1,00). Mais I'hypothese de com-
mutativité sur les résolvantes dans le théoreme abstrait interdit, par exemple, les
problemes de Cauchy non autonomes. Le but de I'article ” A theorem of the Dore-
Venni type for non-commuting operators” qui suit est d’affaiblir cette hypothese.
Les notions que I'on utilise sont celles de la théorie exposée succinctement dans le
chapitre 1. Le résultat théorique est le suivant.

Théoréme 5.1 (Theorem 1). On considére deuz angles pa, 5 € (0,7), tels que
wa+pp < m, ainst que deux réels a et 3 tels que 0 < a < B < 1. Soit X un espace
de Banach UMD, et M4 un réel positif.

Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que si A et B sont deux opérateurs (linéaires)
de classe BIP(X) vérifiant :

(i) le type 04 du groupe (A*).er et Op celui de (B™).er sont tels que @4 > 04 et
op > 0p,

(ii) A est inversible,

(iii)

M
A+ A4)7H < 1+T/\|, pour tout A € ¥,
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(iv)
c
(1 A=) 407

AN+ AT (A (e +B) ™ = (u+B) AT < (5.1)

pour tout N € Xp_,, et p € Yn_op,
alors lopérateur (A+ B, D(A) N D(B)) est fermé et inversible.

Remarque 5.2. Comme A est sectoriel et inversible, la condition (iii) est toujours
vérifiée, si ce n’est que [’on impose la valeur de M 4. De méme, comme B est sectoriel,
il existe une constante Mp > 0 telle que ||u(u+ B)~Y| < Mp pour tout 1 € Xr .
On peut remarquer ici que ¢ ne dépend que de wa, pp, Ma, a, B et X, ou plus
précisément de la transformation de Hilbert sur X, comme il est montré dans la
suite.

Le but de la section 4 (Proof of the main results) de 'article qui suit est de donner
la démonstration de ce théoreme. Dans cette version francgaise, nous rappelons les
étapes importantes de la preuve. Il est a noter que, dans 'article, la condition (5.1)
correspond a la condition (2.6).

Un point important de la démonstration que nous proposons ici est de considérer

des approximations bornées et inversibles de A et B, i.e. As := A(1+0A)! et Bs :=

(B+6)(1+6B)~! pour § € (0,1). Pour tout x € D(A), on a alors 5lirri Asz = Ax
—0

et pour tout x € D(B), on a 5hm+ Bsx = Bx. On peut voir facilement que As et B;
—0

/
A

1+ A
B;)7t| < My pour tout p € 3,_,,, pour tou‘i (|5 € (0,1), ou M/ et My sont des
constantes indépendantes de 6 € (0,1). D’autre part, on peut montrer, grace au
théoreme de Priiss-Sohr [PS90], que A;s et Bj sont de la classe BIP(X) pour tout
§ € (0,1); on sait de plus que 04 est le type de (A%¥).cr et que Op est le type de
(B%)ser pour tout 6 € (0,1).

D’apres la relation (5.1), A et B vérifient la relation || Z (A, p)|| <

sont sectoriels et vérifient ||(A + As) 71| < pour tout A € X._,, et ||u(p +

c
(1 A=) ] 07
pour tout A € X,_,, et pour tout u € X, ot Z(A, u) := AN+ A)"H(A(u+
B)™ = (n+B)"' AT

On note Zs(\, 1) := As(A + As)"H(A; " (u+ Bs)™' — (u + Bs) "t A51). On a alors le
résultat suivant

Lemme 5.3 (Lemma 2). [l existe une constante c(pa,pp) qui ne dépend que de p4

¢ c(pa,
et de pp telle que || Zs(A, p)|| < i |)(\S|Dﬁa;0|2)|l+ﬁ’ pour tout 6 € (0,1).

La preuve de ce résultat provient de I'égalité

1—62 A O+ p
A = A :
s(As 1) (14 0N)(1+ dp)? (1 +oN 1+ 5,u)
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On pose, pour § € (0,1) et pour v € (0,1) arbitraire,

1 [yFiee dz 1 [y dz
= — A7 B* ! t Ts = — Br?AF!
2 57 Gnme  C Y 5 %

S(si

y—ico oo sinmz

On peut voir, grace aux estimations que vérifient As et Bs, que ces deux intégrales
sont absolument convergentes. De plus, comme z — AgZB(?’l et z — B(;ZA§’1 sont
holomorphes sur C, on a, d’apres le théoreme des résidus, AsSsx + SsBsx = x et
TsAsx + BsTsx = z, pour tout x € X et pour tout d € (0,1).

On représente maintenant les opérateurs Sy et Ty a l'aide d’intégrales sur un contour
bien choisi. Dans ce but, on consideére deux angles 6 < g et ¢ < w4 et un réel
do € (0,1) tels que

U eBs)uaB) Sy et | o(A)Ua(A) C 3y

0<d<do 0<d<do

Soit § € (0,68p) fixé. On consideére alors les contours 'y et T définis dans I'article
et on obtient, par le calcul fonctionnel de Dunford, les égalités suivantes, pour tout
z € C,

1 1
B ' = (= B) Mdp et Ay =— [ ATF(A—A)ldA

T % s 2% S
1—‘B 1—‘A

Ainsi, d’apres le théoreme de Fubini, on a la représentation suivante pour S

1 1 e —z, 2—1 dz -1 -1
(26m)2 Jra, Jrs, \ 20/ —ioo sinz

D’apres le choix de I' et T, on sait que pour tout A € I') et pour tout u € '}, on
a |arg \| + |arg pu| < ¢ + 60 < m. On peut alors utiliser la transformation de Mellin
pour calculer la quantité entre parentheses

/’Hioo)\zﬂzl 'dz 1 .
oo sintz A+ p

De plus, le calcul fonctionnel de Dunford donne

1 1

iz o T A= A
Ainsi, on obtient
%5 = i F%w + As) " (w — Bs) "y
On peut alors déformer le contour T'y en T' := (400,0]e® U [0, +00)e™ et par

holomorphie, on obtient, grace aux estimations que vérifient les résolvantes de As et

B57

1
Ss = - (u+ As) "' (n— Bs) 'du,  pour tout 4 € (0, ).
r
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De la méme maniere, on montre que

Ts = L (1 — Bs) " "u+ As)"*du,  pour tout § € (0,8),
2im Jr
avec le méme contour I'.
Lorsque 6 — 07, (u+ As) ™ (u — B;s)~! converge fortement vers (u+ A)~'(u— B)™*
pour tout € T et pu +— (u+ As) "' (u— Bs) "'z est intégrable sur T’ pour tout z € X,
uniformément en 6 € (0, dy). Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue, on a

6—0t

1

lim Ssz = oY /(,u + A (p—B) 'z du=:Sr pour tout z € X.
ir Jp

De méme,

1
lim Tsz = — [ (u— B) Y(u+ A) 'z du=:Tx pour tout =€ X.
5—0+ 2 Jp

Concernant ces opérateurs, on a le résultat suivant

Lemme 5.4 (Lemma 3). L’opérateur S est borné sur X, R(S) C D(A), AS est un
opérateur borné sur X et ASx + SBx = x pour tout X € D(B); ainsi, SB admet
une unique extension bornée sur X tout entier.

On construit alors I'opérateur @) := AS — A2SA~L.

Lemme 5.5 (Lemma 4). L’opérateur Q est borné sur X et ||Q| < 1 si la constante
¢ dans (5.1) est assez petite.

On peut alors déterminer un inverse a gauche L pour A + B

Proposition 5.6 (Proposition 2). L’opérateur L :== A~ (1+ Q) ' AS est borné sur
X et vérifie L(Ax + Bx) = x pour tout x € D(A) N D(B). De plus, R(L) C D(A).

D’une maniere similaire, on construit un inverse a droite pour A + B.

Lemme 5.7 (Lemma 5). On définit l'opérateur T A sur D(A). Cet opérateur admet
une unique extension bornée sur X tout entier notée TA. De plus, R(T) C D(B) et
BT est borné sur X.
1+ MA

T+ [AD=
Yr_p, et pour tout v € [0,1]. En effet, Papplication z — A*(A + A)~'z est ho-
lomorphe sur C pour tout z € X. On peut alors lui appliquer le théoréeme des
trois lignes d’Hadamard ([RS75], Appendix to IX.4 : Abstract interpolation) et on
obtient, pour tout z € C, R(z) € [0,1] et pour tout z € X,

A+ )7 el < [+ AT TP AN+ A) R
(1 + MA)lf%(z)Mf(Z)
(1+ A7)

On peut remarquer d’autre part que |A7(A + A)7!|| < , pour tout A €
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Lemme 5.8 (Lemma 6). Pour tout v € («, 3), lopérateur P = A~"(TA — AT)AY
est borné sur X et ||P|| < 1 si la constante ¢ qui intervient dans (5.1) est assez
petite.

On a maintenant tout le matériel pour obtenir le résultat annoncé dans le théoreme.
On fixe un réel v dans (a, 3) et on suppose que la constante ¢ dans (5.1) est assez
petite suivant le lemme et la proposition qui précedent.

Proposition 5.9 (Proposition 3). L’opérateur R := TAA™'(1 — P)"'*A™ est un
opérateur borné sur X, R(R) C D(A)N D(B) et (A+ B)Rx =z pour tout x € X.
De plus, R = L est l'inverse de A+ B.

A propos de I'estimation (5.1), quelques remarques. On note C'(A, 1) le commutateur
des résolvantes de A et B, i.e. C(\, u) = A+ A) Y u+B)™t —(u+B)"t(A+ A)™!
pour tout A € ¥, _,, et tout u € Xr_,,. Dans le cas d’opérateurs A et B sectoriels
quelconques, A inversible, on a toujours

2MaMp
OO m)] < o
[l (1 + [A])
et dans le cas ol les résolvantes de A et B commutent (c’est le cas pour le théoreme
de Dore-Venni classique), on a C'(A,u) = 0. De plus,par un calcul simple, on a
C\p) = Z(\, u)AN+ A)~L. Lestimation (5.1) implique donc une estimation du
type
C (1 + MA)
C )\,,M < T 0a/1 L I\Ip)?
1O = Tt )
avecp € (0,1, g€ (1,2 et p+g=1—a+1+p=2+F—a>2.

Nous pouvons aussi remarquer que I’on peut ajouter une constante v > 0 a l’opérateur
B sans changer les estimations que vérifient sa résolvante et ses puissances imagi-
naires. Dans ce cas, l'estimation (5.1) vérifiée par le commutateur des résolvantes
de A et B décroit lorsque v tend vers l'infini. En effet, pour tout v > 0, on a

C
(L4 A=) + p[HF

JAA+A) (A (p+v+B) ' = (u+v+B) AT <

pour tout A € ¥,_,, et pp € Xr_,.. Ainsi, pour /' € (a, ), on a

c c 1
R A T

pour tout i € ¥;_,,. On peut alors énoncer le résultat suivant qui apparait comme
un corollaire du théoreme 5.1.

Corollaire 5.10 (Corollary 2). Sous les conditions du théoréme 5.1, avec ¢ > 0
une constante quelconque dans 'estimation (5.1), l'opérateur A+ B+ v de domaine
D(A) N D(B) est fermé et inversible des que v > 0 est assez grand.
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5.2 Le probleme de Cauchy non autonome

Le but ici est d’appliquer le théoreme précédent, au probleme de Cauchy non
autonome suivant

dt

{ ey 4 L) = F(1), pour ¢ € (0,7,
u(0) =0,

sur 'espace X := LP(0,7;Y) ou p € (1,00) et Y est un espace de Banach UMD et
ott (L(t))seo,r] est une famille d’opérateurs sectoriels sur Y telle que ¢ — (1+L(t))™*
est fortement mesurable de [0, 7] dans Y.

On définit alors les opérateurs A et B de la maniere suivante

{ (Au)(t) := L(t)u(t), te€0,T]
D(A) :={z € X ; u(t) e D(L(t)), t€[0,T], Aue X}

et
du
(Bu)(t) = (1), t€[0.T]
D(B) :={ue€ W'(0,T;Y) ; u(0) =0}
L’opérateur B a été étudié dans le paragraphe 4.1.2. Rappelons que cet opérateur
est sectoriel, inversible, admet des puissances imaginaires bornées sur X et vérifie

|B*|| < C,(Y)(1 4 s?)e2ll,  seR.

De plus, on peut remarquer que pour tout p € C, R(p) > 0, on a

(n+BY0) 0 = [ 05(s) ds, v€0.7)

On suppose alors que pour tout ¢t € [0,7], L(t) € BIP(Y) et qu’il existe des
constantes My, K4 >0, ¢4 € (0,7) telles que pour tout ¢ € [0, 77,

M4

IO+ L) Ml < Y

A€, , et |L)*| < Kae?all s eR.
Cette condition est notée (L) dans 'article qui suit. Alors pour tout f € L?(0,T;Y)
et pour tout A € ¥,_,,, on a

(A+A)' ) () =(A+ L)' f(t), pour tout t € [0,T].

En effet, pour tout f € L?(0,7;Y) et pour tout A € ¥,_,, on a, par définition,
(A+L(t))"' f(t) € D(L(t)) pour tout ¢t € [0,T]. De plus, (t — (A + L(t)) "' f(t)) € X
d’apres la premiére inégalité de la condition (L), et d’apres la définition de 'opérateur
A, A+ A) (t—= A+ L)' f(t)) = f. Ainsi, A est sectoriel sur X et vérifie

My
A+ A< —— NeX ..
IO+ 47 € T3 A e B
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D’autre part, les puissances imaginaires de A étant définies a partir des résolvantes
de A, on a de méme pour tout f € LP(0,7;Y) et pour tout s € R,

(A™f) (t) = L(t)*f(t), pour tout ¢ € [0,T).

On peut maintenant énoncer un théoreme abstrait qui donne un résultat de régularité
maximale pour le probleme de Cauchy non autonome.

Théoréme 5.11. Soit Y un espace de Banach UMD, et soit p € (1,00). On note
X = LP(0,T;Y). On suppose que (L(t))ico.r) est une famille mesurable d’opérateurs
sectoriels sur'Y qui vérifie la condition (L). On suppose de plus qu’il existe des
constantes o € [0,1), B € (0,1] et My > 0 telles que pour tout A\ € ¥._,, et pour
tout t,s € [0,T], on a

—1 -1 -1 M|t — 3|ﬁ
IL(E) (A + L(£)) " (L) — L(s) )|l < TH e
Alors pour tout f € LP(0,T;Y), le probleme
(nCP) { %(t) + L(t)u(t) = f(t), pour t € [0,T],
u(0) =0

admet une unique solution u € WHP(0,T;Y) N LP(0,T; D(A)), ot D(A) est le do-
maine de l'opérateur A défini plus haut.

Démonstration. On veut appliquer ici le théoreme 5.1, ou plutot son corollaire 5.9. 11
faut encore vérifier que les opérateurs que 'on considere vérifient la condition (5.1).
e Dans un premier temps, remarquons que, si on pose v(t) = e “u(t), t € [0,T],
pour un réel v quelconque, le probleme (nC'P) devient

(nCP), { %(t) + L(t)o(t) +vu(t) = g(t), pourt € [0,T],
v(0) =0,

ou g(t) := e " f(t), t € [0,T]. Ainsi, résoudre le probleme de régularité maximale
pour (nC'P) sur LP(0,T;Y) est équivalent a résoudre le probleme de régularité maxi-
male pour (nCP), sur LP(0,7;Y) pour un v € R.

e On considere maintenant les deux opérateurs A et B associés au probleme (nCP)
comme ils ont été définis au début de cette section 5.2. Soit pp € (§,7 — ¢4). On
note

Z(\p) = AN+ A) A (p+B)™ = (u+ B)TIATY,
pour A € ¥, et p € ¥,_,,. On a alors, pour tout f € L?(0,7;Y), pour tout
t € [0,7],
0N ® = L0+ L) ([ e Inw e as -
0
/t e ML (s) 7L f () ds)
0

= L) (A + L(t))l/o e M (L)~ — L(s) ™) f(s) ds.
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On a ainsi estimation suivante

M T
z0ofly < s ([ e il

MT(1+ ) T
< G ppayae

e On peut alors appliquer le corollaire 5.9 aux opérateurs A et B. Le probleme de
régularité maximale est donc résolu pour (nC'P),, pour v > 0 assez grand. D’apres
le premier point, ceci donne le résultat cherché. 0

Exemple 5.12. On propose ici un exemple d’opérateur A qui vérifie toutes ces
hypotheses.

Soit 2 C RY de classe C2. On considere Iy et 'y deux ouverts et fermés de O
vérifiant To UT; = 9Q et Ty N Ty = 0. On note n(z) la normale extérieure a df
au point z € 9€. Soit b une application continue de [0,7] x Q & valeurs dans
Sym(N), les matrices symétriques d’ordre N, telle que ¢ — b(t,x) et t — by, (t,z),
j € {1,..., N} appartiennent & C°([0,7) uniformément en z € Q, pour un § > 1.
On considere 'opérateur A défini, comme précédemment, par les opérateurs L(t),

t € [0, 7] suivants

(L(t)u)(x)
D(L(t)) =

= —div(b(t,z)Vu(x)), t € [0,T], = € Q,
{u e W24(Q) ; u(z) =0 pour x € Ty et
n(z)b(t,x)Vu(z) = 0 pour x € I'1}

Le probleme est maintenant de montrer que ces opérateurs vérifient effectivement
les hypotheses du théoreme 5.10. Ceci concerne la section 6 de I'article. On a ainsi
le résultat suivant

Théoréme 5.13 (Theorem 3). On considére 2, T'y et Ty # 0, b comme précédemment.
Soit p,q € (1,00). Alors pour tout f € LP(0,T; L9(Y)), le probleme

du

- (t.2) = div(b(t, 2)Vu(t,2)) - f(t,2), t€[0,T], z€Q,

n(z).(b(t,z)Vu(t,z)) =0, te€[0,T], x €Ty,
u(t,z) =0, tel0,T], x €Ty,
u(0,2) =0, =z €.

admet une unique solution u € LP(0,T; W24(Q)) N WP (0, T; L4(Q)).

5.3 Equations d’évolution plus générales

On s’intéresse maintenant a des équations du type

u(t) +/0 a(t — s)(vu(s) + L(s)u(s) — f(s))ds =0, t>0.
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Le cas a = 1 correspond au probleme de Cauchy non autonome que I'on a traité
dans la section précédente; en effet, il suffit pour le voir de dériver ’équation par
rapport a t. On suppose que la famille d’opérateurs (L(%)):>o est mesurable et vérifie
les hypotheses suivantes. Pour tout ¢t > 0, L(t) € BIP(Y) et il existe des constantes
Ma, K4y >0, 04 € (0,m) telles que pour tout ¢ > 0,

My
1+ A

I+ L) < ANEDry, et |L(H)”| < Kae*Pl, s eR,

comme dans la section précédente. De plus, on suppose qu’il existe des constantes
€ (0,1), § € (0,1) et My > 0 telles que

M1|t — S|6

W, t,SZO.

ILE A+ L) (L) = L(s) D] <

On définit alors 'opérateur A de la maniere suivante

{ (Au)(t) :== L(t)u(t), t>0
D(A):={z € X ; u(t) e D(L(t)), t>0, Aue X}

Occupons-nous maintenant de définir 'opérateur B. On suppose que le noyau a €

+oo
L} (R,) vérifie / la(t)|e”*" dt < oo pour tout € > 0. Formellement, si on note
0

f la transformée de Laplace d'une fonction f, i.e. f(\) :/ e Mf(t) dt, on a
0

~ (A

Bu()\) = %, A€ Ci,ouCy:={z € C; R(2) > 0}. Afin que cet opérateur
a

B vérifie les bonnes hypotheses, on suppose que le noyau a vérifie les estimations

suivantes

<k, pour tout A € C,,

larg(@(\)| < 05 et \WA)‘

a(A)
ou ¥ € (0,m) et kK > 0 sont deux constantes indépendantes de A € C,. Ces
estimations sont notées (a) dans l'article qui suit. Ainsi, 'opérateur B est sectoriel

et admet des puissances imaginaires bornées (on pourra se reporter a [Prii93] 1.8.4).
La résolvante de B est donnée par

t
(w+B)1hH(t) = / ru(t —s)f(s) ds pourtout t >0, fe LP(Ry;Y),
0
ou r, désigne la solution de I’équation de Volterra scalaire, i.e.
t
ru(t) + u/ a(t — s)ru(s) ds = a(t), pour tout t > 0,
0

pour tout g € Y._,,, o ¢ > Up. De cette maniere, opérateur Z (A, pn) qui
intervient dans la condition (5.1) du théoreme 5.1 s’écrit

(ZA () = /0 ru(t = s)LE)(A + L(t) " (L(#) " — L(s) ) f(s) ds,  t=0.
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Compte tenu de l'estimation que vérifient les opérateurs (L(t)):>o, il est "naturel”
de considérer une estimation du type

+o0 s M2
; t ’TM(t)| dt < W’ ne Zﬂ-,S@B

ou 0 est la constante qui intervient dans l’estimation que vérifient les opérateurs
(L(t))t>0, et ot My > 0 et 5 € (a, 1) sont des constantes, indépendantes de u. Cette
estimation est notée (r) dans 'article qui suit.

Dans ce cas, il est facile de vérifier que nous nous trouvons dans les hypotheses du
théoreme 5.1 et de son corollaire.

Dans la suite, nous donnons des exemples de noyaux a qui vérifient toutes ces condi-
tions, autres que le cas a = 1 qui correspond au probleme de Cauchy non autonome
traité dans la section précédente.

Exemple 5.14. Le premier type de noyaux que nous traitons dans [’article corres-
1
pond @ a(t) = ——, t>0 ety € (0,2).
I'(v)
Dans le cas d'un tel noyau, la transformée de Laplace de a est donnée par a(A) = A7,
A € C,. Suivant les raisonnements du 1) de la section 5 de 'article, on a le résultat
suivant

~—

Proposition 5.15 (Proposition 4). Avec les notations précédentes, pour tout 6 >

—1l,onavp=m (1 — %) et B = —, et on peut choisir nimporte quel pg > Up.

2>

Exemple 5.16. On considere maintenant des moyaur a qui sont des fonctions
compleétement positives.

1
Définition 5.17. Une fonction a est dite completement positive si & := — est

une fonction de Bernstein, i.e. ®(A) > 0 pour tout A > 0 et ¥’ complétec;nent
monotone sur (0,00) (" représentée par la transformée de Laplace d’une mesure
positive).

a'(07)
a(0t)?
la section 5 de l'article qui suit ot on peut trouver tous les détails qui conduisent
au résultat suivant

On suppose de plus que ¢; := — < 00. Cet exemple correspond au cas 2) de

Proposition 5.18 (Proposition 5). Sous les hypothéses précédentes, la condition
(r) est vérifiée pour 3 =9, pour tout pp > 5 et § € (0,1).

Exemple 5.19. Le dernier exemple concerne des noyauz du type

t
a(t) == ap + acot + / ai(s) ds, pour tout t > 0.
0
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Il s’agit du cas 3) de la section 5 de I'article. On suppose que ag > 0, ao, = 0, a4
est positive, décroissante, convexe et —aj est convexe, telle que tlim ai(t) =0. On
—00

suppose de plus que

1 rt

< d
lim sup tfo fal(S) °
t—0.00 ag + [, —aj(s)ds

cette condition est notée (5.12) dans l'article. Alors, on montre

Proposition 5.20 (Proposition 6). Il existe un angle ¥p < 7 tel que pour tout
pp < Up, il existe une constante cst qui ne dépend que de pp telle que

< s cst
/0 tlr,(t)] dt < 5 pour tout i € Yr—ops

a0
pour tout 6 € (0,1) et ot pg = ——.

Remarquons que pour chaque type de noyaux précédent, on peut résoudre le probleme
de régularité maximale pour

u(t, x) + /0 a(t — s)(vu(s,z) — div(b(s, z)Vu(s,x)) — f(s,z)) ds =0,
t>0, e,

n(x).(b(t,z)Vu(t,z)) =0, t>0, x €Iy,

u(t,z) =0, t>0, ze€ly,

ol les notations, ainsi que les hypotheses, sont les mémes que dans 'exemple 1.10;
voir Theorem 3.
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A THEOREM OF THE DORE-VENNI TYPE FOR
NONCOMMUTING OPERATORS

SYLVIE MONNIAUX AND JAN PRUSS

ABSTRACT. A theorem of the Dore-Venni type for the sum of two closed linear
operators is proved, where the operators are noncommuting but instead satisfy
a certain commutator condition. This result is then applied to obtain optimal
regularity results for parabolic evolution equations u(t) + L(t)u(t) = f(t) and
evolutionary integral equations u(t) + fot a(t — s)L(s)u(s)ds = g(t) which are
nonautonomous. The domains of the involved operators L(t) may depend on ¢,
but L(t)~! is required to satisfy a certain smoothness property. The results are
then applied to parabolic partial differential and integro-differential equations.

1. INTRODUCTION

Let X be a Banach space with norm |-|, and let A be a closed linear operator in X
with dense domain D(A); as usual, N(A), R(A), p(A4), o(A) denote kernel, range,
spectrum, resolvent set of A, respectively. A is called sectorial if N(A) = {0}, R(A)
is dense in X, p(A) D (—00,0), and My := sup,-,7|(r + A)7'| < co. The class
of sectorial operators will be denoted by S(X). If A is sectorial it follows easily
that p(—A) contains a nonempty open sector X, := {z € C: z # 0,|arg z| < ¢}.
Therefore, for such operators it makes sense to define the spectral angle ¢4 of A by
means of

(1.1) pa =1nf{d > 0:p(A) D =E,_4p, Mr_y < 0},
where My := sup{|A\(A + A)7!| : X\ € X, }. Obviously,
m > g > arg(o(A)) ;== sup{|arg\| : A £ 0, X € o(A)}.

Now given two sectorial operators A and B which are commuting in the sense that
(1.2)

A+ AN u+B) P =(p+B)*A+ A7, forall A€ p(—A), u€ p(—B),
about 20 years ago, Da Prato and Grisvard [8] proved that the sum A + B with
(natural) domain D(A + B) := D(A) N D(B) is densely defined, closable, and

its closure L is again sectorial with ¢;, < max{¢a,¢p}, provided the parabolicity
assumption ¢4 + ¢p < 7 is satisfied.

Received by the editors May 22, 1995.

1991 Mathematics Subject Classification. Primary 47A60, 47B47, 47G20, 47D06; Secondary
45A05, 45D05, 45K05.

Key words and phrases. Sum of linear operators, bounded imaginary powers of linear operators,
commutator conditions, parabolic evolution equations, parabolic evolutionary integral equations,
completely positive kernels, fractional derivatives, creep functions, viscoelasticity.

©1997 American Mathematical Society

4787



4788 SYLVIE MONNIAUX AND JAN PRUSS

The natural question arising in this context is whether A + B is already closed,
i.e. L = A+ B. Da Prato and Grisvard [8] were able to show the latter in certain
special cases when X is a Hilbert space, but in general A+ B need not be closed, as
was pointed out by Baillon and Clément [3]. A positive answer was given by Dore
and Venni [9], even for non-Hilbert spaces.

To describe their result, observe that for the class of sectorial operators one can
define complex powers by means of the standard Dunford integral; these will be
closed linear and densely defined, but unbounded in general. A sectorial operator
A is said to admit bounded imaginary powers if the purely imaginary powers A%
of A are uniformly bounded for s € [—1,1]. It then can be shown that A% forms a
strongly continuous Cy-group of bounded linear operators. The class of such A will
be denoted by BIP(X). The type 04 of the Co-group A% is called the power angle
of A, ie. 04 :=limy_ o0 |s| ' log|A*|. The inequality 64 > ¢4 has been proved
in Priiss and Sohr [17].

Assuming that the Banach space X is of class H7 (see Section 2), that A and B
are commuting and admit bounded imaginary powers, and that the strong parabol-
icity condition 04 + 0p < 7 is satisfied, the Dore-Venni theorem in the extended
version obtained by Priiss and Sohr [17] states that A+ B is closed, sectorial, admits
bounded imaginary powers, and 645 < max{64,0p5}.

Both, the Da Prato-Grisvard theorem and the Dore-Venni theorem have impor-
tant applications to evolution equations and to evolutionary integral equations, as
has been shown in many articles. By means of these results maximal regularity
properties of such problems can be proved, which are of interest not only in the
linear theory but in particular for nonlinear problems.

However, the commutativity assumption appears to be fairly restrictive. Con-
sider for example an evolution equation of the form

(1.3) at) + Ltu(t) = f(t), >0,  u(0)=0,

in a Banach space X, where L(t) is a family of sectorial but generally unbounded
operators in X. The commutativity assumption then requires the family L(t) to
be independent of t. Therefore it is very desirable to weaken this condition. For
the Da Prato-Grisvard theorem it is well known how to do this. Already Da Prato
and Grisvard [8] themselves presented a condition on the commutator of B and
(A + A)~! such that their result still holds, and later their condition was replaced
by a different, more flexible one by Labbas and Terreni [14]; see also Fuhrmann
[13]. For the Dore-Venni theorem such extensions are still missing, at present.

It is the purpose of this paper to close this gap. Our main result shows that
the Dore-Venni theorem remains valid in case A and B do not commute but are
subject to a commutator condition of the Labbas and Terreni type. The proof is
based on the techniques developed by Dore and Venni [9] and by Priiss and Sohr
[17], combined with new estimates resulting from the Labbas-Terreni condition
involving the complex powers of A and B.

Our main result yields new maximal regularity results, for evolution equations
as well as for evolutionary integral equations of the form

(1.4) u(t) +/O a(t — s)(L(s)u(s) — f(s)) ds=0, ¢>0,

where a(t) is a scalar kernel and L(t) is as before. For the case of parabolic evolution
equations (1.3) this is a straightforward extension of the work of Acquistapace and
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Terreni [2]; therefore the presentation is kept concise at that point, here. On the
other hand, for the evolutionary integral equation (1.4) the application of the main
result is not obvious; it involves new L!-estimates for the solutions of linear scalar
Volterra equations depending on a parameter.

The plan for this paper is as follows. In Section 2 the main results about the
sum A+ B of two closed linear operators are stated and discussed, while the proofs
are given in Section 4. Section 3 is devoted to the application of Theorem 1 and its
corollaries to evolution equations (1.3) and evolutionary integral equations (1.4).
Here emphasis is put on the interpretation of the commutator condition. The
L'-estimates for the resolvent kernel associated with a(t) which are needed for
the commutator condition are derived in Section 5. The paper concludes with
applications to parabolic partial differential and integro-differential equations which
are presented in Section 6.

2. THE MAIN RESULTS

Recall that a Banach space X is said to belong to the class H7 if the Hilbert
transform H defined by

(2.1) (Hf)(t) = lim fit—ys) E, teR, feCR;X),
e—0+ |s|>e T8

extends to a bounded linear operator on LP(R; X)) for some p € (1,00). It is well-
known that the class H7 coincides with the class of Banach spaces having the
uniform martingale difference property (UMD-spaces), and that for such spaces
the Hilbert transform is bounded on LP(R; X) for every p € (1,00). In particular,
Hilbert spaces belong to H7, and if Y € H7 and (Q, i) is a o-finite measure space,
then LP(S2, u;Y) belongs to HT for each p € (1,00). For a reference and further
discussions we recommend the paper by Dore and Venni [9], the survey article
Burkholder [6], and the monograph Priiss [16].

Consider now two closed linear densely defined operators A and B which are sec-
torial, admit bounded imaginary powers, and are subject to the strong parabolicity
assumption 04 + 0p < 7. Fix angles o4 > 04, op > 0p, with

(2.2) w4+ pp <.
Then there are constants K 4, Kg, such that
(2.3) |A®™| < Kael®lva ) |B®| < Kpel®¥2 for all s € R.

Moreover, there is a constant Mp such that
(2.4) 4+ B)~' < Mg/|ul, forall j1 € S

A similar estimate is also valid for the resolvent of A, but if we assume in addition
that A is invertible, we have the stronger estimate

(2.5) A+ AT < Ma/(1+|N]), forall A€ X, ,,,

for some constant M 4. The commutator condition which will be employed here
reads as follows. We assume that there are constants 0 < a < < 1land c>0
such that

c
2.6) |[AN+A) A (u+B)T = (u+B)TATYI < ,
( ) | ( ) [ (/J‘ ) (M ) ]| = (1+ |A|1_0‘)|ILL|1+5
forall \€ ¥n_o,, €3 0y
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We are now in position to state our main result.

Theorem 1. Suppose X is a Banach space of class HT , A and B are closed, linear,
densely defined operators in X which are sectorial and admit bounded imaginary
powers, and let A be invertible. Assume the strong parabolicity condition 04 +0p <
w, and fix angles oo > 04, o > 0p, such that p4 + ¢p < m holds.

Then there is a constant cg > 0 such that the operator A + B with domain
D(A)ND(B) is closed and invertible in X, provided A and B satisfy the commutator
condition (2.6)and ¢ < cg.

The idea of the proof is based on the formulas

L[ —ipa-1 02 1 -1 -1
S=o e A™"B W:%/FQH—A) (n—B) dpu,
and
Loy dz 1 -1 -1
T2 A_ioo B4 sin(mz) " 2mi /F(,u — BT e+ A dp,

where v € (0,1) is arbitrary, and the contour I' is chosen appropriately. One can
then prove the identities

ASx + SBx =z for all z € D(B),
and
TAx+ BTx =z for all x € D(A).

Therefore, AS and SB are bounded or unbounded simultaneously, and the same
is true for TA and BT. The commutator condition (2.6) implies that SB — BT
is bounded; hence the operators AS, SB, T A, BT are bounded or unbounded
simultaneously. By means of the boundedness of the Hilbert transform in L?(R; X)
and with the aid of (2.6) one then can show that all these quantities are bounded.
This is the crucial step of the proof. Once this is done, one can construct left and
right inverses L and R by means of the commutator condition (2.6) as

L:=A"YI+Q)'AS, R:=TA(I+P) A",

where P and @ are small in operator norm; it is here where the smallness of ¢ comes
in. Finally, R = L is an inverse, and since by construction AL is bounded, BL is
bounded as well.

From the estimates derived in the proof in Section 4 it will become apparent
that in the situation of Theorem 1 A + B will again be sectorial. More precisely,
we have

Corollary 1. Let the assumptions of Theorem 1 be satisfied, in particular let A
and B satisfy the commutator condition (2.6) with ¢ < cq.
Then A+ B is sectorial and ¢pa+p < max{pa, ¢p}.

Since the basic estimates for the resolvents and the imaginary powers of A and
B are basically invariant under shifts v + A or v + B where v > 0 (cf. Priiss and
Sohr [17]), but the constant ¢ in (2.6) decreases to zero if v — oo after replacing
0 by a slightly smaller and a by a slightly larger number, it is possible to remove
the smallness assumption on ¢, at the price of adding a possibly large constant v
to A+ B. We state this observation as
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Corollary 2. Let the assumptions of Theorem 1 be satisfied, in particular let A
and B satisfy the commutator condition (2.6), however, without any restriction of
the size of ¢ > 0.

Then A+ B with domain D(A) N D(B) is closed, and there is a number vy > 0
such that v + A + B is invertible for every v > vy, and there is a constant C > 0
such that

(v +A+B) Y <C/v  forallv> .
In particular, the operator vo + A+ B is sectorial.

Some remarks concerning the commutator condition (2.6) seem to be in order.
The natural expression to be considered should be the commutator of the resolvents
of A and B, i.e.

COp) =N+ A (p+B) " —(u+B) (A +A4)7.
If A and B are subject to the estimates (2.5) and (2.4), then

MaMp
[CAp)| < ————, foral A€ X _,,, p €Xn -
(L4 [ADI o o
This estimate suggests that, instead of (2.6), we look at conditions of the form
MasMp
Cap)| < ——+—, forall X e _,,, p€Xr_op,
| ( ,U)| — (1 + |)\|p)|u|q YA :u ©YB

where p and ¢ are nonnegative numbers such that p 4+ ¢ > 2. So far it is not known
whether a condition of this type is sufficient to prove noncommutative versions of
the Da Prato-Grisvard or Dore-Venni theorems. Observe that

COu ) = AN+ A) A (a4 B) ™ — (u+ B) A7 AN+ A)
hence (2.6) implies an estimate for C(A, u) of the above mentioned type, where
p=1—aand ¢g=1+ g3, in particular p+¢=2+ 0 —a > 2.
3. APPLICATIONS TO EVOLUTION AND EVOLUTIONARY INTEGRAL EQUATIONS

Let Y be a Banach space of class HT, let {L(t)};>0 be a family of closed linear
densely defined operators in X, probably with variable domains D(L(t)), and a €

L} .(R}) a nontrivial scalar kernel of subexponential growth. The latter means

that

/ la(t)|e”'dt < 0o for each & > 0.
0

Consider the following evolutionary integral equation:

(3.1) u(t) + /0 a(t — s)[vu(s) + L(s)u(s) — f(s)]|ds =0, t>0,

where f : Ry — X is a given function, strongly measurable and locally integrable,
at least. Observe that evolution equations of the type

(3.2) a(t) + Lult) + vut) = ft), >0,  u(0) =0,

are special cases of (3.1) ; choose a(t) = 1 and differentiate (3.1) to see this.
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We want to study (3.1) in an LP-setting by means of the results from Section 2.
For this purpose let X = LP(R4;Y"), where p € (1,00), with norm | - |, and define
an operator A in the standard way by means of

{ (Au)(t) = L(t)u(t), for a.a. t>0,
D(A) ={ue X :u(t) € D(L(t)) for a.a. t >0, Au € X }.

Then A is a closed linear operator in X. To obtain A € BIP(X) we impose the
following condition on L(t).

(L) For each t > 0, L(t) € BIP(Y), and there are constants Ma, K4 > 0 and
wa € (0,7) such that

A+ L(5) | < —24

_m fOTalltZO,)\GEﬂ-_(pA,

and
|L(t)*] < Kel®94  for allt >0, s € R.
It is easily seen that
(A+ATHB =N+ L) f(t) foraa t>0andall X € X, ,,
and that
(A" f)(t) = L(t)* f(t) for a.a. t >0 and all s € R;

hence A € BIP(X) and estimates (2.3) and (2.5) are valid for A. Observe that A
is densely defined, since for a given f € X the functions f,, = n(n + A)~!f belong
to D(A), are bounded a.e. by the function M4|f(¢)| which belongs to LP(R4.), and
converge to f(t) a.e. in Y, hence also in X, by Lebesgue’s theorem.

The construction of B is not so obvious, except for the case of the evolution
equation (3.2), i.e. a(t) = 1. In fact, in this case

(Bu)(t) = sru(t), +>0, D(B)=HIP(R.Y),

where H& "P(R4;Y) denotes the space of all functions u : Ry — Y which are locally
absolutely continuous, differentiable a.e., and such that @ € LP?(R4;Y") and u(0) =
0. Obviously, B is a closed linear densely defined operator in X, and it is easy to
compute the resolvent of B:

(3.3) (W+E*ﬂ@=%e”“%@%%t2&

whenever Rep > 0. In particular, B is sectorial with spectral angle ¢p = /2.
The vector-valued Marcinkiewicz multiplier theorem (cf. Zimmermann [22], Priiss
[16]) then implies B € BIP(X) and 0 = w/2 for the power angle of B. Thus
assumptions (2.3) for B and (2.4) are valid, provided g is chosen larger than 7 /2.

For the case of more general kernels a(t) we refer to Theorem 8.6 and Proposition
8.2 of the second author’s monograph [16]. The basic assumptions of these results
which are valid in spaces LP(R1;Y’), where Y belongs to the class H7, are the
following;:

(a) Jarga(N)| <dp and |Aa’'(N)/a(N)| < &, for all X € X, /5.
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Here ¥ € (0,7) and > 0 are constants, and the hat indicates Laplace transform.
Following the terminology in Priiss [16], kernels satisfying an estimate of the form
|arga(\)| < ¥ on X,/ will be called 9-sectorial, while kernels which are subject
to |A\"a™(\)/a(\)| < k on Y2 for all n < k will be termed k-regular. Then the
operator B defined formally in terms of Laplace transforms according to
- u(A)

Bu)(A) ===, AeX

( u)( ) a()\)v € /2y
gives rise to a closed linear densely defined operator B in X, which is sectorial and
admits bounded imaginary powers, and satisfies ¢p < 0 < 9p. In particular,
assumptions (2.3) and (2.4) are valid for any ¢p > 9. The resolvent of B is given
by

(3.4) (B 00 = [ e =9fs =0

where 7, denotes the solution of the scalar Volterra equation

(3.5) ru(t) + M/o a(t —s)ru(s)ds = a(t), t>0.

In particular, for a(t) = 1, i.e. for the case of evolution equations, we have r,(t) =
e Mt in accordance with (3.3).

Concerning the domain of B, we note the following proposition, which is implied
by Corollaries 8.1 and 8.2 of Priiss [16] by restriction to the halfline.

Proposition 1. Suppose the kernel a(t) is subject to condition (a). Let B be
defined as above and p > 0. Then

(i) limsup,_ . |a(r)|r? < oo implies D(B) — H{™"(R4;Y) ;
(ii) liminf, . [a(r)|r? > 0 and liminf, oy [a(r)] > 0 imply HY"(R4;Y) —
(i43) if imy_o4 t—° fot a(s)ds # 0,00 exists and in addition liminf, o4 [a(r)] > 0,
then D(B) = HJ'"(R4;Y).

Here the spaces Hy'? (R4+;Y) are defined as follows: v € H{""(R4;Y) if and only
if its extension by 0 to all of R belongs to H??(R;Y); see Priiss [16] for the latter.
In particular the traces at ¢ = 0 of the derivatives of u € Hf"’(R4;Y) which exist
are zero. Recall that p > o + 1/p implies H??(R;Y) — C?(R;Y).

Observe that the second condition in (i) and (i) holds if a(t) is nonnegative
and nontrivial, as will be the case in all examples to be considered here. Let us show
that the first part of (%) in Proposition 1 is satisfied with pg = 29 /7, whenever
the kernel a(t) is subject to (a). For this purpose we take the analytic completion
of the Poisson formula for the harmonic function h(\) = arga()\), which reads

_ i [ [1—ipA] ., . dp
1 = —
0ga(}) KO+W[W[A—ip]h(Zp)1+p27

where kg € R is a suitable constant. Considering only real A > 1 and estimating
the real part of this formula, we obtain

A2 +1

|Reloga(\)| < ko + v

logA < k+ polog A,
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for some constant k. But this implies

[a(\)] = eloglaNl > g—|Reloga(M)| > g—r—pologA — y—ro,
where ¢ = e™" > 0. Thus as a result we have the inequality
(3.6) [a(r)| > er=r°, forallr > 1.

Observe that pg < 2 by the sector condition (a).

Returning to the abstract treatment of (3.1), with the definitions of A and B
given above, (3.1) can be rewritten in the form as vu + Au + Bu = f, and we are
in position to apply Theorem 1 as well as Corollaries 1 and 2, once we have verified
the commutator condition (2.6).

Let

ZA\p) = AN+ A) A (u+B) ™ = (u+ B) T ATY;

with the representations of the resolvents of A and B described above we then have

(Z(Xw) () = /0 ru(t =)L+ L)L) ™" = L(s) "' f(s)ds, ¢ >0.

Therefore,

[(Z(X W H(B)] < /O [ru(t = ILEOO + L)L) = L(s) I (s)lds, t >0,

and it appears that in order to establish (2.6) we need assumptions on the quantity
|IL(t)(A + L(t))"L(t)™* — L(s)~']| and on the kernels |r,(¢)|. Let the following
conditions be satisfied in addition to (L) and (a).

(C) There exist constants a € [0,1), 6 € (0,1] and My > 0 such that
M1 |t — S|6
14+ A\
(r) There exist constants 3 > 0 and My > 0 such that

|Lt) A+ L)L) ™ — L(s)™']| < forallt,s >0, A€ Xq_y,.

M.
s 2
t7ruly < A Yr—pp-

Then we obtain the estimates
M, ‘
20l < sl [ = e sl las),
M

1 §
< — |t
= 1+ I/\Il“"| a7l

< MM,

T @A)
and for each f € LP(R4+;Y). Therefore the commutator condition (2.6) follows,
provided 3 > a.

In Section 5 we discuss the assumptions (a) and (r) on the kernel a(t) in detail.

For the moment we observe that for the case of evolution equations a(t) = 1 we
have r,,(t) = e #*; hence

0t ST +68)/(Re )"+, e Xrp, §>—1,

where I means the gamma function. Therefore 8 = § in this case, and (2.6) is valid
if (C) holds with 0 < a <6 <1.

5|f|z7v forall p € ¥r_ vy, M€ Er_0au,
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Conditions (L) and (C) on the family of operators {L(t)};>0 will be discussed
to some extent for the case of elliptic partial differential operators on Y = L%()
in Section 6. They have been used before for the case of evolution equations
by Acquistapace and Terreni [2]. Observe that in the case of constant domains
D(L(t)) = Dg for t > 0, condition (C) with o = 0 is implied by the resolvent
estimate in (L) and by the classical condition

(CO) There exist constants 6 € (0,1] and Mz > 0 such that
L) = L(s)ILN(5)] < Malt —sI®  for allt,5 >0,

which was introduced by Sobolevskii [19] and by Kato and Tanabe (see [20]).
Let us summarize our considerations in

Theorem 2. Let Y be a Banach space of class HT, {L(t)}t>0 a family of closed
linear densely defined operators in Y which is subject to (L) and (C), let a €
L, .(Ry) be a kernel of subexponential growth which satisfies (a) and (r), and let
v>0andp € (1,00). Assume that (3.1) is parabolic in the sense that pAo+¢p < T,
and assume 3 > a.

If either v > 0 is sufficiently large or M1 Ms is sufficiently small, then for every
f e LP(Ry;Y), (3.1) admits a unique solution u € LP(R1;Y) such that u(t) €
D(L(t)) for a.a. t > 0 and L(-)u € LP(R4+;Y). Moreover, if limsup,_, ., |a(r)|r” <
oo for some p > 0, then uw € HY'P(R4;Y).

In case (3.1) is considered on a finite interval J = [0,77], then no restrictions
on the size of M7 Ms or the magnitude of v are needed. In fact, multiplying (3.1)
by e« and setting v(t) = e “tu(t) and g(t) = e“tf(t), (3.1) is transformed into
an equation of the same type, with a(t) replaced by a,(t) = e"“%a(t). This way
conditions (a) and (r) remain valid with the same constants. Taking the inverse
convolution of this new equation with 6y + (v — vy)a,,, where 6y denotes the Dirac
distribution and vy > 0 is large, there results an equation of the form (3.1) with v
replaced by vy and a,, by 7, ,—1,. Then given 1y > 0, choosing w sufficiently large,
(a) and (1) are still satisfied, probably with slightly larger constants. Thus as a
corollary to Theorem 2 we obtain

Corollary 3. Assume that the assumptions of Theorem 2 are satisfied, without
restrictions on the magnitudes of v € R or M1 Ms, and let J = [0,T].

Then for every f € LP(J;Y), (3.1) admits a unique solution uw € LP(J;Y)
such that u(t) € D(L(t)) for a.a. t € J and L(-)u € LP(J;Y). Moreover, if
limsup,_, o, [a(r)|r? < oo for some p >0, then uw € H{P(J;Y).

4. PROOF OF THE MAIN RESULTS

In this section, we want to give the proof of Theorem 1 stated in Section 2. For
this purpose fix A, B, 04, 05, pa, o5, Ma, Mp, ¢, K4, Kp as in Section 2. We
begin with a general lemma.

Lemma 1. Let {F}}icr be a strongly measurable family of bounded linear operators
in X which is exponentially bounded in the sense that there are constants K > 0
and 0 < w such that

|Fx) < Ke®l|z|,  forallz e X, t €R.
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Then, for each x € X and a > 0,

lim Ft_sdi

- exists a.e. on (—a,a),
e—0% J|s|>e sinh s

the function

1 ds
fx:t>—>lim—,/ Fi_go —
e=0 20 J|g)>e sinh s

belongs to L?((—a,a); X) and
|fx|L2((—a,a);X) < C(aaK707H2)|‘T’|a

where c(a, K,0,Ha) denotes a constant which only depends on a, K, 6, and the
norm Ha of the Hilbert transform in L*(R, X).

Proof. The proof is based on the boundedness of the Hilbert transform in L?(R, X),
since X is of class H7 . Tt is basically due to Dore-Venni [9]. For each ¢ € (0, a),
we have

1 ds 1 I ds
5 —sT ———— = = —sT —
20 Jjs)>e ! sinhws 20 Jig>2q K sinh 7s
1 1 1 1 d
+—= Ft_S{E ( N — —) d8+ -0 Ft_sil' —S
20 Jo<|s)<2a sinh7s 7s 2T Jo<|s)<2a s
It is easy to deal with the first two terms since m < 4e~"lsl for all s € R, |s| >
1,and |£——-L| = # +0(|s]) for |s| near 0. The difficult term is the third one:
1 ds 1 1 [t ds
Py Fisx — = =(Hf)(t) + 5= Fi_sz —
207 Jo<|s)<2a t=s® S 21( )t + 2 /_2a t=s® S
1 t+2a d
5. Fisx _s’
2im Jo, S
where f(r) = X(—2q20)Frz, and (H.g)(t) = 1 ‘S|>€g(t —5) 5 denotes the trun-

cated Hilbert transform. Since f € L*(R, X), we know that (H.f)(t) converges for
a.e. t € R, and in L?(R, X) as e — 0F. We restrict ourselves to the interval (—a, a)
to assure the convergence of the two other terms. The bound of |Fz[r2(—q,q):x) 18
now immediate, since |f|r2(g,x) < 2Ke???|z|. |

The next main idea is to approximate A and B by bounded invertible operators.
Since A is already invertible, it is sufficient to replace it by As = A(1 + 6A4)71,
5 € (0,1); B is approximated by Bs = (B + §)(1 +éB)~t, § € (0,1). For all
6 €(0,1), As and Bs are bounded and invertible operators, and we have

lim Asx = Az for all z € D(A)  and élim+ Bsx = Bz for all x € D(B).
—0

§—0+

Moreover, we know that As and Bs satisfy (2.3) with constants K/, and K in-
dependent of § € (0,1) ; to see this use A € BIP(X) <= A~! € BIP(X),
and apply Theorem 3 of Priiss-Sohr [17]. The operator By also satisfies (2.4) with
M independent of 6 € (0,1), and for As inequality (2.5) with M/, independent of
6 € (0,1) is valid.

Let us define the following bounded linear operators Ss and T for each 6 € (0,1):

1 ~y+ioco d 1 vy+ioco d
Sg = —/ 1 i and Tg B(S_ZAg_l i
29

y—ico sin(rmz) T2 y—ico sin(7z)’
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where v € (0,1) is arbitrary; observe that the integrals are absolutely convergent,
thanks to (2.3). Since the functions z — Ay *Bf and z — By * A} are holomorphic
on C, the theorem of residues implies the identities

AsSsr + SsBsr =x  and TsAsx + BsTsx =x, forallze X, §€ (0,1).

We show next that As and Bjs satisfy the commutator condition (2.6) with a con-
stant ¢’ independent of 6 € (0,1).

Lemma 2. Let Zs(\, p1) = As(A+ As) " Ay (u+ Bs)™* — (u+ Bs) "' Az '] for all
6 € (0,1). Then there exists a constant c(pa,@pr) which depends only on w4 and
pp such that

¢ c(pa, oB)
Zs(A, < s AEXr_ i WEXr_wp,
| 5( :u)| — (1+ |>\|1_0‘)|M|1+6 war ¥B

where « and B denote the same constants as in (2.6).

Proof. A simple calculation gives for all § € (0,1)

1- 62 A opu+s
Z - Z
‘A1) = T T o <1+6,\’ 1+6u>’

forall A€ ¥r_,, and p € ¥r_,,, where
ZO\ ) = AN+ A)THAT (p+ B)T = (n+ BT AT,

Then the commutator condition (2.6) gives the expected bound, where

1
c(pa,pB) = SUP{|1+6)\|Q|1+5M|1_5 s A€ Nr_pa W EBr gy, O € (011)}

L a H_ n4p . 3 1
bup{|/,b+(5| I ILLE T—YB» 66(07 )
sup {|1 46X 5 AESay,, 6€(0,1)}.
O

Let us derive different representations of Ss and T, 6 € (0, 1). For this purpose
we fix 0 < pp, ¢ < @4 and 6y € (0, 1) such that

( U U(Bﬁ)uU(3)>czg and ( U a(Aﬁ)uU(A)> C 2,

0<6<é0 0<86< 80
and 6 € (0,6p). Let Rs > sup{|u|; p € 0(Bs)} and 0 < rs < inf{|u|; p € o(Bs)}.
We denote by I‘% the following contour:
[rs, Rsle ™" U Rsel=% U [Rs, rs]e’? U rsel® =0l

'} is a positively directed contour which surrounds o(Bs). The functional calculus
of Dunford yields
1
B = — W~ (u— Bs)"'dp  for all z € C.
2w Jpe,
The same argument can be applied to Ags:

L% = [}, Rile ™ U R ¥ U [Rf, rhle™ U rjelle =),
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where R > sup{|A|; A € 0(A4s)} and 0 < r§ < inf{|\|; A € 0(As)}, and we obtain
—s 1

A% = — /\‘Z(/\ — As)"'dx  forall z € C.
227‘1’

Hence, once « € (0, 1) has been chosen, Fubini’s theorem yields

/ / /Wm” =1 L) (4 (u— By)land
56 = 2171' rs, Jrs, 2i B e o) WD K-

Since |arg A| + |arg u| < ¢ + 6 < 7, the inverse Mellin transform gives
_1 = l e A\~ z'uz 1 dz
A 20 ) sinwz’

and the functional calculus of Dunford implies that

1 1
- _ A 1 _ A —1
%07 Jrs X n (A= As)""dA = (u+ As)
Therefore
1
(4.1) Ss =5 (n+ As) ™ (p — Bs) " tdp.
1T F%

Thanks to the estimates (2.4) and (2.5), by holomorphy we may deform the contour
I'% into T' = (00, 0]e?® U [0, 00)e ™, which leads to

1
(4.2) S5 = e (u+A5) Yu— Bs)"tdu, for all § € (0,6).

In the same way, we can show that

1
(4.3) T5—2m (n— Bs) M (pn+ As) " 'dp,  for all 6 € (0,6),

with the same contour I‘.

As § — 07 the integrands in these formulas converge strongly for every u € T,
and are uniformly bounded by a function which is integrable on I'. Therefore by
Lebesgue’s theorem

. _ 1 -1 -1 _.
(4.4) §E%+ng—%/F(u+A) (u—B) "z du=:Sz, z€lX,

and

1
4.5 lim Tso = — - B)! A7 le dp =: Tz, €X.
(4.5) Jim Tz %F(u ) (wt+ AT wdp =Tz, =
We are now in position to state the following lemma, which is the main step in the

proof of invertibility of A + B.

Lemma 3. S maps X into D(A), AS € B(X) and ASx + SBx = z for all x €
D(B). Consequently SB admits a unique bounded extension to all of X.

Proof. (i) For all § € (0, 60) and for all z € D(B), 511161+ SsBsx = SBux since Ss — S

strongly as § — 0% and Bsz — Bz as § — 0% for x € D(B). Then AsSsx —
x — SBx as § — 07, since AsSsx + SsBsz = x for all § € (0,1).

On the other hand, AsSsx = A(1+6A)" Ssx and (1+6A4)"tr — x forallx € X
as § — 0T; hence (1 +6A)"1Ssz — Sz as § — 0F. Therefore, since A is closed,
Sz € D(A) and ASx = x — SBuz for all z € D(B).
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(i1) For all z € X and all § € (0, &), we have

e dz
B — 1).
S§ 6 — / sm( )a Y€ (Oa )

To show that SsBs is bounded uniformly w.r.t. § € (0,1), write
Aszg _ Afit (Agt_ng _ BgA(ist_z) + Agithth_itA?_z.
Since z — BfA;* € B(X) is holomorphic in {z € C; 0 < Rez < 1} thanks to

Lemma 1 with Fz = g”Afstx, shifting the contour to the imaginary axis, we have
for a.a. t € (—3,3)

1 /WHOO A=it git g—it git—z dz 1 x+ Ay "B (Fsx) (1)
L | ~it Bit ey e Rl s DsSs )

where Fsx corresponds to FY as in Lemma 1. On the other hand, thanks to the
functional calculus of Dunford, we have

it—z Rz z Att—z
AUZBZ — B Al

—1 it—z , 2 _ _ B B
- i L L X A G BT BT A7 d
(2im)? /5 /5 N2 1E Zs (=X, —p) As (A — As) ™ dpd),
rs Jr

and therefore integration over t € [—3, ] yields

1 3 o
SsBsw = S @ + 1Ag”B§t(.7-'5x)(t) dt
1 5
+T </ A”Ag”dt) AZs(= X\, N As(\ — As)"ra d),
T _1
since
1 /Wﬂoo —. . dz 4
— A = B
2 ; sinmz  p+ A

by the inverse Mellin transform, for any v € (0,1), A € Ty and p € 'y, and

1 1%

— L Bs) 'du = Bs(\+ Bs) !
5im F5A+u(u 5)” du = Bs(A+ Bs)

by the Dunford calculus. As in the derivation of (4.1) we may deform the contour
I into IV = (00, 0)e’ U (0, 00)e~*. Therefore we obtain the following estimate:

1
|SsBsa| < 5[] + Ky Kpe™?| Fsel a1 1.x)
671'
#l | [ INIZ-A N0 + Dl
™ T/
1
< g lol + KiKpe 2Ky Ky, da+ 65, Ha)
4 e dr
/ MI 1 KI e_ /
+C( A+ ) A7T < 0 (1+T1+Q)Tﬂ |x|
< Clz|, forallze X,
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where C' > 0 denotes a constant which is independent of z € X and § € (0, o).
Since D(B) is dense in X and §lir(rJl+ SsBsx = SBux for all z € D(B), SB is bounded

and admits a unique bounded extension SB on X. Since A is closed, Sz € D(A)
and ASx + SBx = x for all z € X. Moreover, AS =1 — SB € B(X). O

We now construct the operator ) as announced in Section 2.

Lemma 4. Let Q = AS — A2SA™Y. Then Q € B(X) and |Q| < 1, provided the
constant ¢ from (2.6) is small enough.

Proof. Let
Qs = AsSs— A;SsAZ?
1 [rfiee dz
_ - A—z+2 A—le—l _ Bz—lA—l
20 Jyiso oA B 6 5) sinmz’
for v € (0,1) and ¢ € (0,6¢). As before we have
1
Bz—lz_ z—1 - B _ld .
5 i g p* = (u— Bs) ™ dp

Hence by Fubini’s theorem

1 1ot dz
_ - - z— A—Z+2 e
@ 2im Jpe, <2i / Uk é sin 7TZ>

y—ioco
(AgN (= Bs)™t = (u— Bs) T AF ) dp.

The theorem of residues implies

1 [otice dz 1 A
1 A—l = z—lA—z+2 = _—— %271 R — 2 76 ) = As.
(14 pd; >2i A_ioo a 8 sinmz 2 T eSa=t sinmz o
Therefore
1 11— _ _ 14—
Qs = g |, AUt pAT )T (AT (u = Bo) ™! = (= B) A7) dp
B
1 -1 -1 -1 -1,-1
= 5= [ As(l—p(p+As)™") (A5 (n—Bs) ™" — (n— Bs) " A ") du
2im Jpe,
— Zs(u, —p1) d
= 5 F%u s(p, —p) dp,
since/ (n— Bs) tdu = 1.
Ty

By means of the commutator condition (2.6) and Lebesgue’s theorem, deforming
first T into I as before, we arrive at

. 1
51351 Qsz = %/FuZ(u, —prdp=:Qz, z€X.

In particular, @ € B(X),

@l < [ g i<
— ——— dr < oo
= o (I4rt-—o)rs ’

and

c [ 1
< = —— dr.
QI < 71'/0 (14 ri-o)ph "
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It is then possible to choose ¢; > 0 such that for all ¢ < ¢1, |Q| and |Qs| are smaller
than 1.

Finally, Qs — AsSsx — Qz — ASx and (14 6A4) 1 AsS5A5 ' — ASA™ 'z as
§ — 07, for all x € X, and therefore with AgSgAglx = A(1 + 6A)_1A555A6_1x,
closedness of A implies ASA='x € D(A) and Qr = ASx — A2AA 1z, for all
reX. |

We are now in position to obtain a left inverse of (A + B,D(A)ND(B)) : L €
B(X) and L(Az + Bz) = « for all z € D(A) N D(B).

Proposition 2. Let ¢ in (2.6) be small enough (as in Lemma 4) and define L =
A7Y 1+ Q)" tAS. Then L € B(X) and L(Az + Bz) = x for all x € D(A) N D(B).
The range of L is contained in the domain of A.

Proof. Let Ls = Ay (14 Qs) 1 AsS;s for every & € (0,1). We have

Ls(Asx + Bsz) =« for all x € X
since AsSsx + SsBsx = x. Next, 51_1)r(131+ Aé_l(l +Qs) 'r=A"11+ Q) 'z and the
relation §£I£1+ AsSsx = ASz, for all z € X, imply 51_1)1%1+ Lsx = Lz for allz € X. The

operator L is obviously bounded, since A is invertible, |Q] < 1 and AS' is bounded
thanks to Lemma 3. Using the relation LsAsx + LsBsx = x for all x € X and all
6 € (0,1), since

lim Asx = Ax  and lim Bsx = Bz
5—0+ 5§—0+

for all z € D(A) N D(B), we obtain L(Ax + Bx) = « for all z € D(A) N D(B).
Obviously, R(L) C D(A), and AL = (1 + Q)~*AS is bounded. O

We know by now that L is a bounded operator on X and a left inverse of A+ B
with domain D(A) N D(B) and maps X into D(A). We next construct a right
inverse R of (A + B, D(A) N D(B)) using similar methods as for L.

Lemma 5. T'A defined on D(A) is bounded in X and admits a unique bounded
extension T A to all of X. Moreover, R(T) C D(B) and BT € B(X).

Proof. Formulas (4.2) and (4.3) imply

AgSg — T5A5
1 _ _ _ _
= 5 / pAs(p 4 As) ™t (0 = Bs) P Ayt — A5 (n = Bs) ™) As(u + As) ™ du
T
1
= 5 | #Zs(i =) As(n + As) " dp.
T Jr

Passing to the limit as § — 0", Lebesgue’s theorem yields
1
AS = TA= o [ 2 (u ) A+ 4)
2 r

Thanks to the commutator condition (2.6), the right hand side of the last equation
defines a bounded operator. Since AS is bounded, we have the expected result.
The remaining assertions follow from BsTs + T5As = 1, which implies with § — 0%
the identity BTz 4+ T Az = z, for all z € D(A). |



4802 SYLVIE MONNIAUX AND JAN PRUSS

Before we construct the operator P of Section 2, observe that by virtue of the
moments inequality

M
(L+[AD=
where M > 0 denotes a constant independent of v € [0, 1].

JAYAN+ A7 < for all A € 3,,, v €[0,1],

Lemma 6. There exists a constant v € (0,1) such that P = A=V (TA — AT)A”
defines a bounded operator and |P| < 1, whenever the constant ¢ from (2.6) is small
enough.

Proof. For every 6 € (0,1), we have

1
Ty = — — Bs)™! Ags) Ldu.
5= g5 F%(u s)" (u+ As)”dp
Therefore
P§ = Ag’y(TgAg—Ang)Ag
1
= — Y\ = Ag) " (( — Bg) ™! As) LA
o Jo AT AT (e BT ok 4™

—As(p— Bs) " M(p + As) ") A7 dud

1 - —
= @in2 /F(s /N AT Zs(= A —p) As(p + As) "1 A7 dpd
A B

1
- - - Ny A7 —1
@in)? // /F AN T uZs(—X, —p) A (1 + As) ™ dpdX,

where I'" and IV are as before, and since fF5 (u — Bs)~tdu = 1. The convergence
B

of both integrals is due to the commutator condition (2.6) and the remark before
Lemma 6, if we choose v € («, 3). Moreover, thanks to Lebesgue’s theorem, we
have

lim Psx = ;/ / AN TuZ(=\, =) A" (u+ A)~te dud\ =: Pr, =€ X.
(27;77)2 rJr

§—0+

Furthermore, with » = || and s = |ul,

|Ps| < M/ d /OO r dr /OO Gl ds
01 =14 02 o l+4rl-a o (A+s)t=r 7

c [ r7 * gh
Pl <My — —d —d
| |— A 71_2/0 1+ rl-a T/O (1+5)1—v §
It is then possible to choose co > 0 such that for all ¢ < cg, |P|,|Ps| < 1 for all
RS (0,(50) O

and

We are now in position to obtain a right inverse of the operator A + B with
domain D(A) N D(B): in other words, an operator R € B(X), such that R maps
X into D(A)N D(B) and (A+ B)Rz =z for all z € X.

Proposition 3. Let the constant ¢ in (2.6) be smaller than ¢ and ca, choose vy €
(o, B), and define R = TAAY"Y(1 — P)"YA™". Then R € B(X), R maps X into
D(A)N D(B), and (A + B)Rx = x for all x € X. Moreover R = L, and it is the
inverse of A+ B.
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Proof. Let Rs = TsA](1— Ps)"'A; 7. Then (As 4+ Bs)Rsz = x for all x € X, since
TsAs+ BsTs = 1. The operator Ry is a right inverse of As + Bs; therefore, Rs = Ls
for every 6 € (0,6p), since L is the left inverse of As + Bs € B(X). Moreover,

Jim Rsz = lim TsAJ(1 - Ps) 'A;72 =TAA"'(1 - P) " 'A™"2 = Ra, z € X,
and hence
Rz = lim Rsx = lim Ls(As + Bs)Rs = lim Lsz = Lz, for all z € X.
6§—0+t 6§—0+t §—0+
Thus R = L and R € B(X). Since L maps X into D(A), R maps X into D(A) as
well. Since A is closed, we have

lim AsRsx = ARx for all = € X,

§—07t

and we know moreover that (As + Bs)Rsx = x for all z € X. Since B is closed,
this implies Rz € D(B) and (A + B)Rx = « for all x € X. O

Let ¢co = min{¢y, c2}. The proof of Theorem 1 is now complete. O

5. L'-ESTIMATES FOR SCALAR RESOLVENT KERNELS

In this section we discuss the assumptions (a) and (r) concerning the kernel a(t)
for three special classes of kernels.
1) The first class of kernels consists of the functions

(5.1) a(t)=t""1T(y), t>0, where v € (0,2).

The special case v = 1 has been treated already in Section 3 and therefore we shall
not pay particular attention to it here. The Laplace transform a(\) of a(t) is then
given by

(5.2) a(A) =", AeE Xq.
Thus one obtains a(\) # 0 and
larga(\)| <ym/2 <m, A€ Xg),
as well as
=Xa'(N)/a(\) =5, A€ X

This shows that assumption (a) is satisfied with 9 = vy /2.

The Laplace transform 7, of the resolvent kernel r, for 1 > 0 is given by
a1

14+ pa(N)  p+ A
The dilation property of the Laplace transform then implies

ru(t) = [P res (ufPt), ¢ >0,

(5.3) () AES, .

where ¢ = arg u and p = 1/~. Therefore, we obtain the estimate

| enaolde =1t [ s (upolar
0 0

i1 [ R(6,¢
= | / 0 lres (8)]dt = Wﬁw)w

|t§Tu|l
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where
R@@Z/th@W
0

Thus to prove (r) for the class of kernels under consideration we need to find
bounds for R(8,¢). For this purpose choose any angle ¢g < 7 — ¥p = 7 — 77y/2,
and let ¢ > 7/2 be such that y¢) < 7 — ¢g. Let I denote the contour

I' = (co0,1/2le”™ U (e”™/2,e7"™/2) U e /2,0]
U [0,e™ /2] U (e™/2,e™ /2) U [1/2, 00)e™;
then the function g(\) = e’®+ )7 is holomorphic to the right of I" and all its possible
zeros are to the left of this contour, for each |¢| < ¢g. Therefore we may deform
the integration path in the complex Laplace inversion formula for r.is to I'. Since
|g(N)] is nonzero and continuous on I' and behaves like |\|7 for large ||, by a simple

calculation which takes into account the cancellations on the parts of I' which are
contained in the negative real half-line, one obtains the following estimate for r,is:
/r’y

) —rt
o] <C [ e

where C' > 0 denotes a constant which only depends on ~, ¢, and . But this then
implies
o0 o0 Yy
R(6,¢) < C themt—_ drdt = CT(1 5/ UL
(6:9) < /0 /0 C1em v (1+9) o l+r%

for all |¢| < ¢, provided § > —1 and |§| < 7.
Let us summarize these results as

dr, forallt >0, |¢| < ¢o,

0 Tv—ﬁ—l

dr < oo,

Proposition 4. Let v € (0,2), |§| < v, § > —1, and consider the kernel a(t) =
t'=1/T(y), t > 0. Then (a) is satisfied with 95 = 7y/2, and (r) holds with
B =06/, for any o5 > Vp.

It is not difficult to see that for v = 1 the restrictions on ¢ in Proposition 4 are
essential. In fact, contracting the contour I' from the above proof to the negative
real axis, one obtains the representation

ri(t) = sin(m7) /OO e " ~ dr
T 0 1+ 2r7 cos(my) + r27
This representation shows that r1(¢) > 0 for all ¢ > 0, and therefore by Fubini’s
theorem we have %7 (t) € L'(R,) if and only if |§] < 7.
For the case v € (1,2) the function g(\) = 1 + X has zeros at A = e*™/7;
therefore, contracting the contour I'" to the negative real axis, we obtain by the
residue theorem

ri(t) = sin(m) /00 e "t i dr
T 0 1+ 217 cos(my) + r2v

—%et cos(m/7) o[ /7y + tsin(w /)]
In this case r1(t) is no longer nonnegative; however, the second term in this rep-
resentation has moments of all orders § > —1 in L'(Ry), and the first term is
negative for all £ > 0. Thus we see that for the case v € (1,2), t’r; € L*(Ry) if
and only if —1 < 6 < ~.
Therefore the estimates in Proposition 4 are optimal.
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2) Next we consider the case where a(t) is a completely positive function, or
equivalently ®(X) = 1/a()) is a Bernstein function, which means ®(A) > 0 for A >
0, and ®’()) is completely monotonic on (0, 00); cf. Priiss [16] for these concepts,
its properties, and implications for the evolutionary integral equation (3.1). For
this class of kernels we have the following result.

Proposition 5. Suppose a(t) is a completely positive function. Then |arga(\)| <
/2 on Xy, i.e. Vg < /2, and the resolvent kernels v, are subject to the estimates

1

(5.4) Iruli < B+ Re 1 < Re 1’ for all p € Xr o,
and
(5.5) ltru |y < @ f}l{e o < (RS’L)Q, for all ju € Sy,
where
o= B04+) = ——  and B, = & (04) = —01).
a(0+) a(0+4)2

In particular, if ®1 < oo, then (r) holds with = 8, for each pp > 7/2 and
6 €0,1].

Proof. Consider p > 0, first. It is well-known that the resolvent kernels r,(t) are
nonnegative. Therefore,

oo

7l :/ ru(t) dt = lim e~ry(t) dt = lim 7,(e),
0

e—=0t Jo e—0t

and since 7, (A) = 1/(®(\) + 1), we obtain

[ruli = for all o > 0.

1
Py + 1%
This proves the first statement for positive p.

In the same way we obtain

o0
[tr,|i = lim / te”'r,(t) dt = — lim 7, () =
e—0t 0
which implies the second statement for p > 0.
Now let p = pg + i0 be complex, po > 0. Here we employ the propagation
function w(t; T) associated with a(t), which is defined via the relation

R 1
D7) = e "7, forall A€ Bepp, 720,

It is well known that w(t;7) is nonnegative, and nondecreasing w.r.t. ¢; cf. Priiss
[16]. The identity

7?#()\)2/ e HT e ®NTgr
0

then implies

t+h %)
/ ru(s)ds = / e Pw(t+h;yT) —w(t;7)]dr, t,h>0,
¢ 0
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and hence

t+h
h_l/ ru(s) ds
¢

IN

h! /000 e MTw(t + hyT) —w(t; )] dr

t+h
= h_l/t Tuo(s) ds,

for all t,h > 0. As h — 0T, the left hand side of this inequality converges to |r,| in
L} .(R4) while the right hand side approaches 7, in L'(Ry); therefore Lebesgue’s
theorem yields r,, € L*(Ry), and |r,|1 < |rp,l1. Thus the first statement holds for
all 4 € ¥ /5. In the same way we obtain also [tr, |1 < |tr,,|1 provided ®; is finite,
and so the second claim follows as well.

The last statement is proved by Holder’s inequality. For this purpose let 6 € [0, 1],
and let p=1/6,1/p+1/q=1. Then

[#rul <ty
< | ! 1/p[ 1 R
~ (Pg+Re p)? @9+ Re p
o
= W, for all € ¥, /5, 6 €[0,1].
This implies (r) with g = 6. O

Observe that condition (a) is not always satisfied when a(t) is completely pos-
itive, since such kernels need not be 1-regular, in general. However, it was shown
in Clément and Priiss [7] that the operator B as given in Section 3 is still well-
defined, and that it generates a Cp-semigroup of contractions in LP(Ri;Y) and
admits bounded imaginary powers with power angle 7/2. Therefore the results of
Section 3 still remain valid, provided ®; < oo. Completely monotonic kernels a(t),
in particular the kernels a(t) = 7=, v € (0,1], are completely positive. In partic-
ular, the considerations following Proposition 4 show that the condition ®; < oo
in Proposition 5 cannot be omitted.

3) The third class of kernels we want to consider here is motivated by the theory
of viscoelasticity; cf. Priiss [16]. These kernels are of the form

t
(5.6) a(t) = ap + acot —|—/ ay(s)ds, t >0,
0

where ag, as > 0, and a4 (t) is 3-monotone, i.e. nonnegative, nonincreasing, convex,
—a(t) convex, with lim;_, a1(t) = 0. Of course, we are only interested in the
nontrivial case a(t) Z 0.

For kernels of the form (5.6) it can be shown that their Laplace transforms extend
continuously to C4 \ {0} and that for the function

g(A\) = ag + aco /A + a1 (V)
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the following estimates hold; cf. Priiss [16], Appendix to Section 3.

(5.7) cia(1/p) < |g(ip)| < Cra(1/p), p > 0;
(5.8)
1/p 1/p
c2 a0+/ —tai(t)dt| < Re g(ip) < Cq |ao —|—/ —tai(t)dt|, p>0;
0 0
oo 1/p oo 1/p
(5.9) c3|—+ p/ tai(t)dt| < —Im g(ip) < C3 | — + p/ tai(t)dt| ;
P 0 P 0
oo 1/p
(5.10) 9™ (ip)] < Oy | —= +/ t"ay(t)dt|, p>0,n=0,1,2.
20"+ Jo

Here ¢; and C; are universal constants. These estimates are well-known as the Shea-
Wainger estimates. Replacing ao + a1(t) by (aco + a1(t))e™ 7%, o > 0, estimates
(5.8), (5.7) and (5.10) show that Re g(A) > 0 and

(5.11) IAg'(A)/g(N)| < Cs, for all Re A > 0.

In particular a(t) is 1-regular, and a(\) is never negative real nor zero, provided
a(t) £ asot. Thus (a) holds with ¥ < 7. More precisely, estimates (5.8) and (5.9)
yield ¥p < 7 if and only if

tase/2+ 71 [ d
(5.12) lim sup 2/ : Jo sai(s)ds
t—0,00  ag+ [, —sai(s)ds

This condition implies ag > 0 or a;(0+) = oo (for the limit ¢ — 0), and as, =
0 (for the limit ¢ — oo). It is implied by as = 0 and a; € L'(Ry), or by
(oo = 0 and liminf, o —ta1(¢)/a1(t) > 0 (for ¢ — o0), and by ag > 0, or by
liminf; o —tai(t)/ai(t) > 0 (for t — 0). a1(t) = 771/T(y) with v € (0,1) is a
typical example with these properties.

We are now in position to state our result on kernels of the form (5.6).

Proposition 6. Let a(t) be a kernel of the form (5.6) where ag > 0, ase =0, a1 (t)
3-monotone with lim;_,o a1(t) =0, and assume (5.12).

Then (a) is satisfied for some 9p < w and the resolvent kernels r,, are subject to
the estimates

C
(5.13) Iruli < Tl forallpe Xy,

and with pg = 2V /7

C

(514) |tTN|1 < WT/PO’

forall p € Xr_oy,

where pp > Yp is arbitrary, and C denotes a constant depending only on ¢p.
Moreover,

(5.15) for all p € ¥r_oy,

s
|t rﬂ'l S |‘LL|1+6/p07
for each 6 € [0, 1].

Proof. The proof is based on Hardy’s inequality (cf. Duren [12]), which is stated as
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Lemma 9. Suppose f : C4 — C is a bounded holomorphic function on the right
half-plane such that f' belongs to the Hardy space H'(Cy).

Then there is a function b € L*(Ry) such that /b\(/\) = f(A) for all Re X\ > 0,
and [blpr e,y < 51F )

For the Laplace transform of the resolvent kernel r,, we obtain

_ 1 g

T A = — = y
w3 pt1/aN) A+ pg(N)
By assumption (5.12) we have ¥ < 7. Fix any ¢p € (9p,7); then there is a
constant C' > 0 such that

(5.16) A+ ugN)] = CTHA[+ [ullgV)]],  forall Re A >0, p € Bry .

Re A > 0.

This implies
~ lg(VI ¢

PN <C——""+=<:—, forall Re A>0, pe€Xr_,,
g AL+ ullg(] |l -

which means that h, = 7, is bounded and holomorphic on the right half-plane. For
the derivative of h, we obtain

o M) — g
(A pg(V)?
Hence by (5.11) we obtain

lg(Ml

a1 < G2+ C5) (e g OO

and therefore

Pl = JIGollde <Co | ullgGoe

= a(1/p) [T a)
< 07/0 o+ ula(1/p)? d”‘07/0 A+ slulaz)? *

where we employed estimates (5.7). The function a(s) is nondecreasing, which
implies the inequality
d

2 (sa(s) = als) +5i(s) 2 als), 5> 0,

and therefore

IN

o a(s) .
07/0 T Slula( e

> d(sa(s))/ds
“
1+|ulsa (s))?

Cr
C 7d —_—.
/ A+ un? “ Tl

By uniqueness of the Laplace transform, Lemma 7 then implies r,, € L'(R,) and
Iruly < C7/2|ul, for all p € B, _,. This proves (5.13).

To prove the second estimate (5.14) we proceed similarly. It is easy to see
that h; is bounded on C,, and by uniqueness of the Laplace transform we have

|l )
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h,(A) = —tr,(\) on the open right half-plane. Therefore, by Lemma 7 it is sufficient
to estimate A/, in the Hardy space H'(C, ). We have

vy AT) AN ] 9N + g(N)g (D)
= e 2 ey o
hence (5.11) and (5.16) yield

, MO+ 19’ O]+ 1/l
< O =R algonE

Therefore, with ¢(s) = [; ta1(t)dt and with (5.10) we obtain

1/]pl
g (ip)] < Cilol / Pay(t)dt < Cob(1/o)).

This then implies

[l ey

Sy * 6(1/p) +1/|p]
/_OO [hii(ip)ldp < 09/0 o+ lufa(i/p)?”

> Y(s) [ 1
= 09|:/ ———— ds+ |y / ——— ds
o (1+]ulsa(s))? o (1+][ulsa(s))?
= Gyl + Io/|pl].
Hence it remains to obtain bounds for the integrals I; and Is.
(i) To estimate the first part of I, observe that ¥(s) < sa(s) < sd(sa(s))/ds;

therefore an integration by parts and a(s) > sa(s) yield, with some ¢ > 0 which
will be chosen later,

O © dsa(s)/ds
/0(1+|M|5a(5))2d = /0(1+|ﬂ|5a( »° I

(1 + Julsa(s) Iulsa
13

lul”
(ii) The remaining part of I; is estimated also via an integration by parts as
follows:

> P(s) < (s) ds
/s (14 |plsa(s))? o= /s (|M|a(5))2 5%

/ [ (1 + [ulsa(s)) Iulsa( D

/ P(s)als) — 20(s)a(s)
Iul2 s)%s

sw
(e) sils)
TuPa(e >2+/5 Taato

B P(e) /e + ale) < 2

ul?a(e)*  ~ |ulPale)’

Combining (i) and (ii), we arrive at

€ 2
Ilg—[1+—], forall pe ¥, _,,.
|l |uleale) e
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(ili) To obtain an appropriate bound for I5 we proceed as follows:

o 1 o0 1
b= / @+ Jlsa(s)? dsg”/e (alsa()E *

+mer ) @ )

As s runs from 0 to oo, the function s — sa(s) is strictly increasing from 0 to
o0; therefore there is a unique value of s, say € > 0, such that ea(e) = 1/|u|. This
implies I; < 3¢/|u| and I < 2¢; hence

€
|hZ|H1((C+) < 5Cy m
To estimate € in terms of |u| we employ (5.7) and (3.6):
™ = eale) = cilg(i/e)le = aifali/e)]

> coa(l/e) > eze’;

hence € < ¢4|p|~1/?0. This completes the proof of (5.14). The last statement follows
from interpolation, as in the proof of Proposition 5. O

6. APPLICATION TO PARABOLIC PARTIAL DIFFERENTIAL AND
INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

In this section we want to apply Theorem 2 and Corollary 3 to parabolic partial
differential and integro-differential equations of second order in space. For this
purpose, let  C R™ be a bounded domain with boundary 9 of class C?. Consider
the problem

u(t, ) +/O a(t — s){vu(s,x) — div[b(s, z)Vu(s,z)] — f(s,x)}ds = 0,

(6.1) t>0, r€Q,
n(z) - (b(t, 2)Vault,z) =0, £>0, z €Ty,
u(t,xz) =0, t>0, x €Ty,

where I'; C 0 are open and closed in 02, such that I'y NIy = 0, I'; UTy = 02, and
n(z) denotes the outer normal of 2 at x € 9. Denoting the space of symmetric
real n x n matrices by Sym(n), b : Ry x © — Sym(n) is assumed at least to be
continuous with bounded partial derivatives w.r.t. € 2, and to be uniformly
positive definite in the sense that there exists a constant by > 0 such that

(6.2) bol€)? < €-b(t,z)¢ <by'|¢|? forallt >0, z€Q, £ €R™

Concerning the kernel a(t) we assume that it belongs to one of the three classes
studied in Section 5, in particular, a(t) = 1 arises as a special case; this case
corresponds to the boundary value problem

u(t, ) + vu(t, ) = div[b(t, ) Vu(t,z)] — f(t,z), t>0, z€Q,
(6.3) n(z) - (b(t,z)Vu(t,x)) =0, t>0, z €T}y,
u(t,x) =0, t>0, z €Ty, u(0,2) =0, xz €.
The family {L(t)};>0 will be the Li-realizations of the underlying elliptic boundary
value problems; more precisely, we define
{ (L(t)u)(z) = =div[b(t,x)Vu(x)], t>0, z€Q,

(6.4) D(L(#)) = {u € H>I(Q) : ulr, =0, n - b(t, )Vu|r, =0},
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where the boundary values of u and Vu are understood in the sense of traces. Thus
as the base space Y we choose Y = L9(Q) with 1 < ¢ < oo, which is well-known
to be of class H7 . Then (6.1) and (6.3) written in abstract form become (3.1) and
(3.2), respectively. Observe that in case I'y # 0 and b is not constant in time, the
domains D(L(t)) are not constant. The norm in H*9(€2) will be denoted by |- |s,4,
and that of L1() by | - |-

It is well-known (see e.g. Lunardi [15], Chap. 3) that the operators L(t) are
sectorial with spectral angle ¢r,;) = 0, and for each w4 € (0, ) there is a constant
M 4 > 0 such that

_ My
6.5 A+ L)Y < , t>0, AETr_ou,,
(65) O+ LO) < T 12 oa
and
(6.6) IL(t) " gla.q < Mhlglg, >0, g€ LUQ),

except for the case of the pure Neumann problem 'y = 0, where the kernels of L(t)
are nontrivial. For the sake of simplicity we exclude this case and assume from now
on that 'y # 0.

If ¢ = 2 it is also well-known that L(t) is selfadjoint and positive definite, hence
admits bounded imaginary powers and

(6.7) |L(t)*|a =1, forallt>0,s¢cR;

cf. e.g. Priiss and Sohr [17], Example 1.

If ¢ # 2 but T'; = (), it has been shown in Priiss and Sohr [18] that L(¢) admits
bounded imaginary powers in L?(£2) and that for each ¢ 4 € (0, 7) there is a constant
K4 > 0 such that

(6.8) |L(t)*|, = Kae?4l5l forallt >0, s € R;

in particular 0, = 0.
If ¢ # 2 and T';y is arbitrary, Duong [10] obtained L(t) € BIP(L%())) and

(6.9) |L(t)*|, = KaelI™/2 forallt >0, s €R.

By interpolation with (6.7) this estimate can be improved to 1) < [1 —2/q|7/2,
and for each ¢4 > |1 — 2/q|w/2 there is a constant K4 > 0 such that (6.8) is
valid. More recently Duong and Robinson [11] claim (6.8) for each ¢4 > 0. This
completes the verification of (L) for the class of operator families {L(t)}¢>0 given
by (6.4).

To verify the commutator condition (C) we use an argument which is similar to
that employed by Acquistapace [1]. Let a function g € L%(2) be given, and define
F=O+L(s)L(s) tg,u=(A+L(t)"'f, and v = (A + L(s)) "1 f. Then with the
notation £(t) = —div[b(¢,-)V] and B(t) = n - [b(¢,-)V] we have

A+ L(Eu=f on Q A+ L(s)v=f on Q
Bt)u=0 only and B(s)vy=0 onIy
u=20 on I'y v=20 on I’y

Therefore w = u — v solves the boundary value problem

Mo+ L(t)w = (L(s) — L(E)w  on
B(t)w () B(t))v on It

= (B
w on I,
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and hence can be written as
w = (A+ L(£)) 71 (L(s) = L(B)v + Sx()(B(s) — B(t))v,

where the so-called Dirichlet map S (t) is defined according to

Az 4+ L(t)z=0 on Q,
(6.10) S\ =2z < B(t)z=¢ onlfy,

z2=0 on I'y.

Since v = (A + L(s)) "1 f = L(s)"1g we finally obtain the following representation
for the commutator C(¢,s,\) = L(t)(X\ + L(¢))"Y[L(t)~* — L(s)71]:
(6.11)

C(t,s,\)g = (A + L(t) 7 (L(s) = L) L(s) "' g + Sx(t)(B(s) — B(1))L(s)"'g,
forallt,s > 0, A € ¥r_,,. The first term in this representation is estimated easily.
In fact, suppose b(-, ) and by, (-, z) belong to C°(R;) uniformly w.r.t. z € Q, for
some 0 > 0. Then

I(L(s) — L())uly < Cilt — s|°|ulag, t,s>0, uec H>(Q).
By (6.5) this implies
- _ My
(6.12) [(A+ L))" (L(s) = L) L(s) " glq < T Cult — s|° Mlglq,
for all t,s > 0, and g € L4(Q2). Concerning the second term on the right hand side
of (6.11), we first refer to Triebel [21] for the following estimate of the Dirichlet
map:
|lq Vel
(L4 ADY2 - T+ [A]
where @ denotes any extension of ¢ to €2 in the sense that ¢ = ¢ on I'y ; Cy is

independent of ¢ > 0. Fix any extension 7 of the outer normal field n(x) to Q which
is of class C'!. Then by (6.13) we have

(6.13) 1Sx(t)elg < Cq

+

[SA(t)(B(s) = BW)L(s) " glq < Cl(1+ N)~V2|(B(s) = B) L(s) gl
+ (L A)THV(B(s) = B(E)L(s) " gldl,
where B(t) = () - (b(t,2)V). Then
(B(s) ~ BOIL(S) gly < [l supb(t. ) (s 2)|[VL(s) g,

IN

[7loo [bls|t = sI° Mgl
= Cot = s[’lgl,,

where [b|s = sup{|b(t,z) — b(s,2)||t —s| 7% : t,5 > 0,t # s,z € Q}. Similarly, if b,
are also uniformly Holder-continuous in ¢, we obtain

[V(B(s) ~ BUDLE) gy < [7loo sup b(t.2) = bls. )] L(5) "l

IN

+[7fo sup [V (b(t, @) = b(s,2))[[VL(s) ™ glq

+|V - 71|oo sup |b(t, ) — b(s, z)||VL(s) g,
zE

IN

03|t_5|6|g|q-
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Therefore
S\ (B(B(s) — BO)L(s) Mgly < Co |24 G| oy
g Yo = "l aepp2 T T Ila
Cylt — s|°

(6.14) S T e

Combining estimates (6.12) and (6.14), we arrive at
e =
(14 ADt27
which shows that the commutator condition (C) holds with o = 1/2, ¢4 > 0
arbitrary, and 6 > 0, provided b(-,z),bs, (-,z) € C®(Ry) uniformly for z € €.
Observe that for the case of Dirichlet boundary conditions I'y = @), a can be chosen
as a = 0.

We are now in position to apply Theorem 2 and Corollary 3 and obtain the
following result.

Theorem 3. Let Q C R" be a bounded domain with boundary 0Q of class C?,
I'; C 0 open and closed in OQ such that Ty NTy =0, Ty UTy = 0Q, and T'y # 0.
Assume that b : Ry x Q — Sym(n) satisfies the strong ellipticity condition (6.2) and
b,by, € C°(R4;C(Q)), for some § > 0. Let p,q € (1,00), J =[0,T], or J = R4
but v > 0 sufficiently large.

Then for every f € LP(J; L9(Q)), problem (6.1) admits a unique solution u €
LP(J; H*4(QY)), provided the kernel a(t) satisfies one of the following conditions:

(i) a(t) =71 /T(y), v € (0,2), § > v/2.

(ii) a(t) is completely positive, —a’'(0+)/a(0+)? < oo, § > 1/2.

(1ii) a(t) is as in Proposition 6 and § > po/2.

In addition, if limsup,._, . |a(r)|r? < co, then the solution u of (3.1) belongs to
HYP(J: 19(9)).

It is clear from the derivations in this section that Theorem 3 can be general-
ized to other types of elliptic operators L£(t) if only the relevant estimates for the
resolvent, for the Dirichlet map, and for the imaginary powers of L(t) are valid,
and the parabolicity condition is satisfied. These subjects as well as applications
to quasilinear problems will be taken up in the near future.

(6.15) |C(t, s, A\)]q < Cs forallt,s >0, A€ Er_p,,
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