Optimisation.
Université Aix-Marseille
Préparation a l’agrégation (Option B)

2020,/2021

THOMAS OURMIERES-BONAFOS

Table des matiéres

1__Introductionl
[1.1  Extrait du programme de "agrégation externe 2020|. . . . . . . .
(.2 Borne inférieure et mimimal . . . . .. ...
L3 Généralitésd . . . . . . . . . ... ..
|I1.4  Questions associées au probléme d’optimisation| . . . . . . . . ..
I1.5  Quelques exemples| . . . . . ... oo

[2__Rappels des outils mathématiques|
2.1 Calcul différentiell . . . . . . . . . . ..

2.1.1 Difiérentielle d’ordreunl . . . . . . . . . . ... ... ...

.2 Meéthode du gradient a pas constant| . . . . . ... ... ... ..
[5.3 Méthode du gradient a pas optimal| . . . . ... ... .. ... ..
[5.4 Méthode de gradient pour l'optimisation sous contrainte] . . . . .

B.5_Méthode de Newtonl . . . .. ... ... ... ... .. ......

|A° Théoreme de Rayleigh-Ritz|

20
20
22

23
23
24
24
25
26

28



IB Théoréme de projection sur un convexe fermé 29

1 Introduction

1.1 Extrait du programme de ’agrégation externe 2020

Avant de commencer, on prendra connaissance du programme de I’agrégation
externe, qui détaille les notions & maitriser concernant les problémes d’optimi-

sation (voir Figure [1.1]).

(f) Optimisation et approximation
Interpolation linéaire par morceaux. Interpolation de LAGRANGE.
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Agrégation externe de mathématiques

Extremums des fonctions réelles de n variables réelles sans contraintes : mise en ceuvre de 'al-
gorithme de gradient i pas constant. Mise en ceuvre de 'algorithme de gradient & pas optimal
pour une fonctionnelle quadratique.

Extremums des fonctions réelles de n variables réelles avec contraintes : multiplicateurs de LA-
GRANGE et mise en ceuvre numérique par la méthode de NEwTON.
Méthode des moindres carrés et applications.

FIGURE 1 — Extrait du programme de l'agrégation 2020 concernant la partie
optimisation. Disponible & I'url suivante : http://media.devenirenseignant.
gouv.fr/file/agreg_externe/59/7/p2020_agreg_ext_maths_1107597.pdf

1.2 Borne inférieure et minima

Définition 1 (Minorant d’un sous-ensemble de R) Soit J C R. On dit
que m € R est un minorant de J si pour tout x € J on a

m < x.

Définition 2 Soit J C R. J est minorée s’il existe un minorant de J. Autre-
ment dit, J est minorée s’il existe m € R tel que pour tout x € J on ait

m <.


http://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agreg_externe/59/7/p2020_agreg_ext_maths_1107597.pdf
http://media.devenirenseignant.gouv.fr/file/agreg_externe/59/7/p2020_agreg_ext_maths_1107597.pdf

Définition 3 Soit J C R, l’ensemble des minorants de J est
M(J) :={m € R: pour tout x € J,m < x}.
Définition 4 Soit J C R. Sl existe my € R tel que pour tout m € M(J) on a
m < my
alors on dit que my est la borne inférieure de J et on note m, = inf(J).

Exercice 1 (@ 10 min) Pour les ensembles suivants, démontrer s’ils sont ou
non minorés et déterminer leur ensemble des minorants.

1.0 = [0,1], o =]0,1], J5 =] — 5,2] U[5,8], J4 = [~12,5]U] — 00, —20],
Js =] — 00, 2]M]0, 1].
2. J ={u, :n € N} ou la suite (u,)neny € RY est définie par

—27"  sin est pair,
Uy = " ) , ;
—2 st est impasir.

3. Jip ={fr(x): z € R} ot pour k € {1,2,3} la fonction fi est définie par

flz{R_)R fQ:{R%R

z = x2—-3x+2 "’

4. J ={cos(x1229) : 21,22 € R}.

On commence par rappeler la proposition suivante & propos de l’existence
d’une borne inférieure.

Proposition 1 Tout sous-ensemble J C R non vide et minoré admet une borne
inférieure my € R.

Nous rappelons & toutes fins utiles les caractérisations suivantes de la borne
inférieure.
Proposition 2 Soit J C R non vide et minoré. Il y a équivalence entre

1. my =inf(J),

2. my € M(J) et pour tout € > 0 il existe m € J tel que my, < m < my + €.

3. my € M(J) et il existe une suite (my)nen € J© telle que lim,_ 4 oo M, =
My.

Nous proposons de faire la démonstration de ces points dans les questions sui-
vantes.



Exercice 2 (@ 10 min) Démontrer la Proposition .
Soit d > 1, considérons maintenant une fonction f : A C R¢ - R.

Définition 5 (Minimum local & Minimum global)
1. f admet un minimum local en z, € A sSiqef
35>0, VaeecAtequelr—zpe < = flz,) < f(2).
2. f admet un minimum global en x, € A sSiger
Vzed, [flz.)<f(2),
en particulier, on a f(x,) = inf{f(z) : z € A}.
Exercice 3 (@ 5 min) Pour les fonctions f; suivantes définies sur A; € R4,

dire si elles sont minorées. Si oui, donner inf{f;(x) : z € A;}, dire si c’est un
minimum global et discuter 'unicité du minimiseur.

f_R—>R, f_R—>R7 f.]1,+oo[—>]R,
Yl o= 220 Pz o osin(e) 0 P @ — m
fi: R? - R,
YU (w1,22) e " cos(w)

1.3 Généralités

Dans ce cours, on s’intéresse a la minimisation d’une fonction f: A — R ou
A est un sous-ensemble de I'espace vectoriel normé R¢ (d > 1). La fonction f
est apellée 1'objectif et, en termes mathématiques, le probléme d’optimisation
consiste a s’intéresser a la quantité

inf{f(z) : z € A}. (1)

On dit que le probléme d’optimisation est sans contrainte si A = R? et il est dit
avec contraintes sinon.

Remarque 1 FEn lieu et place du probleme de minimisation , on peut étre
amené a étudier le probleme de mazximisation

sup{f(z):z € A}.

1l s’agit également d’un probléme dit d’optimisation. Toutefois, par le simple
changement de f en —f, on peut se rameéner systématiquement au probléme de
minimisation, cas que nous considérons dans ce cours.



1.4 Questions associées au probléme d’optimisation

Lorsque l'on s’intéresse au probléme d’optimisation (I)) plusieurs questions
« naturelles » apparaissent et nous les commentons maintenant.

Question 1 (Existence d’un minimiseur) Il s’agit de savoir si « linf est
un min » dans . En termes mathématiques, on se demande s’il existe x, € A
tel que

f(zy) =inf{f(z) :x € A}.
Si la réponse est positive, alors Uinfimum dans (1) est un minimum et il atteint
en Ty.

Pour pouvoir répondre par l'affirmative a la Question [I] on utilise essentiel-
lement un argument de continuité de la fonction objectif f combiné ou bien a la
compacité de A ou alors a la coercivité de la fonction objectif f. Ces résultats

font l'objet du

Question 2 (Unicité du minimiseur) Supposons qu’il existe x, € A tel que

f(xy) =inf{f(z) :x € A}.

Ce x, est-il le seul élément de A a réaliser le minimum de la fonction objectif
f sur A ? En termes mathématiques, si xyx € A vérifie

flzg) =inf{f(z) : z € A},
a-t-on Ty = x, ?

L’argument le plus utilisé pour répondre par l'affirmative a la Question [2] est la
convexité de la fonction objectif f. On en discute au

Question 3 (Caractérisation du (des) minimiseur(s)) Sl existe un (des)
minimiseur(s), comment peut-on le (les) caractériser ?

On utilise en grande partie des outils issus du calcul différentiel. Nous en faisons
quelques rappels au §4]

Question 4 (Résolution numérique) Quels algorithmes peut-on mettre en
oeuvre afin de résoudre un probléme de minimisation de type ?

On discute le cas des algorithmes de gradient & pas constant et optimal au
Finalement, les Question [I{4] se résument a la liste suivante. On peut I'in-

terpréter comme une « marche & suivre » lorsque 1’on s’attaque & un probléme
d’optimisation.

1. Existence d’un minimiseur.

2. Y a-t-il unicité des minimiseurs ?

sante ?

4. Quel(s) algorithme(s) permettent de résoudre (1)) numériquement ?

3. Peut-on caractériser un minimiseur par une condition nécessaire ou suffi-




1.5 Quelques exemples

Les problémes d’optimisation sont courants en mathématiques, voila quelques
exemples que vous avez probablement déja rencontrés.

Exemple 1 (Projection sur un compact en dimension finie) On considére
R? muni de son produit scalaire usuel et C C R? un ensemble compact. Pour
y € R? fixé, on s’intéresse a infimum

inf{l|lz —y| : 2 € C}.

Dans cet exemple, en reprenant les notations utilisées en (1)), on a :
(i) Le sous-ensemble A C R? est ici I’ensemble compact C.

(i1) La fonction objectif f est donnée pour x € C par f(x) = ||z — y||.

L’exemple [T est un « cousin » du théoréme de projection sur un convexe fermé
(grand classique de 'agrégation). Vous pouvez le retrouver dans appendice

Exemple 2 (Plus petite valeur propre d’une matrice symmétrique réelle)
Soit d € N* et M € Sq(R). On sait que M est diagonalisable dans R et on note

M1 (M) sa plus petite valeur propre. En particulier, le théoréeme de Rayleigh-Ritz
(voir Proposition donne la caractérisation

M (M) =inf{(Mz,z): x € RY ||z|| = 1},

ot (-,-) est le produit scalaire usuel dans RY et ||-|| est la norme associée. Ainsi,
trouver la plus petite valeur propre d’une matrice symétrique réelle revient a
étudier un probléme d’optimisation. En reprenant les notations utilisées en ,
on a ici :
(i) Le sous-ensemble A C R? est ici la sphére unité de R? c’est a dire ST~1 :=
{re RY: ||z|| =1}.
(ii) La fonction objectif f est donnée pour x € S*~! par f(x) = (Mx, ).

Exemple 3 (Probléme des moindres carrés) Soit N € N* et (z;,y;)1<j<n
N points de R? (on parle ici de nuage de points). Pour d € N*, on considére le
probléme de minimisation suivant

inf{z lyj — Pla;)]* - P € Rg[X] }.

Autrement dit, on cherche un polynéme P, de degré au plus d qui approche le
« mieuz possible » le nuage de point. L’expression le « mieux possible » voulant
dire ici qu’au sens de la norme 2 dans RV les vecteurs y = (y1,--- ,yn) et
P, = (P*(xl), e ,P*(xN)) sont les plus proches possibles. Afin de considérer



ce probleme comme un probléme d’optimisation on identifie Ry[X] avec R+
grace a lisomorphisme canonique

Ry[X] — R

d
v= P(X):Zanj —  (ag, - ,aq).
7=0

En reprenant les notations utilisées en , on a ici
1. Le sous ensemble A = RI+1,

2. La fonction objectif f est donnée, pour tout a = (aq,...,aq) € R¥T! par

N d
fla)=>|ws =3 an
j=1 k=0

‘ 2

2 Rappels des outils mathématiques

On rappelle plusieurs notions préalable a I’étude de problémes d’optimisa-
tions.

2.1 Calcul différentiel

Lorsque 'on étudie des problémes d’optimisation, on se restreint au cadre
de fonctions f: U ¢ R? — R avec U un ouvert de R?.

2.1.1 Différentielle d’ordre un
On commence par rappeller la notion de dérivée directionnelle.

Définition 6 Soit h € S et 29 € U. Si la fonction t — f(xo + th) est
dérivable en t = 0, on définit la dérivée directionnelle de f au point xo dans la
direction h comme & (f(zo + th))|i=o.

Exercice 4 (@ 10 min) Pour les fonctions suivantes, calculer (si elles existent)
les dérivées directionnelles auz points et directions données.

1. fi:(z,y) € R = zcos(y) +yexp(x) en (0,0) dans la direction (5, ).
2.

[ V)

Ty .
_. z24y2 St (xa y) 7& (07 O)
fa(@,y) { 0 sinon
en (0,0) dans la direction (%, %) puis dans la direction (cos(0),sin(0))

pour 6 € [0, 27).

~



Lorsqu’elle existe, on définit la dérivée partielle de f par rapport a la j-iéme
variable z; en un point g € U comme la dérivée directionnelle de f en z¢ dans

la direction de e; = (0,...,1,...,0), le j-éme vecteur de la base canonique de
R<. On note alors

of L f(zo+te;) — f(zo)\ _ d

o) o= Jm ) = % (o + 1) o

Remarque 2 Si f est dérivable en xg dans la direction e;j, on note parfois la
dérivée partielle 0; f(xo) en lieu et place de ng(xO),

Exercice 5 ( 5 min) Calculer les dérivées partielles en (x,y,z) € R® de la

fonction
;- R3 - R
"\ (z,y,2) = xcos(xz) +In(2 —sin?(y + 2))

Exercice 6 (@ 5 min) Calculer les dérivées partielles en (1,+/3,1) de la fonc-
tion

;- R3 - R
(@, 2) = Vaty? 422

Par la suite, nous aurons besoin d’une notion « plus forte » qui est la notion
de base en calcul différentiel, celle d’application différentiable.

Définition 7 (Application différentiable) On dit que f est différentiable en
xg € U s’il existe une forme linéaire L € L(RY,R) telle que pour tout h € R?
tel que o+ h € U on ait

f(zo+h) = f(xo) + L(h) +o([[Al}), h—0.

Par définition, la différentielle de f en zg est Df(xg) := L € L(RY,R). On dit
que f est différentiable sur V. C U ssiger pour tout x € V, f est différentiable
en x.

Remarque 3 D’autres auteurs peuvent utiliser des notations différentes comme,
par exemple :

Df(xo) = df (z0) = du, f-

Exercice 7 (@ 12 min)
1. Montrer que si f : U — R est différentiable en xo € U alors f est continue
en xg.
2. Montrer que si f : U — R est différentiable en xg € U alors f admet en
xo des dérivées dans toutes les directions h € S 1.

3. Montrer que si f : U — R est différentiable en xg € U alors pour tout
heR? ona

D) () = (570 + 1)) eco.



4. Montrer que la fonction f : x = (x1,--- ,z24) € R = |J2]| = Z;l:l 3

est continue en 0 mais pas différentiable en 0.

Exercice 8 (@ 15 min)

1. Soit f : R — R dérivable en zo € R. Montrer que f est différentiable en
o et donner sa différentielle.

2. Soiru € L(R? R) une application linéaire. Montrer que u est différentiable
en tout x € RY et donner sa différentielle.

3. Soit u € BL(RY, R) une forme bilinéaire de R? & valeurs dans R. Montrer
que u est différentiable en tout (z,y) € RExR?) et donner sa différentielle.

4. Soit M € R montrer que Uapplication oy : @ € R — (Ma, x)ga est
différentiable en tout point de R? et donner sa différentielle.

Exercice 9 (@ 15 min) Pour j € {1,...,d}, on introduit lapplication coor-
donée :

. R4 - R
J

el :
(x1,...,24) —aj
1. Montrer que €] est une forme linéaire, c’est-a-dire une application linéaire

de R? — R. Quelle est la matrice de €;

2. Démontrer que si f : U — R est différentiable en ¢ € U alors on a
d
=3 5, (o
= O0x;

Dans quel espace vectoriel cette égalité est-elle vraie 2 Quelle est la matrice
de Df(xg) dans la base canonique de R? ?

dans la base canonique de R? 2

Remarque 4 Historiqguement, Leibniz notait la forme linéaire €]
C’est dans ce sens que l'on doit comprendre la relation

d
Zaa— (xo da?J

que l'on trouve en physique ou dans certains ouvrages mathématiques.

comme dx;.

Exercice 10 (@ 5 min) Aprés avoir rappelé le théoréme de représentation de
Riesz, justifier que si f : U — R est différentiable en xo € U alors il existe un
unique élément G(f)y, € R tel que pour tout h = Z?Zl hje; on ait

hy

ha

Donner explicitement G(f)z,. G(f)z, estle gradient de f en xq (voir ci-dessous).



Définition 8 (Gradient) Lorsque f est différentiable en xg € U on définit le
gradient de f au point xo comme

Vf(l'()) = e R%.
)
2L (o)
En particulier, pour h = Z?:l hje;, on obtient :
hy
Df(zo)(h) = (Vf(x0), h)ga, oh=| :
ha
Exercice 11 ( 15 min - Calculs de gradients) Aprés avoir justifier leur
existence, calculer le gradient des fonctions suivantes au poins indiqués.

1. En tout point de R? :

o R? - R I R? - R
VO (my) = 2fy4y? 0 P () = 2Py ty?

f.{IR{Q - R
) - B4V

ot V est une fonction dérivable sur R.
2. En tout point de R? de
R3 - R
e { 2

(z,y,2) +— x*sin(yz)

3. En tout point ot il est bien défini de R :

f'{ RY — R

lz = =

Définition 9 On dit que f est de classe C' en xq € U, si
1. f est différentiable en xg,

2. Uapplication

J U — LERYLR)
Df{ x — Df(x)

est continue en xg.

On dit que f est de classe C' sur U si pour tout x € U, f est de classe C* en
x.

Exercice 12 (@ 8 min)

10



1. (a) Donner une norme sur l’espace vectoriel L(R?, R).
(b) Soit p: U — L(R% R). Donner la définition de la continuité pour .
2. Démontrer que application

f.{RQ - R
| () = 2Py+y?

est de classe C*(R?).

Exercice 13 (@ 30 min-Gradient & Courbes de niveau et gradient) On
rappelle dans un premier temps le théoréme des fonctions implicites.

Théoréme 1 Soient E, F,G trois espaces de Banach et U C E X F un ouvert.
Soit g € CH(U,G). On se donne (zo,y0) € U et un voisinage Vo de yo dans F
tel que

1. {JJQ} x Vo CU,
2. g(x[)ayo) 207

3. L’application partielle gz, : y € Vo — g(zo,y) a une différentielle inver-
stble en yg.

Alors, il existe un voisinage Uy de (x9,Yyo), Wo voisinage de xg dans E et ¢ €
C(Wy) tels que
(x,y) €U et g(z,y) =0 <= x € Wy ety = ¢(x).

Soit f : U — R avec U C R% ouvert et zyp = (xo1,---,®0,a) € U tel que
Df(xo) # 0.
1. Montrer que qu’il existe j € {1,...,d} tel que ngj(iUo) # 0. Dans la suite,
on supposera pour simplifier que j = 1.

2. En appliquant rigoureusement le théoréeme des fonctions implicites, mon-
trer qu’il existe § > 0, un voisinage V contenant xq et ¢y € C(|Jzg1 —
3,01 + 0[) tels que

= (x1,...,2q) €V et f(z) =\ <= x1 €]ro1—0, 201+ et (x2,...,2q) = d(z1)

3. En déduire que Cx NV = {(x1, oa(z1)) : |x0,1 — 21| < 0}
4. Montrer que
(VF(z1, ox(z1)), (1,05 (21))) = 0.

5. Pourquoi dit-on que le gradient est orthogonal aux lignes de niveau ?

Exercice 14 (@ 20 min) On se propose d’étudier les tangentes aux lignes de
niveaux des fonctions suivantes.

1. Soit f : (z,y) € R? i—z + g—z. Pour A € R, on définit Cy := {(z,y) €
R?: f(z,y) = A}
(a) Pour quelles valeurs de A l’ensemble Cy est-il non vide ?

11



(b) Lorsque A =1 représenter l’ensemble Cy.

(c) Apres avoir justifié qu’il existe, calculer le gradient de f en tout point
(w0,90) de R? et en déduire que l’équation de la tangente a Cy en
(x0,90) € Cx est donnée par :

21?0 2y0

?(33—330)4‘{)7(2/—90) =0

et ce pour tout X > 0.
2. Soit g: (z,y) € R? — 22 —y%. Pour A € R, on définit Cy = {(z,y) € R? :
9(x,y) = A}
(a) Pour quelles valeurs de A ’ensemble Cy est-il non vide ?
(b) Lorsque A = 0 représenter l’ensemble C.
(c) Apres avoir justifié qu’il existe, calculer le gradient de g en tout point

(70,y0) de R? et en déduire, lorsqu’il est différent de zéro, I’équation
de la tangente a Cy en (9, Yyo) € Ci.

Proposition 3 f est de classe C' sur U si et seulement si toutes ses dérivées
partielles existent et et sont continues sur U.

Démonstration:

Supposons que f soit de classe C' en g € U. Comme f est différentiable
en zg € U, f est dérivable dans toutes les directions en xg et par conséquent
toutes les dérivées partielles existent en xq. De plus, par hypothése, ’application
x € U — Df(x) est continue dans un voisinage de xg. Par définition, on a

Ve>0,34n>0,Yz € U tel que ||[z—z0|ge <1 = [|Df(2)=Df(z0)llr(rer) <€

Fixons € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout x € U vérifiant ||z — zo|| < 1 on
ait

12 Df(@) = Df@o)ll ey = swp |Df()h—Df(ao)h

af aof
> |Df(x)ej — Df(xo)es| = |5~ (x) — 757~ (xo)|-
’ J j‘ Oz, Ox; ‘
En particulier, on obtient
0 0
Ve>0,3n>0,VoeeU tel que ||z — zg|lpe < = ‘8%(@ - 5‘%(%)‘ <e
] J

ce qui est précisément la définition de la continuité de la dérivée partielle en xg.

12



Supposons maintenant que toutes les dérivées partielles existent et sont conti-
nues sur U. Soit h = Z‘j:l hje; € R<. On remarque d’abord que

d
f(zo+h) — f(zo) = f(zo +h) _f(x0+zhj€j)
=2

d—1 d d
+y° (f(xo +D hjes) = flzo+ Y hm))
p=2 j=p Jj=p+1
+ f(xo + haeq) — f(z0).
En particulier, comme les dérivées partielles existent et sont continues en xg, on
a:

d h1
f(:vo-i-h)—f(a:o-i-jz:;hjej) :/0 (%(xo+tel+(h—hlel>)dt

1
= hl/ (ﬁ(xo + th161 -+ (h — hlel))dt.
0

8.131
De la méme fagon, pour p € {2,...,d — 1} on remarque que
d d o f d
f(a:‘() + Z hjej) — f(al‘() + Z hjej) :/ (87@;0 + te, + Z hjej))dt
Jj=p j=p+1 0 p j=p+1
1 af d
Jj=p+1
et finalement
h
< Qf
h — = — teq ) dt
f(xo + d@d) f(l’o) /0 (al‘d (x() + €d>
1 af
= hd/(; (T%(xo + thd@d))dt
Maintenant, on considére le reste :
of
R(h) := f(zo+h) — f(xo) = ) hj 5.~ (o)
j=1 J
et on obtient
d 1 d
of of
R(r)| <3 \h,,|/0 ’aT;p(xO Fthyep+ 3 hyes) - T%(xo)‘dt
p=1 J=p+1
d 1 8f d 6f
< h — th hje;) — —— dt
o 6?11?.}.(,01}(| p|)pz_;/0 )(’Mp (ot thycy +j=zp;rl ) Oy, (xO)‘

13



Soit ¢ > 0 et p € {1,...,d}. Comme les dérivées partielles sont continues, il
existe 7, > 0 tel que si pour tout ¢t € (0,1) on a [|thye, + 3 ¢

iept1 i€l < mp
alors

d

0 0

an(xO +thpe, + D hje;) — a%(m) <e.
P j=p+1 P

Posons 7 = minpe(1,... .4} (1), on obtient

< .
R(h) < dpe?f?fd}(m”‘)a

En particulier, R(h) = o(]|h]|) et on obtient que f est différentiable en xq avec

Df(.’l?o)h = <Vf(l'0), h)

De plus, comme les dérivées partielles sont continues, xg + Vf(zg) € R est
continue donc pour tout € > 0 il existe 7 > 0 tel que pour tout = € R? tel que
lz — 2ol <mona ||Vf(z)—Vf(zg)| <e. Fixonse >0et pour h € S !ona:

[Df(@)h = D f(zo)hl| = (Vf(x) = Vf(xo), h) < [[Vf(z) = Vf(zo)l| <e.

En particulier, en prenant le supremum pour h € S*~!, on obtient

IDf(x) = Df(xo)llcrer) < e

f est donc de classe C! et la proposition est démontrée. m

2.1.2 Différentielle d’ordre deux

On s’intéresse maintenant & la notion de différentielle seconde. On aborde
d’abord la notion de dérivées partielles secondes. Pour cela, on suppose que f
est différentiable sur U. Par conséquent, les dérivées partielles aanj existent en
tout point z € U. Dés lors, on peut introduire la notion de dérivées partielles
secondes.

Définition 10 (Dérivées partielle seconde) Supposons que f soit différen-

tiable sur U. On considére xg € U. Si la fonction t — %(xo—&—tek) est dérivable
J

ent =0, on définit la dérivée partielle d’ordre deux de f en xy comme

d )
82f . awf, (1‘0 +t6k) - awf, (xO)
(zp) := lim ( ! ! )

00 t—0 t

Nous pouvons maintenant définir la différentielle seconde. Pour cela on suppose
désormais que f est de classe C' sur U.

Définition 11 f est deux fois différentiable en xg € U ssiqer Uapplication
xeUwr Df(x)

est différentiable en xo. Dans ce cas, on note D?f(x¢) la différentielle de Df en
xo : c’est la différentielle seconde de f en xq. De plus, D f(z) € L(R?, L(RY, R)) ~
BL(RY,R) (forme bilinéaire de R% dans R).
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Tout comme pour la différentielle d’ordre un, la différentielle d’ordre deux est
un notion plus forte que celle de dérivée partielle d’ordre deux. Ce fait se traduit
par la proposition suivante.

Proposition 4 Supposons que f soit de classe C* sur U et deux fois différen-
tiable en xo € U. Alors toutes les dérivées partielles d’ordre deuzx de f existent
en xq et pour tout h = Z;l=1 hje; k= Z?zl kje; € R? on a

D*f(xo)(h, k) = (V2 f(xo)h, k) ouh=| | eth=]|:
ha kq

hi k1

2

Ici V2 f(z) == (azaf% (70))jpeq,....dy € Ma(R) est la matrice Hessienne de f.
Le but de cet exercice est de démontrer la proposition [

Exercice 15 ( 15 min) On suppose que f est de classe C' sur U et deuz
fois différentiable en xy € U.

1. On se propose de démontrer dans un premier temps que les différentielles
d’ordre deuz de f existent en xg.

(a) Justifier que pour tout k,j € {1,...,d} on ait :

aam];(xo + tey) — gxi(l‘o) = Df(zo +tex)e; — Df(xo)e;.

(b) En utilisant le fait que D f(xq) soit différentiable en xqo, montrer que
Df(xo +ter)e; — Df(zo)e; = tD*f(x0)(ex, e;) + oft).

(¢) En déduire lexistence de dérivées partielles d’ordre deux.

2. Nodus allons maintezcmt démontrer le reste de la proposition. Soit h =
doj—1hjej etk =375, kje;.
(a) Pour j,p € {1,...,d}, rappeler pourquoi

0% f

D? f(x0)(ej, €p) = m(fﬁo)-

(b) En utilisant la bilinéarité de D?f(xq), démontrer que

d
D’f(wo) = Y hjkpﬁ(%)
J=1 (9$j8p

(c) Conclure en démontrant que

D2 f(x0)(h, k) = (V2 f(z0)h, k)
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Le prochain résultat peut se trouver, par exemple dans [6, Théoréme 6.1.].
Il exprime le fait que la forme bilinéaire D? f(z¢) d’une fonction deux fois diffé-
rentiable en z¢ € U est symétrique.

Proposition 5 (Théoréme de Schwarz) Si f est deux fois différentiable en
zg € U alors V2 f(xg) € Sq(R). Autrement dit :

TT (o) = 2 (a0)

—(z29) = ——=—(=x0).

8a:j6xk 0 8xk6x] 0

Démonstration:

Voir [6, Théoréme 6.1.] pour une heuristique de la démonstration et [4, Théoréme
2 p. 306] pour une démonstration dans le cas d = 2. m

Nous aurons également besoin de la notion de classe C? (et on en profite
pour définir celle de classe C¥).

Définition 12 f est de classe C* en zg € U si x — Df(z) est de classe C' en
xo. f est de classe C? sur U si f est de classe C? pour tout x € U.

Plus généralement, pour k > 1, on dit que f est de classe C* si D=V f est
de classe C*=1 et D*=V f est de classe C*.

La proposition suivante est cruciale en pratique. Elle permet généralement
de justifier qu'une fonction donnée est bien de classe C*.

Proposition 6 f est de classe C* en xg € U si les dérivées partielles d’ordre
k existent et sont continues en xg.

Démonstration:
La démonstration se fait par récurrence sur k > 1 a partir de la proposition [3| =

Exercice 16 (@ 15 min - Calculs de Hessiennes) Aprés avoir justifié qu’elles
existent, calculer les Hessiennes des fonctions suivantes aux points demandés.

1. f1 : R?2 = R donnée par fi(z,y) = I—; + % en tout point (x,y) € R2.

2. fo:R? — R donnée par fo(x,y) = “”2—2 + % — 2y en tout point (x,y) € R2.

3. f3 : R = R donnée par f3(x,y,2) = 22 — 2xz — y? — 2yz en tout point
(z,y,2) € R3.

4. f1:R® = R donnée par fi(x,y) = e* + y—; en tout point (x,y) € R2.

Finalement, la formule clé de calcul différentiel dans les problémes d’opti-
misation est la formule de Taylor-Young a l'ordre deux (voir par exemple [G]
Théoréme 6.2.]).

Proposition 7 (Formule de Taylor-Young [ordre 2]) Soit f de classe C*
sur U et deuz fois différentiable en xo € U alors

fleo+h) = (o) + Df(wo)h+ 3 D[ (o) (b ) + o( ), = 0;

= Fao) + (V1) h) + 5002 F(ro)hs )+ o([BI?), b= 0.
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On se propose de faire la démonstration de la proposition [7] dans ’exercice
suivant.

Exercice 17 ( 10 min) Soit f de classe C* sur U et deux fois différentiable
en zg € U, soit h € RY.

1. Montrer qu’il existe & > 0 tel que [xg — 0h,x9+ 6h] C U.

2. Soit ¢ : t € [=6,8] = f(xo + th). Montrer que ¢ est de classe C sur
| — 6,8] et deux fois dérivable en t = 0. En déduire que

¢'(t) = Df(zo + th)h, ¢"(0) = D*f(xo)(h, ).

3. Aprés en avoir correctement vérifié les hypothéses, appliquer la formule de
Taylor-Young pour une fonction d’une variable réelle a la fonction ¢ en
0.

4. En déduire la proposition.

2.2 Convexité

Un outil trés utile dans les problémes d’optimisation repose sur la convexité
de la fonction objectif f. Commencons par rapeller quelques notions élémen-
taires.

Définition 13 (Ensemble convexe) Un ensemble C est dit conveze si pour
tous points z,y € C le segment [x,y] est contenu dans C. C’est-a-dire que pour
tous les points x,y € C et tout t € [0,1], le point tz + (1 —t)y € C.

Définition 14 (Fonction convexe) Considérons C un ensemble convexe de
E et g:C — R. La fonction g est dite convexe si pour tous les points x,y € C
et tout t € [0,1] on a

gtz + (1 —t)y) <tg(z) + (1 —t)g(y)-

g est dite strictement convexe lorsque 'inégalité est stricte chaque fois que x #
Y.

La proposition suivante est d’une importance cruciale.

Proposition 8 Suposons que A est ouvert et que f : A — R soit convere.
Alors, f est localement Lispchitzienne sur A. Plus précisément, pour tout x € A,
il existe un voisinage de V, de x dans A tel que fl|y, soit Lipschitzienne avec
une constante de Lispchitz qui dépende V..

Remarque 5 Une conséquence de ce théoréme est que si f est conveze, alors
f est continue.

Démonstration:
Voir [5, Prop. 5.18] m

Il se trouve que lorsque f est suffisamment différentiable, on peut caractériser
la convexité a l'aide de Vf et V2f. C’est le but de la proposition suivante.
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Proposition 9 Soit f : R — R de classe C'. On a les équivalences
1. f est convexe sur R?,
2. Pour tout z,y € R, f(y) > f(x) + (Vf(z),y — ),
3. Pour tout z,y € RY, (Vf(y) — Vf(z),y —x) > 0.

Si, de plus, [ est deux fois différentiable, les énoncés précendants sont également
équivalents a

4. Pour tout x € RY, V2f(x) est semi-définie positive i.e. pour tout h € R?,
(V2f(x)h, h) > 0.
On peut remplacer « convexe »par « strictement conveze »dans[d} si les inégalités
sont strictes pour x # y dans les propositions suivantes.

Exercice 18 (@ 15 min) En utilisant la caractérisation 4. de la proposition
[9, dire quelles fonctions données a l'exercice [16 sont convexes.

Le but de l'exercice suivant est de démontrer la proposition [0}

Exercice 19 (@ 30 min) Nous allons démontrer la proposition@ dans le cas
convexe seulement. Le but de la premiére question est de démontrer, dans cet
ordre, que 1. =— 2. — 3. = 1.

1. Nous commencons par démontrer que 1. —> 2.

(a) Soient x,y € RY et p : [0,1] — R définie par p(t) = f((1 —t)x + ty).
Montrer que pour tout t €]0,1[ on a

(b) Justifier que p est dérivable en 0 et que
¢'(0) = (Vf(x),y — ).

(c) Conclure.
2. Montrer que 2. = 3.
3. Nous allons démontrer que 3. =—> 1.
(a) Soient x,y € R% et g :[0,1] — R définie par

g9(t) = (L= 1) f(x) + tf(y) — F((1 = D)z + ty).

Démontrer que g est dérivable sur 10,1[ et qu’il existe to €]0,1[ tel
que g'(to) = 0.
(b) Nous allons démontrer que ¢'(t) > 0 pour t €]0,to[ puis ¢'(t) < 0
pour t €|tg, 1].
i. Pourt €]0,1], calculer ¢'(t).
ii. On pose z := (1 — t)x + ty. Montrer que pour t €]0,to[ on a :

(Vi(z),y —2) < (Vf(21)y — ).
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iii. En déduire que pour tout t €]0,to[ on a ¢'(t) > ¢'(to) = 0.
w. En raisonnant comme aux deux questions précédentes, montrer
que pour tout t €Jtg, 1] on a ¢'(t) < 0.
(¢) Démontrer que pour tout t € [0,1] on a g(t) > 0 et conclure.

4. On se propose maintenant de montrer que 3. <= 4. lorsque f est en plus
de classe C?.

(a) On montre d’abord que 3. = 4. Supposons que 3. est vraie.
i. Pourt € [0,1], on définit o(t) = (Vf(z),y —x) ot 2z = (1 —
t)x + ty. Montrer que ¢ est croissante puis qu’elle est dérivable.
it. En déduire que ¢’ (1) > 0 puis conclure.
(b) Montrons que 4. = 3. Supposons que 4. est vraie.
i. Montrer que ¢ est croissante.
it. En déduire 3.

3 Existence et unicité des minimiseurs

3.1 Existence

Dans ce paragraphe, nous donnons les principaux résultats qui permettent
de traiter la question d’existence pour le probléme d’optimisation et ainsi
de répondre par l'affirmative a la Question [T} Tous les résultats sont démontrés
a la fin du paragraphe.

Le théoréme suivant permet de traiter le cas ou ’ensemble A est compact.

Théoréme 2 Sila fonction objectif f est continue de A dans R et A est compact
dans R alors le probléme de minimisation a au moins une solution, c’est-
a-dire qu’il existe x, € A tel que

f(zy) =inf{f(z): z € A}

Le but de I’exercice suivant est de démontrer le théoréme 2
Exercice 20 (@ 8 min) Soit f : A — R continue avec A compact. On note
m =inf{f(z): z € A}.

1. Pourquoi est-ce que m € RU {—o0} ¢

2. Montrer qu’il existe (z,)nen € AN telle que f(x,) — m lorsque n — +oc.

8. Pourquoi est-ce qu’il existe x, € A et ¢ : N = N, strictement croissante,
telle que (Ty(n))nen convErge vers .

4. En déduire que f(xy) =m.

Un corollaire important du Théoréme [2| nous permet de traiter la Question
pour 1. lorsque la fonction f est coercive. Nous rappelons d’abord la définition
de la coercivité.
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Définition 15 (coercivité) Supposons que A soit non borné. On dit d’une
fonction g : A — R est coercive si

(z)

l||| =400

Corollaire 1 Si la fonction objectif f est continue sur A et est coercive alors,
si A est fermé, le probléme de minimisation a au moins une solution, c¢’est-
a-dire qu’il exste x, € R tel que

f(zy) = inf{f(z) : z € R},

Nous démontrons maintenant le corollaire [

Exercice 21 ( 8 min) Soit A C RY fermé et f : A — R, coercive et conti-
nue.

1. Fizons xog € A. Montrer qu’il existe R > 0 tel que
inf{f(z):z € A} =inf{f(z) : x € AN B(zo,R)},

ot B(xg, R) est la boule ouverte de centre xo et de rayon R dans R? pour
une norme || - || donnée.
2. Pourquot peut-on alors appliquer le Théoréme a f‘Amm ?

3. Conclure.

3.2 Unicité

Le résultat d’unicité pour un minimiseur du probléme d’optimisation
que nous allons énoncer repose sur des arguments de convexité, a la fois de
I’ensemble A et de la fonction f. Le théoréme essentiel concernant 1'unicité est :

Théoréme 3 Supposons que A est convexe et que la fonction objectif f soit
strictement conveze. S’il existe x, tel que

f(zy) =inf {f(z): 2z € A}
alors x, est unique.

Nous nous proposons de démontrer le théoréme

Exercice 22 ( 5 min) Soit A C RY un ensemble convere et f : A — R
une fonction strictement convere. On suppose de plus qu’il existe x, tel que
f(zx) = inf{f(z) : « € A}. Nous allons raisonner par l’absurde en supposant
qu’il existe y, # x, tel que f(y.) = inf{f(x):x € A}.

1. Montrer que f(z,) <inf{f(z):xz € A} ot z, = %x* + %y*.

2. Conclure.
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4 Caractérisation des minimiseurs

4.1 Probléme sans contrainte

Proposition 10 (Equation d’Euler) Soit f : A — R différentiable sur A. Si

f admet un minimum local en x, € A alors
Vf(x,) =0.

Si A =TR? et f est conveze de classe O, cette condition est suffisante et x, est
un mintmum global.

On démontrer maintenant la caractérisation donnée par I’équation d’Euler.

Exercice 23 (@ 12 min)

1. Soit f : A — R différentiable en x, € A ot z, est un minimum local de f.

(a) Montrer qu’il existe & > 0 tel que pour tout t €] — §,8] et h € R?
vérifiant ||h]| =1 on a

t(Vf(x.),h) +o(t) > 0.

(b) En déduire I’équation d’Euler en discutant l’inégalité précédente selon
le signe de t.

2. Soit f:RY = R de classe C' et convexe. On suppose qu’il existe x, € R?
tel que V f(xy) = 0, démontrer que xy est un minimum global.

Définition 16 Soit A C R¢ ouvert et f : A — R% de classe C* sur A. Sixz € A
vérifie Vf(x) =0, on dit que x est un point critique de f.

Exercice 24 ( 3 min) Attention, les points critiques d’une fonction ne sont
pas nécessairement des extrema locauz. Sauriez-vous donner un contre-exemple ?

Lorsque f est deux fois différentiable en x, on a de plus la proposition suivante.

Proposition 11 Soit f : A — R de classe C! et deux fois différentiable en

z, € A telle que Vf(x,) = 0. Si V2f(x,) est définie positive alors f admet en
T, un minimum local.

Démontrons alors la proposition

Exercice 25 (@ 15 min) Soit f : A — R de classe C' et deuz fois différen-
tiable en x, € ;1 telle que V f(z,) = 0 et telle que V2 f(x,) soit définie positive.
1. Donner la définition d’une matrice symétrique réelle définie positive.
2. Soit p := infp,cpa\ o} %E#' En utilisant la formule de Taylor- Young,
démontrer qu’il existe & > 0 tel que pour tout h € RY tel que ||h|| = 1 et
t e (—6,0) on ait

flx+1th) > fz) + Pp+ o(t?).

21



3. En déduire qu’il existe §; € (0,9) tel que pour tout h € R tel que ||h| = 1
ett € (—01,01) on ait
flz+th) = f(xs).

4. Conclure.

Exercice 26 (@ 20 min) On considére la fonction f : R? — R définie pour
tout (z,y) € R? par f(x,y) = —%.
1. Soit F = [0,1] x [0,1]. Montrer que f est bornée sur F et y atteint sa
borne sa borne inférieure. On pose alors m = inf{f(z,y) : (z,y) € F}.

2. Montrer que si la borne inférieure est atteinte en un point de l’ouvert
[e]
F =]0,1[x]0,1[ alors m = —Bgﬁ.
3. Déterminer le minimum de la fonction f sur F'\ F. Déterminer m.
Exercice 27 (@ 25 min-Méthode des moindres carrés) Soit M € M, ,(R)

avecm >n > 1, b€ R™. On cherche a minimiser f(x) = ||[Mz — bl|3.

1. Montrer que x, est solution du probléme des moindres carrés si et seule-
ment si MMz, = M'b (dite équation normale).

2. On se propose de démontrer [’existence d’une solution au probléme des
moindre carrés.

(a) Montrer que R™ se décompose en somme directe orthogonale comme :
R™ = Im(M) @ ker(M").

(b) En déduire que Im(M?*) C Im(M'M) et que le probléme de minimi-
sation a toujours une solution.

(c) Montrer que R™ se décompose en somme directe orthogonale comme :
R™ = ker(M) @ Im(M?").

(d) En déduire que ker(M*M) = ker(M).

(e) Démontrer que l’ensemble des minimiseurs de [ est un espace affine
de direction ker(M).

(f) Sous quelle condition sur M a-t-on une unique solution ?

3. Ré-écrire le probléme d’approzimation de m points distincts de R? par un
polynome de degré n—1 sous la forme d’un probléme des moindres carrés.

4.2 Probléme avec contrainte
On considére f: R? — R de classe C! et on définit
A= {xERd:gl(JU) =---=gp(z) =0}.

Ici les fonctions g; sont de classes C1(R%,R). On s’intéresse au probléme de
minimisation sous contrainte inf,eca f(x).
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Théoréme 4 (Extremas liés) Si f admet un minimum local en x, € A et si
Vgi(zy), ..., Vgp(zy) forment une famille libre dans R™ alors il existe A1, ...,\p €
R tels que

P
Vi) + Y AVg(a.) =0.
j=1
Cette derniére équation est souvent appelée équation d’Fuler-Lagrange.
Exercice 28 ( 10 min) Soit d € N* et S € S4(R). On cherche & minimiser
fizeRY— (Sx,2) sous la contrainte v € A = {x € R?: ||z]|2 = 1}.
1. Montrer que f|s admet un minimum global noté x, € A.

2. Montrer qu’il existe A € R tel que
ST = Axy.
3. Quelle est la valeur de f(xy) ?

Exercice 29 L’énergie d’une particule quantique de masse m dans un boite
parallélépipédique de cotés a, b, c est donnée par

mr? 1 1 1
o Tt e

E(a,b,c) =

ot h est la constante de Planck. Démontrer que si le volume du parallélépipéde
V(a,b,c) = abc est fixé a Vi alors le cube de volume Vi minimise l’énergie de la
particule.

5 Meéthodes de Gradient

L’objectif de ce paragraphe est de discuter de méthodes itératives permettant
de répondre au probléme de minimisation .

On va se concentrer sur les méthodes dites de descente :

Pour zj, € A, on construit 541 = xp +skdi o0 s, € R est un pas de descente
et dp € R? est une direction de descente. Une méthode de gradient revient
prendre pour direction de descente celle du gradient : —V f(x). La question
reste alors de trouver le "bon" pas pour que la méthode converge.

5.1 Notion d’a-convexité

Nous aurons également besoin de la notion d’a-convexité donnée dans [2].

Définition 17 Soit A un ensemble convexe non vide et f : A — R. f est dite
a-conveze si pour tout x,y € A et tout t € [0,1] on a

«
-t

fltz+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 -1)f(y) - St =)z - yll*.
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Si f : RY — R est a-convexe, on a les propriétés suivantes que ’on peut retrouver
dans [3].
Proposition 12 Si f : R? — R est différentiable alors on a équivalence entre
les énoncés suivants.

1. f:R? = R est a-conveze.

2. Pour tous z,y € RY, f(y) > f(a) + (Vf(2),y — 2) + §lly — [*.

3. Pour tous z,y € RY, (Vf(y) = Vf(x),y — ) > ally — a
Si de plus, f est deuz fois différentiable alors on a également :

4. Pour tout x € R, pour tout h € RY, (V2f(x)h,h) > ol|h|?.

Remarque 6 On remarque que :

1. Si f est a-convexe, alors f est strictement convexe.

2. Si f est a-conveze et différentiable alors f est coercive.

5.2 Meéthode du gradient a pas constant

Dans la méthode du gradient a pas constant, on choisit le pas de descente
est choisit constant. On construit donc, pour xy € R? la suite des itérés :

T4l = Tk — SVf(CCk)

Proposition 13 Soit f : R — R une fonction a-conveze deux fois différen-
tiable telle que M = supgcga |V f(z)| < +o0. Alors la méthode du gradient a

pas constant converge pour tout s € (0, 2W>

Exercice 30 (@ 15 min) Soit f : R — R une fonction a-convere deus fois
différentiable telle que M = sup,cpa |V2f(z)| < +00. On se donne zy € R?
et on définit la suite (z)nen € (RON par la relation de récurrence w411 =

Ty — sV fxg).
1. Montrer que f admet un unique minimum atteint en x, € R%.

2. Montrer que pour toutn >0 on a :
lznr1 = 2ul|? < llzn — 2.*(1 = 2500+ M?s?).

On devra utiliser le fait que x, est un minimum, la a-convezité de f et
Uinégalité des accroissements finis pour V f.

3. En déduire que la méthode du gradient a pas constant converge pour s €
(O, 2%), que cette convergence est géométrique. Quelle est la valeur de
s € R optimale ?
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5.3 Meéthode du gradient a pas optimal

La méthode du gradient & pas optimal consiste a prendre pour pas

Sn = argmin,.cp (f (2, — rV f(z,)).

Proposition 14 Soit f : R — R une fonction a-convere de classe C? telle que
sup,cpa |[D? f ()| gerey < M. La méthode du gradient a pas optimal converge.

Exercice 31 (@ 20 min) Soit f : RY — R une fonction a-convere de classe
C? telle que sup,cga || D f(2)|powey < M.

1. Montrer que f admet un unique minimum global atteint en un unique
minimiseur noté x,.

2. Soit v € R? tel que Vf(v) # 0. Montrer que s = f(v — sV f(v)) admet
un minimum global en un unique point s, (on pourra montrer qu’elle est
coercive et strictement conveze).

3. Fizons xo € R et considérons la suite

Tn1 =

Tn stnon
ot s, = argmin(f(zn, — sV f(2,))). Démontrer que pour tout n >0 on a
(Vf(@n41), Vf(zn)) = 0.

4. Démontrer que pour tout n > 0, on a
« 2
f(@n) = f(Xns1) > §||xn — Tyl

puis en déduire que (f(zn))nen est décroissante puis que la suite (z, —
Znt1)neN tend vers 0 lorsque n — +oo0.

5. Montrer que pour tout n > 0, |V f(z,)|| < |Vf(zn) — Vi(znt1)||. En
déduire & Uaide de linégalité des accroissements finis que (Vf(Zn))nen
tend vers 0 lorsque n — +oc.

6. Montrer que ||z, — x| < X[V f(z,)| et conclure.

5.4 Meéthode de gradient pour ’optimisation sous contrainte

Soit f : RY — R une fonction coercive et strictement convexe et ¢ : R — R,
une fonction convexe. Soit A = {x € R?: ¢(z) = 0}, on s’intéresse au probléme
d’optimisation sous contrainte :

inf f(z).

z€A

Pour n € N*, on pose f,,(z) = f(z) + ng(z). On a le résultat suivant.
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Proposition 15 Il existe un unique minimiseur x, € A au probléme de mi-
nimisation infye 4 f(x) et il existe un uniquement minimiseur x,, pour f.. De
plus, on a

|z — 24| = 0, n — 4o0.

Exercice 32 (@ 15 min) Soit f : RY — R une fonction coercive et stricte-
ment convere et ¢ : R? — R, une fonction conveze. Soit A= {x € R?: ¢(x) =
0} # 0, on s’intéresse au probléeme d’optimisation sous contrainte :

inf f(z).

z€A

Pour n € N*, on pose fn(x) = f(x) +neo(z).

1. Montrer que f admet un unique minimum global atteint en un unique
minimiseur noté x, € A.

2. Montrer que f, admet un unique minimum global atteint en un unique
minimiseur noté x, € R%.

3. Montrer que (xn)n21 est bornée et que pour toutn >1 on a

0 < d(xn) < —(flzs) — f20)).

SRS

4. En déduire que la seule valeur d’adhérence de (xy)n>1 est Uunique mini-
miseur T, de f puis conclure.

5.5 Meéthode de Newton

Soit f:R% — R. Si f est de classe C? au voisinage de z € R? alors, on a

fle+h) = f(z)+(Vf(z),h)+ %(VQf(x)h, h) + o([[h][*).

La stratégie de la méthode de Newton consiste & supposer que f est bien ap-
prochée par son développement de Taylor a ’ordre 2 est de trouver la meilleure
direction h pour minimiser f(z + h).

En pratique, a x fixé, on souhaite donc minimiser la fonctionnelle quadra-
tique

ge = h eRY— f(z) + (Vf(z),h) + %<V2f(x)h, h) € R.

gz est de classe C™ et on calcule aisément son gradient en h € R? en remarquant
que :

gz(h+ho) = go(h) + (V[ (), ho) + (V> f(2)h, ho) + o([|ho]|*).
En particulier, on obtient

Vgus(h) = Vf(z) + V2 f(2)h
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L’équation d’Euler nous dit que si h est un point critique de g, alors on a :
Vf(z)+ V2 f(z)h =0,
ce qui, lorsque la Hessienne est inversible, s’écrit :
h=—(V2f(x))" V().
La méthode de Newton est une méthode itérative qui se construit comme

suit :
{ g € Rd,
Thy1 = Tp — (V2f(xk))71Vf(zk),

en supposant que f est a une Hessienne inversible au point z;, € R

(2)

Remarque 7 On pourrait considérer une méthode itérative de la forme

{ o € Rd,
Tyl = Tk — (sz(xk))ilvf(xk)a

pour un pas de descente oy € R a choisir. On peut notamment construire des
méthodes de Newton & pas variable, en particulier en choisissant un pas optimal
G chaque étape. Nous ne l’abordons pas ici mais il est toujours bon de savoir
que c’est une possibilité.

Remarque 8 La méthode de Newton peut-étre vue comme un algorithme de
recherche de zéros pour une fonction g : R? — R de classe C'. En effet, dans
ce cas, on a le développement de Taylor a l'ordre 1 :

g9(x +h) = g(x) + Dg(x)h + o(|[h]])

Si on suppose que g est bien approchée par son développement de Taylor a l’ordre
1, on cherche la direction h & choisir telle que g(x + h) = 0 ce qui revient a
prendre

h=—Dg(z)"'g()

lorsque Dg(x) est inversible. On construit alors la suite d’itérées

xXo € Rd,
Trp1 = xp — Dglay) g(zr),

lorsque Dg est inversible en xy,.

On retrowve Ualgorithme (), si Uon choisit g(x) = V f(z). La méthode de
Newton peut donc étre vue comme un algorithme de recherche de zéros pour
la fonction x € R4+ Vf(x) € RY, c’est-a-dire un algorithme de recherche des
points critiques de f.

Proposition 16 On suppose que f est de classe C® et on se donne x, € R? tel
que
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1. x, soit un point critique de f, c¢’est-a-dire V f(zy) =0,
2. x, soit non-dégénéré : V? f(z,) soit inversible.

Alors, il existe § > 0 tel que pour tout xg € B(xy,0) on a :
1
lis — ]l < 5ok — 2l

En particulier, (xg)ren converge vers x.

On peut également démontrer que la vitesse de convergence est quadratique
mais nous ne le ferons pas ici.
On va démontrer dans l'exercice suivante la proposition [I6]

Exercice 33 (@ 25 min) Soit g : R4 — R? de classe C? et x, € R? tel que
i) g(z,) =0,
ii) Dg(x,) #0.

1. Démontrer qu’il existe 69 > 0 tel que pour tout x € B(x,,do) la différen-
tielle Dg(x) soit inversible.

2. Démontrer qu’il existe 51 €]0, 00| tel que pour tout x € B(xy,d1) on a :

1
< .
)= 4| Dg(x) " £ (ra ey

| Dg(x) — Dg(x*)Hﬁ(]Rd,]Rd

3. Soit G : B(zy,01) — R définie comme G(z) := x — Dg(z)"1g(z).
(a) Démontrer qu’il existe une fonction € : R — R wérifiant (r) — 0
lorsque r — 0 telle que

G(x)—2, = Dg(x) " ((Dg(a)-Dyglw.))(w—z.) +e (=) (2 —2.) ).
(b) Montrer alors qu’il existe § > 0 tel que pour tout x € B(xy,d) on ait
1
G() — 2 < Ll — ]
(¢) En déduire que la suite définie par xg € B(xy,0), Tpy1 = Tp —

Dg(z,) Yg(x,) est bien définie et converge vers x..

4. Comment appliquer ce résultat pour démontrer la proposition [16?

A Théoréme de Rayleigh-Ritz
Proposition 17 Soit M € Hy(C). On a

M (M) = inf{(Mz,z): x € C%||z| = 1},
Na(M) = max{({Mz,z) : 2 € C ||z|| = 1}.
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Démonstration:

Comme M est hermitienne, elle est diagonalisable en base orthonormée et on
note Ay < \g < --- < A4 ses valeurs propres et on considére une base orthonor-
mée B := (e1,€e2,...,eq) de vecteurs propres de M telle que Me; = \je;. Soit
x € C? tel que ||z| = 1. On sait que = = Z?Zl aje; ou pour tout j € {1,...,d}

on a a; € C avec Z;l:l |oij|* = 1. En particulier, on obtient :

(Mz, x) ZQJMEJ,Z Z%)\ 6],2 k)
k=1

Il en résulte que

Alz(min{)\j:je{l, d}})2|aj\ <(Mz, )

j=1

<)\ = (max{)\j 1j € {1,...,d}}> zd:aj|2.

B Théoréme de projection sur un convexe fermé

Théoréme 5 (Projection sur un convexe fermé dans un Hilbert) Soit H
un espace de Hilbert et C C H un conveze fermé non vide. Pour tout x € H, il
existe un unique y € C tel que

d(z,C) = inf [|lz — 2]l = [|lz —y].

On note y := Pc(x) et il est caractérisé par

y = Po(z) <= pour tout z € C,R((y —z,y — 2)) <0

Nous aurons besoin de cette proposition.

Proposition 18 (Théoréme des fermés emboités) Soit (E,d) un espace mé-
trique complet. Soit (Fy)nen une suite de fermés non vides de E telle que
Foy1 C Fy. Sié, = sup, yer, d(z,y) — 0 lorsque n — +oo alors il existe
un unique T4 € E tel que

ﬂ F, = {z.}

neN
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Démonstration:

Pour tout n € N on choisit x,, € F,,. La suite (2, )nen est de Cauchy dans E.
En effet, pour € > 0, il existe ng € N tel que d,, < . En particulier, pour tout
n>ngetp€ N ona T,y Ty € F, donc

d(-rn-i-paxn) <dp <e.

La suite (x,)nen est donc de Cauchy et comme lespace E est complet elle
converge vers r, € F.
Il se trouve que z, € m F,. En effet, pour n € N, si on considére la suite

neN
(Tk)k>n, C'est une suite d’éléments de F,, (car zj € Fy, C F,, pour tout k > n).

Comme F;, est fermé sa limite x, appartient a Fj,. Ceci est vrai pour tout n € N
donc z, € m F,.
neN
Supposons qu’il y ait deux éléments distincts =,y € ﬂ F,,. Pour tout n € N

neN
z,y € F,, donc on a

d(x,y) < 6p.

En particulier, lorsque n — +00 on obtient d(x, y) = 0 soit = y. Ce qui prouve
la proposition. m

Démonstration du Théoréme [3:
Notons 6 := d(x,C). Pour n € N*, on considére la boule fermée de centre =

1
Byi={z€H: |-z <5+-}

et on définit F), := B, NC. Par définition, pour tout n € N* F}, est fermé comme
intersection de fermés. De plus, F;, est non vide car sinon, pour tout z € C, on

N 1
|l —z|| > 6+ —.
n

Par passage a 'infimum dans le membre de droite, on obtient :

1
d=inf ||z —z]| >0+ —.
zeC n

Ce qui est absurde. On a également F;, 11 C F), et il suffit alors de montrer que
le diamétre des F;, tend vers 0. Soient y, z € F,,, I'identité du parallélogramme
donne

VL2 e

1
ly = 2" = 2lly — 2[|* + 2]|z = 2l|* = lly + 2 = 22 < 4(5 + —)* = 4[| =

yt=z
2

Comme € C, on obtient pas définition de ¢ :

1 4 8
ly —2|? <4(6+=)? —468° = — + —.
n n n
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Donc, par passage au supremuim
, 4 8
sup [ly —z[|" < — +— — 0, lorsque n — +o0.
Y,2E€F, n n

L’espace métrique C est complet car fermé dans ’espace de Hilbert H et on
applique le théoréme des fermés emboités aux F),. Ainsi, il existe un unique
y € C tel que (,,»; Fr» = {y}. De plus, x vérifie pour tout n € N* :

1
|z —yl| <5+ —.
n

En particulier || — y|| < 0 :=inf.cc ||z — 2| donc ||z — y|| = 9.

Montrons alors ’équivalence dans la caractérisation. Supposons que y =
Po(x) et prenons z € C. Comme C est convexe, pour tout ¢t € (0,1) on a
(tz+ (1 — t)y) € C et par définition de y on obtient

o = (tz+ (1 = )y)|* > [lz — yl*.
Ce qui devient
o —yll* + [z — yl| + 2R((z — y,y — 2)) = [z — y]|*.
En particulier, en divisant par t, on obtient :

tlz —yll +2R((z —y,y —2)) > 0

En laissant ¢ — 0 on arrive a

Rz —y,z—y)) <0.
Supposons maintenant qu’il existe y € C tel que pour tout z € C, on ait
Ry —z,y —2)) <0.On a
Iz =2l = e~y +y—=|® = 2 —ylI* +ly 2| = 2Ry —z,y—2)) > [ly —=|*.
On obtient alors

§ = inf ||z — x| > |ly — z|?
inf ||z — 2" 2 [ly - «|

et comme y € C, y = Po(x). m
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