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PHYSIQUE MATHEMATIQUE. — Equations de champs scalaires euclidiens non
linéaires dans fe plan. Note (*) de Henri Berestyeki, Thierry Gallowit et Otared Kavian,
présentée par Laurent Schwartz.

O étusdie dans cette Note 1'tquation de champ scalaire enclidien — Au=g(u) dans B, we H' (B?), wg0. Sous des
hypodbiues tris générales sur geCiR, ), nous montrons Pexistenee d'un état fondnmendal (solution dsediom
minimale) ¢ o'use ipfinité de solutions & syméirie sphénqoe pour ce probléme La démonstralion fepess
essenticllement sur des argaments de iype Ljusternk-5chal 1

MATHEMATICAL PHYSICS, — Monlinear Euclidean Scalar Field Equations in the Mane.

In this Nore we lnverrigade the egrarion —Au=giw) in B ugH [“11_.11 20,  Under péry genenm asumprians oms
ge C{R, R), we establish the existemee of a groves siabela sofaion ik minimal eoion) s of ifniely many sol o
of thix equation having spherical symmeery, T proagf exsertially refier oo Linsrernif-Sehnirelman rype argumen i,

1. INTRODUCTION ET RESULTATS PRINCIPAUX. — Mous étudions ici le probléme |

(1) —fu=glu) dans W7 weH'(R?), u#0

L]
On note G{“]"j' gis)ds et on suppose que g vérifie les conditions suivantes :
1]

{g.0) g€C(R R), g(—s=—gls), VseR,
ig.1) IL=0, G{=0,
(g.2) lim gis)/s=-m=<0,
A==
g.» Ya=0, 3C,>0, g(HSC,exp(ns’), V20,

Enfin, pour we H'{R?), on note :

1

S[Iﬂ]-z

'|"i':.n-|’it—j G alx.
L R

Les deux résultats principaux sont :

TueorEME 1, — Sadr g vérifiant (g 00 g, 3). I existe une solution @=0 de Féguation (1)
vérifiant em outre : u est 4 syméirie sphérigue, décroissante, we C{R®) er u saviglair
O=8(u) £ 8 (w), pour tout w solution de (1)

Tutortme 2. — Soit g eérifant (g, 0)-(g. 3. If existe wee infinitd de soduiions u, 6 C (R?) de
Féguation (1), (k& M*) d syméirie sphérigue ef tefles gue 5(u,) —+ o0 quand k — + o0,

Des résultats analogues pour I'équation (1) dans B avec N#2 ont été obtenus par 5.
Coleman, V. Glazer et A. Martin [1] (pour existence d'un état fondamental) et par H.
Berestycki et P, L. Lions{[2], [3]). En particulier, pour N 2 3, l'hypothése(g. 3) est remplacée
par hm g(x)/5' =000 /=(N+ 2)/(N = 2). Comme cela est indiqué dans [1] et [3] les méthodes

des ces travaux ne s'appliguent pas au cas N =2, Cependant, les démonstrations que nous
donnons ci-dessous sont & rapprocher — dans leur esprit = de celles de [2] et [3]. Signalons
enfin que M. J. csteban [4] a obtenu des résultats analogues au théoréme 2 sous des
hypothéses plus restrictives sur g.
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Remargue 1. — estclassique (Identité de Pohozaev; of. [3] par exemple) que si g & C(R, R)
vérilie (g. 2}Hg. 3} et 51 w est solulion de (1), on a alors

(2) J Gi{u)dx =10,
.“:-

On voit done que Uhypothése (g, 1) est nécessaire. |

Remargue 2. — D'autre part, 'hypothése (g, 3) est presque fBEEEsAATe €N OE SENS que 51 g o5l
continue, g(01="0 et g (0} >0, alors (1) n'admet aucune solution & symétrie sphérigue (voir
[5]). On peut encore améliorer dans le théoréme 1 Uhypothése (g, 2) et la remplacer par ©

82 at,>0, Glx)<0, Vel Gl

La démonsiration est analogue 4 celle que nous indiquons ci-dessous en ajoutant un
argument de symétrie et compacité de [6] que nous a signalé P. L. Lions, D'autre part, une
autre démonstration du théoréme 1 sous des hypothéses générales a été également chienue
indépendamment par P. L. Lions comme application de sa méthode de « concentration-
compacité » B

Remargue 3. — Quant & I'hypothése {.3), nous ignorons si elle est nécessaire, Celie
hypothése intervient pour des raisons de définition des fonctionnelles el des propriétés de
compacité (inégalité de Moser-Trudinger). Elle ne se justifie cependant que par analogie avec
lecas Nz W

Nous renvoyens le lecteur i lintroduction de [2] et de [5] pour les motivations physiques
sous-jacentes & 'équation (1 ). Nous esquissons ci-dessous les démonstrations des théorémes
| et 2. On trouvera les démonstrations détaillées dans 5

3 EXISTENCE D'UN ETAT FONDAMENTAL. — La démonstration du théoréme 1 repose sur la
réselution du probléme variationnel :

(3) Minimiser {J '|‘i’u'|1d;:, pe M }..
n:

ol Mc{nEH’{HJ}; p20, |Glr)=0}. On notera en dict que toute solution de (1)

appartient & M (remargue 1 ci-dessus). La démonstration se subdivise en quatre élapes.

Etape 1 : M #0. — Ceci découle de (g.1Hg.2).

Etape 2 : Sélection dune suite minimisante. — Soit (1), = d' (A7) une suite minimisante
pour (3}, Par un argument classique de symElrisation on peut suppeser que w0 et u, estd
symétrie sphérique, décroissante. En outre, par un changement d'échelles, on peut se
ramener & ||u, || =1.

Etape 3 : Passage d la limite. — Aprés exiractions de sous-suites, on peul SUPPOsCT que
u, —u dans H'(&?) faiblement et u, — u p.p. Posons G, (5} =G () +{m/2} 5*. A l'aide de
Iinégalité de Trudinger- vioser et d'un lemme de compacité {poir W. A. Sirauss [T on a
alors @

J' Gy () dx = j Gy () .
= R

Puisque u,e M, on en déduii
IG, )= % =0,
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En particulier &0, D'autre part, on a :

quréiufﬁvr.-r
ca M
et, comme Iutg l, on a Iﬁ(u]gﬂ.

En considérant les fonctions B, 8210, 1[, on montrefacilement que les inégalités précédentes
sonl des égalivés er, par conséquent, que w est solution de (3),

Etape 4 - Conclusion. = 1| existe donc un multiplicateur de Lagrange A tel que
—Au=% glu), ve M. Par la remargque 2 ci-dessus, il est clair que A =0 et = puisque sl —
gue & =0 On remarque eofin gue la fonction p{x)}= nl{x."ﬁ‘.l vérifie (1) et est également
solution de (3). Clest donc un &tat fondamental de (1). W

3. EXISTERCE DFUNE INFINITE DE SOLUTIONS. = La démonstration du théoréme 2 est plus
délicate que celle du théoréme 1. Par conséquent nous n'indiguerons ket que les principales
étapes de la démonstration. Dans la suite on note H=H! = { we d'(R?), u est & symétrie
sphérique |, Pour ue d, on pose :

T{u}-‘l. |[Ful?dx e v(u}-LG{u]dx.

Dans un premier temps, pour des raisons techniques on impose la condition
supplmentaire :

(&.4) geCY (R, R} e va>0, 3C,>0, |g'5]|sC.e™. VisR

(¢, remarque & c-dessous pour une indication sur le cas général ).

La démonstration du théoréme 2 consiste essentiellement & chercher des points critiques de
T sur N={ueH, V() 20, ||ul|-=1}.

Expliquons heuristiquement idée © 5i we N est un point critique de T sur ™, on a soit
Yiul=10, soit Viu)=0 Le cas Wi{w)=0 est exclu car dans ce cas il doit exister un
multiplicateur de Lagrange & € R tel que — Aw= 4 u, ¢2 qui est impossible car w# 0. On a donc
¥ (1) =10, et il existe deux multiplicateurs de Lagrange &, pe H tels que = Au=h giu)+pu, en
utilisant I'identité de Pohodaev (¢f. remarque 1) on en déduit (comme ¥ (1) =0t |||, =1)
p =10, puis en raisonnant comme dans 1'élape 4 de paragraphe 2, qu'il existe ¢ solution de (1)
avec Tie)=T{#) [on notera en afet que pour tout o>0 on a Tiu(s. )= Tiu)].

Pour démontrer ke théoréme 2, il suffit done de prouver 'existence d'une suite § o, ke M* |
de valeurs critiques de T sur M avec ¢, —+ + @ quand k — + =0, (On rappelle que ¢ est
valeur critique de T sur N s'il existe w point critique de T sur N el que T (u)=:c.)

La démonstration de I'existence de la suite {c,, ke ®® | requiert plusicurs étapes. On
notera VO Pensemble des valeurs enitiques de T sur M.

Erape |, — Condition de « Palais-Smale » modifide. Dans cette étape I'hypothése (g 4)
est inutile. On démontre les deux propriétés suivantes ;

LeEmmE 1. — Sice VO, il exisie g0, B0 ef a0 tely que pour fowd 2, fe R, ueNana !

|Tw)—c| S8, 0=Viwza = [T +aglu)+pullyzé
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LEMME 2. — Pour tows R =0, il existe >0 tel que pour toui n€ R, ueN, on a:
TR = [T +ou|szs

La démonstration de ces deuy lermmes se Fait e raisonnant par contradiction. On utilise en
particulier le lemme de compacité déji utilisé 4 Nétape 3 du paragraphe 1. Ce lemme permel
d'affirmer que si la suite {u,, neM ] est bornée dans H'(R?) et si w,—~» p.p. on a
G, (1)} — Gy (u) et g, (w)u, = g, (u)u dans L'{R*) avec g, (s) =g{s) +ms.

Remargue 4. — C'est en vue de "étape ci-dessus que 1'on a introduit dans la déinition de N
la contrainte [|u|. =1, En effet, il est évident que la fonctionnelle T ne vérific pas de
conditions de type « Palais-Smale » sur { ae H, V() 20 | [ni méme sur {we H, V() =0 .

Eiape 2. — Lemme de déformation. = On utilise i< I'hypothese (g.4) [qui donne
ve©l{H, B)]. Il est alors essentiellement classique de démontrer — en utilisant I'étape 1 —
que si >0, e VC, il existe e>0et i : N—+ N continue impaire tels que ;

nifueN, T{W)Sc+e})= {ueN, Tiu)Sc-c}.

E.rﬂpe' 1, — Exirtence de c,, avec op — + 0 qued £ = + ©.

Pour k e M* on pose £, = { B N, Bcompact, B= — B, y(B) =k |, oy désigne le genre de
B. llestclairque £, , , = E,, pour toutk Z 1, En adaptant une méthode de (3], §9.2,th 10,00
montre qué I, # @ pour k = 1. D'autre part, il est classique que si H, est un sous-espace de
dimension $k&, ona pourtout BeZ, ., BrH;# 0. Ces propriéiés et "étape 2 permettent
de montrer que O0<c, = Inf MaxT(u) = + 2 quand k + + = et ¢, e VT pour tout k=1

Hu wi B
Ceci conclut la dﬁmnnsl.m?ian.

Remargue 5. — En vue de cette étape on a introduit dans la définition de N la contrainie
V() = 0fau lieu de V(u) =0, En effet avec ¥ (v} =0 dans la déefinition de Ml semble délicat de
montrer que I, # @ pour tout £ 1.

Remargue 6. — Si g vérifie seulement (g.0}g.3), on procéde par approximation. Om
construit une suite de fonctions g, vérfiant (g, OHE.- 4) et une fonction g verifiant (g, 0-4(g. 3}
telles que Zis)Sg,(5)=gls) pour tout 520, £(0)Sg,0)<g (0) et, quand n— 4+,
gLl0) = g'(0); g, — g uniformément sur les compacts de ®. En utilisant les résultats
précédents pour g, el en passant  la limite sur # on déemontre alors le théordme 2.

Remargue 7. — Il est vraisemblable qu'en utilisant une technique analogue 4 celle de
H. Berestycki-P. L. Lions [8], on puissc améliorer la condition (g. 2} dans la théoréme 2.

i*) Remise be 20 juin 1983, secepiée ke 1T juin 1983,
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