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Équations aux dérivées partielles/Parïï'a/DifferentialEquations

Unicité de la solution de certaines équations
elliptiques non linéaires

Lucio BOCCARDO, Thierry GALLOUËT et François MURÂT

Résumé — Quand 1 <pS2 on montre l'unicité de la solution d'équations elliptiques non linéaires
du type

u6Wj-"(n); -div(|DM|p-2DM+ (p(M))=/

Quand p>2, on donne un contre-exemple au résultat d'unicité.

Uniqueness of the solution of some nonlinear elliptic équations
Abstract — We prove the uniqueness of the solution of nonlinear elliptic équations of the type

Q<P&2)
ueWj'p(Q); - div ( | Du \" ~ 2 Du+ q> («))=/

When p>2, we give a counterexample to the uniquenessresuit.

Abridged English Version — In this Note we address the problem of the uniqueness of
the solution of

where /eWj1,p (£2), X^O, and a is a Carathéodory function which defines a Leray-Lions

operator on Wj'p(Q); a is assumed to be "strongly monotone in Du" and locally lipschitz
continuous in u. More precisely one has for a. e. xeQ and for ail (x, t, E, ri)eR2 + 2N:

A model of such a function is given by a(x, u, Da)=|Da|p_2Da-l-(p(«), with cp lipschitz
continuous.

We prove in the Theorem that the solution of the above problem is unique when 1 <p^ 2
and X^.0 (see the proof in Section 2). The uniqueness resuit still holds for 2<p<co and
X>0 (see the proof at the end of Section 2), but fails for 2<p<oo and X= 0. Indeed, in
this case we provide in Section 3 a one-dimensional example with an infinité number of
solutions.

A

1. INTRODUCTION. - Soit Q. un ouvert borné de RN, N^l, et l<p< + oo
(p' =P/(P~ !))• On se donne une fonction de Carathéodory a : fi x R x RN -> RN vérifiant
les hypothèses suivantes [p.p. en xeQ et V(j, t, \, r))ER2+2N]

:
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Les hypothèses (1) et (2) sont classiques. Elles permettent, avec l'hypothèse de stricte
monotonie par rapport à £,

[qui est plus faible que (3)], de montrer (voir [4]) l'existence de M vérifiant

où/ est donnée dans W 1,p' (fi).
Nous montrons ici l'unicité de cette solution lorsquep^ 2 quand a vérifie (3) et (4).

THÉORÈME. — Si 1 <p^2 et a vérifie (l)-(4), alors la solution u de (6) est unique.
Ce théorème est déjà connu si p=2 quand la fonction a est linéaire par rapport à \

(voir [1]). Nous le démontrons pour p^2 au paragraphe 2.
Le résultat d'unicité énoncé dans le théorème est faux pour p > 2 et nous donnons un

contre-exemple au paragraphe 3. Ce résultat d'unicité reste cependant vrai si on ajoute
un terme strictement monotone (par exemple X\u\p~2u, X>0) au premier membre de
l'équation (voir [3]).

Un exemple modèle pour lequel le théorème énoncé ci-dessus s'applique consiste à
prendre a(x, s, £,) = b (s)\£,\p~2 £,+q>(s), avec Z>(s)j_a>0 et b et (p lipschitziennes.

Remarque 1. — L'hypothèse (3) est cruciale dans notre démonstration. Elle est bien
vérifiée pour tout p> 1 pour l'exemple a (x, s, £) = b (s) | £, \p~ 2 Ç + cp (s) si b (s) ^ y/(p — 1),
VseR.

Par contre, l'hypothèse

n'est jamais satisfaite pour \<p<2. En effet, supposons que a vérifie (1) et (7) et que
1 <p < 2. Soit (x, s) e fi x R tel que \ -* a (x, s, Q soit continue. Pour f e R on pose
d(t)= a1(x, s, 2,), où %=(t, 0,..., 0) et où ax désigne la première composante de a. Fa
fonction d est continue de R dans R et vérifie (d(t)-d(t'))(t-t')^y\t-t'\p pour
(t, t')eU2. Pour t„ définie par to = 0, f„ = *„-1 + a„, avec aII = (l/w)1/(,'~1), on a donc

ce qui est impossible.

Remarque 2. — On peut également montrer (voir [5]) des résultats d'unicité de la
solution « renormalisée» de l'équation

M6Wj-"(fi); -div(a(x, u, DM))-div <f>(ù)+ Xu=f
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2. DÉMONSTRATIONDU THÉORÈME. - On suppose que u1 et u2 sont deux solutions de
(6). On en déduit

On remarque maintenant que v^, ty2eF1(£ï). En effet, comme M,eWo'''(fi), on a
\F>Ui\peF1 (Cl) et iDMjl^'eL1, car 0^2-p<p (on utilise ici l'hypothèse 1 <p^2). Ceci

montre que vj^eL^fi) puisque VI/J^IDMJ |2~P. Pour montrer que ij/jeL^fi), il reste à
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vérifier que |M;|2(p_1)|DMi|2_"eL1(fi),et /r2|DM1-|2_,'eL1(fi), ce qui est immédiat car
h2ehp'l2(£ï) et uf^-^eF"'12^) et (2/p') + ((2-p)/p)= 1.

Comme (~) Ac = {xeQ:O<\v(x)\^O}=0, la continuité décroissante de la mesure
£>0

montre que mes Ae -* 0, quand e -» 0. On en déduit que

D'où, avec (13), pour e<8 (8 fixé) [en utilisant c01|q>HJ^||Dcp||l5VcpeWj'1^)]
r i rc0mes{xeQ:\v(x)\^6}£^ |T.(s)|^- |DT»|-»0.

e Jn e Jn

Ceci prouve que D=0p.p., i. e. que u1 = u2.

Remarque 3. — Si on considère l'équation

(14) M6Wj-p(fi); -div(o(x, M, DM)) + X,|M|P-2M=/,

avec ^.>0 et l<p^2 la démonstration est la même car la contribution du terme

M (|"i |p_2"i~|«2j'-2«2)Te(1;)est positive.
Jn
Si p>2 la présence du terme X|M|P_2M permet de démontrer l'unicité de la solution

de (14) (voir [3]), car, avec le même choix de la fonction test Ft(v), et les mêmes notations
que précédemment,on déduit, au heu de (10),

où

Be={xefi:|î;(x)|èe} et ^3 = (\F>u2\p-1 + \u1\p- 1 + \u2\p-1+h)\F>v\eL1(£ï).

En faisant tendre e vers zéro dans (16) on déduit que (comme X,>0 et mesAe -» 0)

et donc Mj = u2 p. p. dans fi.

3. CONTRE-EXEMPLE À L'UNICITÉ. — Sous les hypothèsesdu théorème avecp>2, au lieu
de \<p^2, le résultat d'unicité est faux. On donne ici un exemple avec N=l. Cet
exemple, inspiré d'un exemple de [2], est simplement construit à partir de la non unicité,
pour 0<a< 1, de la solution de l'équation différentielle
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Pour tout ceR+, la fonction v(x) = ((l-0L)(x-c)+)1,il~") est solution de (17).

Soit p>2, on pose oc= l/(p—l). On prend

La fonction a vérifie bien (l)-(4). On prend/définie par

Noter que /eL°°(fi)cW 1,p'(fi). Nous allons expliciter une infinité de solutions
distinctes M0 et Mc(eWj'p(fi)) de (6). Soit M0 la fonction définie par :

La fonction uc est également solution de (6) : nous avons donc construit une infinité de
solutions distinctes de (6).

Note remise le 30 mars 1992, acceptée le 23 avril 1992.
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