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Equations aux dérivées partielles/ Partial Differential Equations

Unicité de la solution de certaines équations
elliptiques non linéaires

Lucio Boccarpo, Thierry GALLOUET et Frangois MURAT

Résumé — Quand 1 <p<2 on montre 'unicité de la solution d’équations elliptiques non linéaires

du type
ueWp?(@;  —div([DuP"2Du+ W)=/

Quand p>2, on donne un contre-exemple au résultat d’unicité.

Uniqueness of the solution of some nonlinear elliptic equations

Abstract — We prove the uniqueness of the solution of nonlinear elliptic equations of the type
(1<p=2)
ueWyr(Q); —div(|Dul? "2 Du+ o W)=f.

When p>2, we give a counterexample to the uniqueness result.

Abridged English Version — In this Note we address the problem of the uniqueness .of
the solution of

{ —div (a (%, , Du))+A|u|P"2u=f,
ueW§”(Q),

where fe W57 (Q), A=0, and 4 is a Carathéodory function which defines a Leray—Lfons
operator on W3 ?(Q); a is assumed to be “strongly monotone in Du” and locally lipschitz

continuous in #. More precisely one has for a.e. x€€, and for all (x, 2, &, n)eR?*2N;
0)) \ Ja>0 suchthat (a(x, s, E)—a(x, s, 0) E=a|E),
) 3B>0, 3IkeL?(Q) such that |a(x, s, §)|§ﬁ(le(x)+|s|”‘1+|£_,|1’"i),
() 3y>0 such that (a(x 5 O—a(e s ME-MZy(EP2+[nP-2)]e-n],
@ { 38>0, JreL?” (Q) such that

|a(x, s, E)—a(x, t, E)|S8|s—2| (@) +|EP1+|s|Pt+]z]p7Y).

A model of such a function is given by a(x, #, Du)=|Duz [P~ *Du+ ¢ (x), with ¢ lipschitz
continuous.

We prove in the Theorem that the solution of the above problem is unique when 1 <p<2
and A=0 (see the proof in Section 2). The uniqueness result still holds for 2 <p< oo and
A>0 (see the proof at the end of Section 2), but fails for 2<p< oo and A=0. Indeed, in
this case we provide in Section 3 a one-dimensional example with an infinite number of
solutions. ¢ ‘

1. INTRODUCTION. — Soit Q un ouvert borné de RN, N>1, et l<p<+wo
(¢'=p/(p—1)). On se donne une fonction de Carathéodory a:Qx Rx RN - RN vérifiant
les hypothéses suivantes [p.p. en xeQ et V(s, ¢, &, n)e R2*2N] :

M Ja>0 tel que (alx, 5, ©=ax, 5 0) E2alL],
2 >0, Ikel”(Q) tels que |a(x, s, &)|SPEx)+]|s|P~ +|EP™Y),
Note présentée par Jacques-Louis Lions.
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(3 3y>0 tel que (a(x, s &)—ax, s, ME-—MZY(EP 2+ |n"H)|e—n %

@ 35>0, 3hel”(Q) tels que
|a(x9 5y i)_a(xs t &)‘ésls_t|(h(X)+|§|p_1+is‘p_1+|tlp"l)_

Les hypothéses (1) et (2) sont classiques. Elles permettent, avec ’hypothése de stricte
monotonie par rapport d §

®) (a(x, 5, &)—alx, 5, M)E—M)>0, VE#n,

[qui est plus faible que (3)], de montrer (voir [4]) 'existence de u vérifiant
(6) ueWg ?(Q); J a(x, u, DyDo=(f, ¢, YoeWy7(Q),
.

ou f est donnée dans W™ 17 (Q).
Nous montrons ici I"unicité de cette solution lorsque p<2 quand a vérifie (3) et (4).

THEOREME. — Si 1<p=<2 et a vérifie (1)-(4), alors la solution u de (6) est unique.

Ce théoréme est déja connu si p=2 quand la fonction a est linéaire par rapport a §
(voir [1]). Nous le démontrons pour p<2 au paragraphe 2.

Le résultat d’unicité énoncé dans le théoréme est faux pour p>2 et nous donnons un
contre-exemple au paragraphe 3. Ce résultat d’unicité reste cependant vrai si on ajoute
un terme strictement monotone (par exemple A|u|""2u, A>0) au premier membre de
Péquation (voir [3]).

Un exemple modéle pour lequel le théoréme énoncé ci-dessus s’applique consiste a
prendre a(x, s, £)=b(s)|E|P "2 £+ ¢ (5), avec b(s)=a>0 et b et ¢ lipschitziennes.

Remarque 1. — L’hypothése (3) est cruciale dans notre démonstration. Elle est bien
vérifiée pour tout p>1 pour 'exemple a(x, s, £)=5(s) &P 2E+@(s) si b()2 y/(p— 1),
VseR.

Par contre, I’hypothése

(M 1y>0 tel que (a(x, s, &)—a(x, s, N))E—M)2y|E—n|?

n’est jamais satisfaite pour 1<p<2. En effet, supposons que a vérifie (1) et (7) et que
1<p<2. Soit (x, s)eQxR tel que & —a(x, s, &) soit continue. Pour reR on pose
d()=a,(x,s,&), ou £=(1, 0, ..., 0) et ou 4, désigne la premiére composante de a. La
fonction d est continue de R dans R et vérifie (d())—d())(¢—¢)=y|t—1 | pour
(t, t')eR?. Pour ¢, définie par 1,=0, t,=¢,_, +a,, avec a,=(1/n)"~ D on a donc

d(t)—d(@t,- )z yap ™t

oo}

On en déduit, avec t*= Z ®,, par continuité de d,

n=1
) d@)—d0)zy ), o7 '=+oo,
n=1
ce qui est impossible.
Remarque 2. — On peut également montrer (voir [5]) des résultats d’unicité de la

solution « renormalisée » de ’équation
ue Wi r(Q); —div(a(x, u, Du))—div o ) +Au=/.
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2. DEMONSTRATION DU THEOREME. — On suppose que u, et u, sont deux solutions de
(6). On en déduit

j (a(x, uy, Duy)—a(x, uy, Du,)) D¢=f (a(x, uy, Duy)—a(x, u;, Du,)) Do,
Q Q

VoeW§P(Q).

On pose v=u,; —u,, et, pour £¢>0, on prend dans (9) ¢=T,(v) avec T,: R — R définie
par

)

T (s)=s, si

|
) .
T,(s)=¢ —, si |s|>e
|s]

En remarquant que DT, (v)=Duv sur A,={xeQ:0< |v(x)|Le} et DT, (v)=0 ailleurs,
on obtient, avec (3) et (4),

(10) YJ (|Du; [P~*+|Du, P~ %) | Do |?
A
.§5J |v| (B (x)+|Duy [P~ +|uy P2+ uy |"'1)|Dv|.
Ag
L’inégalité (10) est encore vraie en changeant », en u, et u, en u#,. On en déduit
an 'yf (|Duy [P~2+|Du, |7~ 2) | Do }?
Ag

p—1 p~1 i
<o [ Jo) (IPE PRl 4oyt 4 ) ol

Pour i=1,2 on peut écrire, pour ¢,, ¢,, . .., ne dépendant que de 5 et v,

|Du,_ |"—1

8| — le‘|§~'6!|Dui|”'2|Dv]2+c1|v|2|Dui|"

801} hl1Do] <X D=2 Dot ¢y o2 4| D7

8Jollws~*| Do T |Dulr 2| Dol +3 o] [ 7~ | Duy .
En utilisant ces inégalités, on déduit de (11)
12) % J (IDul 'p_2+|Du2 |p—2)le|2§f lv |2 caVySc, € J vy
As Ae Ac

avec : .
Y, =|Du, [P+ |Du, |P+|h|*|Duy |* 7P+ |k |* | Du, |77
A e e e

En utilisant Iinégalité de Cauchy-Schwarz on a, avec Y, =(|Du, P72 +|Du, [P~3)7 1,

a3) <J|D§Tg(v)|= f |D'v|§<c582f wl)m(f %)”2.
Q Ag Ag A

On remarque maintenant que y,, ¥,eL!(Q). En effet, comme ©,e W} '?(Q), on a
|Dy; [PeL (Q) et | Dy;|>~PeL?, car 0<2—p<p (on utilise ici ’hypothése 1<p=2). Ceci
montre que \, € L' (Q) puisque Y, <|Du, |>~?. Pour montrer que ¥, eL*(Q), il reste a
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vérifier que |u;[*?~ | Dy, |>"PeL' (Q), et h*|Dy,|*"PeL1(Q), ce qui est immédiat car
R eL?2(Q) et u? P~ Ve LP2(Q) et 2/p)+(2—p)/p)=1.
Comme N A,={xeQ:0<|v(x)|<0}=¢, la continuité decr01ssante de la mesure

e>0

montre que mes A, — 0, quand € — 0. On en déduit que

f Y;—»0 quand ¢ - 0.

D’on, avec (13), pour £< 8 (3 fixé) [en utilisant ¢, || ¢ ||, <||Do|,, ¥ e Wi 1 ()

comes{er !v(x)|>8}< J|T()|< J|DT(‘U)|—>0

e

Ceci prouve que v=0 p.p., i.e. que u; =u,.
Remarque 3. — Si on considére I'équation
(14) ueWi?(Q); ~div (a(x, u, Dw)+A|uP~2u=f,

avec A>0 et 1<p=<2 la démonstration est la méme car la contribution du terme
XJ. oy P20y —|uy P2 uy) T, (v) est positive.
Q : i

Si p>2 la présence du terme A|u|"~%u permet de démontrer I'unicité de la solution
de (14) (voir [3]), car, avec le méme choix de la fonction test T, (v), et les mémes notations
que précédemment, on déduit, au lieu de (10),

15 yj (|Du1|""2+|Du2|"‘2)|Dv|2+lJ‘ (|u1|p_2u1—|uzlp_2u2)T£(v)
Ac — Q
gaf o (| Dty [P+ |y P~ + |1, [P~ + () | Do
A .

En remarquant que |Dv|eL?(Q) et (|Du, [P~ +|uy P71 +|u, [P~ +h)eL” (Q) on a
donc

(16) ij ||u1|1’_2u1—|u2|p_2u2|§88j '\]13
Be Ag

ou
B,={xeQ:|v(x)[2e} et VYy=(|Duy [P +|u P71 +|u, P+ k)| Do|eL Q).

En faisant tendre & vers zéro dans (16) on déduit que (comme A >0 et mes A, — 0)
j e P72y — |y P2 4y |=0
Q

et donc u; =u, p.p. dans Q.

3. CONTRE-EXEMPLE A L'UNICITE. — Sous les hypothéses du théoréme avec p>2, au lieu
de 1<p=2, le résultat d’unicité est faux. On donne ici un exemple avec N=1. Cet
exemple, inspiré d’un exemple de [2], est simplement construit 4 partir de la non unicité,
pour 0<a<1, de la solution de Péquation différenticlie :

an - v ()=|v(x)]% 2(0)=0.
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Pour tout ceR*, la fonction »(x)=((1—a)(x—c)*)/1~% est solution de (17).
Soit p>2, on pose a=1/(p—1). On prend
Q=]-1,2+2/A-a)) et a(xsE=|E &+ 0()

avec
¢ (£)=0, s23 et 520,
=3—s,  2Z5<3,
(18) @ (s) s <s
( o)=1, 1<s<2,.
P ($)=s, 0<s<l.

La fonction a vérifie bien (1)-(4). On prend f définie par

fF@)=—(@-DOx* 218x-9x%, —l<x< “(%)1/3

f(x)=—(p—1)(9x2)p—2 18 x, —(%)1/3<x<-—(§)1/3
FO)=—(p—1)OxP 218 x+9x7, —<%>lla<x<0
f(x)=0, O<x<2+i.

1—«o

Noter que feL®(Q)cW™ 7 (Q). Nous allons expliciter une infinit¢ de solutions
distinctes u, et u, (e Wy P (Q)) de (6). Soit u, la fonction définie par :

Uy (x)=3x*+3, —1£x0,
w3 = (A=), 0<xS
—o
1 1
Uy (x)= —x+—1—+2, — <xZ1+ —
1—a 1—a 1—a
) 1/(1—w
uo(x)=((l—a)(—+l—x>) s 1+—1—<x§1+ L,
1—a 1—a 1—a

uy (x)=0, 1+—2~<x§2+i.
1—a 1—a

La fonction u, est solution de (6); noter que
lug P up+@(ue)=0  si 0=x=2+2/(1—a).
Pour tout ¢ tel que 0<c< 1, soit u, la fonction définie par :
u()=ug(x), —1=x=0,

u,(x)=3, 0<x=c,

u, (x)=uy(x—c), c<xZ2+ TZ—_
—a

La fonction u, est également solution de (6) : nous avons donc construit une infinité de
solutions distinctes de (6).

Note remise le 30 mars 1992, acceptée le 23 avril 1992.
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