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CONVERGENCE D’UN SCHEMA
DE TYPE ELEMENTS FINIS-VOLUMES FINIS
POUR UN SYSTEME FORME D’UNE EQUATION ELLIPTIQUE
ET D’UNE EQUATION HYPERBOLIQUE (*)

par R. EYMARD (') et T. GALLOUET (%)

Communiqué par R. TEMAM

Résumé. — La modélisation des écoulements polyphasiques en milieu poreux conduit, dans
un cas simplifié, au systéme d’équations couplées u, — div (u VP ) = 0 et AP = 0, définies sur
un ouvert borné 0 de R? ou de R®. Cet article en étudie une discrétisation.

Un maillage triangulaire dans R? (tétraédres dans R*) est utilisé pour la discrétisation en
espace des deux équations. Le schéma d’Euler explicite, et une méthode de volumes finis
pondérés, sont appliqués a la discrétisation en temps et en espace de la premiére équation ; une
méthode d’éléments finis est utilisée pour I’ équation elliptique en P.

Le schéma numérique ainsi défini permet, sous une condition de stabilité usuelle, une
propriété de convergence vers une solution du systéme d’équations couplées, prouvée a I’ aide
d’une estimation de la variation totale des solutions approchées. Cette convergence permet de
montrer I’existence d’une solution a ce systéme d’ équations.

Abstract. — Convergence of a finite element-finite volume scheme for coupled elliptic-
parabolic equations. We study here a discretization scheme for the following coupled system of
equations :

u,—div (uVP)=0
{ar 2.

defined over a bounded open set 2 of R* or R>.

A triangular mesh is used for the space discretization of both equations, in the case of two
space dimensions (a tetrahedral mesh is used in the 3D case). The time discretization of the first
equation is performed with the explicit Euler scheme, while its space discretization uses a
weighted finite volume method. A finite element method is used for the elliptic equation. The
numerical scheme thus defined converges, under a usual stability condition, in the sense that a
family of approximate solutions converges, when the mesh size tends to 0, towards a solution of
the original coupled system. This result is proven via an estimate on the total variation of the
approximate solutions. Note that it also yields the existence of a solution to this system of
equations.

(*) Manuscrit recu le 2 décembre 1991 et sous forme révisée le 3 novembre 1992.

(') Laboratoire Central des Ponts et Chaussées, 58 Boulevard Lefebvre, 75015 Paris.

() Université de Savoie, Département de Mathématiques, BP 1104, 73011 Chambéry
Cedex.
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844 R. EYMARD, T. GALLOUET
1. PRESENTATION DU PROBLEME
1.1. Contexte physique

La simulation des écoulements en milieu poreux est un enjeu important
dans ’industrie pétroliere, car elle permet la compréhension, la prévision et
I’optimisation de la production des hydrocarbures. Les traitements numéri-
ques utilisés industriellement ont surtout fait appel a des méthodes couplées
volumes/différences finis [1]. Depuis 1990, une méthode est apparue, qui
concilie pour la premicre fois dans ce domaine le couplage d’une méthode
d’éléments finis avec une méthode de volumes finis. Cet article a pour but
d’en montrer la convergence, dans un cas tres simple. Le modéle physique a
I’origine du probléme traité ici est le suivant :

— on étudie des écoulements diphasiques immiscibles incompressibles ;

— chaque phase liquide est composée d’un unique constituant, dont on
étudie la conservation ;

— la gravité, et les phénomenes capillaires sont négligés devant les
champs de pression développés par les termes d’alimentation ;

— la porosité du milieu est supposée constante ;

— le flux volumique de chaque phase est supposé suivre une loi de Darcy
polyphasique linéaire, et les viscosités des deux fluides sont supposées
égales ;

-— la perméabilité du réservoir est supposée constante et isotrope.

Sous ces hypothéses, le probleme se ramene a la recherche de la saturation
u(x, t) de I'une des deux phases, et de la pression P (x, ), fonctions de la
variable d’espace x et de temps ¢, solutions du syste¢me d’équations couplées
suivant :

(u(x, t)), —div (u(x, t) VP (x)) =0
{(1 —ux, t)),—div (1 —u(x, t))VP (x))=0.

Un cadre classique de traitement de ce probléme est I’emploi de la théorie
des caractéristiques, jointe a un traitement classique d’une équation ellipti-
que. Cependant, une telle approche ne peut pas permettre de résoudre des
problémes posés dans un cadre physique plus complexe (compressibilité,
équilibres thermodynamiques, ...), pour lequel seules des méthodes de
volumes finis permettent d’obtenir des solutions admissibles.

1.2. Modele mathématique

On désignera par d = 2 ou 3 la dimension de ’espace dans laquelle se pose
le probléme physique. Le lieu des phénomenes d’écoulement est représenté
par £, un ouvert borné de R? a contours polygonaux (d = 2) ou a contours
polyédriques (d = 3). On désignera par I la frontiére de {2, et n sera la
normale a I" extérieure a {2
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UN SCHEMA ELEMENT FINI-VOLUME FINI 845

On se donne une fonction g € L>(I'") vérifiant [ g(y)dy =0; cette
Jr
fonction traduit les termes d’alimentation par la frontiére d’un fluide dont la
nature doit étre précisée sur la partie de la frontiére ou les flux sont entrants.
On pose I''t={yerl, g(y)=0}, Nr=000Ur" et
I'' ={vyerl, g(y)<0}.
On se donne deux fonctions uy € L*(2) et u e L*(I'* x R*), représen-

tant respectivement la saturation initiale, et la saturation du fluide entrant.
On pose :

Q(IZ’LXR*):{(pEC?’(RdXR,R), @ =0 sur I“><|R+}.

On recherche (4, P)e L*(2 xR"*)x H'(2) solution du systeme
d’équations suivant :

AP (x) = 0 pour tout x € 2

VP (y).n(y)=g(y) pourtout y € I

u,(x, t) —div (u(x, t) VP (x)) = 0 pourtout xe 2,etre R™*
u(x, 0) = uy(x) pour tout x € £2

u(y,t) =u(y,t) pourtout y € I'* ettout t € R* .

Une telle solution (u, P)e L®(2 x R* ) x H'(2) est, en fait, solution au
sens faible suivant :

e
JR+ L; u(x, t)( o (x,t)— VP (x).Ve (x, z)) dx dt

Vo e 2(27 xR") +J uy(x) @ (x, 0)dx
0

+J J u(y,t) e(y,t)g(y)dydt =0
R* I+

(D

et
VXEHI(Q)J VP(x).VX(x)dx—J~ X(v)g(y)dy =0. 2)
0 r

L’existence et 1’unicité (a une constante prés) de P € H 1(£2) solution de
(2) est bien connue. La fonction VP est alors déterminée de maniére unique.
Un résultat d’existence d’une fonction u solution de (1) a été établi par
G. Caginalp [9], lorsque les hypotheéses sur la régularit¢ du champ de
pression, jointes aux hypothéses de régularité du maillage, sont suffisantes.
L’existence d’une fonction u solution de (1) n’est pas un résultat classique,
dans le cas contraire. Aussi, 1’existence de u sera une conséquence de la
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846 R. EYMARD, T. GALLOUET

démonstration de la convergence du schéma numérique. L’ unicité de cette
solution ne pourrait étre montrée que si des hypothéses supplémentaires sur
la fonction g conduisent a une régularité du champ P suffisante.

Remarques :

1) (u, P ) solution de (1) (2) satisfait également au sens faible 1’équation :
(I —ux,t)),—div (1 ~ux, t))VP(x))=0

ii) le schéma exposé dans cet article assure la conservativité locale de
chacune des deux grandeurs v et 1 — u ;

iii) I’estimation tfaible de la variation totale de u, (approchant u),
démontrée en partie 4, fait intervenir 1’appartenance de P, (approchant P) a
H'(£2), et la démonstration de la convergence du schéma fait intervenir la
convergence de la pression approchée dans H'(£2) vers la solution de (2)
(partie 5) ;

iv) d’autres auteurs ont utilis€ des estimations sur la solution approchée
(notée u, ci-dessus) voisines de 1’estimation faible sur la variation totale de
u, (que nous utilisons dans cet article), pour montrer la convergence de
schémas numériques pour l’approximation d’équations hyperboliques non
linéaires [4] ;

v) le schéma et la démonstration exposés ici s’étendent sans difficulté au
probléme suivant, appelé « probléme avec termes source » :

—~ AP (x) = f(x) pour tout x € {2
VP (y).n(y)=g(y) pourtout y € I
u,(x, 1) —div (u(x, t) VP (X)) + u(x, t) f~ (x) = s(x, t) f* (x)

pourtout x € 2,ett e R*
u(x, 0) = ug(x) pour tout x € £2

u(y,t)=u(y,t) pourtout y € I'" ettout t € R*

ol felL*2) avec J g(y)dy + J f(x)dx=0 et seL®(2 xR");
r a
cependant, afin de ne pas alourdir la démonstration, seuls les ajouts liés a ce

probléme seront mentionnés dans la suite en remarques.

2. SCHEMA NUMERIQUE
2.1. Définition des triangulations et espaces de fonctions approchées
Propriétés géométriques :

Soit # € R*"; on définit une triangulation 3, = &i)i-1,.,n, de £

constituée si d = 2 par des triangles, si d = 3 par des tétra¢dres. La famille
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des sommets du maillage sera notée (4;);csou S = {1, 2, ..., N} dépend
de h.

On veut imposer sur J, des conditions qui suffisent a assurer :

— que les gradients des fonctions de base des élements finis P! sur cette
triangulation aient deux a deux des produits scalaires négatifs (condition
suffisante de positivité des transmissivités) ;

— que la distance entre tout élément de H' (2 ) et les fonctions approchées
par élément fini P! sur J, tende vers 0 avec 4 (condition de convergence de la
méthode d’éléments finis).

Il suffit pour cela de supposer, et on le fera dans la suite, qu’il existe trois
réels a, b, , avec 0 <a<b et 0 <n < 7/3, tels que:

+ la distance entre deux sommets d’un méme élément soit comprise entre
ah et bh

+ la mesure en radians de tout angle constitué de trois sommets d’un méme
élément soit comprise entre 7 et 7/2.

On peut déduire de ces hypotheses que a et b peuvent &tre choisis pour que
la mesure de K; soit comprise entre ah? et bh?. On déduit aussi 1'existence
d’un entier n, indépendant de 4 tel que :

ny = sup card {k € S/k et j sont deux sommets d’un méme élément } .
jeS

Ce nombre n, majore le nombre des sommets « voisins » d’un sommet
donné.

Fonctions de base P :

On définit la base classique P' de ’espace de fonctions V,, constituée des
fonctions X; € H'(2), j€S, telles que Vj € S, Yke S, X;(Ay) = 6, ou
8, est le symbole de Kronecker. Pour chaque j € S, la fonction X; est alors

continue, de gradient VXj constant dans chaque élément, et vérifie la
propriété suivante essentielle pour la suite :

Vie 2 ¥ X;()=1 et ¥ VX;(x)=0.

jeS jeS

Définition des transmissivités :

Du fait des hypotheéses sur le maillage (angles entre arétes inférieurs a un
droit), on a, pour tout j, k€S, j # k, et tout x € £2 :

VX;(x) . VX, (x) < 0.

Cette propriété sera utilisée explicitement dans la démonstration de la
convergence du schéma.

vol. 27, n° 7, 1993



848 R. EYMARD, T. GALLOUET

On définit la transmissivité entre deux sommets j, k € S par:

Ty =— [ VX;(x). VX, (x)dx .
v 2

Définition du volume fini pondéré associé a chaque sommet :
Onposepourtoutj € S: ¥, = J X;(x) dx : nous appelons ¥ le volume
0

fini pondéré associ€é au sommet A;.
On notera ¥, = Z ¥ ; le volume de {2 (I’aire de {2 si d = 2).
jes

On notera &; = Jer(y)dy :&;=0pourtoutj € S telque 4; € 2, et

&;# 0 pour tout j € S tel que A; € I'.

2.2. Définition des champs de pression P et P,

On note P € H'(2) une solution quelconque de la formulation variation-
nelle (2). De méme, on note P, € V, une solution du probleme suivant :

VXthj

VP (x) VX (x) dx = f X(v)g(r)dy . (25
n

r
Le probléme (2,) admet, comme le probléme (2), une solution unique a
une constante pres. Il est alors possible de choisir les fonctions P et
P, telles que f P,(x)dx = j P (x) dx = 0. On peut alors utiliser ’inéga-
n n
lit¢ de Poincaré sur les fonctions & moyenne nulle, pour conclure a la
coercivité de la forme bilinéaire apparaissant dans 1’équation (2).
Un résultat classique d’interpolation conduit alors a la propriété :

lim ||P —P,|
h=0

H'(@Q) ~ 0.

On notera P; les composantes de P, dans la base d’éléments finis :

P, = Z P;X;.
j€S
On a alors, par définition de P,, une relation équivalente a la relation

(2;), en posant g; = J Xi(v)g(y)dy:
r

pour tout j € S :
Y Tu(Py—P;)+g;=0. (32

keS
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On définit ’ensemble & = S? des arétes par & = {(j, k) € S¥T;, # 0 et
P;>P,}. On introduit les fonctions g~ (y)=sup (g(v), 0), et
g =(g).

Nous posons :

g; = J X;(v)g"(y)dy et g; = J X;(v)g (v)dv;
r r
nous avons g; —g; =¢;.
Onnote G* = gt (y)dy = Z g; (cette grandeur ne dépend pas de 4).
r

jeS
La relation (3,) s’écrira donc aussi pour tout j € S:

Y TuP—~P)+g5 —g; =0. 3)

ke$S
Remarque : dans le cas du probleme « avec termes source », la relation (3)

inclut également un terme f; — f;, avec f; = J X;(x) f* (x)dx (idem
0

pour f;).

2.3. Choix du pas de temps

Pour une triangulation J, donnée, on choisit un réel Az = O vérifiant la
condition suivante, notée condition (§) dans la suite :
On se donne a € 10, 1[. On impose sur At que :

. (g + 1)
)
B (n0+1) +

j

Remarques :

i) Dans la plupart des cas pratiques, la fonction g () est assez réguliére
pour pouvoir obtenir une majoration de |[VP,|| = indépendante de A (on
montre dans la suite une majoration de ||VP,||,, quelle que soit la fonction
g € L>(I")). Dans ces cas, la condition (S) est du type At < Dh, ou D n’est

pas fonction de % ; cependant, dans les autres cas, on peut toujours trouver
At = 0 vérifiant les conditions (S).

1) Dans le cas du probleme « avec termes source », on remplacera
(ng + 1) par (ny + 2), avec la condition supplémentaire :

(no+2) .
_O“V-_fj

7

VieS 1-At

> a .

vol. 27, n* 7, 1993



850 R. EYMARD, T. GALLOUET
La relation déduite de (3):
Z TyPir—Pj)+g = Z TP~ Py)+9;
keS, Pr>P; keS, Pr<P;
permet d’écrire 1’inégalité suivante, qui est une condition de type CFL :

. Y
At < inf . C))
jes Z T (P; —Py)+g;

keS Pr<P;

On notera, pour tout n € N, " = n At.

2.4. Définition du schéma numérique sur la saturation

Origine du schéma : 1I’équation u, — div u VP 0 est d’abord traitée par le
schéma d’Euler explicite :

u(x, t"*Yy —ux, ") — Ardivu(x, t")VP = 0.

La discrétisation spatiale est obtenue en multipliant 1’équation ci-dessus par
chacune des fonctions X;, j € S, et en intégrant dans f2. On écrit alors le
traitement de chaque terme, en appliquant un développement de Galerkin a P
(principe des éléments finis), mais pas a u :

J‘ Xj(x)u(x, t"Ydx=u(A;, t") [ Xj(x)dx
o) Jo

J X;(x)div u(x, t") VP dx =
a

:_J Uamont VX (X) VP dx + ( Uamont X;(¥) g (¥) dv .
0 Jgr

Dans I’équation ci-dessus, u,,,, est une valeur discréte prise par décentre-
ment vers 1’amont de I’écoulement, aussi bien entre deux sommets, que pour
les termes de bord.

Cette discrétisation permet de retrouver, a partir de la formulation
variationnelle sur P,, une discrétisation similaire pour 1’équation :

(1—-u)—-div{(d —-—u)VP =0.

Cette propriété permet 1’application du schéma aux cas d’équations non
linéaires par rapport a u, tout en maintenant la conservativité de ce schéma
[2]. Le probleme de la convergence du schéma dans ce contexte est encore
completement ouvert. Cependant, dans des cas non linéaires ou 1’équation
elliptique est indépendante de u, la démonstration de la convergence du
schéma est vraisemblablement possible [3].
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Ecriture du schéma : on se donne deux fonctions, uye L*(2) et
uelL®(I'* xR*). On prolonge u par O sur I, pour tout z.
On définit u?, pour tout j € S, par u = ?/1_ . X, (x) ug(x) dx.
J
On définit #}, pour tout j € S et n e N, par:

) _ 1 tn+1 B

K. #0, "= X, ,t)dy dt
si 7 u; W, J, L s uly, t)dy
si &, =0, u=0.

On notera u(y) = Y u] X;(v) et u,(v, t) = uz(y) pour tout t € R* tel
j€S
que nAt <t < (n+ 1) Az.
Pour tout ¢, on définit la convergence d’une suite (f,),.n VErs une
fonction f dans L*(Q), pour la topologie faible *, par :

Vo € L1(0) lim o (x) fo(x)dx = J @ x) f(x)dx .
0

n - oo [

La convergence dans L*(J" x R*), pour la topologie faible *, de
u, vers u, quand h tend vers O, résulte aisément de la définition de
iy

Pour tout € N, et j € S on définit uj’-‘+l

relation suivante :

a partir des uy, k€ S par la

“’”j(u}’J'l‘”}’)—A’( Y Tuup(Py—P))+ 4} gf —u}'gj> =0 (5

keS

équation dans laquelle uj, est la valeur prise a I’amont de 1’écoulement entre
les sommets j et k:

. n n : n o __ ..n
si P,>P; alors wuj =up sinon uj = uj.

La somme sur k contient moins de n; termes non nuls a priori.
Pour # et At donnés, on définit les fonctions uj: 2 — R, pour tout
neN, par:

Vxe 2 uj(x)= Z u X; (x) .

jes
La solution approchée u,: 2 x R* - R, est alors définie par :

Vxe 2, VYneN, Vre [nAt, (n+ 1)At] uu(x, t) = ujp(x).

vol. 27, n® 7, 1993
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Remarque :

Dans le probléme « avec termes source », on introduira de méme :

n+1
. J-t J
St = X (x)s(x, t)dxdt etunterme
YA ), 0’

s}'? f;f — u}’ ff dans la relation (5) .

3. ESTIMATION L*(£2 x R* ) DES SOLUTIONS APPROCHEES

Le schéma (relation (5)) peut étre écrit sous la forme :

n n At -
J ke$S

Pj>Pyg

At —

+7 Z TjkMZ(Pk—Pj)—ng+ u;l
J ke$S
Pj<Py

L’inégalité (4) permet alors d’écrire que u] * ! est une combinaison linéaire
des termes u; et i, a coefficients tous positifs. De plus, la relation (3)

conduit 2 :
Y TuPy—Pp+ Y Ty(Py—P;)—g; +4gf =0
ke$S keS
Pi>Py Pj<Py

ce qui permet d’écrire que la somme des coefficients de cette combinaison
linéaire est égale a 1; on a donc une estimation L* (2, R*):

|uj M| < sup (Juf|, |@}|)<---=<sup |sup 4], sup ||
€S j€eS jeS

je s
ne
or
|u°l = 1 X () uyx)dx| =
J “Vj o J 0
1
< 7[ X;(x)dx sup |ug(x)| = |lug[l oy, (6)
J v xe
1 tn+l
7| = \?,—A_tjt Jer(Y)u(‘Y,t)dth = @]l s yge)
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donc

”uh”Lm(()y IR*)$ sup (||u0||L°°(n)’ ”ﬁ“L“c([‘T xR"L)) . )

Ceci permet de déduire 1’existence de sous-suites (de toute suite de
solutions approchées) qui convergent dans L® (2 x R*) pour la topologie
faible *

Remarque :
Dans le probléme «avec termes source », 1’inégalité (7) fait également
intervenir ||s|| o, g+ y

4. ESTIMATION FAIBLE DE LA VARIATION TOTALE

Soit T > 0.

L’objet de ce paragraphe est de montrer une estimation sur la variation de
la solution approchée pour ¢ inférieur a 7.

Soit un réel & tel que 0 <k < 1, et Ar vérifiant les conditions (S).

On définit N par N At <T < (N + 1) At ; on suppose N = 1; on pose :

N N
BV,(I)=4at Y Y Tu@;—Ppluf —up| +ar ¥ Y g |uf — )| .

n=0 (j,k)e & n=0je$S
LEMME : Il existe une constante H indépendante de (34, AL) telle que :
BV (T)<H/ h. (8)

Démonstration : Soient neN etje§S:
Multiplions 1’équation (5) par u7 ; il vient :

n+1 n n . n
Vi W —ujup) -

—At<z Tjpuwpuw;(Py—P;)+uj uj g7 — uj gj)=0. )

keS
Oron a
n n no._n 1 n n n
“j““j““j”jZ—E(uj+l—uj)2_ (u)z ( +1)2_
On en déduit donc, en sommant (9) sur n =0, ..., N, et j € S :
1 < n n +
"3 L XYL IS TV )
JE§ JE§
— At Z Y (ZTjkuj'.lku}l(Pk P))+uufgi —uf gj ) —0. (10)
n=0je$ keS
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On ‘peut écrire, pour tout (j, k) € &, uj, = uj, et donc :
1 2 1 2 2
Ui U] — ujy up = (u]’-’)2 —uj up = 5 () —up) + 3 (@) — (ue)™) .
On a de plus, d’apres (3):

VjeS ZTjk(Pk—Pj)+gf -g; =0

keS
et donc
Y TPy~ P — () =
(. kye o

= Y (@Y TuPr—P)+ @Y Ty(P; — Py)

G, kye oA

==Y Y@ —-97).

j€S

Grace a cela, on a:

N 2
~a Y Y (S T ®u- P B er i gy )

n=0j€8 ke S

% Z ( Z Tjk(P - Pk)(bl — uj Y 4 Z gj (u" _ —n)2>
n=0 ‘(G,kes i<s
1 .

n=0j€8 (11)

Par ailleurs, nous pouvons écrire :

LT -wre 3y S

n=0j€$ n=0j€e$

2
< (X TawPi-Pp e -~ e )

keS
On a encore pour tout j € S:

uf(Z TPy —Pj)+gf —9,-‘) =0

ke$S
donc
N

n+ n A
YOy it - Z Z_
=0je$ ]

n=0j€e$

2
( Y, Tule~ )Py = P))+ 6] (@ - u;>)

keS
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On a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

m 2 m
VmeN, V(a,, a ..., a,)eR", <Z ak> staZ.
k=1

k=1
On peut donc écrire, puisque le nombre de voisins d’un sommet est
inférieur a n; :
N

Z Z “I/j(uj'.“rl —uj'-‘)zs (ng+ 1) z Z 7/—
n=0;€$ n=0;€eS
x (z (Tl — uYP, — PV + (g7 (ﬁ;’—u7>>2) .
keS

Si maintenant, on regroupe les indices (j, k) par arétes, on fait apparaitre :

N N
Y Y@ —uY = (ng+ 1) ¥ AP x

n=0je$ n=20

1 2 _ ny\2
x T —up? P, — P+ Y — g7 @ —u)) ) . (12)
(o,l;e o Vk jes Vj ! !
Reportons maintenant cette inégalité (12), et la relation (11), au sein de
I’équation (10), en multipliant par 2 :

T — @) - (g + 1) x
€S

< 1 n n 1 2 _ n
) zAt2< Y 7 Th —uy P =P+ Y ) (”}‘—“1)2)+
n=0 G. ke k jes ¥
N
+ArY ( Y TP, -POW - uwY+ ¥ gf (u;’_ﬁj’.lf) _

n=0 G, kye s jeS

N
MY Y (g 7 -g7 w)<0 (13)
n=0je$S
soit
N
At Y Y 04 TP = PO — uly® + At z S 0,9 (uf —u)) +
n=0 (ke n=0j€8
N
+Z“Vj(u§y”)2+AtZZgj‘uj’-’ Z"V(u)2+AtZZ *‘”
jes n=0j€e$8 /€S n=0je$S
(14)
avec
(}’l0+1)
. (g +1) sition (S
0, =1- tng = « par condition (S).

)
vol. 27, n® 7, 1993



856 R. EYMARD, T. GALLOUET

On en déduit :

N N
ALY Y Ty -POW —upl+ At Y Y g - ul) =

n=0 (,k)esd n=0je$
1 ¥ V(02 + L i Aty gl
a J N o ) 57
jes n=0 jie$
1 2 1 —n2
$Z’V0||u0||Lw(0)+;TG+ ||u”L°°(F+X|R+) (15)

P s o &oalitd 0 . =n
d’apres les inégalités (6) sur u; et uj.

Ceci permet de montrer I’existence d’une constante K indépendante de 2
telle que :

N
Y Ve ar Y Y g u <K (16)
jes n=0j¢e$
et
N
A Y Y TP - PO - up +
n=0 (,k)esd

N
+4ar Y Y gf @ - wY <Kla. (A7)

n=0j€$

L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire :

N N
MY Y Tu POl -l s s Y Y o |w -] <

n=0 G, k)e sl n=0j€e$

-

N N
< (At YN TuP, PO -u+ar Y Y gf (uf—a;)z) x
n=0 (j,k)e & n=0j€$8
1

N 2
x <At » ( Y TP, PO+ Y gj+>) . 8

n=0 ‘(. kyesd jes

Le membre de droite est la grandeur BV ,(T') que 1I’on cherche a majorer ; il
faut maintenant estimer le membre de gauche.

Posons W = z T (P;~-Py);ona:

G.k)ye st
1 1

Ws( > Tjk)i< )} Tjk(Pj—l”k)2>E (19)

(. kye G, kye o
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par inégalité de Cauchy-Schwarz. Or on a la propriété suivante :

J VP, (x) dx =y ZJ P; P, VX;(x).VX,(x)dx
Q 2

je€S keS

et Y ¥ J-n P?VX;(x).VX,(x)dx =0 donc

jeSkeS

1
L VP, (x) dx = — 5 ) (P; = P VX;(x) . VXpx) dx

jeSkesS v {2

= Y TuP;—P,).

G, kye o

Or, comme P, € V, satisfait la formulation variationnelle (2,), on peut
écrire :

J VP, (x)* dx = j Py(y)gly)dy = J VP ,(x) VP (x) dx
[¢) r 0
1 1

2 2
= (J VPh(x)de> ’ <j VP (x)zdx>
0 n

en appliquant I’inégalité de Cauchy-Schwarz. On a donc :
J VP, (x) dxsj VP (x)* dx (20)
Ie) Q

pour toute triangulation TG,
Par ailleurs, on a

2
¥ T,»k=l<Z J VXj(x)dx) <Dh 2.
G.k)e o 2 jes v

11 existe donc une constante K' telle que W =< K'/h, en utilisant (20).
De plus, 3’ g/ =G = | g*(y)dy est une constante.
jes r
Ceci permet donc de déduire 1’existence d’une constante H indépendante
de h telle que, pour tout 2 < 1, on a (8).

Remarque : Dans le cas du probleme « avec termes source », il apparait
aussi dans la définition de BV ,(T) le terme :

N
At Z Z fi |} — s}

n=0je$
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5. CONVERGENCE DU SCHEMA

Nous savons, grace a la stabilité L™ du schéma, que d’une suite des
fonctions u;, on peut extraire une suite convergente dans L® (2 x R* ) pour la
topologie faible *. Appelons u la limite de cette suite. Nous allons montrer
que u est solution du probléme au sens faible, et c’est en ce sens que nous
dirons que le schéma converge. Nous noterons encore i, une sous-suite
convergente de la suite initiale.

Remarque : 11 est clair que 1’unicité de la solution du probléme continu
donne alors la convergence de u, vers u quand 4 tend vers O (sous la
condition (S)).

Soit ¢ € Z (2% x R*). On choisit un réel T tel que pour tout t =T — 1, et
tout x € 27, on ait ¢ (x, t) = 0. Nous prendrons At et h inférieurs a 1.

X (x
On multiplie le schéma (5) par ;ﬁ ) ¢ (x, t") et on intégre sur {2:
i
X (x)
v ourtt —ut) - @ (x, t")dx —
Jﬁ J 7 J er
n + n - n Xj(x) n
2 keS J
21
On somme cette expression sur j € S et sur n =0, ..., N, avec N At <
T < (N + 1) At
On obtient alors E,, + E,, = 0, avec:
N X (x
En=Y Y | ¥;@*" —u)- )(p(x, t") dx
n=0jeS v J
et
i .
Eyp=-3Y Y At(ZTiku}’k(Pk—Pj)+gf up —g; uj'-’)x
n=0jeS YN keS
X;(x)
X 'JV @ (x, t") dx

La démonstration que lim E,, = T, avec:
h 4 0

le—J Ju(x,t)aﬁ(x,t)dxdt—J Uo(x) @ (x, 0) dx
-, o o

est un résultat classiquement obtenu avec les schémas d’Euler.

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis



UN SCHEMA ELEMENT FINI-VOLUME FINI 859

Il est par contre plus difficile de démontrer que lim E,, = T, avec
B0

Tzzf Ju(x,t)VP(x).Vw(x,t)dxdt—
R* v

—J Jﬁ(v, De(y,t)g(y)dyd:
Rt vrI

ce qui permet de conclure a la convergence du schéma, au sens précisé en
introduction a ce paragraphe ; pour obtenir ce résultat, il faut procéder par les
étapes suivantes :

Etape 1: On définit E,, par:

Eyp=Y At Y —u)P;—P)) L VX, (). VX, (x) @ (x, 1) dx +

neN G, kye s

+ Y Ay (u}’—ﬁ}’)LX,-(v)M% ")y g(y)dy

neN jeS
et ’on montre que lim £, , = T,. Ceci se fait de la maniere suivante :
h>0
On remarque que le terme E,,, défini par:

Egp= ) Arx

neN

X (J up(x) VP (x) Vo (x, t") dx — J
n

u(v) e (v, t")g(v)d7>
r

converge vers T, quand /4, et donc At tendent vers O, par convergence faible *
de u;, borné vers u, et de u, vers u dans I'*.

Ensuite, on montre ’existence d’une constante C, telle que :

1
|Esp—Ean|l <CsT )2 IPh—P - (22)

Cette démonstration utilise la formulation variationnelle (2) et (2,), appliquée
a la fonction ¢ (., t") uj qui est un élément de H'(£2) (on tire ici parti du
choix de 1’espace d’approximation des fonctions u).

L’inégalité (22) permet donc de conclure 1’étape 1.

Etape 2 : On montre que :
|Esn = Eou| <Mh . BV, (T) (23)

ou M est une constante ne dépendant pas de /.
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Ceci est obtenu grace a la régularité des fonctions ¢, et grace a 1’inégalité :
VX; (x). VX, (x) <0, pour tout x € £2 et tout couple de sommets (j, k).
Les inégalités (22), (23) et (8) permettent alors de montrer le résultat
désiré : lim E,;, = T,. Ceci acheéve alors la démonstration de la convergence
h—-0

du schéma.

Remarque : Dans le cas du probléme « avec termes source », la méme
majoration convient pour |E;, — E,,|.

6. CONCLUSION

On a montré dans cet article une propriété non évidente d’existence a un
systeme formé d’une équation elliptique, et d’une équation hyperbolique.
Cette démonstration est le résultat de la démonstration de convergence d’un
schéma naturel, qui n’est apparu pourtant que récemment. Des exemples
d’application dans de nombreux cas montrent la validité¢ de ce schéma, dans
des configurations physiques bien plus complexes [5, 6, 7, 8].

La preuve de la convergence permet de mieux cerner les contraintes a
appliquer au maillage, notamment la positivité des transmissivités.
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