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Quelques résultats sur le probléme — Au=xi¢"
tvee Thierry GaLLoUET, Fulbert MigNoT et Jean-Pierre PUEL
i Résumé — Nous définissons deux classes distinctes de solutions (réguliéres et singuliéres) pour le
lisee i X . & gt SINgUuerss) p
probléme —Au=hxe", ueHz(€2). Nous montrons qu'il n’existe pas de solution singuliére pour A
supérieur au paramétre critique A*, puis que I'ensemble des solutions réguliéres est relativement
compact dans la classe des solutions singuliéres. Nous précisons la situation dans une boule en
rkov exhibant une solution singuliére.
isée.
e de A few results on the equation — Auz=h¢"
Abstract — We define two different classes of solutions (regular and singular) for the problem
tient —Au=Ae", ucH)(Q). We show there exists no singular solution for \ greater than the critical
parameter A*, then that the set of regular solutions is relatively compact in the class of singular
solutions. We make the situation precise in the case of a ball, by exhibiting a singular solution.
trace ’

[. ENONCE DU PROBLEME. — Soit Q un ouvert borné régulier de RN, N3, de frontiére
T. Pour Ae[0, o[ on considére le probléme

—Au=>%ie" dans Q,
u=0 sur I,

(D)

et on notera (1), le probléme a X fixé.

11 est important de définir la classe fonctionnelle dans laquelle on cherche les solutions.
3 Remarquons que si ueHg () M L=(Q) est solution de (1), par itération d’arguments de
_régularité, ue C* (Q). Une premiére classe de solutions dites réguliéres est donc :

R={u, ueH(Q) N L=(Q), u vérifie (1) }.

: On peut envisager des solutions de (1) a priori non bornées. Pour donmner un sens &
(1) il semble minimum d’imposer ueH(Q) et e*eL!(Q), 'équation —Au=>Ae" ayant
alors lieu dans 2'(Q). Nous considérons une deuxiéme classe de solutions dites
« singuliéres » (contenant bien sir R) N

S={u, ueH}(Q), e*eL*(Q), u vérifiant (1) }.

Remarquons que puisque les solutions de (1) sont positives tout élément de S appartient
'ij(Q) pour tout p fini. En dimension N=2, R=S.

1L Rapeers. CompLEMENTS. — Le probléme (1) a été largement étudié dans la classe
8 solutions réguliéres depuis article de Guelfand [3]. On sait (Crandall-Rabinowitz
D quil existe A*>0 tel que :

13 Yk, A>L* il n’existe pas de solution de (1) dans R.

1_): VA, kel0, A*[ il existe une solution minimale u(A)eR de (1), et I'application
*[3h > u()) est réguliére croissante.

Pour N9, si A tend vers A¥, u () tend vers u¥, ol u*eR est solution de (1),. et
mt (A*, u*) est un point de retournement. Pour N2 10, Joseph-Lundgren [4] ont
dans le cas ot O est une boule que ||u(h) || = tend vers +oco si A tend vers A*.
Oute dimension N et Q régulier il est montré dans Mignot-Puel [5] que u(r) — u*

* ol u*eS et est solution de (1),+ En fait le résultat suivant précise le point (i).
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THEOREME 1. — Pour A>)\* il n’existe pas de solution de (1), dans S.
Ce théoréme est la conséquence immédiate du

LemMe 1. — Si le probléme (1) a une solution uy,eS pour A=>Xry>0, alors po

A<My, il existe ueR solution de (1),.

Schéma de la demonsl;ratzon — Soient A <A, et uyeS solution de (11, Alors
une sur solution singuliére pour (1),. On considére la suite des itérés v, telle que v,
—Av,=Le-1, v, e Hy (Q), dont on montre qu’elle est bien définie, décroissante et
converge vers une fonction v, solution a priori singuliére de (1),. En fait on m

grice par un argument technlque que e”2e L7 (Q) pour tout p fini, ce qui implique
appartient 4 L= (Q).

III. PROPRIETES DE COMPACITE DES SOLUTIONS REGULIERES DE (1). — On supposera ici:qj
Q est étoilé par rapport & I'origine. Nous allons alors obtenir des estimations sur
solutions réguliéres de (1) puis la relative compacité de R dans S.

TH}'EOREME 2. — Il existe une constante M >0 telle que YA e[0, A*[ et Yu(A)eR on g

' [l @) [l =M,
e Pl =M,

[|e“®u() [Li@=M.

Schéma de la démonstration. — Elle repose sur un argument utilisé par Pohozaev [7];
Si u est réguliére, on a par intégration par parties :

f(;Au)(zxiau/axi)dx=(2—N)/2J |Vu]2dx—1/2f |Vul? (x, n)do,
Q [¢] [Z9)

d’autre part
J e“ () x; 0u/ox,) dx = —Nf (e*—1)dx.
Q Q

En multipliant I’équation (1), par x;du/dx; et aprés sommation en i, on obtient (en
posant u, =u pour simplifier les notations) :

(N 2)jlv de+2f [Vul?(n, x)do= Nxf (e*—1) dx.

Comme Q est un ouvert étoilé par rapport a origine, (1, x)=0 et j |Vu ]2 (n, x)dx=0,
Q2

et en utilisant J |Vul?dx =KJ e“udx, on obtient,
Q

Q
N-2
(—)J e“udxéf (e*—1)dx,
2 Q Q
ce qui entraine qu’il existe M tel que, pour toute solution u,
J e‘udx<M,
Q

d’ou les estimations du théoréme. de
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Remarque. — Si au lieu de (1) on considére le probléme (*)—Au=A2 f (1), ue H(Q)
et si f vérifie la condition :
(*%) 38>0, IM>0 tel que

F(S)§<§2_;_2_5>f(s>s+M,

[01‘1 F(s)= J f dr} alors par les mémes arguments on obtient pour les solutions

réguliéres u de (%),
H u ”Hlm) SMA

f fWudx=sM,
Q

J Fu)dx<M’.
Q N
La condition (**) est vérifiée dans les cas suivants :
fE=11-s)f kzl, f()=s, p> N_3

TutoreME 3. — De toute suite de solutions réguliéres (L, u (L)) [i.e. u(X,)eR] on peut
extraire une suite (A, u(),)) telle que A, — Xy, u(N,) - u(hy) dans HY(Q) faible et dans
Wh2(Q) fort, Ype[l, 2[, e*® e dans L'(Q) fort ou u, est une solution a priori
singuliére de (1),

La démonstration repose sur les estimations du théoréme précédent qui impliquent en
particulier I'équiintégrabilité de e*®,

ComMENTAIRE. — Les résultats précédents permettent de compléter la description de
¢nsemble des solutions lorsque par exemple Q est la boule unité de RN. Dans ce cas
ous savons d’aprés Gidas-Ni-Nirenberg [2] que toutes les solutions réguliéres sont
diales. Pour N =3, Guelfand [3] a montré que I'ensemble des solutions radiales présente
ne infinit¢ de points de retournement et forme un « tire-bouchon » qui peut etre
‘presente par la figure suivante donnant u(0) en fonction de A.

wio) A =

I N2 10, Joseph-Lundgren [4] ont montré que cette courbe n’avait pas de point
Urnement et présentait une asymptote verticale pour A =\*,

2% Semestre (T. 307) Série I — 24
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En fait comme Pimpliquent les résultats précédents il existe

solutions réguliéres une solution (A, u) avec ueS maj
A=2(N-2) et y=—2 Log r et dans le ¢
Puel [6] que cette solution est le seule solution singuliére radiale.

Les résultats précédents et la situation décrite dans Ie cas d’une bou

les estimations du théoréme 2 et les résultats de compacité du théoréme 3
optimal et suggérent la conjecture suivante :

au bout de I courh
s u¢R. 11 est aisé de-voip
as N=10, A=A*, 1l sera montré dang Mi

le montrep;
ont un caragy

CONIECTURE. — Pour un ouvert Q ré
des solutions de (1) forme une courb
reliant Ia solution (0, 0) & une solution singuliére (A, ).

En fait une premiére question ouverte dans ce sens est de savoir si pour A asseyz pé
(et N=3) le probléme (1), admet une solution unique.

Une deuxiéme question est I
dans cette direction sera effectué
sin;uliéres radiales dans le cas oy O est une boule ou tout RN,
Note recue Ie 19 mai 1988, acceptée le 17 juin 1988,

gulier (et étoilé) en dimension N=3, Pensempy

¢ de solutions réguliéres (sans doute sans bifurcatis

tude de toutes les solutions singuliéres de (1). Up p
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