WTE 5
FACULTE nes 3CiENcES

N et s

e e e

—

o

SUR LE MOUVEMENT D'UN LIQUIDE VISQUEUX
EMPLISSANT L'ESPACE.!

T’ar

JEAN LERAY

i REXNES,

Introduaction.?

I La théoie de la wviscosité conduit & admettre que les mouvements des
liguides visquenx sont régis par les équations de Navier; il est nécessaire de
justifier a posteriori cette hypothése en établissant le théoréme dexistence suivant.:
il existe une solution des équations de Navier qui correspond & un état de vitesse
donné arbitrairement & l'instant initial. Cest ce qu'a cherché & démontrer
M. Oseen®; il n'a réussi & établir l'existence d'une telle solution que pour une
durée peut-8tre trés bréve succédant i l'instant initial. On peut vérifier en outre
que l'énergie cinétique totale du liquide reste bornée*; mais il ne semble pas
possible de déduire de ce fait que le mouvement lui-méme reste régulier; j'ai
méme indiqué une raison qui me fait croire 3 l'existence de mouvements devenant
'irrégnliers au bout d'un temps fini® je n'ai malheureusement pas réussi 4 forger
" un exemple d'une telle singularité, '

! Ce mémoire a €t résumé dans une note parue aux Comptes rendus de 1'Académie des
Sciences, le 20 février 1633, T. 196 p. 527. )

* Les pages 50—03 de ma These {(Journ. de Math, 12, 1933) annoncent ‘ce mémoire ot en
~ complétent introduction. ,

¥ Voir Hydrodynamik {(Leipzig, 1927), § 7, p. 66. Acta mathematica T. 34. Arkiv {6r mate-
matik, astronomi och fysik. Bd. 6, 1910, Nova acta reg. sec. scient. Upsaliensis Ser. 1V, Vol. 4, 1917,

‘L e z,'p. 59—060.

“1. e 2, p. 60—6I. Je teviens sur ce sujet au § 20 du présent travail (p. 224)

25—34198. Adoa mathematica. 63, Tmprimé le 5 juillet 1934,
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Il n'est pas paradoxal de supposer en effet que la cause qui régularise le
mouvement — la dissipation de 1'énergic — ne suffise pas & maintenir bornées et
continues les dérivées secondes des composantes de la -vitesse par rapport aux
coordonnées; or la théorie de Navier suppose ces dérivées secondes borndes et
continues; M. Oseen lui-méme a déjd insisté sur le caractire peun naturel de cette
hypothése; il a montré en méme temps comment le fait que le mouvement obéit
aux lois de la mécanique peut s'exprimer & I'aide d'égquations intégro-différen-
tielles!, od figurent seulement les composantes de la vitesse et leurs dérivées
premiéres par rapport aux coordonndes spatiales. Axw cours du présent travail je
considére justement un systéme de relations® qui équivalent aux équations intégro-
différentielles de M. Oseen, complétées par une inégalits exprimant la dissipation
de I'énergie. Ces relations se déduisent d'ailleurs des équations de Navier 3
l'aide d'intégrations par parties qui fonf disparaitre les dérivées d’ordres les plus
élevés. K, si je n'ai pu réussir & établir le théoréme d’existence énoncé plus
haut, j'ai pu néammoins démontrer le suivant®: les relations en question possédent
toujours aw moins une solution qui correspond a un état de vitesse donné initiale-
ment eb qui est définie pour une durde dlamitée, dont 1'origine est U'instant initial.
Peut-étre cette solution est-elle trop peu réguliére pour posséder & tout instant
des dérivées seecondes bornées; alors elle n'est pas, au sens propre du terme, une
solution des &quations de Navier; je propose de dire qu'elle en constitue »wusne
solution twrbulente» * .

Il est d'ailleurs bien remarquable que chaque solution turbulente satisfait
eifectivemenf;ffg; équations de Navier proprement dites, sauf & cerfaines époques{
d'irvégularité; ces époques constituent un ensemble fermé de mesure nulle; i -ces

époques sont seules vérifides certaines conditions de continuité extrémement

' Oscen, Hydrodynamik, § 6, équation (1),

¥ Voir relations (5. 13), p. 240.

® Yoir p. 241. .

* Je me permets de citer le passage suivant de M. Oseen (Hydrodynamik): »A un autre point
de vue encore il semble valoir Ia peine de soumecttre 4 une étude attentive les singularités du
mouvement d'un liquide visqueux. §'il peut surgir des singularités, il nous’faut manifestement
distinguer deux espéces de mouvements d'un liguide visqueux, les mouvements réguliers, c¢'est-a-dire
les mouvements sans singularité, et les mouvements irréguliers, ¢’est-a-dire les mouvements avec
singularité. Or on distingue d'autre part en Hydraulique deux sortes de mouvements, les mouve
ments laminaires et les mouvements turbulents. On est dés lors tenté de présmmner que les mouve-
ments laminaires fournis par les expériences sont identiques sux mouvements réguliers théoriques
et que les mouvements turbulents expérimentaux s'identifient aux mouvements irréguliers théori-

gues. Cetfe présomption répond-elle & la réalité? Seules des recherches ultérieures pourront en
décider»,
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larges. Une solution furbulente a done lg structure suivante: elle se compose d’une
succession de solutions régulicres.

Si j'avais réussi 3 construire des solutions des équations de Navier qui
. deviennent irrégulil‘ares, jaurais le droit! d’affirmer qu'il existe effectivement des
solutions turbulentes ne se réduisant pas, tout simplement, & des solutions régu-
liéres. Méme si cette proposition était fausse, la notion de solution turbulente,
qui n'aurait dés lors plus 3 jouer aucun rdle dans Vétude des liquides visqueux,
ne perdrait pas son intérdt: il doit hien se présenter des problémes de Physique
mathématique pour lesquels les causes DPhysiques de régulariié ne suffisent pas &
Justifier les hypothéses de régularité fuites lors de la mise en équation; i ces pro-
blémes peuvent alors s'appliquer des considérations semblables i celles que j'ex-

-

pose ici.

Signalons enfin les deux faits suivants:

Rien ne permet d'affirmer 1'unicité de la solution turbulente qui correspond
& un état initial donné. (Voir toutefois Compléments 1°, p. 245; § 33).

La solution qui correspond & un état initial suffisamment voisin du repos
ne devient jamais irrégulidre. (Voir les cas de régularité que signalent les § 21
eb 22, p. 226 et 227).

IT. Le travail présent concerne les liquides visqueux illimités. TLes con-
clusions en sont extrémement analogues 4 celles d'un autre mémoire? que jai
-consacré aux mouvements plans des liguides -visquenx enfermés dans des parois
fixes convexes; ceci autorise & croive que ces conclusions s'étendent an cas général
d'un liquide visqueux & deux ou trois dimensions que limitent des parois quel-
conques (méme variables). '

I’absence de parois introduit certes quelques complications concernant 1'al-
lure & l'infini des fonctions inconnues®, mais simplifie beancoup l'exposé et met
mieux en lumiére les difficultés essentielles; le role important que joue 'homo-
genéité des formules est plus évident; (les équations aunx dimensions permettent

de prévoir a priori presque toutes les inégalités que nous écrirons).

"En vertu du théoréme d'existence du § 3t . 241) b du théoreme dunicits du § 18
(p. 222). - ’
* Journal de Mathématiques, T. 13, 1934.
* Les conditions & I'infini par lesquelles nous caractérisons eetles des équations de Navier
que nous nommons régulicres different cssenticllement des conditions qu'emploie M. Oseen.
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Rappelons que nous avons déjd traité le cas des mouvements plang illimités?*:
il est assez spéeial®; la régularité du mouvement est alors assurée.

Sommaire du mémoire,

Le chapitre T rappelle au Lecteur une série de propositions d'Analyse, qui
sont importantes, mais qu'on ne peut pas toutes considérer comme classiques. -

Le chapitre IT établit diverses inégalités préliminaires, aisément déduites des
propriétés que posséde la solution fondamentale de M. Oseen.

Le chapitre ITI applique ces inégalités & 1'étude des solutions réguliéres des
équations de Navier.

Le chapitre -1V énonce diverses propriétés dés solutions réguliéres, dont fera
usage le. chapitre VI

Le chapitre V établit qu'a tout état initial correspond au moins uné solu-
tion turbulente, qui est définie pendant une durée illimitée. “La démonstration
de ce théoréme d'existence repose sur le principe suivant: On n’aborde pas directe-
ment: le probléme posé, qui est de résoudre les équations de Navier; mais on
traite d’abord un probléme voisin dont on peut sassurer qu'il admet toujours
une solution régulitre, définic pendant wnme durée illimitée; on fait tendre ce
probldme voisin vers le probléme posé et I'on construit la limite (ou les limites)
de sa solution. Tl existe bien une fagon élémentaire d’appliguer ce principe:
c'est celle gqu'utilise mon étude des mouvements plans des liquides visquenx limités
par des parois; mais elle est intimement lide & cette structure des solutions
turbulentes que nous avons préeédemment signalée; elle ne s'appliquerait pas si
cefte structure n'était pas assurée. Nous procdéderons ici d'une autre fagon, dont
la portée est vraisemblablement plus grande, qui justifie mieux la notion de
solution turbulente, mais qui fait appel & quelques théordmes peu usnels cités
au chapitre I. 7

Le chapitre VI étudie la structure des solutions turbulentes.

' Thise, Journal de Mathématiques 12, 1933; chapitre IV p. 64—82. (611 peut donmer une
variante intéressante au procédé que nous y cmployons en utilisant la notion d'état initial semi-
régelier qu'introduit le mémoire présent.) ’

% On peut dans ce cas baser V'étude du probléme sur Ia propriété que posséde alors le maxi-
mum du tourbillon & un instant donné d’étre une fonction décroissante du temps. (Voir: Comptes
rendus de 1'Académie des Sciences, T. 194; p. 1893; 30 mai 1932}, — M. Wolibner a Iui aussi
fait cette remargue. ' '
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I. Préliminaires.
1. Notations. '
Nous utiliserons la lettre II" pour désigner un domaine arbitraire de points

de l'espace; II' powrra étre lespace tout emtier, que nons désignerons par IT;

@ désignera un domaine borné de points de II, dont la frontitre counstitue une

surface réguliére o.

Nous représenterons un point arbitraire de IT par z, ses ecoordonnées carté-
siennes par (i = 1, 2, 3), sa distance & Vorigine par +,, un élément de volume
qu'il engendre par dz, un élément de surface qu'il engendre par dz,, dz,, dx,.
Nous désignerons de méme par ¥ un second point arbitraire de IT; » représentera
toujours la distance des points nommés x et y. ?

Nous utiliserons la convention »de I'indice muet»: un terme oft un indice
figure deux fois représentera la somme des termes obtenus en donnant & cet
indice successivement les valeurs I, 2, 3.

A partiv du chapitre IT le symbole A nous servira i désigner les constantes
dont nous ne préciserons pas la valeur numérique.

Nous représenterouns systématiquement par de grandes lettres les fonctions
que nous supposerons seulement mesurables; par de petites lettres les fonctions

qui sont continues ainsi que leurs dérivées premiéres.

2. Rappelons Uinégalité de Sclucarz:

o [ff o= [ e [ v

— On est assuré que le premier membre a un sens quand le second est
fini. — 4 )

Cette inégalité est & la base de toutes les propriétés énoncées au cours.de
ce chapitre,

Premiére application.:

Si Ulx) =V, (z) + Vy(z)

on a

V[ [Tees=)/ [[[ o)/ [] [ r
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plus généralement si 'on a, £ étant une constante:
,
Ule) = f Ve, )t

o
alors:

(1.2) ]/]JI U2 () jdt ]/j j Vile, () on

les premiers membres de ces inégalités étant stirement finis quand les seconds
membres le sont.

Seconde application:
Soient # -constantes 2, et # vecteurs constants oy, désignons par = + «,
le point obtenu en faisant subir & z la translation ¢p; NOUS AVONS!

fjf [IELAP Uls + a,,)J dz < [TSLMP |~ 2>< /ff l)’z.(-;v) dx;

p=1
(cette ‘indgalité se démontre aisément en développant les deux carrés qui y figu-

rent et en utilisant 1'inégalité de Schwarz). On en déduit la suivante qui nous
sera trés utile: Soit ume fonction H(e): nous désignerons par H (y — =) la fone-
fion que l'on obtient en substituant aux coordonnées 2 de 2 les composantes
¥i — x; du vecteur m_j’e/; NOUs avons:

(1.3) fff[fffﬂwwﬂuww43x<
- < U'ffii{(zndz]zxfff 0* () oy

on est assuré que le premier membre est fini quand les deux intégrales qui figu-
rent au second membre le sont.

3. Forte convergence en moyenne.*
Définition: On dit qu'une infinité de fonctions U* {z) a pour forte limite en
moyenne sur un domaine II" une fonction U (x} quand:

! Voir: F. Riesz, Untersuchungen itber Systeme integrierbarer F unktionen, Math. Aun. T. 6g

(1910} Delsarte, Mémorial des Seiences mathématiques, fascicule 57, Les groupes de transforma-

tions linéaires dans l'espace de Hillert.
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(1.4) limite ff (0 @) — U () 6z = o,

On a alors quelle que soit la fonction A (x) de carré sommable sur IT':

o e [ v [[[ om0

De.‘(1.4) et (1.5) résulte:

(1.6) limitejjfU*"’(x)d;rzjfj U (x)dz.
’ " . I

Faible convergence en moyenne: ,
Définition: Une infinité de fonctions U*(x) a pour faible limite en moyenne
sur un domaine II' une fonction U (x) quand les deux conditions suivantes se

frouvent réalisées:

. = 6
a) les nombres fff **(z)dxx sont bornés dans leur ensemble 65 =
b) on a quelle que soit la fonction A(z) de earré sommable sur H ' é'—*(e
] av - f Ore -
. & L@r'
limite j A dir= j x)dzx. . j evs
Exemple I. Lo suite sinw, sinza;, singa, ... converge faiblement vers zéro sur tout

domaine .

Exemple IT. Soit ane infinité de fonetions T () admettant une fouction U(x} comme forte @ bas“{/ )
Hmite en mayenre sur tout domaine @), elle Padet comme faible limite en moyenne snr IT gquand

les quantités f f f ”(;r.)ﬂ;r. sont bornées dans leur ensemble.

. . 3 - % . - !
" Exemple ITI. Soit une infinité de fonctions U™ (&) qui sur wn domaine JI convergent presque
partout vers une fonction Ux); cette fonction est lenr faible limite en meyenne gquand les quantités

* .
j U™ 2(x) 0 sont borndes dans leur ensemble.

I

(1.7) lmntefff fff 2, 4) U*() V¥ly) 8700y —
) s
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quand on suppose que les U*(x) convergent faiblement en moyenne vers U (x)
sur 113, les V*z) vers V(z) sur IT; ef que l'intégrale

jjf fff“ls(m’?/) 8z dy est finie.
611 a: g &
o [ e

quand on suppose, sur IT', 4 (x) borné, ¥ (x) forte limite des U*{x) et 1 (x) faible
limite des V*(z).

Il est d'antre part évident que l'on a, si les fonetions U*(x) convergent
faiblement en moyenne vers U(x) sur un domaine IT':

limite {f;;’/‘f[Uf(m)~l{'(x)]2 J,n—jfj U(:c)6uc+jhfj U 62 =

d’oti résultent 'inégalité:

(1.9) ' limite inférieuref]j U*‘-’{g;)axzjjj U(z) 6z
i 14

et le critére de forte convergence: _

Les fonetions U®(x) convergent fortement en moyenne sur le domaine IT’
vers la founction U(x) quand elles convergent faiblement en moyenne vers cette
fonction sur ce domaine et qu'en outre:

{1.10) limite_supérieurej [f U*B(x)dxsjjfU”(m)d‘:c
7 i

’

De méme: Les composantes Ui{z) d’'un vecteur convergent fortement en
moyenne sur le domaine IT' vers celles d'un vecteur Ui (z) quand elles convergent
faiblement en moyenne vers ces composantes sur ce domaine et qu'en oufrel:

o«

i=

-

! Rappelons que le symbole Uila) Ui(x) représente lexpression Uslx) UI\T}

el-'-.
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(1. 10"} . limite supérieure f f f Uie) Uf (@) 6 < / f f Ui(z) Us(z) 0
" s

Ce critére de fa,ible convelgence appliqué i 'Exemple ITI fournit la pro-
priété suivante:

Lemme 1. Soit une infinité de fonctions U*(z) [ou de vecteurs Uf(z)] qui
convergent presque partout sur un domaine II" vers une fonction [J {z) jon un
vecteur U;(x)]; elles [ils} convergent fortement en moyenne vers cette limite gnand
l'inégalité (1. 10) fou {1.10")] est vérifide.

Théoréme de I'. Riesz: Une infinité de fonctions U*(x) possdde une faible
limite en moyenne sur un domaine II' si les deux conditions suivantes sont

vérifies:

a) les nombres f f f U**{z) Jz sont bornés dans leuwr ensemble;

pour chaque fonection A(xz} de carré sommable sur IT les quantités

fff (x} 6 ont une seule valeur limite.

On peut substituer a la condition b) la suivante:

1Y) Pour chaque cube ¢ dont les ardtes sont paralléles aux axes de coor-

" données et dont les sommets ont des coordommées rationumelles les quantités

7 f f f x)dxz ont une seule valeur limite.

La démonstration de ec théoréme fait usage des travaux de M. Lebesgue sur les fonctions
smmables,

4. Procédé diagonal de Cantor.

Soit une infinité dénombrable de quantités dépendant chacune de l'indice
entier n:au, by, ... (n=1,2,3...). Supposons les a, bornés dans leur ensemble,
les b. bornés dans lewr ensemble, ete. Le procédé diagonal de Cantor permet
de trouver uwne suite d'entiers m,, m,, ... tels que chacune des suites @m,, @m,, ...;
by, by, ...y ... converge vers une limite.

Rappelons brigvement quel est ce procédé: on constinit uie premidre suite @entiers nt, n}, #) ...
tels que les quantitds @nl, Gul, ftel, ... convergent vers une limite; on comstitue avee des éléments
e cette premidre suite nue seconde suite 2%, 3, o3, .., telle gue les quantifés b.n%, b,,g, b,,-é, ... eon-

26—34198. deta mathematica. 63, Tmprimé le 6 juillet 1934,
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vergent vers mne limite; ete.  On choisit alors wy égal & aag, qui ext le pH™%%erme de la diagonnle
du tablean infini des 'n.j’:.

Application: Du théoréme cité au paragraphe précédent résulte le suivant:
Théoréme fondamental de M. I'. Riesz: Soit une infinité de fonetions U™(z)

définies sur un domaine IT' et telles que les quantités f j f U*3(z) 0z soient

bornées dans leur ensemble; on peut toujours en extraire une suite illimitée de

fonctions possédant une faible limite en moyenne.

En effet la condition a) est satisfaite et le Procédé diagonal de Cantor permet de construire
une suite de fonctions U*(x) qui vérifient la eondition b,

8. Divers modes de contimté dune fonction par rapport & un paramdtre.

Soit une fonction U(xz, f) dépendant d'un paramétre {. Nous dirons qu'elle
est wuniformément continue en t quand les trois conditions suivantes seront réa-
lisées: _

a) elle est continue par rapport i Ty, Xy, La, L

b) pour chague valeur particulidre ¢, de ¢ le maximum de Uz, t,) est fini;

¢) étant -donné un nombre positif &, on peut trouver un nombre positif 9
tel que l'inégalité |# — #,| < # entraine:

| Ulz, ) — Ulz, )| < e.

Le maximum de | I {(z, f)} sur I est alors une fonction continue de ¢.

Nous divons que Ulx, ) est forfement continue en t guand, pour chaque

valewr particuliére £, de ¢, j f f (x, &) 0z est fini et gu'on peut Stant donné

g, trouver 5 tel que I'inégalité |¢ — ¢,| < 9 entraine:

fff[U(x, 0 — Ulw, )6z < o.

I/intéerale f j f UP(x, t})dx est donc une fonction continue de ¢. Inversement

’

le lemme 1 nous apprend qu'une fomction I/{xz,f), continue par rapport aux.
variables w,, %y, x,, ¢, est fortement continue en ¢ guand l'intégrale précédente
est une fonction continue de £




Sur le mouvement d'un liquide visqueux emplissant I'espace. 203

6. Relations entre une fonction et ses dérivées.

Considérons deux fonctions u(x) et a(x) possedant des dérivées premicres
continues qui soient, comme ces fonctions elles-mémes, de carrés sommables sur
II. s étant la surface d'une sphére S dont le centre est Vorvigine et dont le rayon
7o augmente indéfiniment, posons:

i e
@ (rg) = f j j ['N»(. .05?{/7) + U:;) ('3/)] dy.

La seconde expression de p{r,) prouve que cette quantité tend vers une limite

nous avons:

@() quand », angmente indéfiniment. La premidre expression de g {r)) nous

< / j lut (@) @ ()| ™ (z-’ .
f 9ol = [ [ [ aatsn

Par suite (%)= 0; en d’antres termes:

(1.11) f f f 0%+ 250 o) | oy —o;

il en résulte que plus généralement:

) daly)  dulw) J -
{r12) [[f[u(r/) o T g, aly) } oy = u(y} aly) dy;.
lfi;w i 14 .
Choisissons comme domaine @ une sphére de rayon infiniment petit dont

Lﬁ(rl)

47 Oy

7

donne:

d'on:

; ajoutons les

nous nommerons le centre z; faisons! dans (1.12) a(y) =

'+ représente la distance des points x et Y.
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relations qui correspondent aux valeurs 1, 2, 3 de ¢; nous obtenons l'identité

importante:

(1. 13) 7' (7:(
13 dy: Iy Iy

. . 3 . .
Si maintenant nous faisons dans (1. 11) a(y) = Wom, (y) et si nous ajoutons
, r?

les relations qui correspondent aux valeurs 1, 2, 3 de <, il vient:

en appliquant I'inégalité de Schwarz au premier membre de cette identité nous

obtenons une inégalité qui nous sera utile:

u
(1.14) [ff — # 1"6J<4f[[()1/,0u,

1. Quasi-dérivées.
Soit une infinité de fonctions w*(x) possédant des dérivées premiéres conti-

nues qui soient, comme ces fonctions elles-mémes, de carrés sommables sur IT.

Supposons que les dérivées u’ __ﬁu* Do’
I —]
Pl 4 dx, 0z, Ox,

IT vers des fonctions U, ,; U, oy Uyg. Boit Ufz) la fonctlon mesurable définie
presque partout par la relation:

I 1] la(l)
»
T anm *’a’yi’U,z(!l)a'y-
"
Nous avons:

(g [ [we—vepos- | -
;./”[j fffKu(% ) [g;f—j—lf,s(y)] [Z%E—L’,j(y')]«fwy"

1

convergent fmblement en moyenue sur

en posant’:

i repusente la: d1st‘mce des points w et y'.
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. () ()
Nt LA U
Ktj' (y;?]) 1671_2 ] 0y1 ()}jj d‘x,
ks

cette expression de K permet d'établir aisément que l'intégrale

j]f jffK"j @ ¥V Kijly, ') Sy o'
i P )

est finie; le second membre de (r.15) a done bien un sens; et il tend vers zéro

d’aprés la relation {1.7). Donc les fonctions #*(z) ont smr tout domaine @ une

forte limite en moyenne: la fonction 17 (x). Bt, si les intégrales f j j U*2(z) dx
i

sont bornées dans leur ensemble, U(x) est sur IT faible limite en moyenne des
fonctions u*(x) (CE. § 3, Exemple TI, p. 199); on déduit alors de (r. 11) I'égalité:

(t. 16) j[ f I v + U, c)als) [ oy =o.

Posons & ce propos la définition suivante:

Définition des quasi-dérivées : Soient deux fonctions de carrés sommables sur

II, Uly) et U, :(y); nous dirons que U, ;{y) est la quasi-dérivée de Uly) par rap-
port & y; quand la relation (1. 16) sera vérifide; rappelons que dans cefte relation
(r.16) a(y) représente wne quelconque des fonctions admettant deg dérivées pre-
midres continues qui sont, comme ces fonctions elles-mémes, de carrés sommables
sur [II.

Résumons les résultats acquis an cours de ce paragraphe:

Lemme 2. Soit une infinité de fonctions «*(x) continues ainsi que leurs

dérivées premiéres. Supposons les intégrales f j f u*?(z)dx bornées dans leur
H

oo Out{m) ' e
ensemble; supposons que chacune des dérivées —OQ alt sur I1 une faible limite
e, .

en moyenne U, ;(z). Alors les fonctions u*(x) convergent en moyenne vers une
fonction U(z), dont les fonctions U,i{z) sont des quasi-dérivées; cette conver-
gence est forte sur tout domaine w; elle est faible! sur [T

! Ou forte.
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De méme que nous avons défini les quasi-dérivées, nous allons définir comme
suit la quasi-divergence @(z) d'un vecteur U;{x) dont les composantes sont de
carrés sommables sur IT: c¢'est, quand elle existe, une fonction de carré sommable
vérifiant la relation:

(r.17) _ fff[Uf(y)z—;Jr @(y)a(y)]6y=0-

- 8. Approxzemation dune fonction mesurable par une suite de fonctions 1égu-
liéres. Soit une quantité positive arbitraire e&. Choisissons' une fonction A(s)
continue, positive, définie pour o = ¢, identique & zéro pour I =g, possédant des
dérivées de tous les ordres et lelle que: '

1
4%] AMoP o do=1.

0

U(x) étant une fonction sommable sur tout domaine @, nous poserons

19 a5 [2(3) v

(r = distance des points x et ¥)

Cette fonction U (z) posstde des dérivées de tous les ordres:

')Hm +n 6Hm+u
(1.19) Ol dzp 0 0:{:""0.1:" B Oxtoxr dxt d.r“ U(?’) 9.

Supposons U (x} borné sur IT; nouns avons manifestement:

(1.z0) minimum de U{z) < U{z) < mazimum de U (x).

Supposons U(x) de carré sommable sur IT; I'inégalité {1.3) appliquée 4 (1.18)
nous donne:

(1.21) fffﬂﬁ§6x<ffo”(x)dx;

. 1
s—1

' Pour fixer les idées nous prendrons Ms)=A4 ¢
o<g<I.

, 4 étant une constante convenable, pour -
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appliquée 4 (1. 19} elle prouve que.les dérivées partielles de {/{z} sont de carrés
sommables sur 11,

Notons enfin que nous avons, si I7 (#) et T{x) sont de carrés sommables

22) f f f U V() o = f f ]'U(x)‘ﬂ;:) b

8i V(x) est continue, ¥’ (x) tend uniformément vers ¥ {x) sur tout domaine
@ quand ¢ tend vers zéro; on a alors d'aprés (1. 22):

on en déduit que sur IT [/ (x) converge faiblement en moyenne vers U/ (x) quand
& tend vers zéro; linégalité (1.21) ét le critére de forte convergence énoncé
p. 200 autorisent méme une conclusion plus précise:

Lemme 3. Soit une fonction U (z) de carré sommable sur IT; U () converge
sur II fortement en moyenne vers U(z) quand & tend vers zéro.

On établit de méme la proposition suivante:

Généralisation du lemme 3. Soit une suite de fonetions Uelz) qui sur II

-convergent fortement (ou faiblement) vers une limite U(z) quand & tend vers

. zéro; les fonctions U.(x} convergent fortement (ou faiblement) vers cette méme

limite.

9. Quelques lemmes concernant les quusi-dérivées.

Soit une fonction U/{zx) de carré sommable sur IT ; supposons

fffd(x)a(x)am:o

guelle que soit la fonction @(x) de carré sommable sur IZ dont les dérivées de
tous les ordres existent et sont de carrds sommables sur I ; nous avons alors:

fff U@ Ula) bz =o;

o TRTIEAT
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d'od, en faisant tendre & vers zéro:

[jf U2 () 6z = o.

La fonetion U(z) est donc nulle presque partous.

Ce fait permet d'établir les 1)1‘01)03iti0ixs suivantes: La quasi-dérivée d'une
fonetion par rapport 4 la variable z; est unique quand elle existe. (Nous con-
sidérons comme identiques deux fonctions égales presque partout).

La quasi-divergence d'un vecteur est unique quand elle existe.

Lemme 4. Soit une fonction {7(z) admettant une quasi-dérivée U, :(x); je
oU(w) -
oz Uil

dis que

- 1l suffit de prouver que:

)]
f/‘fa_l]_(f.(, r.\a]gff‘/ U, {yalx)dr.

Or on déduit aisément de (1. 18) que:

()_:(_:) | (0 uu))

i x; d ::v:z

cette formnle et les formules (1. 11), (1. 16), {1. 22) justifient les trausformations:

f[.f(?_r']}i“{ﬂd“‘r\ﬁ—f[.fU\t)aaw) [ffu(ﬂ_ S —
T Ol ’ e — ,
“f[] Uir Do dao == jffb’,[{w)n(.u)d\.r: ffo,i(la)a(a:)d\x. Q. B D,
it J-L i it

Lemme 5. Soient deux fonctions de carrés sommables sur T, U () et ¥ (x),
qui possédent les quasi-dérivées U,;{z) et V,:(x); je dis gue:

(r.23) fff[U(sc)V,,-(x)+U,i(x).V(a:)]dx=o. .

Cette formule s'obtient en appliguant le lonme 3 & la formule:

f f f (U, il + U, i (0 Vi) Sr=o,
It

qui elle-m@me résulte de Ja relation (1. 16) et du lemme 4.
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‘Lemme 6. Soit un vecteur U(x) admettant une quasi-divergence O (x);
on a: divergence U;(z) = @ (x).

(La démonstration de ce lemme est trés analogue & cetle du lemme 4)

Lemme 7. Soit un vecteur Ui{x) de quasi-divergence nulle. Supposons

f f f Ui(x) a;(x) 62 = 0 quel que soit le vecteur &{z), de divergence nulle, dont

les composantes ainsi que leurs dérivées de tous les ordres sont de carrés som-
mables sur II. Je dis que U;(z)=o.

En effet le lemme 4 nous antorise & choisir a;{ r\*l’ fx2; or quand £ tend vers zéro la relation

ffo,\:r, Uday 0 =10 se rédunit & la suivante:
fff Ui Ui dr=o0.
"

Corollaire. Une infinité de vectewrs U (x), de quasi-divergence nulle, posséde

s

sur II une faible limite en moyenne unique si les deux conditions suivantes sont
vérifides:

a) Les nombres f f f UF (x) UF (x) 6z sont bornés dans leur ensemble;

b) Pour chaque vecteur a;(x) de divergence nulle, dont les composantes,
ainsi que leurs dérivées de tous les ordres, sont de carrés sommables sur IT, les

quantités f f f x)zi{x) dz ont une seule valeur limite.

Sinon le Théoréme fondamental de M. F. Riesz (p. 202) permettrait d'extraire da la suite
Ufe) denx suites partielles possédant deux failles limites distinctes, dont I'existence contredirait le
lemme 7.

II. Mouvements infiniment lents.

10. On désigne par »équations des mouvements infiniment lents des liquides
visqueux» ou par »équations de Navier lindarisées» les équations suivantes:

_ urloe, 1) 10ple,f) _ [ . __@L]
o lvdul(x, ) 37 o dm Xilx, ¥) Jﬂ‘ﬁﬁ; PP
2.1 l

01‘.&3‘ (m, t) o
BCC_}'
27—34198. dete mathematiea. 63. Tmprimé le & juillet 1934.
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v et ¢ sont des constantes données, X;(z, {) est un vecteur donné qui représente
les forces extérieures; p(z, {) représente la pression, w:(x, ¢} la vitesse des molé-

cules du liquide.

Le probléme que pose la théorie des liquides visqueux est le suivant:

Construire pour ¢ > o la solution de (2. 1) qui correspond & des valeurs ini-
tinles données, u;(z, o).

Nous allons rappeler la solution de ce probléme et quelques-unes des pro-
priétés qu'elle posséde. Nous poserons: -

Wit fffua:ctmmt)d
s in Pz, 1) (e, 1)
Jm(t) - fffc’)xko"m; e é‘xkﬁmt .. d‘.’E
I

V(f) = Maximum de Vu(z, )uilz, § & linstant t.
&y (2, 1)

daxl dak !

a linstant ¢ (b + &k + L =m).

Dy, (§) = Maximum des fonctions

Nous ferons les hypothéses suivantes relativement aux données: Les fone-
dxy _
W (o) et ¥ (o) sont finies; | Xi{x, §) — Xi(y, )] < Clz, y, ), Cla, y, 1) Stant une

tions w{z, ¢) et leurs dérivées premiéres sont continues; =0, les quantités

fonetion continue; f f f Xilx, t) Xi{x, )9z est une fonction continue de £, ou

est inférieure & une fonction continue de ¢. )
Les lettres A4 et 4, nous serviront désormais i désigner les constantes et

les fonctions de lindice m dont nous ne préciserons pas les valeurs numériques.

11.  Premier cas particulier: X:(z, t)=o.
La Théorie de la Chaleur fournit dans ce cas la solution suivante du sys-

téme (z.1):

41!
(2. 2) u,(.;!: )= 2]/ fff g (y, 0) dy; ple, =0

Les intégrales u;(x, f) sont uniformément continues en ¢ (cf. § 5, p. 202)
pour o < f, et l'on a: )
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(2.3 V()< ¥ (o).

Quand J (o) est fini, I'application de l'inégalité (1.14) et de I'inégalité de
Schwarz (1.1) & (2. 2) permet d'obtenir une seconde borne de V():

"1.’
VE(H) < 4di{o fjf yt“‘m

Ad, {o)
)’

L'inégalité (1. 3) appliquée & (2. 2) prouve gue l'on a:

c'est-a-dire:

(2. 4) [URS

{2. 5} : W) < Wio);

les intégrales w;(z, ) sont fortement continues en ¢ (cf. § 5, p. 202) méme pour
t=o0. Appliquée a la relation:

e ] Ao

cette inégalité (1. 3) prouve que:

(2. 6) J1(8) < J,(o);
o o Ou . . .
les dérivées premidres Fr sont fortement confinues en {, méme pour =0 si
Ck

" J, (o) est fini.

Pour des raisons analogues les dérivées de tous les ordres des intégrales

ui(z, {) sont uniformément et fortement continues en ¢ pour £ > o; et plus pré-

cisément:
Am 1/*7_
(2. 7) Daf) <AV WO,
(.y f i
AnV W0
(2. 8) Jm( ) ( )

wn

(e)®

12, Second cas particulier; wiz, o) = o.
La solution fondamentale de M. Oseen?, 7(x, £), fournit la’ solution suivante
du systéme {2. 1)

! Voir: Oscen: Hydrodynamik § §; Acta mathematiea T. 34.

LSS T SRR A%« e T B T L gt
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[ .

uy (z, 1) :fdt' fff Tij(w—y, t—t) Xily, t') oy
i} ¥’3

P, 1) = "L}aszf X;(y, 1) dy.

Nous avons:

. _ A .| Tylz—y, t—1)
(2.10)7 II'IJ(x —-Y, ¢ i5)l l amhamﬂﬁxl <
[ +{ t-—t)P
Am '
< - s (t <t)

2o (t—1] 2

Nous remarquerons en premier lieu que les inégalités (1. 2) eb (1.3) appli-
quées en méme temps que {2. 10) 4 la formule:

(2. 11) Bugxxk t) ['HfffﬂT,,x i, t— t)Y(J, £)dy

*r

Hy
8z

prouvent que les dérivées premiéres sont fortement continues en { pour

{ = o, et que:

(2.12) va-M~ /fijla:t)Xa:t)

Ceci fait, adjoignons aux hypothéses déja énoncées la suivante: le maximum

de V X;(z, £) X;(x, t) & Uinstant ¢ est une fonction continue de ¢, ou est inférieur

4 une fonction continue de #; il n'y a aucune difficulté & déduire de (2. 9) que

I

5’&(—' . , . Y o
u; {z, §} eb — sont alors uniformément continues en ¢ pour {= 0, et & préciser
6a:k P

#

par exemple que

{z.13) D, fV .___{Max de V X; (2, t)X (z, t) & mstant t}

cette inégalité (2. 13) peub &tre complétée comme suit: nous avons
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aus (z, t) Aui {y, 1) 01,,1, 2, t—1t)
=z 5o fdtjjf X;(z ¢)d2
o .y "
_ ’ & g\Yy—z, t—1t ) !
fcltfff i X;(z, t)ﬁz
0 kng
5 ( ) 074
; OTyle—z, t—t) OTyly—e, t— )]
+fdtfff[ - - X(z, ¢)dz,
O H—w

o étant le domaine des points 2 situés & une distance de x ou de y inféricure
a 2r; appliquons la formule des accroissements finis au crochet:

[(? Tyle—z, t—1t) 0Tyly—z, t— t')]
dax ﬁyk

I3

et majorons les trois intégrales précédentes en remplacant les diverses fonctions

qui y figurent par des majorantes de leurs valewrs absolues; nous vérifions
aisément que:

oui(x, 8)  Ouily, O] -
(2. 14) | . i =

1

< Ag-}?f at - - {Max. de V Xi{z, t) X;(z, £} & Uinstant ¢}.
(t— )1 '

— Nous dirons gw'une fonction Uz, {) satisfait une condition H quand elle vérifie
une inégalité analogue & la précédente:

(2. 15) - | Uz, )— Uly, 8] < ¢ (),

ot C(t) est inférieur 4 une fonction continue de {. Nous nommerons coefficient
de la condition H celle des fonctions C(f) dont les valeurs sont les plus faibles
possibles. —

Supposons maintenant que les fonctions X;(z, f) satisfassent' une telle con-

9

*uj (z, t)

PE qu1 sont données

dition H, de coefficient C'(f); les dérivées secondes

par les formules:
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0% ( [P Tl —y, 1) o
0£Uk5xz fdtfjj dxrbx (X5, )~ Xz, ) 6y

sont alors des fonctions uniformément continues en ¢, et l'on a:

(2.16) Ds(t)<fif[g(%'

Plus généralement:

Supposons que les dérivées d'ordre m des fonctions X;(z, ) par rapport i
&y, Xy, Ty existent, soient continues et soient inférieures en valeur absolue & une
fonction continue @, (f). Alors les dérivées d'ordre m-+1, par rapport & &y, Ty, Xy,
des fonctions u; (x, f) existent, sont uniformément continues en t; on a:

(2. 17) _ Dl < 4 ;’fv(( )_f?;i).

enfin ces dérivées d'ordre m+ 1 satisfont une condition H de coefficient:

.1y e <4 | ?f%ﬁ

amX, 2, 1) 2
f]f EYEY, l] da < yn(e),

Wn(f) étant une fonction continue (positive), alors les dérivées d’ordre m+ 1 par

Si de plus:

rapport 4 x;, xp, ®, des fonctions w;(z, {) sont fortement continues en # et véri-
fient l'inégalité:

¢
: W) dt
2,1 eTm, t < Am P
( 9) ) +1( ) 1/y(t—t’)

Supposons maitenant que les dérivées d’ordre m des fonctions Xi(z, t) par rap-
port & a(, @, x, existent, soient inférieures en valeur absolue & une fonction -
continue de ¢ et vérifient une condition H de coefficient On(f). Alors les dérivées

d'ordre m + 2 des fonctions w(x, f) par rapport & z, %y, % existent, sont uni-
formément continues en ¢ et vérifient Finégalité
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ot

¢
(2.20) Diga(t) < Af ML{H,
_ [v(t— )i
13.  Cas général,
Pour obtenir une solution w; (x, f) cIe (2. 1) correspondant 3 des valeurs ini-
tiales données 4, (x, o}, il sufft d'ajouter les deux solutions particulidres précé-
dentes, c'est-d-dire de prendre:

wilz, t) = HE (@, &} + uf (x, ) plx, &) =p" (x, 9.
Nous nous proposons de compléter leg renseignements que fournissent Ies deux

paragraphes précédents en établissant que u;(x, ) est fortement continu en ¢ et
en majorant TV (f). '

Cette forte continuité est évidente dans le cas ot Xi(x, &) est nul hors dum

domaine @; quand z s'éloigne indéfiniment u (z, 8), d?{é—gu) et p(x, f) tendent
3

‘i .
alors vers zéro respectivement comme (z;z;)~? )2 et (™1 et il suffit
d'intégrer les deux membres de l'égalité: '

a
vty A1ty — 1o dt(ut ) — —éul % = —u; X;

pour obtenir »la relation de dzsszpatzm: de Uénergie»:

f
(2. 21) vaf(t')th'—f- SO~ Lw) =fdt'fff wl, ) X (e, )8z
1] : i3 Vi

d'ou résulte 1'inégalité:

240 sg (o) + f e VIV (E) ]/ Tﬁl(mt) Xi(x, 1) 0z

W(#) est done inférieur on égal 4 la solution A(#) de l'équation

~A(f) = é 17 (o) + jdt' Va(t) ]/ TIF(:E, t) X:(z, t) o

(2.22) Vg < f ]/ _ f f f Xele, ) Xile, ¢) 6z at' + V7).

i

B |

c'est-d-dire:
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Quand X;(x, t) n'est pas nul hors d'vn domaine @, on peut approcher les
fonetions X;(x, £) par une suite de fonctions X7 (z, ) nulles hors de domaines
w", et par ce procédé établir que les relations {2.21) et (2. 22) sont encore va-
lables. La relation (z.21) prouve que W (f} est continue; les fonctions u;(z, 1)

sont done fortement continues en £ pour £= o,

4, wlz, t)=wilz, &) + ui(z, £) est la seule solution du probléme posé au
paragraphe 10 pour laquelle W{f) est inférieure & une fonction continue de f;
cette proposition résulte de la suivante

Théoréme d'unicité: Le systéme

Fui(o, §)  10ple, 1) Gy, 1)

(2' 23) ?’/]ui(ﬂj, t)_ It ——E' 0z = 0, ()CL'J — =0

admet une seule solution, définie et continue pour = o, nulle pour ¢t=o, telle
que W{#) soit inférieure & une fonction continue de #; c'est u:(z, t) = o.

En effet les fonctions
t

o, t):me,T)er', g, )= [p(m, Hatd
0 o -

constituent des solutions du méme systéme (2. 23); les dérivées

v, 1§ . Oy da, B
e - ———
Oxtdakdal — Atdah 32t Ot

existent et sont continues; on a dvidemment 4 g=o et par suite:
N I
vA{A v — P (A vi=o;

Ia Théorie de la Chaleur permet d'en déduire A2v;==o. I’autre part les inégalités (r, 2) et (1.21)
prouvent que Vintégrale f f f 'wi(.r, H v;lx, £ Sz est finie. Done vz, )= o. Et par suite 1;(x, H=o.

F/4

Enongons un corollaire qu'utilisera le paragraphe suivant:

Lemme 8. Supposons que nous ayons pour @ = {< T 1é systéme de re-
lations: '
dwlze, t) 10plz,t) _  9Xule, 8). dule, t)=0

vdulz, ) — ot o Om : D o1

0" Xixlw, 1)

Supposons les dérivées
0.’Ej (73:;

continues et les intégrales
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s [{

inférieures 4 des fonctions de ¢ continues pour @ << 7'. Nous avons alors:

) 4vt
u,-(g;,t fff s (y, &) 0y +
(21 7o)
i
d T, r "oy
+(7—32A- dt ‘ ,l Tiile — ;i']‘-t—t)ljk(ﬂ,f)d_'f/;

](.’L‘ t):_.;;ﬂ()—.’,afff A,jj, [S?/ (@<t0<t<T)

IIL. Mouvements réguliers.

15.  Définitions: Les mouvements des liguides visqueux sont régis par les
équations de Navier:

Go1) v, t)__%(;f,_ﬂ._}_ ?2{-(51:—"#):%;-(3:, )ﬂm(x ). Owlz, t)

at ¢ Oy dxy 9 ok .

o » et ¢ sont des constantes, p la pression, w; les composantes de la vitesse.
Nous poserons: '

W) = f f f e, e, ) b,

V() = Maximum de Vo {x, #) s (z, £} 4 linstant ¢.

Nous dirons qu'une solution w;(z, &) de ce systéme est réguliére dans un inter-
valle de temps' © <¢< T si dans cet intervalle de temps les fonctions w;, la
du; 0w 0ut i?ﬂ
09:;, 0'{:;_ (?xf ot dx;
par rapport a m,, %, @, ¢ et si en outre les fonctions W (f) et V(i) sont infé-
rieures a des fonctions de ¢ continues pour O<t< T

fonction p correspondante et les dérivées

sont continues

Nous utiliserons les conventions suivantes:

La fonction Du(f) sera définie pour chaque valeur de ¢ an voisinage de

' Te eas olt 7= + @ n'est pas exclu.

2834198, deta mathematica, (3. Imprimé le [0 juillet 1934.
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.. ™ (z, f) . . ; . ‘

laquelle les dérivées 7 -,,—5—(- Yo existent et sont uniformément continues en't;
zh ot

1

elle sera égale 4 la borne supérieure de lewrs valeurs absolues.
La fonction Gy(f) [ou Cn(f)] sera définie pour toutes les valeurs de ¢ au

™ (e, 8}

voisinage desquelles les fonctions w;(xz, £} | ou les dérivées =
» q i@, 8 dat Aok )t

une méme condition H; elle en sera le coefficient.
Enfin la fonetion Ju(f) sera définie pour chaque valeur de ¢ au voisinage
M (1, 1)

de laquelle les deuvees 0——,-;5;,-—0»“ existent et sont fortewent continues en ¢

()mH; x, t 0"‘@«:;—(3:, t)
Tl f[f Sueduy ... a0z . . .633

Le lemme 8 {p. 216) s’applique aux solutions réguliéres-du systéme (3. 1) et
nous donne les relations: , .

nous pOSGl ons.

2

2

(3.2)  wile, t)=:(-2-7,ij_gﬁ f f f ({{; to)a;u%
+—~~] itjff e —y, t— ) wly, uly, 1) dy.

0
(3.3 =2 jfffm(r/ tusly, 1) 6y; (0 < t, <t < 1)
"

4 Qxp Oz

Les pa,ragraphes-'ll et 12 permettent de déduire de la relation (3. 2) les
faits suivants: les fonctions w;(x, ) sont uniformément et fortement continues en
t pour & <{< I la fonckion Cy(f) est définie pour ® < ¢ < T et L'on a [ef, (2. 7)
et (2.18)]: ‘

AV W (L) f Vi) at
GOy T4 ot —¢)); :

Ce résultat porté dans (3.2) prouve que D), (f) existe pouwr @ < < T’ et fournit
I'inégalité [cf. (2. 7} et (2. 16)}:
¢
/ 7 /
Dt) < AV IVt J—i— A .[K(—t}g,"(tj di’.
v (t - ifo)}

——’-—-~—] vérifient.
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Poursuivons par récurrence: :
L'existence de D, (#), ... Dyys1(f) assure celle de Cut1(t) et Yon a [ef. (2.7)
et (2. 18)}:

1, VW) P D () + 3, D)
S ! f [cd =M ’
Tﬂt‘i‘ 1 (f) ’("f:, 3 44 nt T T e ""t{'-' _3__;751; T T f{t .

[V(t—fn) T2 i‘)l(lf—— zl)]4

L'existence de D {t}, ... Dsr(f), (8, . .. Cor1 (£) assure celle de Dyuy(f)
et l'on peut majorer cette derniore fonction & I'aide des précédentes [ef. (2. 7)
et (2. 20)].

Les fonctions Dy, (f) et €\, (f) sont donc définies pour O <t < T, quelque
grand que soit m.

D'autre part les paragraphes 11 et 12 permettent de déduire de (3. 2) 'exi-
stence de J(f) pour toutes ces valeurs de #; et nous avons [ef. {2.8) et (2.19):

I

T < L) Aj W DE)
Vot — )

bt — to)11

Plus généralement Lexistence de D), .. Du(d), JUB), .. Juci(t) assure celle
_de Ju(t) [ef. (2. 8) et (2.10)).
Il nous est maintenant aisé a' établir par lllltelxnedlalle de (3.3) que la
fonetion p(x, f) et ses dérivées -,-’)m pla, f)
’(,'_(7
tinues en ¢ pour @ <{<< 7. D'aprds les équations de Navier il en est de méme
. Ay Gty
pour les fonctions e ()?(‘)Ec:(??g“_

Plus généralement les équations (3. 1) et (3. 3) permettent de ramener 1'étude
des dérivées qui sont d'ordre # + 1 par rapport & £ & l'étude des dérivées qui
sont d'ordre # par rapport & £. Et l'on aboutit finalement an théoréme suivant:

St les fonctions wi(z, t) constituent une solution des équations de Navier régu-
licre powr @ <t< T, alors toutes lowrs dérivées partielles existent; ces dérivées
partielles et les fonctions w;(x, t) elles-mémes sont ungformément et fortement conti-
nues en ¢ pour @ < < T

sont uniformément et fortement con-
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16. Le paragraphe précédent nous apprend plus: il nous apprend & majorer
les fonctions w:(x, f) et leurs dérivées partielles de tous les ordres au moyen des
seules fonctions W (f) et ¥ (f). Il en résulte:

Lemme 9. Soit une infinité de solutions des équations de Navier, uf(z, 9,
réguliéres dans un méme intervalle de temps (6, ). Supposons les diverses
fonctions V*(t) et W*(¢) inférieures & une médme fonction de ¢, continue dans
(@, T). De cette infinité de solutions on peut alors extraire une suite partielle
telle que les fonctions /' (x, t) de cette suite et chacune de leurs dérivées con-
vergent respectiveinent vers certaines fonctions wu;{x, t) et vers leurs dérivédes.
Chacune de ces convergences est uniforme sur tout domaine @ pour @ + 5 <f<.
<T —n (p>o0). Les fonctions wu;{x,t) constituent une solntion des équations
de Navier réguliére dans (@, 7). ' -

En effet le Procédé diagonal de Cantor (§ 4, p. 201) permet dextraire une snite de fonctions

& . * ey y .
1 (e, 1) telle que ces fonctions i Gr, £ et lenrs dérivées convergent pour tous les systéines rationnels
de valeurs données & @y, @y, y, £ Cette suite partielle possdéde les propriétés qu'énonce le lemme,

17. La quantité W (#) et la quantité J,{f) — que désormais nous désigne-

rons pour simplifier par J(f) — sont lies par une mlation importante; elle

a .
(_)_i‘i et en 1emarquant que:

fffm(w,t')uk(w,t)a e 1), “3JU wle, By 2l 0l O

c'est »la relation de la dissipation de Uénergie»:

s'obtient en remplagant dans (2.21) X; par w

(5.2) | | y f Te)ad+ L we =L w).

fy

Cette relation et les deux paragraphes ci-dessus prouvent que les fonctions W(i),
V(t) et J(f) jouent un rdle essentiel. Aussi retiendrons-mnous de toutes les iné-
galités qu'on peut déduire du chapitre II uniquement quelques-unes ol figurent-
ces trois fonctions, sans plus nous occuper des quantités Cn(f), Dw(d),
Avant d'écrire ces quelques inégalités fondamentales posons wune définition:
Une solution w;(x, t} des équations de Navier sera dite régulicre pour @ <{<T

quand elle sera réguliére pour @< ¢{<: T et qu'en outre les circonstances suivantes
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. . Jus{x, .
se présenteront: les fonctions w:(z, t} et -~:)L—’~) sont continues par rapport anxz
- . Y. ',L‘j

variables &, x,, 5, ¢ méme pour f = 0; elles sont fortement continues en 7 méme
pour {=0; les fonctions u;(x, t) restent bornées guand ¢ tend vers ©.

Dans ces conditions la relation (3.2) vaut pour @ < {,<{<T (la valeur @
était jusqu’d présent interdite & #y); le chapitre IT permet d'en déduire deuw tné-
galités fondamentales; ce sont, le symbole { B; '} nous servant i représenter la

plus petite des deux quantltes Bet C; A’ A", 4’ étant des constantes numé-

riques: -

e (L2 WO Y AT
(5-5) 1fuf”_t pie—p( 2 V0 [r{-t0 W
(3.6) - J(t) < 4” '11(&_( ;u ) (0= tf<t<T).

v ) e

18. . Comparaison de dewx solutions réguliéres.
Considérons deux solutions des équations de Nuvier, u; et w; + v, régulidres
pour @ < {<< 7. Nous avons:

()11 I ()q &

(77.‘;' B 014‘
v — = vy (g ) s Sk
VAT Gy o0 "oz (re zJT)():ck A

Posons:

:fffv,-(x,;)v,-(m, . jg(t)zf.lfd?(?{; U d”gz‘; .“af

Appliquons la relation (2.21) qui nous a déjz‘:, fourni la relation fondamentale
(3. 4); elle donne ici: '

.5 1 dw " ) - E)_u,_ s . Jdu;
Vit -+ 2 dt j [QI ?"?"&ckdm * [j] vl o+ vk)(?mdm'
It Iy

Or nous avons:

]S e [ ] s wfee=o
f” a_d‘”fff —-—WGKNW;(-;) V(.

ct

T Rl ]
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Done:
v+ <V T
d’'ot:
dw _ e
2y < w(f) V2(1)

eb finalement:

!
;1:1 Vi) de
(3.7) wi) < wite v (@<t,<t<T)

De cette relation importante résulte en particulier:

Un théoréme d'unicité: Deux solutions des équations de Navier réguliéres
pour @={< T sont nécessairement identiques pour ces valeurs de t si leurs
états de vitesse le sont pour = @, h

19. Donnonsmnous un éfat initial régulier, c'est-d-dire un vecteur de diver-
gence nulle, % (xx, 0), continu, ainsi que les dérivées premiéres de ses composan-
tes, et tel que les quantités W{o), V (o}, J(o} soient finies. Le bub de ce para-
graphe est d'établir la proposifion suivante:

Théoréme d’existence: A tout dtat initial régulier, ui{z, 0), corrvespond wne solu-
tion des équations de Navier, w/(x, 1), qui est définie pour des valenrs 0 = ¢t <z del
et qui se réduit & w:(z, o) powr t=o.

Formons les approximations successives:

Oz, £) = - i (y, 0) 6
Wz, ) = —=- —-—= g \Y, 0) 0y,
‘ 2V ) f f f ot
] Jt
W M g, f) = [(lf f[f e —y, t—1) Dy, ) 4™ (y, t)é‘J-{-u(" (2, 1),

»

Eerivons en premier lieu les indgalités, déduites.de (2.3) et (z.13):
Vo < Vo)

Varn(g) < 4’ f ;[Z‘;‘I’)L%dt + V{o);
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elles prouvent que nous avons, quel que soit n:
V(i) < (8 pour 0 =t < g,

si @ (f} est une fonction continue qui vérifie powr ces valeurs de ¢ l'inégalité:

i

¢(l‘] = A’f i ;;E}" ":}:'T‘}. n"t’ -+ II(O),

nous choisirons ¢ (f) = {1 + 4) ¥ {o}; la valeur i douner & = est:

(3.8) re= Av 1™ {o0).

Posons alors:
v {f) = Maximum de V' ﬁ;j_(;i;,vt)m—:-w-r;"‘l:'*';i'(':L', f}] iw“"( ! —wz"rl’{;,t)] A linstant £.

Nous avons:
vin(f) < A’f _F) dit' = A V(o)
\ .

lp(r—t)

n\ * u]
vinti(y) < 4 j 1) et (o) [ HE)LE
]-y'g—t l'l’('b"—t)
0

d’ott résulte que, pour 0 < ¢ =< %, les fonctions »(z, #) couvergent uniformément
vers des limites continues, w;{z, ).

On démontre sans difficulté qu'd intérienr de 'intervalle (o, 7) chacune des
dérivées des fonetions w'(x, ) converge uniformément vers la dérivée correspon-
dante des fonetions u:(x, 1); les raisonnements sont trop proches de ceux du para-
graphe 15 pour que nous les reproduisions. Les fonctions u;(x, t) satisfont done
les équations de Navier pour o <t < <.

Vérifions que l'intégrale W (¢ fjj wilx, t) u, x, t} 6z est inférieure i une

fonction continue de ¢: les indgalités (2. 5} et {2. 12} fournissent les suivantes, ol

A, représente une constante:

VIO =17 T(0)
£
e e 4 Ay / ‘: 7)77
Vipwng < a, [ 200 0 I P Vi)
m

u
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l1a théorie des équations intégrales linéaires nous apprend l'existence d'une fone-
tion positive #{¢) solution de 1'équation:

1

0(f) = 4, f 290 v v TG

Vo (t —¢)
nous avons W®({{) < 0*{f); donc W () < 6*(4).

Il nous reste & préciser comment les fonctions w;i(x, {) se comportent quand
¢ tend vers zéro. Nous savons déja qu'elles se véduisent alors aux données
2z, 0), en restant continues méme pour t=o0. Pour prouver qu'elles demeurent
fortement continues en ¢ quand ¢ s’annule, il suffit d'aprés le lemme 1 d’établir que:

limite supérieure de W{t) < 11" (0);
tr0
or cette inégalité a manifestement lien, puisque 6%(o}= W (o). On prouve de
& wilx, t)
. dxp

Dés lors la démonstration du théoréme d'existence énoncé ci-dessus est

méme que les fonctions sont fortement continues en {, méme pour {=o0.

achevée.

Mais la formule (3.8) nous fournit un second résultat: Convenons de dire
qu'une solution des éguations de Navier, régulidre dans un intervalle (@, 1)), devient
irrégulidre & Uépoque T quand T est fini et qu'il est impossible de définir cette
solution régulidre dans un intervalle (@, I°) plus grand que (6, 7). La formule
(3. 8) révdle: ‘

Un premier caractore des zrrégularifés; Si une solution des équations de Na-
vier devient irrégulidre & U'époque 7', alors ¥ (f) augmente indéfiniment quand ¢

tend vers T'; ef plus précisément: -

v

(3.9) V(t)>Al o

20. Il serait fmportant de savoir s'il existe des solutz'mzs"des équations de
Navier qui deviennent wsrréguliéres.  S'il ne s’en trouvait pas, la solution réguliére
unique qui eorrespond & un état initial régulier, w:{z, 0), existerait pour toutes
les valeurs positives de £.

Aucune solution ne pourrait devenir irréguliére si l'inégalité (3.9) était in-
compatible avec les relations fondamentales (3. 4), (3. 5) et (3.6); mais il n'en est

rien, ecomme on le voit en choisissant:
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1

(3:10) - V0= 4T — 75 W= Az — s 7() = L8 s

et en vérifiant que pour des valeurs suffisamment fortes des constantes Ag et A%

~ l'inégalité (3.9) et la relation (3. 4) sont vérifides, ainsi que les deux inégalités

suivantes, qui sont plus strictes que (3.3) et (3. 6):

{

ea (2O WO Y 4
"< [l wremm e (T e

0

J(t)<A”f§%§%+J(to} (& <t<T).

to

Les équations de Navier possédent sfirement une solution qui devient irré-
guliére et pour laquelle les fonctions W(f), ¥ (£} et J(#) sont du type (3.10) si
le systéme:

) vt + O] 102 00t
(3.11) v Ui(x) cx[Ul(a:)-Fx;.- B s = (x) PP
OU,r;(CE)y_
0:1:1- B

ot « désigne une constante positive, posséde une solution non nulle, les U;(x, )

- étant bornés et les intégrales [ff Uz, &) Us{x, 1) 6 finies; la solution des
v "

équations de Navier dont il s’agit est:

1 1

(3. 12} ui(w, fy=[2a(T— 0] 2 za{T—1) ? 2 (t< 1)

(Az désigne le point de coordonnées Ay, Ay, Axyl)

Je n'ai malheureusement pas réussi i faire I'étude du systéme (3. 11). Nous
Iaisserons donc en suspens cette question de savoir si des irrégularités peuvent
ou non se présenter.

%L, Conséquences diverses des velations fondamentales (3-4), (3.38) et (3.6).
Soit une solution des équations de Navier, régulidre pour @ < ¢ < 7 qui, lorsque

¢ tend vers T, devient irréguliére, & moins que T’ ne soit égal 4 + o, Des rela-

tions fondamentales (3. 4) et (3. 5) résulte l'inégalité:
2034198, Acia mathematica. 63, Imprimdé le 5 juillet 1934,
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Ve [0 W) Y [ AT
o v [l e e

(@<t <t<T)

N

supposons qu'une fonction ¢ (f), continue pour o < ¢ < T, vérifie pour ces v&leuls
" de ¢ l'inégalité: '

(LG (CRY graatil
(3.14) =4 U/ ‘‘‘‘‘ "t — ]j” { "l {v(t—to)]}

nous avons alors pour les valeurs de ¢ communes aux deux intervalles {f,, 7' et
(fo, &, + 2):

(3. 15) (< plt— )
le premier caractére des irrégularités permet d’en déduire
(3. 16) o +z<<T.

Supposons en outre connue une fonction (t) telle que

: e () p(t’ <)
(3. 17) V t_t W) lo<t=q);

de l'inégalité (3. 6) résulte alors la suivante: .
(3.18) JE)<wlt—4) powr f<t<t + 1.
Le premier caractére des irrégularités se déduit de (3.16) en choisissant:
)=+ 4A) V(i) et T=Adw 7—2{t,).

Le choix @(f)=(1+ 4) V(¢,) et 7= + » satisfait I'inégalité (3. 14) quand

r

AT ) AW,
\ Va7 ¢ 60

V() >

c'est-i-dire quand » 2 (i) ¥{t) < 4. Done:

Premier cas de régularité: On est assuré qu'une solution régulidre ne devient
Jamais irrégulidre quand la quantité »—3 7 (§) I'(#) se trouve étre inférieure & une
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certaine constante A soit 4 l'instant initial, soit & tout aubre instant antérieure-
ment auquel cette solution n'est pas devenue irrégulidre.
On peut satisfaire (3.14) et (3.17) par un choix du type

L
1.

(3190 pW)=AJ(L}E—L) 5 vl =0+ )T(t) 7= ArT ().

Cette expression de # fournit:

Un second caractére des irrégularités: Si une solution des équations de Na-
vier devient irréguliére & l'époque 7, alors J(f} angmente indéfiniment quand ¢
tend vers T'; et plus précisément:

3
Ao

J(t) > (1 — t)i"

Les inégalités (3.15) et (3. 19} prouvent gu'une solution réguliére & un ins-
tant ¢ reste régulidre jusqu'a linstant ¢, + = et que l'on a:

Vit + 1) < Av 1 J3{t,).
La relation fondamentale (3.4) donne d'autre part:

Wty + 7} < W(t,).
Done: ' ' .
R Wty + 5 Vit + 7)< Av ™t W) JE{E,).

L'application du premier cas de régularité & 1'époque {, + ¢ fournit dés lovs:

Un second cas de régularité. On est assuré qu'une.solution réguliére ne
devient jamais irrégulidre quand la quantité »— W (£} J2(f) se trouve &fre inférieure
i une certaine constante A soit a4 l'instant initial, soit 4 tout autre instant an-
térieurement auquel cette solution n’est pas devenue irréguliére.

22. On établit de méme les résultats suivanis dont les précédents peuvent
d’ailleurs étre considérés comme des cas particuliers:
.

Caractere des frrégularité: Si une solution devient irréguliére & l'époque T, on a:

1f .3 : :
i +=
f . P 11_ ii(I"‘é)'JfZ( IJ)
1fj j [ (r, ﬂm(u',t)]zd,rfp > L — p> 3.
i : ’ )

(r —-t)é (=3

Cus de régularité: On est assnré qn'une solution régulitre ne devient jamais irréguliére quand
on a & un instant queleongue: ‘
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. » a .
{4 ll’(t)]”“*ffj [aslr, D ule, OF e < A(1 — é) p3ip—2 {p>3).
N . ])
i

Les cas de régularité que nous signalons moutrent comment une solution reste toujours régu-
litre gquand son état initial de vitesse est suffisamment voisin du repos. Plus généralement considé-
rons wn éftat de vitesse anquel correspoud une solution ne devenant jamais irrégulidre; & tout état
initial suffisamment voisin correspond une solution qui elle aussi ne devient jamais brrégulitre. La
démonstration de ce fait utilise ceux des résultats du paragraphe 34 qui concernent I'allure d'une
selution des équations de Navier pour les grandes valeurs de .

IV. Etats initiaux semi-réguliers.

23. Nous serons amenés, dans le courant du chapitre VI, & envisager des
états initiaux non réguliers au sens du paragraphe 17. Commengons leur étude
en remarquant que Vinégalité (3.7} permet d'énoncer un théoréme d'unicité plus
général que celui du paragraphe 18: Posons & cet effet une définition:

Nous dirons qu'une solution des dqualions de Navier est semz-réguliére powr
O =<t T quand elle est régulidre pour ® < {< T et que les deux circonstances

suivantes se présentent:
f

L'intégrale f VE(t)di' est finie quand @ <t < 7.

]

Les fonctions u;{z, ) ont de fortes limites en moyenne, u (z, ©), quand ¢
tend vers ©. '

— Nous nommerons »état initial des vitesses» ce vecteur u;(z, ©), dont la
quasi-divergence est nulle. —

Le théoréme que fournit l'inégalité (3. 7) est le suivant:

Théoréme d'unicité: Deux solutions des équations de Navier, semi-réguliéres
pour ® <{<T, sont nécessairement identiques pour toutes ces valeurs de ¢
quand leurs états de vitesse &4 l'instant @ sont presque partout idembiques.

Nous -dirons qu'un état initial de vitesse, wi(x, 0), est semi-régulier quand il
lui correspond une solution u;(xz, {) semi-réguliére sur un intervalle o = < 7.

24. Soit un vecteur U;(z) de quasi-divergence nulle, dont les composantes
sont de carrés sommables sur IT et possédent des quasi-dérivées Uy, ;(x) de carrés
sommables sur II. Nous allons établir que le champ de vitesses U;(z) est un
état initial semi-régulier.
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Posons:

W (o) = f f f Usle) Us(@) 0 e J*0) = f f f Uy i) U () 8.

Les fonctions U;(x) constituent. un état initial régulier, comme le prouvent le
lemme 6 et le paragraphe 8 (p. 209 et 206); soit #f (z, #) la solution réguliére qui

correspond & 1'état initial U;{x); nous avons en vertu de l'inégalité (1. 21) et de
la relation de dissipation de l'énergie (3.4):

(4. 1) . W (8) < W (o).

oU; (x)

Le lemme 4 nous apprend que 72

= Uy, 5{z); nous avons donc d'aprés (1. 21):

J*{0) < J (o);

les relations (3.15), (3.18) et (3.19) permettent d'en déduire que sur un méme
intervalle (o, 7) les diverses solutions «f (z, t) sont régulidres et vérifient les
inégalités: ‘

-

(4. 2) VE(t) < AJ o)t} +, J*@<(1 + A)J (o};

nous avons d'ailleurs:

(4. 3) 7= A»*J*(0).

Les inégalités (4.1) et (4. 2) nous autorisent a appliquer le lemme o (p. 220):
dans la formule de définition (1.18) de U(x) figure une longueur s; il est pos-
sible de la faire tendre vers zéro en sorte que pour o<{<z les fonctions uf(z, 1)
et chacune de leurs dérivées convergent respectivement vers certaines fonchions
- wslz, f) et vers leurs dérivées. Ces fonctions u;(x, ) constituent une solution
des équations de Navier régulidre pour o<<t<w; d'aprés (4.1) et {4.2) cotte
solution satisfait les trois inégalités: ' ’

(4. 4) Wl =Wo);, VIH)=AJw) 4 JEO<{+4)J0)
t .
L'intégrale f V() dt’ est done finie pour 0 <t <%. Il nous reste & préciser
. )

comment les fonctions w;(x, £} se comportent quand ¢ tend vers zéro.
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Soit a;(x) un vecteur quelconque, de divergence nulle, dont les composan-
tes, ainsi que toutes leurs dérivées, sont de carrés sommables sur I7. Des équa-
tions de Navier résulte la relation:

f/‘fu.,mta; J:z,——f[f x)dx +
fdtfffu w, ) Aas(z dm+fdtfffma, ) s iz, t)ag‘;;)q

d’od, en passant & la limite:

fff"‘(x’ t)“f(x)‘fx:fff Uil aufe) s +
fdtfffu,;g 2 dad’t)él’”*fﬂffjm(& us(z, ¢ agl(h)a _-

Cette derniére relation prouve que

fff‘”i(xl.t)as(x)dx tend -vers f![fUi(ir)a;(x)dx

quand ¢ tend vers zéro. Dans ces conditions u:(xz, ) a une faible limite en-

moyenne unique, qui est U;{z) (cf. Corollaire du lemme 7, p. 209). Mais l'inégalité
W(t) =< W (o) nous permet d'utiliser le critdre de forte convergence énoncé p. 200;
et nous constatons ainsi que les fonctions ui{x, §) convergent fortement en
moyenne vers les fonctions U;(z) quand ¢ tend vers zéro.

u(x, 1) est done une solution semi-régulidre® pour 0 <t <7 et elle cor-
respond & P'état initial U;(x).

25. On peut par des raisonnements analogues traiter les deux auﬁres cas
que signale le théoréme ci-dessous:

Théoréme d’existence: Soit un vecteur U; (), de quasi-divergence nulle, dont

dielx, 1)
~— convergent forblement en moyenne

a mj

' On peut méme affirmer plﬁs: les fonctions

vers les fonctions U, ;&) quand ¢ tend vers zéro.
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les composantes sont de carrés sommables sur IT ; on peut affirmer que 1'état
initial de vitesses qu'il définit est semi-régulier:

a) quand les fonctions Udc) possédent des quasi-dérivées de carrés som-
mables sur IT;

b} quand les fonctions U;(z) sont bornées;
¢) ou enfin quand lmtecnale fff[f x) U, (: )] xz est finie pour une

valeur de p supérieure & 3.

N. B. Ce théoréme et le théoréme d’existence du paragraphe 19 n'épuisent
évidemment pas I'ébude de l'allure que présente au voisinage de l'instant initial
la solution qui correspond & un état initial donné.

. V. Solutions turbulentes.

26. Soit un état initial régulier u;(x, o). Nous n'avons pas réussi 4 prou-
ver que la solution régulidre des équations de Navier qui lui correspond. est
définie pour toutes les valeurs de ¢ postérieures i l'instant initial ¢=o0. Mais

considérons le systdme:
Qus{x, t) 1 dplx, ¥ “mi 7 Dty (22, t) du; (z, 1) —0

(5. 1) vAuilz, ) — 91 o Oz dxn d

C'est un systéme qui est trés voisin des équations de Navier quand la longueurt
¢ est trés courte. Tout ce que nous avons dit an cours du chapitre TIT sur les
équations de Navier lui est applicable sans modification, hormis les considéra-
tions non concluantes du paragraphe 20. Par 1i se trouve établie toute une
catégorie de propriétés du systéme (5. 1), dans lesquelles ne figure pas la lon-
gueur &. D'autre part l'inégalité de Schwarz (1.1) nous donne:

3
wez, t) < dye 2V W(1), 4, étant une constante numérique.

Cette nouvelle inégalité et la relation de dissipation de I'énergie (3. 4) antorisent
i écrire & cdté de 1'inégalité (3. 5) la suivante: si une solution du gystéme (5. 1)
est régulidre pour o<t < T alor :

! Rappelons que ecette longneur a ¢té introduite au § 8 (p. 206), quand nous avons défini
le symbole T {x). ‘
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V{t ’)dt
Volt—

V()< A'Aoe_%VW@f If;(o) {o<t< T).

De 13 résulte que sur tout intervalle de régularité (o, T') V{{) reste inférieur &
la fonction ¢(f), continue pour o = ¢, qui satisfait 1'équation intégrale linéaire
du type de Volterra:

plt)= 4 Aegv—f“*‘“ + 7o)

V(t) reste donc borné quand, T étant fini, ¢ tend vers T'; ceci contredit le pre-
mier caractére des irrégularités (p. 224); en d'antres termes lunigue solution des
équations (5. 1) gui correspond & wn élat initial régulier donné est définie pour tou-

tes les valeurs du femps postérteures & Uinstant initial.

27. Btant donné un mouvement qui satisfait les équations (5. 1), nous
aurons besoin de résultats concernant la répartition de son énergie cinétique:
1 . . s ag
Pz (2, ) u; (2, t}. Ces résultats devront étre indépendants' de .

Soient deux longueurs constantes R, et R, (R;<R,); introduisons la fonction
flz) suivante:

flz)=o0 pour 7, < R,;

fla)= 33 —gi pour R, <, < R,; (12 = a5 27)
274
Slz)=1 pour B, <r,.

Un calcul analogue & celui qui fournit la relation de dissipation de I'énergie
(2. 21} nous donne:

[ [ [ [ e i -
=~;—ffff(;v)u;(a:, o)u;(m,o)ém—vfldt'fff%i—f) i (=, t’)(ll%g;—ﬂdx+

! Ils vaudront également pour les solutions réguliéres des équations de Navier.
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t
LN of @) o
-i—gfdt fff Dz; ple, Owlx, o +
0 I
i e
I ’ d L) ’ ’
+Efdt f[f—a—c? w e, £)w(z, O)wle, ) dz.
o it

Nous en déduisons l'inégalité:

jffu!ftu'x tdw < fffum: o)z, o) da +
(5.2) +’};/EI())IJ(£)4¢'+;;{_R /fffp o f1om
+£W f /jff Sz, e, t)] 3.

Majorons les trois derniers termes: d'aprés I'inégalité de Schwarz

¢ - t

(5.3) fJ(t’)d.t’ < [J (Ve Vi< 1/@1/2. '

o

0 9

" D’autre part (ef. (3. 3)):

o b (7?{; (y, ) ———
(5. 4) PR Al by el )0y,

d'oit
il [ oo [ ff i L g0,

la relation (1.14) et I'inégalité de Schwarz (1. 1) nous apprennent que

s[5 seoa] <o

30—31198. dola mathematica. 63, Imprimé le 6 juillel. 1934,

en outre:
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Uff e 5’”*% ” 6.’1:]2< W) T (E);
: f [ f P, V)de = V@),

done:

par suite:!

t

(5.5) ;—Idt’]/fﬂffpe(w, t)dx < {?fz(ﬂz] Uf&ﬂ(;ﬁ)dt <V2FZ((2)1});&.

De (1. 13) résulte:

~u;(x Nz, )= —

(7'&1 (yw t )

ay;
Oyk y

cette formule analogune & (5. 4) conduit par des caleuls analogues aux précédents

a l'inégalité:

W) .

(5.6)‘ ftdt’ ]/fjf [—12- i (, ) (2, t’)] dao < Vﬁ?;)it

Tenons compte dans (5.2) des majorantes {5.3), (5.5) eb (5. 6); nous obtenons:

fffu,(x,t:rlxt6w< fffu,x o)ui(x, o)dz +

79> Ry 79> Ry

W(o)Vrt

V2 (R,

t o Wiyt
—R)  2iahi(By,— R)

1 Nous utilisons l'inégalité:
3

t £ 3
] 1
fJ’-‘(t’)dt’ < [fJ"{t’)dt’] i*
0 0

qui est un cas particulier de »i'inégalité de Holders:

i i

£
| f P w )t
i

4

{ 1 .
P gy I_’ PN TH Tf (E I
< [[tp (f,di‘] [[w {t;dt] > I—q
0

—=1; I<p, 1<9)'
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Cette inégalité renseigne sur la facon dont 1'énergie cinétique reste localisée i
distance finie. ' '

28, Donnonsmous & Vinstant initial ¢ = o un étab initial constitus par un

vecteur quelconque, U;(z), dont les composantes sont de carrés sommables sur

II et dont la quasi-divergence est nulle. Le vectenr U;(x) coustitue un état
initial régulier (cf. lemme 6 et paragraphe 8); nommons u{z, ) la solution ré-
guliére des équations (5.1) qui lui corvespond; elle est définie pour foutes les
valeurs positives de ¢ Le but de cc chapitre est d’étudier les limites que peut
avour celte solution régulidre i (x, ) du systéme (5.1} quand & tend vers zéro.

Les propriétés des fonctions uf{(z, #) dont nous ferons usage sont les trois
suivantes: ‘

1%} Soit a;:(z, {} un vectenr quelconque de divergence nulle, dont toutes les
composantes et toutes leurs dérivées sont uniformément et fortement continues
en f; nous avons d'apréds (5. 1):

.fffﬂ:f(m, t);z,-(.:c, t)dm:fffﬁ?(ﬁai(x) o) oz +
(5.8) : o+ fdt' fff@rf (x, .t’) [w/ai(x, ) + aaé“;‘",’ t’j] da +
+ jdtjffm“t(” t")ai;%;’_j’)d‘x'

2°) La relation de dissipation de l'énergie et l'inégalité (1. 21} nous
donnent: ’

2

. sin 1 v
(5.9) va’“(t)dt 2w =5 ) <L i)
(5. 10) (Par définition W(o):fff,U,-(x) Ui{x) 6;1:.)

I

3°) L'inégalité (5.7) et l'inégalité W+ (o) < W (o} justifient la proposition
suivante: :
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Soit une constante arbitraivement faible 5(o < 5 < W(0)); nommons £, (z)

[[[rmvem=t.

1'-@> By}

la. longueur telle que:

désignons par s(n, f) la sphére, qui dépend continiment de # et de £, dont le

centre est I'origine des coordonnées et dont le rayon est:

1

W)Vt Wi ]
et |
V2 21 2 gt

Ry (n, t)=R1(n)+i[

nous avouns:

=0

{5.11) limite supérieure [ ul (z, Oui (z, )dx <.

u——s‘(u, 1}

R9, Faisons tendre & vers zéro par une suite dénombrable de valeurs:
&, &, . . . Considérons les fonctions TW*(f) qui leur correspondent; elles sont bor-
nées dans leur ensemble et chacune d'elles est décroissante. Le Procédé diago-
nal de Cantor (§ 4) permet d’extraire de la suile ¢, &, ... une suite partielle
&, &, . . - telle que les fonctions W#(f) correspondantes convergent pour chaque
valeur rationnelle de ¢ Ces fonctions W#({) convergent alors vers une fonction
décroissante, " sanf peut-étre en des points de discontinuité de cette derniére.
Tes points de discontinuité d'une fonction décroissante sont dénombrables. Une.
seconde application du Procédé diagonal de Cantor permet donc d'extraire de
la suite &, &,, ... une suite partielle &m,, ém,, ... telle que les fonctions W #(f)
correspondantes convergent' quel que soit £. Nous nommerons W (?) 1a fonction
décroissante qui est leur limite. (Cette définition ne contredit pas (5. 10))

L’inégalité W*{f) < W{o) prouve que chacune des intégrales:

i, fy
fdt'ffj ui{z, £)dx; fdt'f[f;ﬂm—.‘ﬂﬂ: (, t) 0z
i\ & i b ’

est inférieure & une borne indépendante de ¢&. Par une troisiéme application du
Procédé diagonal de Cantor nous pouvons donc extraire de la suite &w,, &m,, . - -
une suite partielle e,,, en,, . . . telle que chacune de ces intégrales ait une limite

! En &'autres termes nous utilisons le théoréme de Helly.
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unique quand ¢ et #, sont rationnels et que @ est un cube d'arétes paralliles
aux axes et de sommets 4 coordonuées rationnelles. L'inégalité W*(f) < W{o) et
les hypothéses® faites sur les fonctions @ {x, 1) permettent d'affirmer que dans
. ces conditibr}s chacune des intégrales:

, :
fdt'f[f-u? (x, £) [vz/a,-(;:;, ¢) + OLO(:’,’ﬁJ da;
by u
¢
! Wil Bt nOailz, ¥)
4.[[Zt ffbfuk (, Vi (z, ) Do dz
O i

a une limite unique. Ce résultat, porté dans (5. 8), nous apprend que l'intéorale

f f f ui (@, f)a:(e, ) dz converge vers une limite unique, quels que soient
F/

ai(z, t} et t. Done (cf. Corollaire du lemme 7) les fonctions «f (z, ) convergent
faiblement en moyenne vers une limite Ui(x, £) pour chaque valeur de ¢

Ainsi, étant donnée une suite de valeurs de & qui tendent vers zéro, on
peut en exfraire une suite partielle telle que les fonctions W+ {t) convergent vers
une mite unique W (t) et que les Jonctions f (z, t) aient powr chague valeur de ¢
une faible limite en moyenne unigue: Uilz, ). Nous supposerons désormais que ¢
tend vers zéro par une suite de valeurs =¥ telle que ces deux circonstances se
produisent,.

Remargque 1. Nous avons d'aprés (1.9):

Wy = f f f Uiz, 1) Us(a, ) 6.

! De ces hypothéses résulte en effet qu'éfant donnés {, un nombre 7 (> 0) et une fonetion
d(x, ) égale & I'une des dérivées des fonctions a,(x, £), on peut trouver un entier N et deux fone

tions discontinues Blx, & et ¥ @, £ qui possédent les proprié¢tés smivantes: ces fonetions Blz, t),
y(x, ) restent constantes quand ay, @y, ay, ¢ varient sans atteindre aucune valeur multiple de

I , . .
RT; chacune d’clies est nulle hors d'un domaine @; on a:

|1
fdt'fff{d’(;r, V)—Blm O de<y; 16z, )=y (x, )<y pour o< <1,
0 i :
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Remarque II. Le vecteur U:(z,{) posséde manifestement une quasi-diver-
gence égale & zéro.

30. L'inégalité (5.9) nous donne:
P f [limite inférienre de J* (ﬁ')]th'<é~ W{o);
0

la limite inférieure de J*(f) ne peut donc &tre -+ oo que pour un ensemble de
valeurs de t dont la mesure est nulle. Soit ¢, une valeur de I'ensemble complé-
mentaire. On peut extraire de la suite de valewrs &* envisagée une suite par-
EE

tielle! &** telle que sur IT les fonctions Qe—hd—%—'t—) correspondantes convergent
_ _ s
faiblement en moyenne veis une limite: U ;(w, ;) (cf. Théoréme fondamental de
M. F. Riesz, p. zo02). ’

. Le lemme 2 nous permet d'en déduire tout d'abord que les fonctions

Uiz, t,) ont des quasi-dérivées qui sont ces fonctions U, j(a:,-t,). Nous poserons:
J(tl):jfof,j(x) t) Uil ) d;
Fii

J(t,) =< limite inférieure de J*({,);

nous avons (cf. {1.9)):

‘portons cette inégalité dans (5.9); il vient:

'(5-12) : 'vfﬂ(t')dtwiw(t)s

&

SIS

Wit) < ; W(o) (o<t=1.

Le lemme 2 nous apprend ensuite que sur tout domaine w les fonctions

uf*(x, t,) convergent fortement en moyenne vers les fonctions Us(x, t);

ligitgfffuf* (&, t)ul® (z, tl)dxszst(m, ) Uilz, &) d=.
w : o ’

Choisissons @ identique & s(x, ) eb tenons compte de (5.11); il vient:

! Cetite suite partielle que nous choisissons est fonetion de I'époque f, envisagée.
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. limite supérieure fffu? z, t)ui (x, 1 6m<fff U”c t) Uslz, t)oz + 1.
i sy,

Dotl, puisque 7 est arbitrairement faible et que I *(¢,} a une senle valeur limite:

t5.13 Hmite ffju, z, tui (z, t,)6m<ffol(m 8 Uiz, ¢) dz.
]

Appliquons le critére de forte convergence énoncé p. 200; nous constatons que
swr II les fonctions ui{x, t) convergent fortement en moyenne vers les fonctions
Uiz, t) powr toutes les valewrs ¢, de t qui ' appartiennent pas ¢ Uensemble de me-
sure nulle sur lequel la limite inféricure de J* (f) est + .

Pour toutes ces valeurs £ les deux membres de (5. 13} sont égaux c’est-d-dive:

(5. 1) ' Wt) = f f j Uil 1) Uil 1) 6.

Les fonctions u; (z, ¢,) elles aussi convergent fortement en moyenne vers
Ui(z, §,) (cf. Généralisation du lemme 3, p. 207). L'intégrale qui figure dans (5. 8):

f}[fmu?(x, t’)@%z%)am
oz, ) Ui, aa,;(gg t}dx
f[fontries

pour presque toutes les valeurs de &' (cf. (1.8)); cette intégrale est d’autre part

converge donc vers:

inférieure 3

3 1V (o} - Maximum de da(z, t)l;
. ) X

le Théoréme de M. Lebesgue qui concerne le passage & la limite sous le signe

f nous permet d'en déduire que:
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hmltefrlt fffm (@, )i (2, t')(?{ﬂgi'—t—)dx:
¥ 6;1‘};
fdffjf[];,x ) Uil )6“‘( e,

le second membre de cette relation pouvant étre mis, d’'aprés le lemme 5, sous

i
— [d’t’f[ka(:c, ) Uiz, ) as(z, ) 0.
0 s

Dés le début de ce paragraphe nous avions le droit d'affirmer que les

1a, forme:

autres termes qui figwrent dans (5.8) convergent de méme vers des limites qui

s'obtiennent en substituant U;(x, #) & uf (z, ), Us(w) & U(x). Par suite:

fffa—(x, D ail, t)dsc:ffflff(m)af(a:,jo)dx
(s.15) + j.dt'ffoi(x, ) [wdai(ac,:t') + ‘7‘11';“;; 'i)]d
—jdtf[fbk(a« ) Uselo, ) arl, £)0z.

31. Les résultats ainsi obtenus conduisent i la définition suivante: Nous

dirons gu'un vecteur I (, ), défini pour £= o, constitue wune solution turbulente
des équations de Navier quand les conditions que nous allons énoncer se trouve-
vont réalisées, les valeurs de ¢ que nous nommerons singuliéres constituant un
ensemble de mesure nulle:

Pour chaque valeur positive de ¢ les fonctions U;(x, f) sont de carrés som-
mables sur I7, et le vecteur U;{z, ?) a une quasi-divergence nulle.
La fonction:
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¢ :
fdt’fffl}}(x, 4] [’ydaf(m, ) + 0“!(53; ) f[fU, x, Haile, ) dx
0 i
t
—-ft?t’fff[fk(m, Oy Uiz, Oz, ) da
0 i '

est constante (£=0). (Autrement dit la velation (5. 15) a lien.) Pour toutes les
valeurs positives de t, sauf éventuellement pour certaines valewrs sin guliires, les

fonctions Ui(z, t) posstédent des quasi-dérivées Ui iz, ), de carrés sommables

sur IT.
ZI[fU,-,j(a:, H Uiz, oz
e

Nous poserons:
J(t) se trouvant donc défni’ pour presque toutes les valeurs positives de f.
Il existe une fonction W (f), définie pour =0, qui posséde les deux pro-

priéids suivantes:
: £

la fonection w]Jz (Eyae + ; I7{t) est non croissante;

1

on a: [fo;-(x, 8) Usfe, f) 6z < TV (Y), inégalité n'ayant lieu qu'd certaines

époques singulicres, dont lepoque initiale =0 ne fait pas partie.

Nous divons gr'une telle solution turbui’ente correspond 4 Uétal initial U;(x)
quand nous aurons: Uj(z, o) = U;(x).

La conelusion de ce chapitre peut alors se formuler comme suit:

Théoréme d'existence: Supposons donné 0 Pinstant initial wn état initial Uilx),
tel que les fonctions U;(x) soient de carrés sommables swr IT et quee le vectewr de
composantes U;(x) posséde wne quasi- divergence nulle. Il correspond & cet état ini-
tZal au moins wune solution turbulente, qui st définie pour z‘ontes les valewrs du temps
postérienres « I'instant initial.

VI. Structure d'une solution tuﬁbulenie.

32. 1l nous reste 4 établir quels liens existent entre les solutions régulis-
res eb les solutions turbulentes des équations de Navier. Il est tout d'abord

3184198, dua mathematica. 63, Tmprimé le 6 jnillet 1934,
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évident que toute solution régulidre constitue a fortiori une solution turbulente.
Nous allons chercher dans quels cas une solution turbulente se trouve constituer.
une golution régulidre. Généralisons 4 cet effet les raisonnements du para-
graphe 18 (p. 221).

Comparaison d'une solution régulitre et d'une solution turbulente: Boit une
solution des équations de Navier, a;{x, t), définie et semi-réguliére pour @=<{<<T;
nous supposons qu'elle devient irréguliére quand ¢ tend vers 7, 4 moins que T
ne soit égal & + . Considérons une solution turbulente, U;{z, f), définie pour
@ < t, 'époque @ n’étant pas singulidre. Les symboles W (f) et J(#) se rappor-
teront 4 cette solution turbulente. Nous poserons:

w(t)zwu)—szfm(m, Haile, a_)ax+fffai(x, D asle, ) 0z
i (0 Jﬂ.—szfm, ~~~~~ U +fff0“‘dzjt0“bzt)ax.

Rappelons que la fonction de i:

fdt [ [Pek ot 0e s [ e

est constante et que la fonction:

vfﬁ(t’)dt' +éW(t)»

2]

est non croissante. Il en résulte que la fonction de ¢:

61 ,,f )0t + L Ha,fdtf”am@aa( valo 1)y, |
+fff'U,-(x, Dasle, ) 4o

est non croissante. Tenons compte de la relation (5.12) et de ce que a:(z, ?)
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est une solution semi-régulidre des équations de Navier: nous constatons que la

fonctmn non croissante (6.1) est & une constante prés égale & la suivante:

13

(6.2) wf )it + L) fdtjffam )

6
— Uy (33', t)] U;-,;,-(:z:, t’) a.;(x, —t’) dx

Or nous avons pour chaque valewr non singuliére de ¢

f f f lale, ) — Uile, t)] 0“7(‘:’;__@ arle, ) d —
fff[ o) €)= Usfe, 1) 240 gf—‘@d;___o;

ffﬁ“k(x’ t)~ Uslw, £)) Usiler, ) as(e, £) 02

peut done s'éerire:

fff[cq > t)—Uk(x t)][U’ wlw, ¥)— (Mt(x t)] ailz, £)dz

et par suite elle est inférieure en valenr absolue i:

U'intégrale

Vw (@) i)V (),

V(¢) désignant la plus grande longueur du vecteur ai(z, 1) & l'instant . Puis-
que (6.2) n’est pas croissante, il en est done a fortiori de méme pour la fonetion:

t

vsz(t')dt'—}- éw(t)-—f'!/;(—t’)j(t')V(t')dt

j ) at —ij OYV(EYydtl +—f V2 ) ar

ne peut ma,nifestement pas décroitre. Par suite la fonction:
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x
2 4

{
Twig— L j w{f)VE(£) at
o

est non croissante. De 14 résulte l'inégalité qui généralise (3.7):
i
&
~ 2
- j veyat

(6.3) 7 wit) < w(Bje ¢ (@<t<T).

Supposons en particulier que les solutions U;(x, t) et a:(z, ) correspondent
4 un méme état initial: w(@)=o0; de (6.3) résulte alors w(f)==0; done Uilz, f}=
=gz, f) pour @<t <T. Ce résultat coustitue wun thémrome dunicité’ dont

ceux des paragraphes 18 et 23 (p. 222 et 228) ne sont que des cas particuliers.

33. Régularité dune solution turbulente pendant certains intervalles de temps.
Considérons -une solution turbulente U;(x, f}, définie pour ¢ = 0. A toute

. époque non singuliére le vecteur Ui{z, {) constitue un état initial semi-régulier

{ef. p. 231 Théordme d'existence, cas a)); le théoréme d'unicité que nous venons
d’établir a d&s lors la conséquence suivante: Soit une époque non singulidre,
c'est-a-dire choisie hors d'un cerfain ensemble de mesure nulle; cette époque est
l'origine d'un intervalle’ de temps a Uintérienr duquel la solution turbulente
envisagée coincide avec une solution réguliére des équations de Narvier; et cette
coincidence me cesse pas tant que cette solution régulidre n’est pas devenue ir- )
réguliére. Ce vésultat, complété par quelques autres aisés & établir, nous four-
nit le théoréme ci-dessons:

Théoréme de structure.

Pour qu'un vecteur U;(x, f) constitue, quand {=o0, une solution turbulente
des équations de Navier, il faut et il suffit que ce vecteur posséde les trois pro-

priétés suivantes:

.

a) Nommons intervalle de régularité toub intervalle ©; T, de I'axe des temps
i lintérienr ducquel le vecteur U;(z, ) constitue une solution régulidre des équa-
tions de Navier, sans que ceci soit vrai pour aueun intervalle contenant @; 7.
Soit O l'ensemble ouvert formé par la réunion de ces intervalles de régularité

' Je w'ai pu ¢tablir de théoréme d'unicité affirmant qu'a un état-initial donné correspond
une solution turbulente unique. v
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{qui sont deux & deux sans point commun). O ne doit différer du demi-axe
{ = 0 que par un ensemble de mesuve nulle,

b) La fonction f f [ U, §) Ui(x, )0z est déeroissante sur l'ensemble
M *

que constitue O et l'instant initial t=o.

3 ' . . .
¢) Quand ¢ tend vers ¢ les fonctions U;{x, ¢} doivent converger faiblement
en moyenne vers les fonctions U;(x, 1.

Compléments :

1) Une solation turbulente correspondant & un état initial semi-régulier
coincide avec la solution semi-régulidre qui correspond & cet état initial aussi
longtemps que celle-ci existe.

2) Faisons tendre en croissant ¢ vers l'extrémité T, d'un intervalle de 1é-
gularité. TLa’ solution Ui(x, f), qui est régulidre pour & < < 77 devient alors
irréguliére.

Ce théoréme de .structure nous permet de résumer nofre fravail en ces ter-
mes: Nous avons essayé d'établiv l'existence d'une solution des équations de
Navier correspondant & un état initial donné: nous n'y avons réussi qu'en re-
nongant & la régularité de la solution en certains instants, convenablement
choisis, dont l'ensemble est de mesure nulle; en ces instants la solution n’est
assujettie qu'a une condition de continuité trés large (¢} et & une condition ex-

primant la non-croissance de Iénergie cinétique (b).

Remarque: 8i le systéme (3. 11) posséde une solution non nulle U;(z) cette
solution permet de constrnire un exemple trés simple de solution turbulente
c'est le vecteur U;(z, ¢) égal a

1 1

Ra(T—1t)] 2U; [[2a{T— t)]_ix] pour {< T et & o pour ¢ > T

il existe une seule époque d'irrégularité: 7.

34.  Compléments relalifs aux intervalles de régularité et & Uallure d'une
solution des équations de Navier pour les grandes valewrs du femips.

Le chapitre IV nous fournit, outre le théoréme d'existence utilisé au para-
graphe précédent, I'inégalité {4.3); d'olt résulte la proposition suivante: considé-




246 . : © Jean Leray.

rons une solution turbulente U:(z, ); soit une époque non singulidre ¢ et une’
époque 7 postérieure; nous avons:
8 -1
JE) > AT — 1) ¢,
4, étant une certaine constante numérique. Portons cette minorante de J(¢')
dans l'inégalité: ’

T
v f JE)dt <é Wo),
i}
il vient:
- L
ZAI 2 I? < ; pV(O)

- Toutes les épogues singulicres sont done antériewres i Uépoque.

W2o)

(6.4 ~ 6400

Autmment a’zt, il existe un intervalle de régularité qui contient cetie époque @ ef
qui s'étend Jusq'@ + . TUn mouvement régulier jusqu’a 1'époque & ne devient
jamais irrégulier.

Il est aisé de préciser ce résultat: )

Soit un intervalle de 1-égu1a1'fté de longueur finie @, T;; toute époque ¢ in-
térieure & cet intervalle est non singuliére; nous avons donc d’aprés (4.3):

;..a

J(t )>A1v (Ty— ) * pour @<t < T,

. (cf. Second caractére des irrégularités, p. 227.)
Portons cette minorante de J(¢') dans l'inégalité:
vz f (tyae = L wio) R
Gt n

il vient, le signe 2’ portant sur tous les intervalles de longueur finie:
- ,

1 | ot

6.9 242 S VT =6 & < W()
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D'aprés (6.7) cette dernidre inégalité est satisfaite pour ¢ =

2
> A—FK;)-); on a donc pour ces valewrs de ¢:

¢ quand on prend

=

3

V(i) < AV TV (o) (pd) *.

En résumé il existe des constantes A telles que l'on ait:
T ol =3 = W(o)
JH<AV W)t et V()< AV W)t pour t> 4 5

N. B. Jignore si W({) tend nécessairement vers o quand f augmente in-
définiment.
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Le chapitre IV nous donne, i cbté de linégalité {4.3) (4. 4). 11 en résulte
la propriété suivante: Considérons une solution turbulente, une époque non sin-
guliére ¢, une époque postérieure ¢{. Nous avons:

s0it £ —t'> AT THE),  soit J(t) < (1 + A)J ()

c¢’est-d-dire:!
‘ 3 -1
J{t) > {Alw* (t— 1) 4, ————J(t)}'
Portons cette minorante de J (¢) dans I'inégalité:
b4
waE(t'}(Et'Sé W (o);
{1

nous obfenons:
f‘
£

W

(6.6) vf{:ifﬁ{t—t’)_ ; (TIIT‘FJE (t)}dt’ Sé W (o).

L]

Cette inégalité (6.6) fournit pour les valeurs de ¢ supérieures 4 8 une majorante
de J(t); cette majorante a d'ailleurs une expression analytique assez compliquée.
Nous nous contenterons de remarquer que de (6. 6) résulte 'inégalité moins

précise:

cette derniére exprime tout simplement que

(1 + 4 W)
2 v

pour t> L '_(2},

2 e
(6.7) 4 JEt) < P

Complétons ce résultat, qui est relatif & allure asymptotique de J(z), par
un autre relatif & Vallure asymptotique de ¥ (): Les inégalités (4.3) et (4. 4)
nous apprennent que:

]

V(O < ATE) b (t— )% pour t— £ < A48 =4 (¢).

! Rappelons que le symbole {B; €} nous sert i désigner 1a plus petite des quantités
B et C.



