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TOPOLOGIE ET ÉQUATIONS FONCTIONNELLES^
PAR MM. JEAN LERAY ET JULES SCHAUDEB

liLtroduction.

I. Considérons l'équation très simple P(^)===^, où À* est un para-
mètre, P un polynôme de la variable réelle x\ lorsque k varie, le
nombre des solutions peut varier, mais sa parité reste constante;
cette parité est un invariant de l'ensemble des solutions. Un résultât
analogue vaut pour toutes les équations intégrales relevant de la
méthode d'Arzelà-Schmidt (2). Nous établirons au cours de ce travail
qu'on peut de même attacher à l'ensemble des solutions de certaines
équations fonctionnelles non linéaires un entier positif, négatif ou
nul, l'indice totale qui reste invariant quand l'équation varie conti-
nûment et que les solutions restent bornées dans leur ensemble; les
équations en question sont du type

(l) X—^(^^O,

où ^{x) est complètement continue (vollstetig); x et ^appartiennent
à un ensemble abstrait, linéaire, norme et complet (au sens de
M. Banach).

D'où résulte un procédé très général permettant d'obtenir des théo-
rèmes ^existence : soit une équation du type (i). Supposons qu'on là
modifie continûment sans qu'elle cesse d'appartenir au type (i) et de
telle sorte que Fensemble de ses solutions reste borné (on effectuera

( x ) Ce travail a été résumé dans une Note parue aux Comptes rendus de l'^Académie
des Sciences y L 197, IQ33, p. no.

(2) Voir J'oui'nal de Mathématîc^ues^ t. 12, 1933, p. i à 7.
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pratiquement cette opération en introduisant dans l'équation un para-
mètre variable k); supposons qu'on la transforme ainsi en une équa-
tion résoluble oc — ^uC^) == o et que l'on constate que l ' indice total des
solutions de cette dernière équation diffère de zéro. Alors l ' indice tota l
des solutions de l'équation primitive diffère aussi de zéro; elle admet
donc au moins une solution Çvoir en part iculier le théorème I). Les
théorèmes d'existence établis par d'autres procédés font presque
toujours appel à des hypothèses plus strictes entraînant par exemple
l 'unicité de la solution pour toute valeur de k. Nous croyons intéres-
sant de signaler le superflu de telles restrictions.

En d'autres termes : Soit u n e famille d 'équat ions du type (ï), qu i
dépenden t c o n t i n û m e n t d u paramètre k^k^k^k^
C i / ) x— ^{x, k ) •==. o.

L'une des conséquences de notre théorie est la suivante : il suffît de
savoir majorer a priori toutes les solutions que possèdent ces équa-
tions et de vérifier, pour une valeur particulière k^ de /i, u n e certaine
condition d'unicité pour avoir le droit d'affirmer que l'équation (ï/)
possède au moins une solution quel que soit k. En pratique on choisit
/i:« tel que cette condition d'unicité se vérifie sans peine; on peut ainsi
comme applications obtenir des théorèmes d'existence où ne figure plus
aucune condition d'unicité (voir p. 68, § 21, alinéa i°; théorème du
paragraphe 22, p. 70).

Nous abandonnons donc complètement le procédé au moyen duquel
ce genre de problèmes fut en général attaqué jusqu'à présent : partir
d'une valeur ̂  du paramètre pour laquelle la solution était connue,
la construire de proche en proche pour toutes les valeurs de k en
employant des théorèmes d'existence locaux tels qu'en fournit la
méthode des approximations successives; on se limitait ainsi néces-
sairement aux cas où l'existence et l'unicité locales de la solution
de (i') se trouvaient assurées.

Nous n'avons pas recouru non plus aux méthodes utilisées par
M. Leray dans le travail déjà cité (2), on aurait dû supposer la fonc-
tionnelle ^(o?) analytique; les démonstrations et les énoncés auraient
été plus compliqués; le champ des applications se serait considéra-
blement restreint; il est vrai que nous aurions obtenu des rensôigne-
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ments concernant l'ensemble des solutions (caractère analytique) (3).
Notre bat a été au contraire de démontrer des théorèmes d^ existence

sous les hypothèses les plus simples et les plus commodes à vérifier : nous
avons réussi à ne faire intervenir que des hypothèses concernant la
continuité des équations fonctionnelles données.

II. Indiquons maintenant comment nous définissons l'indice total
des solutions d'une équation du type (i) : il est égal au degré topolo-
gique de la transformation
(2) • r===^—^(^)

au point 0.. Les beaux travaux de M. Brouwer (4) définissent ce degré
topologique dans le cas des transformations continues opérant sur des
espaces à n dimensions; notre premier chapitre étend ces définitions
aux transformations (2). Il emploie des méthodes intimement liées à
un Mémoire récent de M. Schauder ( î i).

III. Inapplication de notre méthode présente d'abord la difficulté
suivante : transformer un problème en sorte qu'il se réduise à une
équation du type (i). Nous avons réussi à faire subir cette réduction
au problème de Dirichlet, l 'équation aux dérivées partielles du
second ordre étudiée étant 1/équation du type elliptique la plus géné-
rale. Et nous avons ainsi obtenu des théorèmes d'existence nouveaux
généralisant divers théorèmes d'existence que contiennent les
célèbres travaux de M. S. Bernstein (°). Nous prouvons par exemple
que l'équation ( 7 )

/ àz àz \ à^z , ( àz àz \ à^z
a ̂ J; s; ̂  à~y] à^ + ̂  (^; '; ̂  Or) à^

( àz àz\ â^z
^ C^J5 ' ;^?^; ̂  =0

(ac?~^2>o)

(3) Mais Péventualîté Saurait pas été exclue d'une équation possédant un faisceau de
solutions; cette évenfcualifcô est uiie des difficultés notables du sujet.

(•'") Voir MathematisGhe Arinalea, t. 71, 1911, p. 97-11:),
(5) Voir Mathematische Ànnalen, t, 106, ï^3->. p. 661-721.
(6) Voir Encyclopddie der mat.hernatischefi ^Issenschaft, 111, à, Chap. Xll, p. i327-i328.
(7) M. S. Bernstein avait établi ce théorème dans le cas où .3 est absent, de a, ^, c,

Nos méthodes nous permettent de nous dispenser de cette hypothèse qui en traînent l'uni-
cité de la solution.
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admet dans un cercle donné au moins une solut ion coïncidant sur la
circonférence avec des valeurs données.

Il ne serait pas difficile de faire subir la même réduction à d'autres
problèmes aux valeurs frontières, de les traiter selon le même prin-
cipe.

Prochainement paraîtra une autre application de nos théorèmes
d'existence; elle concernera la théorie du sillage.

I. — Degré topologiq.ue de certaines transformations fonctionnelles.

i. Soit dans un espace à n dimensions <S/^ un ensemble ouvert et
borné co; soit a/ sa frontière; soit co = oj -4- o/ son ensemble de fer-
meture. Envisageons une transformation continue <t>, déf in ie su rco ;
elle transforme (D en un ensemble <])(co) que nous supposons situé
dans l'espace <§„. Rappelons quelques résultats bien connus : la trans-
formation <1> possède en tout point b étranger à l'image ^(oY) de oV,
un degré û?[<Ï>, co, &], qui jouit des trou propriétés suivantes :

i° Supposons que co = co, 4- coa, coi et 0)2 étant deux domaines sans
point intérieur commun; supposons b étranger à ^(co',) et à <I>(oy/),
alors

cl[^, co, b] ==^[(1>, &)^ b] 4-^[<1>, Ma, //]

(propriété additive du degré).
2° Si le degré rf[3>, a>, b] diffère de zéro, le point b appartient sûre-

ment à limage 4>(o)) de co.
3° Le degré d[^, co, b] reste constant quand le point b, la transfor-

mation <ï> et le domaine co varient continûment (g) sans que b atteigne
jamais l'image ^(co7) de là frontière de co.

Pour définir le degré de <& en b, M. Brouwer opère comme suit : II
approche à s près la transformation <Ï> par des transformations simpli-
ciales <I>2; le nombre des simplexes positifs diminué du nombre des
simplexes négatifs qui recouvrent & est le même pour toutes ces trans-

( 8 ) Déplacer b équivaut à transformer continûment <i> et o.
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formations approchées dès que E est suffisamment petit : c'est le
degré rf[<&, co, 6].

2. PREMIER LEMME. — Considérons un ensemble ouvert et borné o)/,-^
d'un espace linéaire à n +p dimensions &n^ un pointé de cet espace,
un sous-espace linéaire &„ (hyperplan à n dimensions) contenant b et
des points de œ^. L'intersection de co^ .et Sn constitue, dans <S/,,
un domaine co/,. La'frontière œ,/ de ce domaine fait partie de co^.

Soit une transformation continue <l\+p qui transforme ^n+p en un
ensemble de points de &,^ nous supposons que b est étranger
à (I^/co^) et que <ï>/^ possède la propriété suivante :

(^) : Tout point de co,̂  subit un déplacement parallèle à l'hyper-
plan &n' „

Dans ces conditions <&n-^ transforme co/, (c'est-à-dire oj,/+ co^) en un
ensemble qui appartient, comme co/,, à ê^ Nous désignerons par <!>/, la
t ransformat ion î\,,^ ainsi envisagée dans Phyperplan <î?^. Puisque h
n'appartient pas à <l^(c^), <1̂  a un degré au point 6, rf[<l\, co/^ 6 J.

Nous dùons que ce deg-î-é est égal à celui de €>/,+// <^ point b

d[^n, ̂ , h}==-d[^n^ ^n,-^ Ô].

Ce lemme permet donc de comparer les degrés de deux transforma-
tions opérant dans des espaces à nombres différents de dimensions.

11 suffit de le prouver pourp == r . _
On le démontrera dans ce cas en construisant sur <o,^i des transfor-

mat ions simpliciales approchées, ayant la propriété (jS), dont les sim-
plexes posséderont tous une face parallèle à <ê/,, et dont aucun sim-
plexe n'aura de sommet situé dans ê/,.

3. Soit un espace abstrait <^ linéaire^ complet et norme. Rappelons
le sens de ces termes (<'1).

I. Axiomes des espaces linéaires :

a. On peut ajouter deux éléments de &. Cette addition constitue
un groupe commutatif, d'où résulte l'existence d'un élément zéro.

( 9 ) l'oir S. BAINAGH; Fuiidunictila M'aLlieinaiica^ t. 3, H)'̂ ; p. i33-i<Si.

Ann. Éc. Norm., (3), LI. •— FASC. 1. 7
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6. On peut multiplier tout élément e de ê par tout nombre réel À,
le produit \e appartenant à <@. Cette opération est distribntive

(À 4-p) (^i -4- ^}==À^i+ ^,i--1-?^-4-- ^<?2.
De plus

i .e '-"=- e,

II. Axiomes des espaces normes :
A. tout élément e de ê est attaché un nombre positif ou nul , \e\ sa

norme, en sorte que
a. 1 e I = o entraîne e = o ;
6. 1^.,+^I^II^JI+II^I;
c. ||À,j=[À|.[|4

III . Axiome des espaces complets :
La relation

limite [| e,n — ^n \\:= °
m^s
« ->- 6

entraîne l'existence d^un élément e tel que
limite || e,,i.— e \ == -o.
/M -^- '-c

4. Un ensemble d'éléments de ê, C, est par définition compact ( 1 < > )
quand toute suite infinie d'éléments de C a au moins un élément limite
appartenant a ê. Étant donnés un nombre s (^> o) et Pensernble com-
pact C, le fait suivant est bien connu : on peut trouver un nombre fini
d'éléments de S r^, r^, . . . , r^ tels qu^à tout point x de G corres-
ponde au moins un point rj/ vérifiant l 'inégalité || x — Y), |[^ - £ ( lemme
de Borel-Lebesgue).

On peut donc à l'aide d'une transformation continue T|.r], définie
sur C, et telle que | |T[^]—x i^e9 transformer C en une figure située
dans un sous-ensemble de ê, <â/,, qui soit linéaire et qui ait un nombre
fini de dimensions : il suffit de choisir pour <§„ l^ensemble

//

7 J^iTti ( À ^ : nombres réels arbitraires);

(10) Rappelons rexisteuce de critères pratiques permettant d'affirmer le caractère com-
pact d'ensembles abstraits (théorème cKArzelà, etc.).
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pour T[<x'] la transformation continue

r r "' r / / ~r1

2 ̂ l{x^ru >< 2^^
L/:=i - U==i J

où
• , [j.i[x}=.E—\\x—-fii\\ ^ pour | j x' — ru'\\ ̂ £ ,

\j'i( x ) •== o ' pour |i x — 'f] i |^2.

Soit co un sous-ensemble de & ouvert et borné; soit oY sa frontière;
soit S^Çx) une transformation fonctionnelle définie sur l'ensemble
fermé co == co •"+-co'; le transformé ^(œ) déco est supposé appartenir
à ê. Nous disons, avec M. F. Riesz, que ê^Çcc) est complètement con-
tinue (vollstetig) quand elle est continue et que ^(co) est un ensemble
compact C. Il suffit dans ces conditions de considérer la transforma-
tion fonctionnelle

^(^)==T[^(^)]

pour obtenir le résultat suivant :

SECOND LEMME. — Etant donnés l 'ensemble ouvert et borné co,
^(.r) complètement continue sur co et £(^>o), on peut trouver une
transformation fonctionnelle ^(.r) satisfaisant les deux conditions
suivantes :

i° ^(.z') approche S^Çx) à e près, c'est-à-dire
.; ^ (^ )—£î r£(^) | | <£

en tout points de co.
2° Toutes les valeurs prises par ^^(.v) font partie d'un même sous-

ensemble linéaire de <@, Sn, dont le nombre de d imens ions est fini.

ô. Définition du degré topologique de certaines transformations
fonctionnelles. — ^(.r) étant une transformation fonctionnelle com-
plètement continue, qui est définie sur l'ensemble de fermeture co d'un
ensemble ouvert et borné co, et dont toutes les valeurs appartiennent
à ê, considérons la transformation fonctionnelle
(l) J ' = = X — — ^ ( x - ) =E <t» { X } .
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Nous nous proposons de définir son degré au point o (' '), d\ <I>, co, o j,
en sorte que ce degré possède les trois propriétés essentielles rappe-
lées au paragraphe 1. Ceci n'est manifestement possible que si o est
étranger à l'image de la frontière de oj, ^(oV). Nous supposerons qu'il
en est ainsi. Dès lors o est à une distance positive de ^(co7) :

Sinon il existerait sur w' une suite infinie de points .ri, ^'2, . . . , tels que

^n—^(^n )->0;

les points ^(^n) appartenant à un ensemble compact, nous aurions le droit de supposer
la suite infinie choisie en sorte que les points ^(^n) tendent vers une limite .T(); les
points Xn tendraient également vers .z'o; ^'o appartiendrait à w' et vérifierait Inéquation

.^•y — g: ( ./••(, ) ̂  o,
contrairement aux hypothèses, c. Q. i'\ D.

Posons donc :
(a) A •= plus coLirte distance de o à ^ ( h ) ' ) >• o.

Soit une transformation fonctionnelle ^(.r), définie su rco , telle (j[ue
( 3 j ' • , ||5 r(^)•—^(^)||<A,

et dont toutes les valeurs appartiennent à un sous-ensemble de ^
linéaire dont le nombre de dimensions soit f ini . [Le second lemme
assure l'existence de telles transformations ^//(.r). ] Soit &^ un sous-
ensemble de <S l inéaire ayant un nombre de d imens ions n/,, f îni , qui
contienne toutes les valeurs de ^(<z') et au moins un point de <o.
L'intersection de œ par ê,,̂  n'étant pas vide, constitue dans ê,,^ un
ensemble ouvert et borné co,^; sa frontière o.)^ appartient à o/;
<Ï>(<o^) est donc à une distance de o au moins égale à À. La transfor-
mation

^ ! , ' , • , <t(^(^) ̂ EX-^h(^) / : ^ :

transforme co^(== o^^+ci)^) en un ensemble <t>/,(oj^) situé dans le
même sous-ensemble linéaire <ê^; elle approche î> à Après; donc
(4 ) Plus courte distance de o à <&/t(o.>^ ) > • ( ) ;

( n ) Un changement de coordonnées :.//== . r — Z » ; permet de taire kmer le rôle du
point o à un point b quelconque de <ê.
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ainsi $// considérée sur co a au point o un degré bien défini. C'est lui
que nous nommerons le degré topologique de la transformation $ au
point o. Autrement dî t nous posons

r/[<Ï>, û), o] == d [€>/;, G)^, o].

6. Justification de la définition précédente. — Nous nous propo-
sons d'établir que le degré topologique de <3> en o est indépendant du
choix de ̂ (^) et ê^.

Traitons d'abord un cas particulier : celui où nous considérons
deux transformations différentes <3>/, et <Ï>^ mais où les deux sous-
ensembles linéaires associés <§„ et ê,/; sont confondus en un seul <ê/.
Introduisons la transformation auxiliaire
(5) Q^k(x)+(i-Q)^Ux),

où 6 est un paramètre variant de o à i. D'après (3)
(6) I I Q ^ / , ( x ) 4- ( i - Q ) ̂ î { x ) — ^ ( x ) I I < h.

La transformation auxiliaire (5) permet donc de passer continûment
de <!>/, à ^ sans que l'image de co'Y^co^^œ^ atteigne jamais le
point o. Donc les dégrés de $/, et $^ sont égaux au point o.

Étudions maintenant le cas général : comparons deux choix diffé-
rents ^(.z1), <ê/^ et S^(;z*), &^. Nous voulons prouver que les trans-
formations <D^ et <I>^, envisagées dans les espaces ê/^ et ê^ ont au
point o des degrés d et d* égaux. Soit <ê/ un sous-ensemble de d?,
linéaire à nombre fini de dimensions qui contienne <ê/^ et ê,^; soit co/
l'intersection de co par <ê>i. Les transformations $/, et <i^ sont évidem-
ment définies sur <o/; considérées sur co/ elles possèdent chacune un
degré au point o; ces deux degrés ont une même valeur S, comme
nous venons de le démontrer. Mais notre premier lemme affirme
que d= o et rf*== o. D'où rf== d^, c. Q. F. B.

7. A l'aide de la définition donnée au paragraphe 5 le lecteur prou-
vera sans difficulté que les trois propriétés fondamentales du degré\ que
nous avons énoncées au paragraphe 1, continuent à valoir pour les
transformations fonctionnelles ÏÇœ) envisagées ci-dessus. Mais pré-
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cisons le sens de l'expression : (c varier continûment ». Soit h le
paramètre variable que nous supposons figurer dans ^5 <3>(^ k) doit
être uniformément continue par rapport à k ; en d'autres termes
quels que soient les nombres Z\, et £(>o) il doit exister un nombre
TjO- o) tel que l'inégalité j /' — Z-o <; T] entraîne

|[(Ï)(.z,', / . j-^(^ A o ) | | < £ .

^(/r) doit être pour chaque valeur de k Pensemble de fermeture d'un
domaine ouvert et borné, oj(/c). De plus, quels que soient k^ et 2(^> o)
il doit exister un nombre T| tel que Finégalité | k — A'o | <^ T| ait la con-
séquence suivante : wÇk) et co(^o) ne diffèrent que par des points
situés à une distance de co^^o) qui est inférieure a £.

II. — Hotion d'indice et détermination effective du degré.

Ce chapitre ne contient aucun point essentiel de notre théorie. I l n^est pas
indispensable à la compréhension des chapitres ultérieurs.

8. Indice cTun point a de 00. — Soientun point a intérieur à co, et son
image : b==a—S^Ça^^^Ça). Supposons qu'une sphère de rayon o
suffisamment faible

.,, \\x—a\\<p

contienne la seule solution x-=.a de l'équation x — ê^(x)=b; on
dira que a est une solution isolée de cette équation.

Le degré rf[<I>, 2(6), b] au point b de la transformation <I) envisagée
dans la sphère 2(0)

\\x-a\\<Q^

existe pour o<^6«<i et est dans ces conditions indépendant de 6.
Par analogie avec le cas d'un espace à nombre fini de dimensions
nous nommerons « indice du point a » ce nombre : ?[<&, al.

Si un point b de ê est l'image d'un nombre fini de points de co :
a^ 03, . . ., a^ s'il est rimage de ces seuls points, si aucun d'eux
n'est sur la frontière co7, alors son degré est la somme des indices ( l y )

( l â ) Voir SCHAUDER, Fundamenta j^ a t hématie a, t, i^ Ueber îtteliQ.e Abbildumeii
Satz3. , • , ' . <" ô ' 1 '
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de û , , . . ., a^

<i\ <î>, ^ » , h~\ -^^ ^1^, ^/ | .

Dans le cas envisagé le calcul effectif du degré se ramène ainsi à la
détermination d'indices.

Remarque importante. — Si la transformation étudiée est l ' iden-
tité ($===.2', ^ ==o), alors l 'indice de tout point de co est -+-1.

0. Indice d'un point de <o au. voisinage duquel <& est biunivoque. —
Utilisons un travail récent de M. Schauder^'). & sera supposé à cet effet
faiblement compact; SPÇcc) devra être non seulement complètement
continue, mais aussi faiblement continue (1:s). Remarquons que la
conclusion du « Hilfsatz 6 » de M. Schauder peut être complétée
comme suit :

« L'indice de la transformation <t> au point 0 vaut ± i (m, == ±: i). »
Appliquons ce Hilfsàtz et les Hilfsatz 7 et 8 aux transformations

approchées ̂  et aux espaces <î?/^ que nous avons considérés au para-
graphe 5 du présent travail. Nous obtenons le résultat suivant qui
équivaut au « Satz i » :

Si ô est faiblement compacta si SF est faiblement continue^ et si la
transformation x—^(o?) est biunivoque an voisinage d'un point a
de œ, alors l } indice de ce pointa est ± i.

10. Supposons quau point a ^(^r) admette une différentielle de Fré-
chet A^" — a) complètement continue; en d^autres termes :

^ ( x ) == ^ ( a ) -h h.{x — a) 4- B C ^ ' — a ) ,

A étant l inéaire et homogène, [|R(.r —• a)|] ||<r — â|~1 tendant vers zéro
avec 1.2? — a\\. Supposons de plus la transformation

j ' ==: ( x — a ) — A ( x — a)

biunivoque. On voit facilement que a est une solution isolée de l'équa-

( l : î) Nous ignorons si ces hypothèses supplémentaires sont cssenLÎ elles.
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tion
./.' — 57 (' x ) === ci — ^ ( a ) ;

le point a possède donc un indice : C'est le degré au point 0 de la
transformation

r==. ( x — a) — K ( x — a ) — .Rf.:z1 — a) pour [[ x — a [ | ^s,

£ tendant vers zéro.
C'est donc, en posant a?^ t{x—a), le degré de la transformation

y = x ' — A . ( ^ ) — ^- H(W^ pour H ^ ' l ! < i ,
£

Paisque I lUs^) tend uniformément vers zéro, ce degré est celui de
s

la transformation
^=:^^A.f.y).

CONCLUSION. — Si ^(a?) admet au point a une différentielle de Fréchet
complètement continue A(.r), l } indice en a de la transformation
y==^*—^(o;) existe et est égal à l" indice de la transformation
y = x — A(;r) quand existe ce second indice.

Il est donc important de savoir déterminer Findice d^une telle
transformation linéaire : y = x -— A(*r).

IL Considérons ré€{uation x — ÀA(^) = o où A(.r) est linéaire,
homogènêy complètement continue; supposons qu'elle admette la
seule solution zéro pour toute valeur de 7^ comprise entre A' et }/'; en
d'autres termes l'intervalle (^\ À^) ne contient pas de valeur fonda-
mentale ('^rindice est alors le même en tous les points de S et pour
toutes les valeurs de X comprises entre V et V, (ceci résultede la troi-
sième des propriétés du degré qui sont énoncées au paragraphe 1).
En particulier cet indice est +1 si l'intervalle (//, À") contient la
valeur \ === o.

Pour compléter ce résultat nous utiliserons des théorèmes établis

(1^) Eigenwert,
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en premier lieu par-M. Goursat ^ î '"') et que M. F. "Riesz ( ' î ( i ) a étendus
aux cas les plus généraux. D'après M. Riesz les valeurs fondamen-
tales sont isolées (théorème '11); nous allons maintenant supposer
que A en franchisse une; nous la supposerons égale à i pour simpli-
fier les notations; notre but est de déterminer la modification que
subit alors Pindice.

Le théorème n° 10 de M. Riesz définit deux opérations fonctionnelles
linéaires complètement continues Ai (a?) et A^'o?) dont nous allons
rappeler quelques propriétés

a. A(^)=A,(>)+Aa(^).
b. A, [A2(^)]s=o, AQ[A,(^)]^O.
<?. L'ensemble des valeurs prises par A^/r) constitue un espace

linéaire &m à nombre fini de dimensions, m. S,n est engendré par les
combinaisons linéaires des solutions des équations ( 1 7 )

B ( .z" ) =s x — A ( x ) ==o,
B^^O^Ï^B ( x ) ] - = o ,

^ B^(x)-==B[B^(^)]=o,

m est identique au nombre que M. Goursat nomme le degré de la
valeur singulière i.

d. La définition de ê,,/, les théorèmes 8 et 10 de M. Riesz prouvent
que

Aa(<ê^) s &,n.

e. D'après les théorèmes 11 et 12 de M. Riesz la transformation y {x)
y=x-^-\k^X)

est b iunivoque quand le paramètre \ est intérieur à un certain inter-
valle de l'axe des X, intervalle qui contient le point À "== i.

D'après (A) la transformation
y=x—\h.{x'} =sB(.r, ).) , •

( l î>) Voir GOURSAT, Traité d^j/naty.w^ [. 111, Chap. XXXI, IL Etude //u nor<iurésol-
wnt ; résolvante canonique.

( lr>) F'oir F. RIESZ, Âcta mathematica, 4 1 . 1918, p. 71-98.
(l7) Ces solutions ont été nommées par M. Goursafc fonctions principales; M, Riesz les

désigne par ^expression Nullelemente.
Ann. Éc. Norm^ (3), LI. -— FASC. 1. 8
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est le produit des deux transformations
z=.r—7. A i ( a 4 ) E==B,( .^ , 7 . ) ; r= 3 — 7 i A , J ^ ) ^ B ^ , s , ' À ) .

I/indice /(A) de la transformation B est donc ( 1 8 ) , sauf pour A = i,
le produi t des indices ?", (X) et ?'_»(A) des transformations B) et B^ :

/ ( }. J == /J A ). /^ (' À ) .

En vertu de Ce) et du début de ce paragraphe ^ " i ( A ) est constant au
voisinage de la valeur A = i .

Il nous reste à é tudier / ^ (A) . Repor tons-nous à la déf ini t ion
du degré d 'une t ransformation que nous avons donnée au para-
graphe 5 : nous constatons que ^a(A) est l ' indice de la transforma-
tion B(^, A) envisagée dans l'espace <@^. Cette transformation est une
substitution l inéaire; son indice est donc en chaque point + i ou — î
suivant que son déterminant est positif ou négatif.

Ce déterminant est un polynôme en A de degré au plus égal a ///.. 11
est exactement de degré m en vertu de (^/). Le théorème 13 de
M. Riesz nous apprend d'autre part que la transformation B^(.r,A)
n'a pas de valeur fondamentale, réelle ou complexe, autre que î . Son
déterminant est donc (î — A)^ :

4(^) ==-i- î pour À < î ; f'î(,^) ==( — t)^ pour À > î .

CONCLUSION. — Soit une transformation y -=x —- A (^), linéaire,
homogène, biunivoque, où A(rç) est complètement continue. Pour
savoir si son indice i vaut +i ou — î , on in t rodui t un paramètre A ;
on considère l'équation x—XA(^)==:o; on cherche toutes les
valeurs fondamentales X^ comprises entre o et i, puis leurs degrés
(au sens de M. Goursat) m^. V indice i vaut + î ou — î suivant que la
somme de ces degrés nip est paire ou impaire.

Remarque. —Dans le cas où l'équation x — AA(;x?)=== o est une
équation de Fredholm la règle précédente peut se formuler comme
suit :

V indice i de la transformation y =x—K{x ) vaut + i ou — i sui-

. ( l s) La démonstration de ce fait est aisée parce que les transformations Bi et Bg (qu i
sont linéaires et biunivoques) transforment des domaines en domaines.
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'ant que la fonction déterminante de Fredhûlm^ D(A), est positive ou{
négative'pour A —• i.

III. — Théorie de certaines équations fonctiomielles.

1*2. Nous nous proposons d'étudier l'équation
('.) " .r-^(.r, Â-)=o,

les hypothèses suivantes é tant réalisées :
L'inconnue x et toutes les valeurs de SF appartiennent à un

espace linéaire, norme et complet, <5.
L'ensemble des valeurs du paramètre k cons t i tue un seg-

ment ( l r r ) K de l'axe des nombres réels (2 0) .
Nous désignerons par[ê xK] l'espace abstrait qu'engendrent

les couples d'éléments (^ A'); nous nommerons distance de
deux éléments {x, k ' ) et {x'', k ' ) de [êx/r] la quantité
l l ^ — ^ l l + l ^ — ^ l .(H)

^(.r, k) est supposée définie sur l'ensemble de fermeture Û
d^un ensemble ouvert ( 2 I ) et borné de [ê x K] : û.

'̂(.2^ le) doit être complètement continue (22) sur Û et de plus
uniformément continue (23) en k.

Nous supposons enfin que la frontière û^ de Si ne contient
\ aucune solution (^x, k) de V équation (i).

Etant donnée une valeur k du paramètre, co(/-) désignera l'ensemble
des points x tels que (.r, k) soit intérieur à û. co(^) ou bien est vide,
ou bien est un ensemble ouvert et borné de l'espace ê. Sa fron"

( 1 9 ) Un segment se compose d'un intervalle et de ses deux extrémités.
(20) Moyennant quelques légères complications de renoncé et du raisonnement, nous

pourrions supposer que k est un point d^un espace abstrait K vérifiant les deux condi-
tions suivantes : la distance de deux éléments de K est définie; K est un continu. Mais
de telles considérations nous paraissent sans grand intérêt.

('M) Un ensemble ouvert de [<5 x K] est un ensemble dont chaque point possède un
voisinage ne contenant aucun point de [ê x K] étranger à cet ensemble. Par exemple,
l'inégalité j| x [| < z définit un domaine de [<S x K] dont la frontière se compose des points
de [<ê x KJ tels que [| x \\ === i.

(2â) Ceci signifie que ^'(r, Â-) est continue en chaque point de û et que Fensemble des
valeurs prises par ^ sur û est un sous-ensemble compact de ê.

(23) Cf. § 7, p. 54.
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tière ^Çk) est constituée par des points^ tels que (^, k) appart ienne
au'; (o^/r) ne cont ient aucune solution de l'équation (i) qui corres-
ponde à la valeur /• du paramètre.

13. Nous associerons à l'équation (i) la transformation suivante qui
dépend du paramètre k :
(2j J ' r r r . r — — ^ { X ^ Â - ) .

Le premier chapitre définit un degré au p o i n t y = = = o pour la
transformation (2) considérée sur l'ensemble (o(/i). Nous nommerons
désormais ce degré indice total des solutions de ( ï ) qui correspondent
à la valeur /• du paramètre; ceci afin de ne plus avoir à parler de la
transformation (2) et de ne plus considérer que l'équation (ï) elle-
même et ses solutions. Quand co(Z-) sera vide, cet indice total sera
par définition zéro.

De même, si parmi les solutions correspondant à une valeur k du
paramètre il s^en trouve une isolée, a, l'indice (2 / t) du point a relati-
vement à la transformation (2) sera nommé l'indice de la solution (a, k).

Du premier chapitre résultent les conséquences suivantes :

LEMME 1. — Si l'ensemble des solutions correspondant à une valeur/-
du paramètre se compose d^un nombre fini de solutions, alors l'indice
total est la somme des indices de ces solutions.

LEMME 2. — Si en un point k de K l'indice total diffère de zéro, alors
l'équation (ï) admet, pour cette valeur k du paramètre, au moins une
solution.

LEMME 3. — L'indice total est le même en tous les points de K.

Les deux premiers lemmes sont évidents.

14. Pour démontrer le lemme 3 il suffit d'établir la proposition sui-
vante :
r^\ f ^n P61^ attachera tout point y deK un voisinage [ k — y [ <^£
v ' ( dans lequel Vindice total est constant.

(u) Cy.§8,p.54.
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Nous distinguerons deux cas :
a. Supposons que l'équation x—5?(<r, ^)==o n'admette aucune

solution. La propriété (®) résulte alors du fait suivant :
II existe un intervalle ] k — yj <^ saux points duquel ne correspond

aucune solution de l'équation (i).
En effet si cette dernière affirmation était fausse il existerait une suite de

valeurs A'i, k^ . . . , tendant vers k, auxquelles correspondraient des solutions
de (i) , x\, ̂ , . . . :

^,—^(^, A^)==o.

Nous pourrions supposer cette suite choisie en sorte que les quantités S7 (x ' j^ /»"»)
tendent vers une limite ^?u; x^ tendrait vers x^\ {x^, %) appartiendrait à S2 et
constituerait une solution de (i) contrairement aux hypothèses.

6. Démontrons maintenant la proposition (^) dans le cas où
l'équation x—S^Ça?, y ) = = o possède au moins une solution; co('/^) ne
peut être vide. Un raisonnement par l'absurde, bien aisé et que nous
n'expliciterons pâSy prouve Inexistence d'un sous-ensemble rs de ê et
d'un intervalle Ko de K qui jouissent des propriétés suivantes :

Ko contient le point y ; CT est l'ensemble de fermeture d'un
ensemble ouvert de l'espace <â; vs contient en son intérieur toutes les
solutions de (i) pour lesquelles k appartient a Ko ; si x appartient à CT
et si k appartient à Ko, le point (*r, k) est sûrement intérieur à û,

En tout point Ko l'indice total des solut ions de (i) est égal au degré
au point o de la transformation (2) envisagée sur v5; cet indice total
est donc constant sur Ko. c. Q. F. D.

15. Supposons qu'en un point /S'o de K l'équation (i) admette un
nombre fini de solutions : ^1 ,03 , . .., a^ et que nous les con-

W) < naissions toutes. Le Chapitre II nous permet d'étudier leurs
indices* Supposons que cette étude nous apprenne que l'indice.
total diffère de zéro au point Â*o.

D'après le lemme 3 l'indice total n'est nul en aucun point de K.
D'après le lemme 2 à chaque point de K correspond une solution au
moins de l'équation (i). Cette proposition est manifestement un
théorème d^ existence. [Ce théorème fournit d'ailleurs des renseigne-
ments sur la structure de û : moyennant les hypothèses faites co(/i')
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n'est vide en aucun point de K.] Nous allons compléter ce théorème
d'existence par des renseignements concernant Ici continuité des solu-
tions : le résultat obtenu constituera notre théorème fondamental.

A cet effet supposons encore vérifiées les hypothèses (H) et (If).
Considérons dans l'espace [ ê x K ] le plus grand continu de solu-
tions ( 2 ; > ) contenant a , , le plus grand continu de solutions con-
tenant r^, . . . . Soient c,, <%, . . . . c\ les cont inus distincts que nous
obtenons ainsi (v^;j.). Il existe un nombre o tel qu'il est impos-
sible de trouver dans | ê x ^'] une suite finie de solutions {x\y /*i),
(^2, £>), . . ., q u i possèdent les deux propriétés suivantes :

Les deux so lu t ions extrêmes de celte sui te appartiennent à deux
continus c / e t <?//, distincts; la distance de deux solutions consécutives
de cette suile reste inférieure à 5.

Soit A une grandeur positive quelconque inférieure à o et inférieure
à la plus courte distance de d' a l'ensemble de toutes les solutions que
contient û. Considérons ^ensemble des points de [<@x K| qui sont
situés à une distance moindre que À de l 'une au moins des solutions
de (i) : c'est un ensemble ouvert qui se compose de domaines. Soit û)/
celui de ces domaines qui contient le continu c/(7= 1 ,2 , . . ., v); les
domaines c0/ sont distincts; ils sont deux à deux sans point commun ;
ils sont intérieurs à 0; quand X tend vers zéro chacun d'eux se réduit
au continu Ci qui lui correspond. Nous wons le droit rappliquer les
lemmes 1, 2^ 3 en substituant d^-à Ù : l'indice total des solutions con-
tenues dans CJ3/, est le même en tous les points de K; il est égal à la
somme des indices des points (a^ A:(/) qui font partie de c/; c'est donc
un nombre indépendant de A. Nous le nommerons l'indice ^ du
continu c^ II a deux propriétés essentielles :

i° Si (comme vraisemblablement cela a lieu « en général » ) les
points de c^ correspondant au point k de K sont en nombre fini, alors
la somme de leursindices est l'indice ip de c^;

2° Si Findice ^de Cp diffère de zéro, à tout point de K correspond
au moins un point de c^.

( 2 0 ) Une solution est l'ejtsenibio- d 'ur i point ' x (le ô ofc d 'un point À' de K qui véri-
fient (i).



TOPOLOOIE ET ÉQUATIONS FONCTIONNELLES. 63

16. (H7) a pour conséquence que l'un au moins des indices z'i,
i^,. . ., ?,, diffère de zéro. D'où :

THÉORÈME FONDAMENTAL. — Soit F équation :
[ i ) ^ — ^ ( x^ k} = o.

Supposons vérifiées les hypothèses H (§ 12, p. 59) et t-F (§ 15, p. 6ï ).
Alors IL EXISTE SUREMENT dans V espace [& x K] un continu de solutions le
long duquel k prend toutes les valeurs ( 2 ( > ) de K.

N. B. — Ce théorème fondamental n'exprime pas toutes les consé-
quences qu'entraînent les deux propriétés des indices ^. Citons par
exemple la conséquence suivante : la solution (a,, Z'y), si son indice
diffère de zéro, ou b i en ( 2 7 ) appartient à un continu de solutions conte-
nant l'une des autres solutions (^/lo); . . . , (</y.? ^o); ou bien (27)
appartient à un continu de solutions le long duquel /• prend toutes les
valeurs de K.

Remarques concernant les hypothèses (tT). -- Signalons un cas fré-
quent et particulièrement simple où les conditions (H") sont satis-
faites : celui où, en un point k^ de K, ^{x, À'o) est identiquement
nulle (2 8).

Un autre cas important est le suivant : on connaît un point Â\) de K
où l'équation (i) admet un nombre impair de solutions^ au voisinage
desquelles la transformation (2) est biunivoque.

IV. — Applications.

Signalons en premier lieu que les théorèmes d'existence établis par
la méthode d'Arzelà-Schmidt (2) sont tous des cas particuliers du
théorème fondamental énoncé ci-dessus.

17. Le présent chapitre est consacré a l'application d'un corollaire
du théorème fondamental; ce corollaire s'obtient en supposant iï

^ î î ( f ) Une moine valeur de K. peut être prise plusieurs fois.
(2 7) Rien n\împêche ces deux éventualités de se présenter yinmIlanénienL
C28) Cf- § 8» P- 555 (( Remarque importante ».



64 JEAN LERAY ET JULES SCHAUDEK.

défini par une inégalité ||<z?||<^M, M étant une constante; il s'énonce
comme suit :

THÉORÈME!. -- Soit l 'équation
( 1.) X — ^ ( X, k ) •==- 0.

Faisons les trois séries d'hypothèses :
l L'inconnue a; et toutes les valeurs de S^ appartiennent à un

espace linéaire, norme et complet, <ê.
L'ensemble des valeurs du paramètre k constitue un seg-

ment K de l'axe des nombres réels.
^(x, k) est définie pour tous les couples (;r, /') où x est un

( H i ) \ élément quelconque de <@, k un élément quelconque de K.
En chaque point k de K, S^ (a?, Z:) est complètement continuer

ceci signifie que ^(,r, /:) transforme tout ensemble borné de
points x de & en un ensemble compact.

Sur tout sous-ensemble de <â borné, êPÇn'y /•) est uniformé-
\ ment continue par rapport à /c.

En un point particulier Â'o de K toutes les solutions sont con-
(FL) nues et Fon peut étudier leurs indices par l ' intermédiaire du

Chapitre II; nous supposons la somme de ces indices non nulle.
Enfin nous supposons démontré par un procédé quelconque

(H;s) que les solutions de (i) sont bornées dans leur ensemble.
{Limitation a priori indépendante de /*'. )

CONCLUSION. — Alors il existe sûrement dans l'espace | <S x K | un
continu de solutions le long duquel k prend toutes les valeurs de K.

18. Nous allons maintenant montrer comment des systèmes de
relations, au premier abord très différents de (i), équivalent à des
équations de ce type (i), pour lesquelles les hypothèses (H,) sont
vérifiées. Il serait d'ailleurs facile de multiplier ces exemples.

Soit d'abord une équation auxdérivées partielles, du second ordre,
elliptique et de forme normale y
, ^3 6^ S __ |" ÔZ ^3 , ](0) . ^•^^^^r1 '^5^^^^
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/ est une fonction continue pîir rapport à l'ensemble de ses arguments.
Nous nous proposons, par exemple, de trouver les solutions de (3)
qui sont définies dans un domaine régulier A du plan (x^a)^) et qui
s'annulent à la frontière de ce domaine. Soit G^r,, •x^ y , , y*,) la fonc-
tion de Green de A. Transformons notre problème en choisissant
pour inconnue à— -h (— = c, l'équation (3) prend la forme

( • \ ) 0 ( ^ 1 , ^)==/ .z'i, ^o; \\ G(^i, x^ r ^ ' y \ ) p { r ^ r^ ) dy, d}\\
[ .Va

-^ H ' G o r / y ^ d y . . à ^Gçdv.dv^ À | .
^•ij^ [ • ' - - ^.r,J4 • • J

Cette équation est du type (i). Choisissons pour espace ê l'espace
des fonctions p (^ , , ^,) qui sont définies sur A et qui sont mesu-
rables et bornées; posons | |p | [== maximum de |p(^i , .r,)|.

Les conditons ( H i ) sont réalisées : en effet à des fonctions c(*r^ x ^ )
bornées dans leur ensemble correspondent des fonct ions

/ ' ^ , , ,̂ .,; I l G(.^i, .r-.,; r,, r.) ? ( ) ' , , r ^ } d v ^ d r ^ \
[ • "•,.1^

^jGp^^,^j[Gp^.^^^^^^^

(|ui possèdent une égale cont inui té .
Abordons un problème plus général.

19. Problème de Diriclilet pour une équation quasi linéaire du type
elliptiqne. — Soit un domaine borné A d'un espace à n dimensions :
,z^, x^ . . . . x,,. La frontière A' de A est supposée régulière. U n e fonc-
tion z définie sur ^ (^A+A^ sera dite appartenir à l'espace abs-
.trait Ea quand elle satisfera une condi t ion de Hôlder d'exposant a;
à l'espace Ea,m quand ses dérivées d'ordre m existeront et appartien-
dront à Ea. Une fonction ç définie sur A7 sera dite appartenir à
l'espace <?a,/ / / quand ses dérivées d'ordre m existeront et vérifieront
une condition de Hôlder d'exposant a. Les normes dans ces différents
espaces Ea, Ea,m, ^a,m seront celles qu'a définies M. Schauder (5) :
M|a, |^ |a,m,l |yi |a, / / / . k sera u n paramètre variant sur un segment K de
l'axe réel. Nous supposons données n (7 l+ I ) +i transformation s fonc-

Ann. Éc. Norm,, (3), L ï . - FASC. 1. 9
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t ionnelles : A/,(^ Z-)==A/,<5, F); D(^, k}; elles dépendent da para-
mètre A-; elles sont définies en tout point s de l'espace Ea,a ;
elles transforment con t inûment ces points s en points d'un espace
Ea+23(o<a<a -4 -2p< i ) , tout en étant uniformément continues
par rapport à k quand z reste dans un domaine borné deE^; enfin
les formes ^ K,j{s, 1^11,11, sont supposées définies quelles que

?'==[,...,/;,
soient la fonction z et les valeurs de x^ x^y k.

Nous supposons également donné un élément y(^) de e^.y,^y qui
dépend cont inûment du paramètre Z-.

Le problème que nous envisageons est le suivant :
Trouver pour chaque valeur de k un é lément de E^j, ^(^"i » • • • - > ̂ ; ^")?

qui vaille y(7i1) sur zV et qui vérifie l 'équation fonct ionnel le

( 5 ) . , V A./ / (^ , Â-) / .' ' =ï){ z, k } ,
jMà ' ' àxi àx;

— L'équation classique du type elliptique
, / * . ^ / ()s ()z \ à^z
(6} _i a'j\:cl'•••'^5^'•••^k)^^

, ( <)s as \=</(.y,, ...,.ï,,; 5; — — , . . . , ; k\
\ uljb i u^n /

est un cas particulier de (5); quelques hypothèses évidentes doivent
être faites sur la cont inui té de a,j et d, qui sont simplement des fonc-
tions des arguments : x^ . .. , x,,; s; —L> • • * ' -^—î ^•o'tZ'i dXfi

ÏQ. Nous noiis proposons de ramener l'étude de ce problème de
Dirichlet à rét'ude d'une équation du type ( i ) vérifiant les hypo-
thèses (H,). — N o u s utiliserons à cet effet un procédé essentielle-
ment: différent de celui qu'emploie le paragraphe li^; nous croyons ce
procédé nouveau. Soit réquat ion

< 7 ) ^^/f5^)^==D^^-

Choîsissônsun point z quelconque dans E^a et un point k quelconque
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dans K. D'après un théorème de M. Gevrey (2 0), (7) admet une
solution et une seule, Z(^F), qui soit égale à ç(À-) sur A'. Un théo-
rème plus récent (:io) affirme que cette solution appartient à E^,a;
et il permet cTétablir bien aisément que Z ( z , k ) transforme continû-
ment les points s de Ea,2 en points de E^s, tout en étant uniformé-
ment continue par rapport à k sur tout domaine borné de E^,2. Or
tout sous-ensemble borné de Ea-^,2 est un sous-ensemble compact
de Ea,2; donc ïÇz, k), envisagée dans Ea,a? est complètement con-
tinue pour chaque valeur de /c.

Par suite il suffit de poser 6 ==== Ea,s et de remarquer que notre pro-
blème équivaut à la recherche des points de <ê qui satisfont l'équa-
tion z=ZÇ.z, /c), pour avoir ramené ce problème à la résolution
(Tune équation du type (i) vérifiant les hypothèses (H^) .

A\ B. — Le procédé employé ci-dessus est le suivant : nous avons cons-
taté que Féquation fonctionnelle proposée se présentait sous la forme

^(x, x, k)=o.

(2 r î} Voir E. PICARD, Journal de Mathématiques, 1890; founud dû l'Ecole Polytech-
nique, 1890; tournai de Mathématiques, 1900; Âctci mathemciticcij 1902; Ânjudes de
l^Ecole Normale, 1906; E. GKVREY, Détermination et emploi des jonctions de Green
{Journal de Mathématiques, t. 9, i93o; p. 1-80).

('io) Voir^ par exemple, un travail de M. Schauder dans la MathemaUsche Zeùsc/if'Lft,
t. 38, 1934, p. 257, et une Note le résumant dans les Comptes rendus de P Académie.
des Sciences, t. 196, 1933, p. 89. Donnons renoncé de ce théorème, que ne peut sup-
pléer dans le procédé ci-dessus aucu no majoration moins précise :

« Soit à trouver un élément Z(.'ri, .. .,^'//) de Ev,2 qui coïncide sur A' avec un élément
donné <p de ev^s et qui vérifie dans A Inéquation

2 ai7(A'1' • • • ' ̂  £^-== ll(x^ • • •' a"")'
<==!,..../(.

les circonstances suivantes étant réalisées : d. est un élément donné de Ev ; les a{j sont

des éléments donnés de EY.+.OÎ la forme 7 (^/(.ri, ..., ;Kn)u,Uj est définie en tout
i=l,...,n
j==î,...,n

point de A ; le déterminant des a/:y est supérieur à i.( o << "f < y -+- 8 << i).

Ce problème de Dirichlet admet une solution (it une seule; cette solution vérifie l'iné-
galité ,

l l^ lT,2<CS]|</UY^| |y| |^J,

C étant une .fonction continue des [| aîj\\-v.^ qui dépend de la forme du domaine A et du
choix des constantes y et S. »
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Nous l'avons remplacée par le système
.y==X.; ^•f.^i X, /C)-==0.

Et il s'est t rouvé que cette dernière équation définissait nn ivoquemen t
une t ransformat ion fonc t ionne l le

V==^(.2-, Â-) ,

telle que les hypothèses ( H , ) fussent véritiées. Ce procédé est évi-
demment suscept ible d 'antres app l i ca t ions . Il sera généralisé au cours
dn Chapitre Y.

^1 . Suite de l'étude du problème de Dirichlet : Remarques concer-
nant les hypothèses ( I L ) . — i" Un cas très s imple où les hypo-
thèses ( H a ) sont vérifiées est ce lu i où l 'on a en nn point ko de K
3(7^)= o et D(^, /i-o ) :=(:) : en effet, Z(^y /•o ) = o.

2° Supposons maintenant connues tontes les solut ions d u pro-
blème correspondant à une valeur Z'o et cherchons à appliquer les
conclusions des paragraphes 10 et 11; l 'équat ion x — A(,r)==o du
paragraphe 10 se réduit à Péquat ion de Jacobi; dans le cas où l'équa-
t ion donnée est l 'équation
r ( ) ) 2^ a i / ( • / ' ^ • • • ' • /^ ::? /^ - • - /^î /',) r//=^(./'i, . . , , ./:•//; 3 ; ^,, ..., /?„; /•)

/ = " 1 , . . . , / /
/ ____ ()-. _ à^ \
V"""^5 ^'-'ô^àJ,)'

cette équation de Jacobi s^écrit :
à^u

^ Û//(.Z-|, . . . , ,f,,\ ^\ p^ . . . , /;,/; Â - )
Ô J ' l ÔX]

^ f00 , ] actif ()u, àan au.,4- ^ __—n _|_ «^— — .,„}.„ ^ _ ^,...\ — — .̂.
. Jm \. f^' ^Pt ^x\ Ôpn ÔX,^ l l

ad ad Ou ad au^ ( { + _^ H- . . . 4- -^— -,— •()•:• ôp^ <ÀZ'( àp,, àx,,

lîn particulier les hypothèses (Ha) sont réalisées quand les circons-
tances suivantes se présentent : pour la valeur particulière ^o== k le
nombre des solutions de (6) est impa i r ; et aucune des équations de
Jacobi correspondant à ces diverses so lu t ions n'est s ingulière [nous
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entendons par là que chacune d'elles admet une seule solution :
^(.r,, . . ., .'z'//) nul le sur -V, à savoir u=o]. Par exemple les hypo-
thèses (Ha) sont vérifiées si l'on connaît une valeur particulière ^'o
de K pour laquelle les fonctions a / / et d sont indépendantes de z et si
l 'on sait qu'à cette valeur Z'o correspond au moins une solu t ion de (6).
(Cette solut ion est nécessairement un ique ; l 'équation de Jacobi cor-
respondante ne peut être s ingul iè re . )

±2. Un problème de Dirichlet particulier pour lequel les hypo-
thèses (H;}) sont vérifiées. — Nous allons étudier le cas suivant : A est
plan et convexe; Inéqua t ion à résoudre est l 'équation du type ellip-
tique

/ ÔZ ():. ,\ ̂ 3 , ^ . ^
( <S ) a (.:,/.'(, ̂ , ; :•' -— î -.— ; A- —— — '2 b ( . . . ) -,——.— -1- c ( . . . ) -,— == o.

\ -' ' àx^ àx^ ) àx\ ' àx^àx^ °^i

Soit une solution de (8), ^(^ i , .2^; Z - ) (appartenant à E^s)- C'est, au
sens de M., Radô, une « Sattelfunktion » ( : î l ) de œ^ et x.^ En d'autres
termes, considérons sa surface représentative dans l'espace ;?, x^ x^;
la plus grande incl inaison des plans tangents à cette surface est au
plus é^ale à la plus grande Inc l ina ison des plans qui rencont rent trois
points de sa frontière; cette frontière est une courbe donnée sur le
cylindre droit de base -V; noussupposons les données assez régu-
lières pour que Vinc l ina ison de ces plans reste inférieure à une borne
indépendante de /•• Les quantités z , — et -y-1 possèdent alors des
bornes indépendantes de Â-.

Un théorème important de M. S. Bernstein, précisé et adapté au
cas présent par M. Schauder C'2), permet d^n déduire que les solu-
tions z de (8) qui appart iennent à E^ ont des normes l ^ j a . a bornées
dans leur ensemble. (Nous devons faire les nouvelles hypothèses sui-
vantes : les valeurs frontières 9 appar t i ennen t à ^a,:i; û? b, c sont des
fonctions des arguments x^ .z'a, ^, p, q dérivables deux fois et dont

(^RADO, ^Icta litt. ac. scient,., t. 4, K^q-iQ'^); VON NEUMAN/ Âbfiandiungen <A\v
inatheniatischen Seminares^ Hambourg; t. 8, i93r, p. 28-31.

(:î'2) Ueber das Dirichletsche Problem im Grossenfur nicht lineare elliptische Diffèren-
fial-gleichungeti^ MatJiemalische Zeilschrift^ t. 37. i9'33 (voir en particulier le paragraphe 4-).

La méthode de M. Bernsfcein suppose la solution .3(.y,i, ^2) analylîque : ceci concluît
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les dérivées secondes satisfont une condition de Hôlder.) L'hypo-
thèse (H;î) se trouve donc vérifiée.

CONCLUSION. -- Supposons que a, by c soient indépendants de /r,
que ç(^) se présente sous la forme Â: .cp ; ce qui précède établit que le
problème de Dirichlet considéré peut être ramené à une équation du
type (i) pour laquelle les hypothèses (H, ), (Ha) et (HQ sont vérifiées.
D'après le théorème 1 il admet au moins une solution quel que soit /r.
D'où le théorème :

Toute équation (33) :

/ _ àz àz \ à^z ( _ (h (h \ à-^
Cl ^ X^, X^ \ Z 5 . y _. ) " ^ ^ "4~ 2 0 l XY y ^î '•, S :- 1 ' î àx^ â ^ J à ^ 1 ^ ^ - ? ̂  àx, àxjàx.àx,

( (h àz \ (^z
+c^,^;^;^,^^=o

du type elliptique admet au moins une solution qui soit définie dans un
domaine convexe donnée A, et qui prenne des valeurs données sur sa
frontière A'. (Rappelons que nous avons dû faire des hypothèses con-
cernant la régularité de la courbe A^ des valeurs frontières et des
fonctions a, b, c.)

V. — Applications (suite).

23. Sommaire. — Nous nous proposons de signaler de nouvelles
équations fonctionnelles dont on peut effectuer l'étude par l'intermé-
diaire d'une équation du type
( t ) x~~~ ^ ( x , k) ==o,

vérifiant les hypothèses (H) (§ 12, p. 5g).

à la formaLion de « Normaireihen » ; il faut établir l'existence de toutes les dérivées de z
et les majorer toutes.

Au contraire, nous avons actuellement besoin, comme c^est souvent le cas, de nous
borner à la considération de fonctions appartenant à Ea^-

(33) z peut figurer dans les fonctions a, by c; le cas où z en est absent et où ces fonc-
tions sont analytiques a été traité depuis longtemps par M. S. Bernstein; dans ce cas
runicité de la solution est assurée. Au contraire le problème de Dirichlet étudié ci-dessus
peut admettre plusieurs solutions^ peut-être même des faisceaux de solutions; quand on
fait varier les données, des «bifurcations» peuvent se produire.
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Reportons-nous au N. B. du paragraphe :î0 (p. 68) : nous y avons
considéré une équation

( 2 ) - cî•(J"• x^ ^ ) :== °'

telle que l'équation
(3) ^0,X^)=o,

attache à tout système de valeur (^, À') un point X et un seul, la
transformation fonctionnelle X(.z1, k) se trouvant être complètement
continue. Nous allons maintenant étudier une catégorie d'équations
du type (2), caractérisée par un nouveau système d'hypothèses et
pour lesquelles d'autres circonstances se présenteront : nos hypothèses
concerneront la continuité de l 'opération fonctionnelle <^(^, X, A') et
de sa différentielle de Fréchet; le caractère compact de l'ensemble
des solutions de (2); des particularités qui devront se présenter pour
une valeur particulière Z^ de k. Nous envisagerons l'ensemble des
solutions de (2) et nous nous proposerons d'en préciser les pro-
priétés. A cet effet nous utiliserons ia t ransformation fonctionnelle
(complètement continue), X(^ Z-), qui est définie par (3); c'est alors
que nous nous trouverons en face de nouvelles circonstances : la
construction de X(,r, k) s'opère en partant de l'ensemble des solu-
tions de (2); et l'existence de cette transformation fonctionnelle n'est
assurée qu'à r intérieur d ' u n domaine étroit entourant l'ensemble des
points {x^ k) qui satisfont la relation (2). Toutefois l 'ensemble des
solutions de (2) coïncide encore avec l'ensemble des solutions de
l'équation x —• X(;r, Z')=o; cette équation est du type (î); ceci nous
permet d'appliquer le théorème fondamental aux solutions de (2).
Nous obtiendrons ainsi le théorème II dont la proposition essentielle
est la suivante : les hypothèses faites entraînent que, quel que soit h,
l 'équation (2) admet au moins une solution.

L'exemple que nous avons choisi pour donner une application de
ce théorème II est le problème de Dirichlet relatif à l'équation la
plus générale du second ordre.

24. Commençons par énoncer une première série d'hypothèses con-
cernant Féquation (2) ;
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1° Nous supposons donnés trois espaces linéaires, normes et
complets S, &o et E. <êo est un sous-ensemble de ê et tout sous-
ensemble borné de ô constitue un ensemble compact de <ê.

^ (^', X, /.) est un élément de E qui dépend du point x de ê,
du point X de Êo ^t du paramètre /i; ce dernier varie sur un
segment K de l'axe des nombres.

2° Les solutions (3 4) x de (2) qui correspondent aux divers
points de K constituent un sous-ensemble borné de êo- (Nous
supposons donc que ce sous-ensemble n'est pas vide. Il forme
un sous-ensemble compact de ê.)

3° En chaque point (a-,, x^,k^) de l'espace ( <ë x <^o X K | tel
que Çf(^i? ^i , / ' i ) = = o l 'opération ibnct ionnel le ^ -(a*, X, /')
possède une di f férent ie l le de Fréchel, L i ( E , S, y ); L i dépend
évidemment de la solut ion (x\, / ' i )considérée; L] appartient àE,
est linéaire et homogène par rapport à ses arguments qui sont
respectivement un point ^ de <@, un point S de <âo? ^^ nombre
réel y.

Plus précisément posons :
R!^ -? X ) =(Sfi.x\ + ̂  -^1. + -^; ^l - Z,) — L J ^ £,^).

Nous supposons ( 3 y ) :

^; iiRJ^^.x^-^a^^^l
1 <^. i 11 ^ 1 1 + 1 1 ^ 1 1 - ^ ^l+ll^l+ll^ll+iz^;

xi|H-^[|+||£-^[|+ ^-^l;,

M,| étant une fonction continue de ||^ |, ||3|), \'/ [, H ^ H , IIB7!!, j / 7 ) .
Enfin les formules

(6) . x-==.y, LO/X, Â^^Y; , / ;==/

sont supposées établir une correspondance biumvoque et
bicontinue entre Pespace produit [ex &^ xK] et l'espace
produit [ex Ex K].

(34) On poarraiL étudier de même l'ensemble des soluLions (Xy k ' ) de (2} qui sont con-
tenues dans un domaine de l'espace [<ê x K], à condition qu'aucun point frontière de ce
domaine ne vérifie l'équation (2).

(35) Les normes sont prises bien enLendu dans les divers espaces ê, <@(,, E.
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25. Introduction d'une équation du type ( î ) . — Considérons la
transformation auxiliaire
( 7.) x- = y ; <^ ( ./.•, X, A- ) -= Y" ; A- == /,

où ^ et y sont des points de <g, X un point de êo, Y un point de E,
k et l des nombres réels. Cette transformation (7^ représente donc
l'espace [ô x @o x K ] sur une portion de l'espace [ < S x E x K j .
Grâce à la troisième des hypothèses (<%') la méthode des approxima-
tions successives, maniée comme l 'ont fait MM. Graves et Hilde-
brandt ( : io), permet d'étudier localement la transformation inverse
de (7) : considérons dans Pespace [<ê x E x K] l 'ensemble des
points (.ri, o, /-i ) qui satisfont la condition
( '-ï ) ^ ( .̂ i . ./.'i , Â'i ) ,== 0 ;

chaque point de cet ensemble peut être entouré dans l'espace
fê X E x K] d'une petite sphère à l ' intérieur de laquelle la transfor-
mation (7) admet une seule transformation inverse uniformément
continue
( 8 ) ^==j'; X^^M- , V1 , / ; ; /f=l,

telle que S^Çx^, o, / f i )== .r,.

Nous supposerons même chacune de ces sphères choisie assez
petite pour que X=ë?(y, Y, Z) soit de toutes les solutions éventuelles
de ( 7) celle qui est la plus proche ( : î 7) de y .

Remarquons d'autre part que l 'ensemble des points (a?,, o, Z ' i )
satisfaisant l'équation (2) est un sous-ensemble compact de l'espace
[ < @ x E x K ] . On peut donc, en réunissant un nombre fini des
sphères précédentes, obtenir un ensemble ouvert II de cet espace
| <ê x E x K] qui cont ient en son intérieur tous ces points (;r,, o ,À- , ).
Sur H et sur sa frontière la transformation inverse (8) est définie, est
uniforme et est uniformément cont inue par rapport a l'ensemble des
variables (y, Y, /).

( : Î G) Voir : i° HtLDKBRANDT aad GRAVES, lînpiicil fiinctions and l/ieir diffe rendais in
général Anal} sis ÇTrans. of thé Ma l l i . Amer. 6'ociety, t. XXIX, 19^7); '••î0 GRAVES,
fmpîicit functions and differentiat équations in général Annij'sis (idem).

( î î 7 ) La notion de dislance uUlisée ici est celle qui règne dans I/espace ê.
Ânn, Éc. Norm., (3), LI. — FASC. 1. ÎO



^n JEAN LEK.AY ET JULES SOHAUDER.
y -S-

Soit û l 'ensemble des points (j, l) de [S X K] tels que (j, o, Z)
appart ienne à II. û est un ensemble ouvert et borné de [ê x K] qui
contient en son intér ieur toutes les solutions (<z-i, À ' , ) de (2).

^(y, o, /) est une transformation fonctionnelle définie sur û, uni-
formément continue par rapport à (y, /), et dont toutes les valeurs
appart iennent à <@o. (Les valeurs prises par S^Çy, O y F ) sur û consti-
tuent donc un sous-ensemble compact de ê.) L'ensemble des solutions
de (2) est identique à Fensemble des solutions de Inéquation
( 9 ) x — ^ ( je , o, k ) = o ;

et cette équation est du type (i ), les hypothèses H ('§ 12, p. 59) étant
vérifiées.

26. Supposons donc vérifiées les hypothèses (ET) (§ 15, p. Gi).
Autrement dit faisons les nouvelles hypothèses :

En un point ko de K l'équation (à) admet un nombre lîni de
solutions ; nous les connaissons toutes ; on peut, grâce au Cha-

r nar\ pitre II, étudier leurs indices relativement à la transformation
1 ( lo) y - = x — ^ { x , o , k ) ' ,

la somme de ces indices diffère de zéro.

Le théorème fondamental (p. 63) s'applique directement; il fournit
le théorème suivant :

THÉORÈME II. — Soit l'équation (2). Supposons vérifiées les hypo-
thèses Ç3€) et (^e7). Alors IL EXISTE SUREMENT dans l'espace [<ê x K ) un
continu de solutions le long duquel k prend toutes les valeurs de K.

27. Soient un domaine A d^un espace à n dimensions : (.y,, . .., ̂ )
et une équation aux dérivées partielles du second ordre dépendant
d'un paramètre k :
(ii) f(^\, ,.., Xn\ z;p^ ...,1^; r^ r,̂ , .. ., r /^;Â-)==o

1 - 1 1 1 ( _l^il 1 _ à^z \ ' 1

\pi~~ à^ ^^'à^àx'jJ

Nous supposons la frontière A^ de A suffisamment régulière et la
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fonction / dérivable un nombre suff isant de fois par rapport à ses
divers arguments; le paramètre k décrit un segment K de l'axe des
nombres réels. Considérons le problème de Dirichlet qui consiste à
trouver pour chaque valeur de k une solution de (n), ^(^ i» ... y^n);
dont les dérivées secondes satisfont sur A une condition de Hôlder
indéterminée et qui prend elle-même, le long de la frontière à'
de A, des valeurs données à l 'avance; nous supposerons ces valeurs
nulles : ceci ne restreint pas la généralité. Nous nous proposons
d'appliquer le théorème II à ce problème de Dirichlet. Nous ferons à
cet effet deux hypothèses :

i° L'équation (n) est du type elliptique au voisinage de chacune
de ses solutions; ceci signifie que la forme quadratique

/ àz àz à^z à^z ^ ,\
ôj^ ...,^; --; ̂  ••'5^^ î^^ î ' " ' àay h )

^ ,—————:—————————^———————————————————if^fi,
^J âr'i/

est définie quand (^, /»•) est l 'une quelconque des solutions.

2° Les dérivées secondes i\j des solutions (38) du problème sont
bornées dans leur ensemble et satisfont dans leur ensemble une
même condition de Hôlder (3 9), d'exposant a.

Si A est un domaine plan (c'est-à-dire si n = 2), il suffit de sup-
poser que l'on connaît a priori une borne supérieure des dérivées
secondes r,-y : il résulte ( / < 0 ) alors des hypothèses faites que ces déri-
vées secondes satisfont dans leur ensemble une même condition de
Hôlder.

( : { 8) Nous supposons que, pour une valeur do k au moins, l'existence d'au moins une
solution est assurée.

( : î 9 ) En d^autres termes : on peut trouver trois constantes a. Ci et Gs telles que les
dérivées secondes r^- de toutes les solutions du problème vérifient les inégalités :

|^7<^1, • • • î •^)1 •^l;

( 4 0 ) Se reporter au travail cité dans la note p2).
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Nous allons prouver au cours du paragraphe suivant que l'équa-
tion (n) est alors une équation du type (2) vérifiant les hypothèses (5C).

28. Nous choisirons ('") dans ce cas pour équation (3) la sui-
vante :

./ 6L- (h à^L ^Z <^Z „
( 1 2 ) / ^i i • • • . '^it \ ^ \ ~\— ? • " ? , ; -;—7 ? -»——•)— • " î "")—:r 5 A — ° •• ' \ '̂1 ^.y// ^.^f .̂z'i àx^ àx^ ]

L'espace & sera l'espace des fonctions s, définies sur A, nul les
surzV, dont les dérivées premières existent et satisfont une condi t ion
de Hôlder d'exposant y<^; l'espace <^ sera l'espace des fonc t ions Z
définies sur A., nulles su r -V, d o n t les dérivées secondes satisfont une
condit ion de Hôlder d'exposant y; l'espace E sera l'espace des fonc-
tions ^ définies sur A, qui satisfont u n e condi t ion de llôlder d'expo-
sant y. Les normes [ [ - s j - . i , ||Z|[^, []^[|,, seront celles qu'a in t rodui tes
M. Schauder.

Les hypothèses (â^e) n05 i et2 sont manifestement satisfaites; (^i , /"i )
étant une solution du problème, nous poserons

4(E.2,%)
/ 6^, (h, ^3, 6^, ^,,\

' = V 'V > < - ^ ; - l ; g^> ' " ' ̂  ~ô^' à^D^' '"? à^) ^g
^ ^/'(/ ^u<?/ r/^/

{=1,..., //

' • y ^ / ( . . . ) ^ ^ ^ / f . . . ) , ^ <V
A^ api àxi àz " ^Â'7 '"

Un théorème déjà cité ( ;H)) nous assure que les formules (6) éta-
blissent bien une correspondance biunivoque et bicontinue. Pour
prouver ( A 2 ) l'Inégalité (5) nous remarquerons tout d'abord que :

^i(£/^%)

•-J10-^^7^--'^^^

( 4 1 ) Ce c.lloix est assez arbitraire : on pourrait dans (12) substituer à quelques déri-
, àz , ,, . / àZ , ,vees -:— les dérivées — correspondantes.àxi àxi .
(42) Nous employons ua procédé déjà utilisé : voir les pa^es 697-701 du Mémoire que

cite la note ( 5 ).
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La quantité sous le signe f est de la forme

. „ r- ài âc ôî^ àiE ^
1 1 ; < 1 [cî ̂  '" î ̂  àx^ àjc.àx^ ' " ' ̂ r

. ds, ^ ( î ^S , "1
7 .z,, ... ; .3, 4- /.? ; —— 4- ^ ——- ? * • • ; -—— + ^ -7— \ ' ' ' î ^i + ̂ Z h'• ' ? ' " î Àz'i ? âx] r)^ ^ ? ^J

Q, étant une forme quadratique par rapport aux variables E, . . ., y ;
lés coefficients, J, de cette forme dépendant des variables x ^ , . . .,
k\ + ^ y - P^ exemple le coefficient de E2 est^(,,,.,^^^,,^,...^-,,g,.,^,,).

Pour justifier l'inégalité (5) il suffit d'établir que chacun de ces
coefficients .1 vérifie une inégalité

| | J ( / £ , t^, ̂ --.J(^ ^/, t^)\\
^^i l iç i i+i isi i+i^i+i ir i i - .- i i^ i i+i^i i

x!!|,— / | |~i- i !3--^l l+ x-x^ i :

N, y représente une fonction continue de | |Ej , |S|, |/J, ||̂ ||, (Ë'I , |y/ i,
dont l'expression peut varier suivant la solution (^, À',) de (10) que
nous envisageons. Or cette dernière inégalité est une conséquence
immédia te de l ' identité
J f / ^ , ^3, i'/j -—JC^, t.^', t^}

r1 d r • . û- - ^« ^ ^ (à^ ^\=i ^t4--•--4-^-^(^^+^
Ç^^^.-^('^"^)-.^^^-^àx\ à.v\ \ojc\ ax-^ J

Tontes les hypothèses (^C) sont donc satisfaites.

29. Remarques concernant les hypothèses (^C'). — Supposons main-
tenant connues toutes les solutions du problème qui correspondent à
une valeur particulière A'o de k\ et cherchons à appliquer les conclu-
sions des paragraphes 10 et 11; l'équation x — A(.r) = o du para-
graphe 10 se réduit à l 'équation de Jacotn (4 3). En particulier les

( " ) Voir Encrclopddie (1er mathem.atischen Trissenscîwfl^ ^na/ysis. L IlL p. i3a5.
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hypothèses {S€} sont réalisées quand les circonstances suivantes se
présentent : pour /Co= k le nombre des solutions est impair et aucune
des équations de Jacobi correspondant a ces diverses solutions n'est
singulière.

Les résultats acquis nous permettent d'énoncer par exemple la propo-
sition suivante :

Soit à trouver une solution z{x^, . . . , x,) de l'équation .du deuxième
ordre,

,/ , àz (h rXs à^z à^ A
f ï 3 ) ^^- t• î^ ;^ ;^5 '•y^ ;^3^^

qui soit définie à l ' intérieur d 'un domaine donné et qui s 'annule sur
sa frontière. Supposons que, pour k=o, ( i3) soit du type ell iptique
et possède une solut ion dont les dérivées secondes satisfont u n e con-
dition deHôlder. Faisons varier k con t inûment : le problème ne peut
cesser d'admettre de solution tant que F une des deux éventualités suùwites
ne s'est pas pas produite :

a. Il est apparu une solution au voisinage de laquelle (12) n'est pas
du type elliptique:

b. A des valeurs du paramètre comprises entre o eU correspondent
des solutions, dont les dérivées secondes vérifient chacune une condi-
tion de Hôlder, sans qu ' i l existe une même condition de Hôlder qu'elles
vérifient toutes simultanérnent.

Quand n = 2 on peut même affirmer que si l 'éventualité {a) ne se
présente pas la suivante se réalise :

b. A des valeurs du paramètre comprise entre o et k correspondent
des solutions dont les dérivées secondes ne sont pas bornées dans
leur ensemble, bien que chacune de ces dérivées secondes soit bornée
et vérifie une condition de Hôlder, particulière à chacune d'elles.


