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LE PROBLEME DE DIRICHLET POUR LES
EQUATIONS ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE
A COEFFICIENTS DISCONTINUS (%)
par Guido STAMPACCHIA

On se donne un opérateur elliptique du second ordre a structure
de divergence

0.1) Lu = —(a;uy)y,
ou les coefficients a;(a;; = a;;) sont des fonctions mesurables et

bornées dans un ouvert borné Q de R", qui satisfont a la condition
d’ellipticité suivante:

0.2) V_1|£|2 < aijfiéj < Vlé

o e =g

v étant une constante > 1. Les symboles de sommation sont tou-
jours sous-entendus.

L’opérateur L coincide avec 'opérateur de Laplace si v = 1. Le
but de la théorie est I’étude des généralisations aux opérateurs L
des problémes qui se posent pour les fonctions harmoniques ou
sous-harmoniques dans la théorie du potentiel.

On va considérer le probléme de Dirichlet. Grace a la théorie
variationnelle des problémes aux limites pour les équations du type
elliptique, développée d’une fagon trés générale au cours de ces
derniéres années, on peut résoudre, dans un sens faible, le probléme
de Dirichlet, quel que soit Pouvert borné Q.

Soit Q la frontiére de Q et Q sa fermeture. Soit H(Q) le complété
de I’espace des fonctions continfiment dérivables dans Q par rapport
a la norme

H“”Hlm) = H“HLZ(Q) + i; ”“x,-”u(n»

(}) Travail subventionné en partie par U.S. Air Force Office (Grant AF EOAR 65-42)
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et soit H}(Q) ’adhérence dans H(Q) des fonctions de 2(Q), indéfini-
ment dérivables a support compact dans Q.

Le probléme de Dirichlet, dans la théorie variationnelle, a la forme
suivante :

On se donne une fonction h de HY(Q) et ’on cherche une fonction
de HY(Q) (solution faible) telle que:

J Gt b, dx =0 Ve ()
Q

de fagon que u — he H(Q).

Soit u une distribution qui appartient & HL (Q) (i.e., la restriction
de u a chaque ouvert Q' relativement compact de Q appartient a
HY(Q)). On dit que u € H(Q)[e HL.(Q)] est une sous-solution [locale]
par rapport a I'opérateur L si, quelle que soit ¢ € Z(Q), positive
dans Q, on a

J a;juy Py, dx < 0.
Q

ue HY{(Q)[e HL(Q)] est une sur-solution [locale] si —u est une sous-
solution [locale]. Si u est, en méme temps, une sous-solution locale
et une sur-solution locale, on dit que u est une solution locale de
I’équation Lu = 0.

Grace a un théoreme de De Giorgi [3], une solution locale de
Lu = 0 est une fonction continue dans Q.

Soit maintenant h définie sur 0Q et continue [h e C°(0Q)]. 1l existe
une application u = B(h) qui a chaque he C%0Q) fait correspondre
une solution locale (et donc continue dans Q) qui satisfait aux con-
ditions suivantes

i) Principe du maximum, c’est-a-dire:

min & < min B(h) < max B(h) < max h.
oQ Q Q oQ

ii) Si h peut étre prolongée sur Q a une fonction de H Q) (il
suffit, en fait, de CY(Q)), alors la solution locale correspondante
coincide avec la solution donnée par la méthode variationnelle.

L’application B(h) résout le probléme de Dirichlet au sens de la
théorie du potentiel.

On dit qu'un point y e 0Q est régulier par rapport a I'opérateur

Lsilona:
lim B(h)(x) = h(y)

Xy

quelle que soit la fonction h continue sur 0Q.
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On démontre qu'un point yedQ est régulier par rapport a
I’opérateur L si et seulement si y est régulier par rapport a ’opérateur
de Laplace.

Ce résultat a été démontré dans un article paru en 1963 par
W. Littman, G. Stampacchia et H. Weinberger [8].

Dans cet article, en considérant la régularité fine des solutions
faibles d’un probléme aux limites des équations elliptiques du second
ordre, on a été conduit a étudier plusieurs problémes de la théorie
du potentiel.

On a, par exemple, démontré qu’il existe une fonction de Green
g(x,y) pour le probleme de Dirichlet relatif a 'opérateur L. La
fonction de Green a une singularité polaire, au point y = x, d’ordre
n — 2 (n > 2) comme dans le cas de 'opérateur de Laplace.

Les potentiels

[8(x, y) du(y),

u étant une fonction d’ensemble, a variation bornée, se présentent
comme des solutions faibles (d’'une maniere a préciser), nulles sur
0Q, du probléme de Dirichlet pour I’équation:

Lu=pu

11 se présente, d 'une facon trés naturelle, le probleme de généraliser
ces résultats a un opérateur elliptique du second ordre du type

(0.3) Lu = —(ajju,, + dju),, + (biu,, + cu).

Les coeflicients satisfont aux hypothéses suivantes

(0.4) VER < aifx)EE;, v>0, EeR",
jay ()] <M, b(x)eL"*¥(Q),

(0.5)
d(x)eL"*(Q), c(x)e L"?*(Q)

ou ¢ et ¢ sont des nombres positifs ou nuls, mais dans quelques théo-
rémes un ou tous les deux doivent étre positifs.

On peut considérer, dans ces hypothéses, comme auparavant, les
solutions dans H*(Q), les solutions locales, les sous-solutions et les
sur-solutions.

(Ces définitions sont précisées dans le paragraphe 1).

Mais dans cette généralisation, des difficultés nouvelles surgissent
parce que la forme bilinéaire associée a I’opérateur (0.3) est coercitive
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seulement si les normes des coefficients b;, d;, ¢ sont petites, (en
particulier si la mesure de Q est petite).

Pour étudier le cas général il faut utiliser aussi la théorie de Riesz-
Fredholm.

Dans le paragraphe 3 on démontre le

Principe du maximum. Soit L ’opérateur (0.3) satisfaisant aux con-
ditions (0.4) (0.5) (avec ¢ = 6 = 0) et tel, en plus, que I’on ait, au sens
des distributions,

¢ —(dy)y, = co>0.

Alors une sous-solution [resp. une sur-solution] vérifie I’inégalité
suivante

max u < max(max u, 0)
Q 0

[resp. min u > min(min u, 0)],
Q 0Qm
co pouvant étre aussi nul si les normes des coefficients b;, d;, ¢ dans
(0-5) sont petites (ou si la mesure de Q est petite).

Dans le méme paragraphe 3 on introduit la notion de capacité d’un
ensemble par rapport a une forme bilinéaire et coercitive qui n’est
pas nécessairement symétrique.

Dans le paragraphe 4 on revient sur des inégalités « a priori» pour
les normes dans L?(Q)(2 < p < + o0) des solutions du probleme de
‘Dirichlet pour I’équation Lu = T qui ont été démontrées ailleurs
par Stampacchia [14], [16], [17] et par Miranda [9] en donnant quel-
ques précisions nouvelles.

Dans le paragraphe 5 on démontre des majorations locales des

solutions (ou sous-solutions) des équations soit a l’intérieur, soit
au bord de Q. Ces majorations sont démontrées avec I’hypothése
(05 ote=0=0sil'onac—(d),>0cetoue=00>0 autre-
ment. .
Dans le paragraphe 7 on démontre la continuité holderienne des
solutions soit a l’intérieur, soit au bord de Q en supposant que
dans (0.5) on a ¢ =0, ¢ > 0. On généralise ainsi le théoréme de
De Giorgi [3] et d’autres — de Morrey [10], de Stampacchia [15] et
de Ladyzenskaja-Uralt’seva [7].

Dans les mémes hypothéses on démontre dans le paragraphe 8
I'inégalité de Harnack pour les solutions positives en généralisant
le théoréme de Moser [11]
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Dans le paragraphe 9 on démontre qu’il existe une fonction de
Green g(x, y) pour le probléme de Dirichlet relatif a ’opérateur L. La
fonction de Green est positive si ¢ — (d;),, = ¢o > 0 et elle a une
singularité polaire au point x = y d’ordre n — 2(n > 2) comme dans
le cas de I'opérateur de Laplace. On peut aussi introduire les poten-
tels | 8(x, y) du(y)

u étant une fonction d’ensemble, & variation bornée,

Ici les techniques sont les mémes que celles qui sont utilisées dans
I’article de W. Littman, G. Stampacchia et H. F. Weinberger avec la
seule différence que l'on utilise la notion de capacité généralisée
auparavant. )

En suivant alors la méthode de I’article précité on peut résoudre
le probléme de Dirichlet, au sens de la théorie du potentiel, aussi
pour 'opérateur général (0.3) et on arrive encore a la conclusion
qu’un point y e 0Q est régulier par rapport a 'opérateur (0.3) si et
seulement si y est régulier par rapport a 'opérateur de Laplace.

Plusieurs démonstrations sont données ici avec beaucoup de
détails. J’ai utilisé un exposé fait I’année passée au Collége de
France [21]

I1 faut dire que dans les majorations du texte on indique souvent
par la méme lettre des constantes différentes.

Aprés la rédaction de cet article j’ai recu une copie d’un article (a

paraitre) de Mme R. M. Hervé [4'] ou elle a démontré que les
solutions locales de Lu = 0 ot L est donné par (0.1) constituent
un systéme de fonctions harmoniques satisfaisant a ’axiomatique de
M. Brelot.
" On peut alors résoudre le probléme de Dirichlet par la méthode
de Perron—Wiener-Brelot. La solution ainsi obtenue coincide avec
celle construite dans T’article d= Littman, Stampacchia et Wein-
berger.

Le méme probléme pourrait se poser a propos du présent article.

Je dois dire que, en méme temps, j’ai regu une copie d’un article
[13'] par James Serrin, faisant suite a un travail qui vient de
paraitre sur I’allure locale des solutions d’équations quasi-
linéaires [13].

Dans larticle a paraitre [13'] I'équation (0.3) est considérée
comme cas particulier des équations quasi-linéaires envisagées.

Dans ce cas, quelques résultats du présent article sont communs
avec ceux de Serrin.
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1. Quelques définitions.

a) On considérera toujours des fonctions a valeurs réelles et
les espaces de Banach considérés seront toujours des espaces de
Banach réels.

Q est un ouvert borné de R" de frontiére 0Q et de fermeture Q.

2(Q) est 'espace des fonctions indéfiniment dérivables a support
compact dans Q, avec la topologie usuelle.

C%Q) est I’espace (de Banach) des fonctions continues dans €,
normé par

”“”c%m = mgx |“|

C,(Q) est I'espace (de Banach) des fonctions qui satisfont a une
condition d’Holder d’exposant o, 0 < a < 1, avec la norme

”””Ca(s‘z) = mg.x ‘“‘ + [ul.0
ou

_ |u(x") — u(x")
[u]a,ﬂ - x's,;l’gﬁ 'xr _ x;/a
CKQ) est I'espace (de Banach) des fonctions continues dans Q
ainsi que ses dérivées partielles d’ordre < k.
Ck(Q) est I’espace des fonctions de CHQ) a support compact dans Q.
L?(Q) est I'espace des fonctions de puissance p'*™ sommables

sur Q. On pose:
1/p
filus =] [ o a
Q

HY?(Q)(p > 1) est 'espace (de Banach) complété de C'(Q) pour la
topologie induite par la norme:

|ull g py = [t Loy + ; e Loy 5
H}-7(Q) est ’adhérence de CL(Q) dans H7(Q). Les deux normes

3 el = el et [

sont équivalentes.
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H{?(Q) est un espace de Banach séparable et réflexif dont le dual
H™ 1""(Q)<I% + I% = 1> est isomorphe a I’espace des distributions qui
sont dérivées premieres de fonctions dans LP(Q).

HLP(Q) est I’espace des distributions sur Q telles que pour chaque
ouvert Q avec ' = Q, la restriction de u a Q':u/Q, appartient a
H'-P(Q).

Si p =2 on écrit aussi HYQ) (resp. H)(Q), HL.(Q), H™1(Q)) au
lieu de H2(Q) (resp. H33(Q), HL2(Q), H™ 12(Q)).

loc

DEFINITION 1.1.— Soit E un sous-ensemble de Q; on dira que
ue HVP(Q) satisfait a I’inégalité u = 0 sur E au sens de H'"?(Q) s’il
existe une suite (de Cauchy) {u,} de CY(Q) qui converge vers u dans
H!'»(Q) et telle que u,, > 0 sur E.

En général, cette définition ne coincide pas avec la notion de
fonction positive presque-partout (p.p). Si toutefois, E est p. ex.,
une boule contenue dans Q, alors, par régularisation, « positive p.p..
sur E» entraine « positive au sens de H!*P(Q) sur E ».

Evidemment pour ke R, on dira que u > k sur E au sens de
H?(Q)si u — k > O sur E au sens de H-?(Q), et on dira u < k sur E
au sens de H*?(Q) si —u > —k sur E au sens de H""?(Q); on dira
aussi que u = k sur E au sens de H!"?(Q) si a la fois u > ket u <k
sur E au sens de H!'P(Q).

On aura besoin du lemme suivant.

LEMME 1.1.—Si ue HY?(Q) et si t —» G(t) est une fonction uni-
formément lipschitzienne (c.a.d.: lG(t’) - G(t”)l < K|t’ — t”\) définie
pour teR, telle que G(0) = 0, alors G(u) e H{P(Q) et

[GW)]x, = G'Wuy,.

La démonstration du lemme se trouve, p. ex., dans [21].

DEFINITION 1.2.— On dira que une fonction u(x)e H'?(Q) est
bornée sur 0Q par ®(e R) si u < @ sur 0Q au sens de H"?(Q). Le plus
petit des nombres ® tels que u < ® sur 0Q au sens de H*'?(Q) sera le
maximum de u sur 0Q au sens de H"P(Q).

REMARQUE 1.1. — Soit ue H"?(Q) avec |u| < d sur 0Q au sens de
H'P(Q); si G(t) est une fonction uniformément lipschitzienne définie
pour t € R telle que G(t) = 0 pour |t| < d, alors la conclusion du lemme
1.1 est encore vraie.
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Si u(x)e LP(Q) et k est un nombre réel, on définit les fonctions

tronquées
(u)* _—:{ u si ulx) < k
k si u(x) = k
(), ={ u si u(x) = k
k si u(x) < k

On a évidemment {u}* = min(u, k), {u}, = max(u, k) et donc,
grace au lemme 1.1, on a

LEMME 1.2.—1) Si ue HyP(Q) et k = 0 alors {u}*e HL?(Q). ii) Si
ue H'P(Q) et u < ® sur 0Q au sens de H'P(Q), alors, pour k > ®,
{u}* — u appartient a HY?(Q).

Dans la suite on indiquera par p’ et p* les nombres définis resp. par

=1—-=: p>1

On utilisera les lemmes bien connus
LEMME 1.3.— Siue H{P(Q)(1 < p < n) alors ue LF(Q) et

lulr@ < S Z s,
ou S ne dépend pas de Q, mais seulement de p et n. Pour la démonstra-
tion voir [4], [12].

LEMME 1.4.—Si ue H"?(Q)(1 < p < n) et Q satisfait a la con-
dition de cone (voir [1]) alors ue L? (Q) et il existe une constante C
telle que, I’on ait

““||Lv'<n)<C{““”Lv(m + _Zl ”“xi”u(n)}-
b) Considérons I'opérateur différentiel (2)
(1.1 Lu = —(aju,, + dju),, + (bu,, + cu)

ou g;; sont fonctions a valeurs réelles, mesurables et bornées dans Q.
On suppose L uniformément elliptique, c.a.d. il existe une constante
v = 0, telle que

(1.2) WP < a(x)éé;  (xeQ,EeR).

(?) Les sommes seront toujours sous-entendues.

‘LP(Q)
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On suppose que
|aij(x)| < M,

(1.3) bi(x),d(x) e L"(Q), i=2,...,n
c(x) e L"?(Q).

On pose

(1.4)  a(u,v) = J {(a;ju,, + djw)v,, + (buy, + cu)v} dx
Q

et ’'on démontre
LEMME 1.5.—1) a{u, v) est une forme bilinéaire dans
H(Q) x H(Q).

il) Si Q satisfait la condition de céne, alors a(u, v) est une forme
bilinéaire sur HY(Q) x H!(Q).

Démonstration. — i) En effet, en utilisant le lemme 1.3 on a
[, sty ] < Mgl

f duv,, dx| <
)

Hd HLn(n)” “LZ (mH “Hé(ﬂ)

”d HL"(Q)H““H(%(Q)” HH&(Q)

bty dx| < S|bl| Lriey |4l nye |0 300

el LrelullL-llv]a:

J cuv dx| €
Q

< 32HCHLW(Q)H“HH&(D)HU”HMQ)-

Donc il existe une constante K telle que,
(1.5) |a(u, U)| s K H u “Hé(ﬂ) ” U“H(l)(ﬂ) N Vu, ve H(l)(Q) .

ii) Puisque Q satisfait a la condition de cone, on peut utiliser le
lemme 1.4 et I'on a, d’'une maniére analogue:
la(u, v)]| < Kljufluiey vl Vu,ve H(Q)
ol K dépend de M, ||b;| ., ||d;

Lns “C| Ln2 €t de Q.
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COROLLAIRE DU LEMME 1.5.— Soit ue H'(Q) fixé, Q étant un
ouvert borné de R tel que Q = Q. Alors a(u, v) est une forme linéaire
sur HY(Q).

Soit @ € C4(Q). Par partition de I’'unité on peut choisir des fonctions
o, 4 support dans Q telles que sur Q I’on ait: 1 = Za,. Alors

a(u, @) = Zalasu, ).

Du lemme 1.5 i), on a

|a(orgu, p)|< K H%“”na«”z) e ”Hé(ﬂ)
Dong, il existe une constante K’ telle que

la(u, @) < K'|ufm@ | ¢llnye
d’ott le corollaire. La forme a(u,v) est dite la forme associée a
lopérateur L. L’opérateur L* dont la forme associée a*(u,v) est
a(v, u) est dit I’opérateur adjoint de L ; on trouve
(1.6) L*u = —(a;uy, + bju),, + (du,, + cu).

Il faut remarquer que ’opérateur L* satisfait aux mémes hypotheéses
(1.2), (1.3) que 'opérateur L.
Soit Te H™1(Q); alors il existe f;e L*(Q) (i = 1, 2,...,n) de fagon

queT= =3 (f

DEFINITION 1.3.— Soit Te H™Y(Q); alors la fonction ue H(Q)
est dite une solution de 1’équation

(1.7) Lu=T = —2(f),
si, pour tout @ € 2(Q), on a
(18) alu, @) = J fips, d.
Q

DEFINITION 1.4.— Une fonction ue HL(Q) est une solution locale
de (1.7) si pour toute @ € 2(Q) on a (1.8).

DEFINITION 1.5.— Une fonction ue HY(Q) est dite une sous-
solution par rapport a I’équation (1.7), si pour tout @€ 2(Q) avec
@(x) =2 0 sur Q,ona

(19) alw, 9) < j fips, dx.

DEFINITION 1.5'.— Si f; = 0 on dira que u est une sous-solution
par rapport a L.
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DEFINITION 1.6.— Une fonction ue HL (Q) est dite une sous-

solution locale de (1.7) si pour toute ¢ € D(Q) et non négative dans Q,
on a (1.9).

DEFINITION 1.6'.— Si f; = 0 on dira que u est une sous-solution
locale par rapport a L.

DEFINITION 1.7.— Une fonction ue H'(Q)[HL.(Q)] est dite une
sur-solution [locale] de (1.7) si pour toute @ € Z(Q) et non négative
dans Q, on a

(1.10) a(u, @) = J fip,, dx.

Q

DEFINITION 1.7'.—u est une sur-solution par rapport @ L si —u
est une sous-solution.

2. Formes bilinéaires coercitives sur les ensembles convexes.

Soit X un espace de Hilbert réel et soit U un sous-ensemble
convexe fermé de X. Si u e U, 'on indique par V,, le cdne convexe qui
projette, de I'origine de X, ’ensemble convexe U — u:

V,={veX[Fe > 0:u + eve U}.

Soit a(u, v) une forme bilinéaire réelle, continue sur X x X et
coercitive dans X, c.a.d.

(2.1) av,v) = cv|Z  VveX

ou ¢ est une constante positive.
Soit fun point de X’ (dual fort de X), {f, v)> désignant la valeur de
fenuo.

THEOREME 2.1.— Il existe un point u de V et un seul tel que
(2.2) a(u,v) = {f, v VveV,.
La démonstration du théoréme est donnée dans [20].

COROLLAIRE DU THEOREME 2.1.— Soit a(u, v) une forme bilinéaire
dans HY(Q) .x HY(Q), telle que, pour ge HY(Q) fixé, a(g, v) soit con-
tinue sur H3(Q) et a(u, v) soit coercitive sur HY(Q), c.a.d.

n
aw,v) =z ¢ Y |,
i=1

Z2xa VveHyQ)
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Soit U un ensemble convexe fermé de fonctions de H(Q) telles que
u — ge HY(Q). Soit fe HY(Q). Alors il existe une fonction ue U et
une seule telle qu’on ait

(2.3) a(u,v) = {f, v VYveV,.

Démonstration.— L’ensemble U = U — g est convexe et fermé
dans H}(Q). La forme (F, v) = a(g,v) + {f,v) est continue sur
I:I},(Q). Si ueU alors: V, = V,_,, ol V, est le cdne qui projette
U — u de lPorigine de H}(Q); en effet

V,={ve H(Q)Fe > 0:u + eve U}
= {weH{Q)Pe >0:u — g + ewe U} = V(u_g).
Grice au théoréme 2.1, il existe une fonction & € HY(Q) telle que
aé )= <F.¢> VoeV,.
En posant u = £ — g, on a
a(u,v) = {f,v) YveV,.

Donc le corollaire est démontré.

3. Application du théoréme précédent.

a) Considérons lopérateur (1.1) et la forme associée a(u, v)
définie par (1.4); les hypothéses (1.2) et (1.3) étant satisfaites.
On a alors les théorémes suivantes.

THEOREME 3.1.— Si ||b; d;

c

Ln(Q)s Ln(€)> Ln/2(Q) (l = 1, 2, ey n)

sont suffisamment petits (en particulier si la mesure de Q est suffisam-
ment petite), la forme a(u, v) est coercitive sur HL(Q).

THEOREME 3.2.— Il existe A > 0 tel que, pour chaque i > 1, la
forme

(3.1) a(u, v) + AU, V) 2q)

est coercitive sur H}(Q).

Démonstration du théoréme 3.1.— Soit ve H}(Q); en utilisant
I'inégalité de Holder on a:

a(v, ) 2 vljve[E: — |dillen- [o]lLz-- Joa] s

= [1Biflun - Jolla- oxle = el

Ln/2 . ”U”%z ..
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ou
n
Vel 2@ = _Zl lox 2
i<
Grace aux inégalités de Sobolev (lemme 1.3) on a:
n
a0 > | =8 5 Il = Slelunaf- ol
is

Dong, si 'on a:
SZHleL" + SZHblI Ln/2 <

L + S?|c]

v
2
(en particulier si la mesure de Q est petite) on en déduit I'inégalité

(3.2) a(v, v) H lfigce-

Le théoréme 3.1 est démontreé.
Pour la démonstration du théoréme 3.2 nous avons besoin du
lemme suivant

LEMME 3.1.— Soit fe LP(Q)(p > 1) et soit ¢ un nombre positif
fixé; alors on peut écrire

(3.3) f=r+r
avec ' borné et f" € LX(Q) ou
(3.4) I f" ey < € et sup |f'| < K(e)

K étant une fonction finie de ¢ pour ¢ > 0.
Démonstration. — On pose

ksif 2k
f={t= fsilfl <k
—ksif < —k
etf” = f — f'. Puisque

e <, et

on peut choisir k = k(e) > 0 tel que

1/ ey < ¢

et, par conséquent,
sup If'] < k).
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Remarque 3.1. — La fonction K(¢) dépend de la fonction f, et pas
seulement de la norme de f'dans L?(Q). On peut choisir K(g) indépen-
dant de f si f demeure dans un ensemble de fonctions « également
sommables » de LP(Q). Ceci est verifié si f demeure dans LYQ) avec
q > p. En effet, puisque

([ 177 as)! "< 20 1 o st > mo o

et

mes{]f] > k) <<Ufk¢>“

on peut choisir k = k(¢) dépendant seulement de

1 lacen-

Démonstration du théoréme 3.2. — (cfr. [17]; voir aussi [9]). En
utilisant le lemme précédent, on peut écrire les fonctions b, € L*(Q),
d; e L"(Q), c e L"*(Q), comme sommes des fonctions b}, d;, ¢’ bornées
et de fonctions ayant respectivement des normes dans L"), L"(Q) et
L"2(Q) plus petites que ¢, ¢ étant un nombre positif que 'on fixera
plus tard. Par conséquent on peut décomposer la forme a(u, v) en
deux: a'(u,v) et a”(u,v) ou a'(u,v) est la forme qu'on obtient en
remplacant b;, d;, c par les fonctions bornées b;, d;, ¢’ et

-a"(u,v) = a(u, v) — a'(u, v).
Alors on a, pour chaque ve H}(Q):
a'(v,v) < 2¢ vfia-. [oc] ez + elollza-
et, d’apres les inégalités de Sobolev (lemme 1.3)

a'(v, v)| < &Q2S|oldy + S*|olfye) = #S2 + S)|v]iya-

On peut alors fixer ¢ de fagon que

(3.5) la"(v, v)] < 2 o] fyca-

¢ étant ainsi fixé, la forme a'(u, v), 4 coeflicients bornés, est aussi fixée.
La démonstration du théoréme 3.2 sera achevée, si 'on démontre
qu’il existe 4 tel que A > A on a

, \ v
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En effet, si I’'on a (3.6), alors, d’aprés (3.5), I’on en déduit
a(v,0) + A0, V)2 > %””“ﬁ&m Vue Hi(Q).
Soient B, C, D des nombres tels que

bl <B,|¢|<C || <D (i=12,...,n).

Alors, on a:

J @ity 4% 2 V0]l
Q

et

J (b; + dov,,. dx| < (B + D)|vllcs. [o]r-
Q .

v 1
< 3 [vlfye + 7, B + D?|ofE:,

j ¢'v? dx|< o2,
Q

Par conséquent
’ b] \ 4
a'(v,v) + 40, Ve = 5 lolfye
1 2 2
+{x C-L®+D) }nuuu.
Donc, (3.6) a lieu si
(3.7) A >71=C+4iv(B+D)2.

D’apreés les théorémes 3.1, 3.2 et le corollaire du théoréme 2.1 on
peut vérifier le théoréme suivant:

THEOREME 3.3.— Soit g€ HY(Q) avec O > Q, Te H™ Q) (donc

T= zl (e,

avec f; e L3(Q)) et Lu I’opérateur elliptique (1.1), les hypothéses (1.2),
(1.3) étant vérifiées; alors il existe une solution ue H'(Q) et une seule
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du probléme de Dirichlet (au sens variationnel)

(3.8) Lu+iu=X(f),, =T

u ~ g e Hy(Q)
si on a l'une ou I’autre des hypothéses suivantes :

i) /4 est plus grand qu’une constante convenable 2,

it) A est quelconque, mais la mesure de Q est suffisamment petite.

Démonstration. — La forme a(u, v) + A(u, v);2q,, associée a 'opéra-
teur Lu + Au, est bilinéaire dans H}(Q) x HY(Q) et, grace au corol-
laire du lemme 1.5, a(g, v) + A(g, V)2, est continue sur Hy(Q).

D’aprés les théorémes 3.1 et 3.2, a(u,v) + A(u, v)p2q, est aussi
coercitive sur H3(Q). On peut utiliser le corollaire du théoréme 2.1
avec U = {viv — geH}(Q)} ou V,=H}Q). On démontre le
théoréme, en remarquant que, V, = H}(Q) étant un espace vectoriel,
au lieu de (2.3), on trouve

(3.9) a(u, v) + AU, V)p2q) = (T, v) Vve HA(Q).

Grace au théoréme précédent (pour g = 0) on vient de définir un
opérateur G, linéaire et continu de H™}(Q) sur HA(Q) qui résoudra
le probléme de Dirichlet pour I’équation Lu + Au = T, avec des
données nulles au bord, c.a.d.

ue H)(Q)
(3.10)
a(u, v) + A(u, v) 2 = {T,v).

Cet opérateur est défini, jusqu’a présent, si i) 4 est suffisamment
grand ou ii) 4 est quelconque, mais les normes

[bille- e

Lns ”C Ln/2

sont suffisamment petites.
Le probléme (3.10) est équivalent au probléme suivant

ue L¥Q)
u + (A — )Gju = G;T.

De (3.10) on déduit (3.11) par 'opérateur G;. De (3.11) on déduit,
d’abord, que u e HA(Q) et, ensuite, par ’'opérateur L + 4 on obtient
(3.10). Puisque I'opérateur G est complétement continu dans L2(Q),
la théorie de Riesz-Fredholm est applicable a (3.11). Donc on a

(3.11)
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THEOREME 3.4. — Les hypothéses (1.2), (1.3) étant vérifiées, 1’équa-
tion elliptique

Lu+iu=T

admet une solution unique ue HY(Q) quel que soit T dans H™}(Q), si
A -n’appartient pas a un ensemble discret et dénombrable A de valeurs
propres.

Si 2€ A, les problemes homogenes

(3.12) Lu + iu = 0, ue H}(Q)

(3.12) L*u + Au = 0, ue HY(Q)

ont des solutions # 0, les deux espaces formés de ces solutions ayant la
méme dimension finie. Pour tout i, le théoréme de I’alternative est
valable.

Remarque 3.2. — Le probléme de Dirichlet (3.11) admet une solu-
tion et une seule, pour Te H™1(Q), si et seulement si le probléme
(3.12) ou le probléme (3.12) admet seulement la solution nulle.

Remarque 3.3 — Le probléme de Dirichlet (3.8) admet une solution
et une seule, si A¢ A. En effet, si ’'on pose v = u — g on est ramené
a résoudre le probléme

Lv+Av=T—(Lg + ig)
(3.13)
ve HY(Q)

b) On démontre le théoréme suivant:

THEOREME 3.5. — Soit L un opérateur elliptique (1.1) satisfaisant a
(1.2), (1.3) et tel que la forme a(u, v) associée soit coercitive sur H3(Q)
(voir théorémes 3.1, 3.2). Si u et v sont deux sous-solutions par rapport
a L alors

w = max(u, v)
est une sous-solution par rapport a L.

Démonstration. — Soit U I’ensemble des 9e H'(Q) telles que
3(x) < w(x) dans Q et J(x) = w(x) sur dQ. U est convexe et fermé.
Grace au corollaire du théoréme 2.1, il existe un ne€ U et un seul
tel que

(3.14) an, @) =0 VoeV,.
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Evidemment V, € H}(Q) contient le cone des fonctions y € 2(Q) avec
Y(x) < 0 sur Q; alors de (3.14) on déduit

am, @) <0 Veez(Q)
avec @(x) = 0 dans Q et donc # est une sous-solution par rapport

aLl,avecn < w. Silon pose { = max(u,n)e U alors I'on a: n = (.
En effet, puisque (e U ona { —neV, c H}Q) et

ain,{ —n) = 0.
Mais on a aussi

al,{ —n) =au,{ —n) <0

puisque, si { = 5 il découle { = u et u est une sous-solution. Par
conséquent

al —nl-m<0

d’ou { = 5. Donc u < 5. D’une maniére analogue, I’on trouve v < 7
et, par conséquent: w = max(u,v) < . Il en découle w =n et le
théoréme est démontré.

On a le corollaire suivant

COROLLAIRE DU THEOREME 3.5.— Soit u une sous-solution par
rapport a l’opérateur elliptique L ; on suppose que les hypothéses du
théoréme 3.5 soient vérifiées et, de plus, que, au sens des distributions,
on ait

¢ — Y, > 0.
Alors, pour chaque k non négatif:
{uly — k = u — {u}* = max(u — k, 0)

est une sous-solution par rapport a L.
Il suffit de démontrer qu’une constante k positive est une sur-
solution. En effet, on a

Mh®=kf&w+¢%Jﬁ=k@—M$mw>0

Q

pour tout ¢ € 2(Q) et (x) = 0 sur Q. Donc L(u — k) = Lu — Lk <0.
On peut déduire une premiére forme du principe du maximum.

THEOREME 3.6. — On se place dans les hypothéses du corollaire du
théoréme 3.5, si u est une sous-solution par rapport a L, alors on a

max ¥ £ max(max u, 0).
Q oQ
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Démonstration. — Soit ® = max(max u, 0), alors grace au corol-
[%9]

laire précédent {u}e — ®, qui appartient 3 H3(Q) (voir lemme 1.2),
est une sous-solution par rapport a L. Alors

a({u}¢ - (Da (P) < 0

VoeP(Q) avec ¢ = 0 sur Q et, en prolongeant par continuité, on
a aussi

a({uley — @, {u}e — D) < 0.
Donc, par la coercitivité sur H}(Q):
H{“}o - (I)HH,‘)(Q) =0
d’ou {u}e = @, c'est a dire
u<o.
Avec le méme raisonnement on a:

THEOREME 3.7. — Dans les hypothéses du théoréme précédent, si u
est une sur-solution par rapport a L, alors on a

min u > min(min u, 0).
Q oQ

Le principe du maximum peut &tre amélioré de la maniére suivante.

THEOREME 3.8. — Supposons que les hypotheéses (1.2) et (1.3) soient
satisfaites et qu’en plus, on ait:

c— (), =¢co>0  (co = constante).

Alors une sous-solution [une sur-solution] par rapport a L satisfait
au principe du maximum

max ¥ < max(max u, 0)
Q Q

[min ¥ > min (min u, 0)] )
Q o

Remarque. — On démontre le théoréme en supposant que u soit
borné supérieurement. Dans la suite on démontrera cela (théoréme
4.1).

Avant de démontrer le théoréme on a besoin du lemme suivant:

LeMME 3.2. — Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme 3.8,
si u est une sous-solution, non négative et bornée, par rapport a L,
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de H}(Q), alors v = u? (p > 2) est une sous-solution par rapport a
Popérateur

—(a;jv:)x, + (b; — dv,, + pcov.

Démonstration. — Puisque u est non négative et bornée on a:
uw? 1e HY(Q) et puP~! Lu < 0. Mais, on a

pup_lLu = __(aijpup_lux,')xj + p(p - 1)aijuxiqu' uP—Z

+p(bi - di)up_lux,- + p[C - (di)xg]up < 0
et donc

_(aijvxi)xj + (bl - di)le. + p[C - (di)x.-]v

< —plp — Da;u? " *u u,, < 0.
Par conséquent
"‘(aijvxl.)xj + (bl - di)vxl. + pCOU < O.

Démonstration du théoréme 3.8. — D’une maniére analogue a la
démonstration du théoréme 3.6, on considére la fonction

w= {uley — D, o & = max(max u,0),
%]
qui est non négative et appartient 4 H}(Q). On suppose, en plus,
qu’elle est bornée. La fonction w est, sur chaque ensemble de mesure
petite, une sous-solution par rapport a L. Par partition de I'unité
elle est aussi une sous-solution sur Q.

Grace au lemme 3.2, v = w” est une sous-solution par rapport a
I’opérateur

M(v) = _(aijvxi)xj + (bl - di)vxi + pcov'

La forme d(u, v) associée a ’'opérateur M(v) est coercitive sur HL(Q)
si p est suffisamment grand. Donc

a[{u}y — OF,0) <0 Vo =0,e2(Q)
d’ou, par continuité et en posant ¢ = [{u}, — ®F € HY(Q), on déduit
{u}o = @,
ca.d.

u<o.



LE PROBLEME DE DIRICHLET 209

Méme raisonnement si u est une sur-solution. La question reste
ouverte de savoir si le théoréeme 3.8 est vrai en supposant

(e Z(di)xi 2 0'

¢) Considérons encore I'opérateur elliptique (1.1) satisfaisant a
(1.2), (1.3) et tel que la forme a(u, v) associée soit bilinéaire et coerci-
tive sur Hg(Q) (voir théorémes 3.1 et 3.2). On suppose ¢ — (dy), = 0.
Etant donné un ensemble E de Q, soit U I'ensemble convexe et
fermé, que nous supposerons non vide, des fonctions de H}(Q) telles
que, au sens de H}(Q), I'on ait:

uzl sur E.
U= {ueHyQ):u > 1sur E}.
Grice au théoréeme 2.1 il existe un u€ U et un seul tel que
a(u,v) =0 VveV,
ou
V,={veH}Q)Pe > 0: u + eve U}.

Puisque les fonctions non négatives de 2(Q) sont contenues dans
V., on peut déduire qu’il existe une mesure positive u, a support
dans E, telle que

au, @) = [edp  VeedQ).
On pose
{ = {u}! = min(u, 1).
Puisque { € U, alors { — ue V, et donc, on a
au,{ —u) = 0.

Drautre part, puisque { Kuet{=usiu<1l,ona
aC. 0~ w) = a(l,{ —u) = f [e — (@) JC - wdx < 0.
o :

Alors, il en découle
al —u,{—-u<0
d’ou

{u}! = u.
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Donc on peut affirmer que
u=1 sur E (au sens de Hi(Q)).
On a démontré
THEOREME 3.9.— Etant donné E < Q, si I’ensemble
U = {ue H)Q)ju > 1 sur E}

n’est pas vide, il existe une fonction u € HY(Q) et une mesure positive p,
ayant son support dans E telles que

1) u="1 sur E (au sens de H}(Q)),
1i) au, @) = fodu  Voe2(Q).

DEFINITION 3.1.— Le nombre {du = p(FE) est dit la capacité de E
par rapport a ’opérateur L. La fonction u est dite le potentiel capaci-
taire de E.

Si u est le potentiel capacitaire de E, et u la mesure associée, on
a, puisque ue V,:

capE =fd;1 = fud,u = a(u, u) = olu, u),

ol a(u, v) est la partie symétrique de la forme a(u, v):

Si I'on pose
a(u, v) = alu, v) + Pu, v),
on a encore le théoréme suivant:

THEOREME 3.10.—Si E, c E, = Q,0na

2
capE; < <1 + %ﬁl—) cap E,,

ou

M = sup B(u,v)  pour x> 0]y = 1
et
v=inf alu,u)  pour |ufuye =1,

olu, v), Plu, v) étant respectivement la partie symétrique et la partie
anti-symétrique de a(u, v).
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Démonstration. — Soient u et n les potentiels capacitaires de E,
et E, respectivement. Puisque > 1 sur E; onan — ueV, et alors

a(u,n — u) = 0,
d’ou
alu, u) = a(u, u) < a(u,n) = olu,n) + Bu,n)
< [ou, w)Flaln, M1t + MH“HH})(Q)”"HH},(Q)

et encore, puisque v|u iy < aly, u):

ot < ( 1+ )t ot

et donc
2 2
capE, = a(u, u) < <1 + %) on, n) = (1 + —Mv—> cap E,.

Remarque. — La capacité est une fonction d’ensemble croissante
si L est autoadjoint.

THEOREME 3.11. — Soient L et L deux opérateurs dont les formes
associées a(u,v) et a(u,v) sont coercitives sur Hy(Q). Pour chaque
ensemble E contenu dans Q, soient cap E et cap E les capacités par
rapport aux deux formes. Alors il existe une constante K, indépendante
de E, telle que

(3.15) K !capE < capE < KcapE.

Démonstration. — Soient u et & les potentiels capacitaires de E
par rapport aux deux formes. Puisque, a la fois, u > 1 et @ > 1 sur
E,onai —ueV,etu— eV, Alors

au, i —u) = 0, a@,u —u) = 0,

Soient a, G et B, f les parties symétriques et les parties anti-symétriques
des deux formes. Il existe deux constantes v, M > 0, telles que, quels
que soient v et we H3(Q), on ait

v|v|&y < min[a(v, v), (v, v)]; max[B(v, w), fv, w)] < M|v|x;. W]l

Donc
ou, u) = alu, u) < alu, i) = ou, ) + Plu, i)

< [orw, w) P lotit, @)1 + Mjuf )]y

< (14 M) ttaa,
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Par conséquent

et, en échangeant u avec #:
o 2
capE < K(l + %) cap E

d’ou (3.15).

Avant de finir ce paragraphe il faut remarquer que la technique
des démonstrations des théorémes 3.5 et 3.6 est analogue a celle
qu’on utilise dans la théorie des espaces de Dirichlet étudiée par
A. Beurling et J. Deny (voir [2]).

4, Majorations dans L”.
Nous aurons besoin du lemme suivant, dont la démonstration se
trouve dans [16], [19].

LEMME 4.1. — Soit ¢(t) une fonction définie pour t = k,, non néga-
tive et non décroissante telle que si h > k > kg, ’on ait:

@1) olh) < m—_CTyw(k)]ﬁ

C, o, f étant des constantes positives. Alors
iysifp>11ona

(4.2) olko +d) =0
ou
4.3) d* = Clop(ky)f ~ 128161,
i) si f=1,lona
(4.4) @(h) < e.exp[—{(h — ko)lo(ko)
ou

{ = (eC)" "
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i) sifp<letky>00lona
(4.5) @(h) < 24/07PICHA=D 4 (ko) (ko)) . h™*
ou
o
b= m

Soit u(x) une sous-solution dans H(Q) par rapport a ’équation (1.7),
donc on a:

a(u’ (»D) = J {aijuxf(pxj + biux.-(p + djuq)xj + CMQD}' dx
(4.6) ?
< J fio,, dx
Q

pour toute ¢ € Z(Q) avec @(x) = 0 sur Q.
Supposons que

i) les hypothéses (1.2) et (1.3) soient verifiées,

i) f;eLX(Q)(i=1,2,...,n)avec p > n,
ii1) au sens des distributions: ¢ — Z(d)),, = ¢ > — 0,
1v) rr;gxu <P < +o0.

Alors on a

THEOREME 4.1. — Sous les hypothéses i), ii), iii), iv), il existe deux
constantes K et N, dont K ne dépend pas de Q, telles que

max u < max(0, max u) + KZ|| f;||Lo(y(mes Q)1 1/

4.7)
+ Nt L2()-

La constante N est nulle si la forme a(u, @) est coercitive sur H3(Q).
Démonstration. — On fixe A (> —c,) de fagon que la forme
a(u, v) + Au, v)p2

soit coercitive sur Hy(Q) (cfr. théoréme 3.2). On peut écrire, au lieu
de (4.6)

alu, @) + A, Qe < J (fis, + Aup) dx.
Q
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La fonction v = {u}, — k = max(u — k,0) avec k > ® est non néga-
tive et appartient 4 H}(Q) et si v # 0 on a:
v=u—k, Uy, = Uy,

Doncon a

J {a;v05, + b v + duv,, + cuv + duv} dx < f (fix, + Auv) dx
Q Q
et encore, de iv) et du fait que 1 > —¢,
(4.8) a(v, v) + v, V)2 < j (fivy, + Auv) dx.
Q

En utilisant la coercitivité de a(u, v) + A(u, v).., 'inégalité de Cauchy
et celle de Sobolev; il découle de (4.8) qu’il existe une constante K
telle que

I < K| [ srac+3( | ) ]
A(k) Ak)

Ak) = {xeQ:u(x) > k..

En utilisant, a gauche, I'inégalité de Sobolev et, a droite, celle de
Holder on a

(J (u — k) dx>2/2* < K[| fil|£-(mes A(k))! =27
Alk)

ou

+ Alu|2(mes A(k))>?*'~2r]
. *! 21’1 . .
our>2 = P et K est une constante convenable. .Soit main-

tenant h > k > ®; alors A(h) < A(k) et I'on a
(h — k)*[mes A(h)]*** < K[| fi||fs(mes A(k))* ~ 2/

+ A|u|Z(mes A(k)>>*'= 2],

On peut écrire

£r)*'(mes A(k)/

(4.9) mesA(h) < (~h—_£(-k—)2:(uﬁ|‘12.p + Z.l”

ou
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Puisque u e L%(Q), de (4.8) avec r = 2 et grace au lemme 4.1 (iii), il
découle que ueL'(Q) avec t, > 2. Encore de (4.8) avec r = ¢, et
grace au lemme 4.1 (iii) il découle que ue L'(Q) avec t, > t; > 2.
Par itération on a u € L"(QQ) avec

n+2 2 2

->1—--
n r P

Alors f > 1 et grace au lemme 4.1 (i) il s’en suit que ue L*(QQ) et que
(4.7) est valable.

Remarque 4.1.— Le théoréme 4.1 compléte la démonstration
du principe du maximum (théoréme 3.8).

Remarque 4.2.— On peut aussi se débarrasser de I'hypothése
iii) dans le cas o ce L', d;e L" avec r > n. Considérons maintenant
une solution du probléme de Dirichlet

{Lu =T = 3(f),,
ue HY(Q)

(4.10)

et supposons que
i) les hypothéses (1.2) et (1.3) soient verifiées
i) f;el?(Q) (i=12,...,n)avecp = 2
iii) au sens des distributions: ¢ — Z(d;),, = ¢, > —0. On a alors
THEOREME 4.2.— Sous les hypothéses 1), ii), iii) il existe deux
constantes K, N, K ne dépendant pas de Q, telles que
a) sip>nona

(4.11)  max lu] < KE[| fi]lLr@mes Q)17 + Njul|Lq >

b)si2<p<nona

4.12)  [uliee < KZ| fillr@ + Nlulaq, (1/p* = 1/p — 1/n)
La constante N est nulle si la forme a(u, v) est coercitive sur H)(Q).
La technique de la démonstration est analogue a celle du théoréeme

4.1. Voir [17] et [9]. On peut améliorer le théoréme 4.2 de la maniére
suivante.

THEOREME 4.3. — Dans 1’énoncé du théoréme précédent la cons-
tante N est nulle si on a

(4.13) ¢ — (d)s, = co > O.

Démonstration. — L’opérateur de Green G,, définie au n.3, qui
résout le probléme de Dirichlet (4.10), fait correspondre a l'origine
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de H™'(Q) seulement I'origine de L%(Q), grace au principe du maxi-
mum 3.8. Puisque G, est un opérateur fermé, il est continu, donc
[u] L2 peut étre majoré par

i fil e (p=2).

THEOREME 4.4 — L’opérateur G, est donc, en supposant (4.13), un
opérateur linéaire et continu de H™'?(Q) dans LP(Q) n HYQ) si
2<p<netde H "/(Q) dans L*(Q) » HL(Q) si p > n.

Pour le cas p = n voir [19] Soit Gj 'opérateur adjoint de G,.
Le théoréme 4.3 entraine par dualité

THEOREME 4.5.— G|, est un opérateur linéaire et continu de

2 jans HET(Q) et de LYQ) dans HA"(Q)

q <
LYQ) avec1<q\n+2

n
avec 1l <r < ———.
n—1

Nous venons de résoudre le probléme de Dirichlet pour I’équation
(4.14) L*u = f
avec des données nulles au bord, L* étant défini par (1.6) en supposant
que
¢ — X(d),, = ¢, > 0.

Le sens qu’il faut donner ici au mot «solution» est différent de
celui donné par la définition 1.3. Ici (4.14) signifie que

J uLpdx = J fodx  VYeeHiQ)nL*Q) avec Loe 2(Q)
Q Q

ou, ce qui revient au méme
J w dx = J fGopdx  Viea@).
Q Q

Avec cette définition le probléeme de Dirichlet admet une seule
solution.

Remarque 4.3. — En utilisant la remarque 4.2, on peut se débar-
rasser de I’hypothése iii) en supposant que ce L"? et d;eL" avec
r > n
En effet on peut écrire

Lu = Lu + cu — (du),,
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ou Lu = —(a;uy)x, + biuy, et on peut utiliser le théoréme 4.2 pour
I’équation

Lu = Z(f),,
ouf; = f; + du + V,,, V étant une solution de ’équation AV = —cu.

Alors par itération, comme ’on a fait a la fin de la démonstration du
théoréme 4.1, on démontre (4.11) et (4.12).

Remarque 4.4. — Dans le théoréme 4.2 on peut aussi considérer
une sous-solution positive par rapport a I’équation Lu = Z(f),,,
c.a.d. une fonction u de H}(Q) telle que

Lu < Z(f),,

En effet puisque u est positive, il suffit d’obtenir. une inégalité du
type (4.9) avec f 2 1 pour déduire (4.12).

Remarque 4.5. — Si ’'on considére I'opérateur L + 4 au lieu de L
et si ’on suppose que d;eL", ce L"? avec r > n on peut conclure
que dans I’énoncé du théoréme 4.2 la constante N est nulle si
A ¢ A, A étant le spectre de L.

Remarque 4.6. — Les énoncés des théorémes 4.4 et 4.5 sont valables
aussi pour G, (opérateur de Green pour L + 1) et G} (adjoint de
G;) si A n’appartient pas au spectre A.

5. Majorations locales .

Considérons 'opérateur elliptique
(5.1 Lu = —(aju,, + dju),, + (bu,, + cu)

et supposons dans ce paragraphe que les hypothéses (1.2), (1.3)
soient verifiées et, en plus, que, au sens des distributions, I’on ait

(5.2) c — Z(dy,, = 0.
Soit I(x, p) la boule de centre x et rayon p; on pose
Qx, p) = Q n I(x, p),

de facon que Q(x,p) = I(x,p) si I(x,p) = Q. On démontre les
théorémes suivants.

THEOREME 5.1.—Soit u(x) une sous-solution locale par rapport
a L (définition 1.6") et soit I(x,, R) = Q avec R suffisamment
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petit; alors il existe une constante K, dépendant de v, b;, ¢, d;, M, telle
que

(5.3) max u(x) < K{% f |ul? dx}7.
Q(xo,R)

Q(x0,R/2)
De ce théoréme on déduit immeédiatement.

COROLLAIRE 5.1. — Soit u(x) une sur-solution locale par rapport a
L (définition 1.7) et soit I(x, R) = Q; alors on a, au lieu de (5.3)

Q(x,R/2) ﬁ

(5.4) min u(x) > —K{l J ]u|2dx}7
Q(x,R)

et, le

COROLLAIRE 5.2.— Si u(x) est une solution locale de Lu =0
(définition 1.4) et I(x, R) = Q, alorson a:

1 ¥
(5.5) max |u(x)| < K{ﬁj |u|? dx} :
Q(x,R/2) QER)

On peut donner une généralisation du théoréme 5.1 de la maniére
suivante.

THEOREME 5.2.— Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme
5.1 on a, au lieu de (5.3), I’inégalité suivante:

1

(5.6) max u(x) < ko + K{—l—n f (u — ko)? dx}z
Alko,R)

Q(x0,R/2) R

y {mes A(kg, R)| O~ 1r2
Rn
ou kg est un nombre réel non négatif,
1 2
ALR) = {yeQxo, R);u) =k} et 8=+ .}4_ e

On peut aussi envisager le cas x, € 0Q. On a, en effet, le théoreme
suivant.

THEOREME 5.3.— Soit x,€0Q et soit u(x)e H'(Q(x,,R,)) une
sous-solution par rapport a L (définition 5.1') telle que u < ® au sens
de HYQ(xq, Ry)) sur 0Q n Q(xy, Ry). Il existe une constante K
telle que, si R (<R) est suffisamment petit, on a ’inégalité (5.6) si
ko, > max(®, 0).
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Pour démontrer ces théorémes, nous utiliserons le lemme suivant,
voisin du lemme 4.1 (i).

LEMME 5.1.— Si @(h, p) est une fonction réelle, non négative, définie
pour h > kg et p < Ry, non croissante en h pour p fixé, et non décrois-
sante en p pour h fixé, telle que

(5.7 O -a— )

' OIS =R =

h >k >k, p <R <R,

C, a, B, y étant constantes positives avec f§ > 1; alors, pour chaque o
avecO0 <o <1l,ona

(5.8) ok + d, Ry — dRg) = 0
ou
a+B)BI(B - I)C[Qo(ko, R)]ﬁ— 1
o'R}%

Le lemme se démontre par itération (cfr.[21]). On démontre
maintenant le lemme suivant:

(5.9) d*

LEMME 5.2.—Si v est une sous-solution locale, (définition 1.4)
non négative, en particulier si v est une solution locale par rapport a
L (définition 1.6') et si a € C3(Q), il existe une constante K telle que

(5.10) J a?v?dx < KJ (@ + a2)? dx.
Q Q

Démonstration. — De la relation
alv,p) <0 Voe2(Q) avec =0 Vo e 2(Q)]
en posant ¢ = a’v, on a
(5.11) a(v, a?v) < 0.

Considérons chaque terme de (5.11). On a

2

(5.12) f a4 (X0, (020),, dX 2 i a?v?dx — M
Q ' ’ 2 Q

j av? dx.
Q

En utilisant le lemme 3.1, pour chaque ¢ > 0, on peut écrire

bi=bi+ b}, di=d+d, c=c+c"
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avece
bl <& |diw<e e <e
et
bl <B,, <D, |¢]<C,

ou B,, D,, C, sont des constantes convenables. Alors S étant la
constante du lemme 1.3, on a

(5.13) J bivea?v dx < Byav]| e ove]l e + ¢ v
Q

< Byf|avlieflovy|La + S o] (@) 12

2

< elave[E. + % Jaw|Z: + eSllav, Lotz + fovs]r2)

< (e + 28$)Havxllfg + 3—2 w22 + % loecv ][22

divatv, dx + 2 j d; oo, v* dx

Q

(5.14) j div(a?v),, dx = J
Q

Q

< Dyffav]iaflavele + ellav]-fooy] .

+ 2D, o2 oev iz + efow]pa-fayoles

2
£

< eflavlf + 2

D% vl + DoJawl2 + Dol

+ 2Se(|jow, || 22 + [oen]|22)

2 Dg 2
< (8 + 2S£)H(ﬂ)xHL2 + _—48— + Da HOCU“Lz
+ (D, + 289)| 00|22,
(5.15) j cv? dx < C,lows + eav]Ze-
Q

< elav,|E: + C,law|E: + ] a,v|Ea.



LE PROBLEME DE DIRICHLET 221
Dong, en utilisant (5.11), (5.12), (5.13), (5.14), (5.15), on a

(5.15) 0= a(v,a’v) > l:% — 2(e + 2eS)n — 8] llow, |22

— K@)[|| o2 + o0 2:]

ol K(e) est une fonction convenable de .
On fixe maintenant ¢ de fagon que

[2(1 + 2S)n + 1]e < §§
le lemme en découle.

COROLLAIRE 5.3.— Avec les mémes hypotheses que dans le lemme
52o0na

(5.16) (J(ow)z* dx)z/z* <28(K + 1) f (0 + a2)? dx.

Q Q
En effet, en utilisant le lemme 1.3, on a

(J (aw)?* dx)”z* <Ss? J(oczvf + 7,0 dx <
Q

Q

25K + 1) j (o + a2 dx.

Q

COROLLAIRE 5.4.— Aves les mémes hypothéses que dans le lemme
52 o0na

(5.17) j a*v? dx < C j (0® + a2)? dx. [mes{x e Q;av # 0}]*"
Q

Q

ou la constante C = 2S(K + 1) qui intervient ne dépend pas de Q.
11 suffit d’utiliser I'inégalité de Holder

j a?vidx < <f (ocv)"'*dx>2/2*[mes{x eQ;av # 0}] 4%,
o Q

LEMME 5.3.— Soit x,€ 0Q. Si v est une sous-solution par rapport
a L, dans H(Q(x,, Ry)) (définition 1.5'), non négative et nulle sur
0Q N I(xo, Ry) et si e Ci(I(xq, Ry)), alors on a (5.10), (5.16) et (5.17).
La démonstration de ce lemme est la méme que celle du lemme 5.2
et des corollaires 5.3 et 5.4:



222 GUIDO STAMPACCHIA

Démonstration du théoréeme 5.1.— Soit x,€Q. On considére
Ro(< 1) suffisamment petit de facon que Q(x,, Rg) = Q et que, de
plus, la forme a(u, v) associée & L soit coercitive sur H(Q(x,, Ry))
(voir théoréme 3.1).

Alors, u étant une sous-solution par rapport a L,

{uly — k = u — {u}* = max(u — &, 0)

est une sous-solution non négative sur Q(x,, R)sik > OetsiR < R,
(voir corollaire du théoréme 3.5). Soit ae C3(Q) avec a = 1 dans

Q(xo, p) et & = 0 hors de Q(x,, R) et telle que |of < 1 et |o,| <

R-p
dans Q(x,, R). Grace au corollaire 5.4, il existe une constante K
telle que

K

—kPdx € —————
wa‘ VxS ®R=pp

j (u — k)? dx . [mes A(k, R)J*'"
A(k,R)

ou Ak, p) = {y e Qxq, p); u(y) = k}.
Siy > k on a aussi

(h — k)> mes A(h, p) < J (u — k) dx < f (u — k)? dx.

A(h.p) Ak, p)
Si I'on pose
a(h, p) = mes A(h, p)
umm=f (u — ) dx
A(h,p)
alors on a
K
u(h, p) < (_R_———/;Fu(k’ R) [a(k, R)]Z/n
(5.18)

a(h, p) < (T_l—k)zu(k, R)

Soient &, 1 deux nombres > 0 que 'on fixera plus tard. On a de (5.18)

K¢
= PP = R

(5.19) |u(h, p)fla(h, p)|" < ® [u(k, R)]** "[a(k, R)I*".
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On choisit ¢ et  de fagon que

Evn=05 ooy

=
3 doit alors satisfaire ’équation 92 — 9 — - = 0 qui a une racine

+ /% + % > 1. On peut alors fixery = 1, ¢ = %et en posant

@(h, p) = |u(h, p)||a(h, p)|"

9 =

DO

(5.19) peut s’écrire

K¢

ou k>k=>0, p<Ret3>1 Grace au lemme 5.1, pour ¢ = 3,
ko = 0, Ry = R < dist.(x, 0Q):

R
(5.21) <p<d,§)= 0

K[p(0, R)]*~ D12
avec d = (R/z)(ng)/z

sur L. De (5.21) on a (5.3) et la démonstration est achevée.

ou K dépend seulement des hypothé¢ses

Démonstration du théoréme 5.2. — On reprend la démonstration
du théoréme 5.1 jusqu’a I'inégalité (5.20); on utilise alors le lemme 5.1
avec ko non négatif (au lieu de prendre k, = 0) et I’on obtient (5.6).

Démonstration du théoréme 5.3.— 11 suffit de remarquer que la
démonstration du théoréme 5.1 est encore valable si ’on suppose
ko = max(®,0) de fagon que u — {u}* soit une sous-solution nulle
sur 0Q N I(xq, R). On utilise dans ce cas le lemme 5.3.

Avec les mémes hypothéses sur 'opérateur L (5.1) nous considérons
maintenant les solutions de ’équation elliptique

(5.22) Lu = .Zl (f)x,
avec f;€ LP(Q), p = 2. On a alors le théoréme suivant qui généralise
le théoréme 5.1.

THEOREME 5.4. — Si u(x) est une solution locale de (5.22) (définition
1.4), alors, si 1(xq, R) = Q, avec R suffisamment petit, il existe une
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constante K telle que ’on ait, si2 < p <n

1 +
H“”er(xo,n,a» < K{(ﬁm——z/if) f ‘“‘2 dx>
Q(x0,R)

n
# 3 Ul
2

(5.23)

aveci—1 16[ si p >
p* p n NPT

QxoR/2) R™ Joom) ' ) @GR '
Démonstration. — Soit v la solution dans H§(Q(x,, R)) de 'équation
(5.1) et posons
u=uv+w

ol w est une solution dans €(x,, R) de I'équation Lw = 0. Grace
au théoréme 4.2 on a

(5.25) IollLe oy < KN SfilLoeory
si2<p<net

(5.26) max [v] < K| filLeexornR* 77
Q(x0.R)

sip>n.
Drautre part, on a (corollaire 5.2)

max_|w| < K{‘IZJ |wl? dX}
Q(x0,R/2) R Q(x0,R)

1 + 1 ¥
<K{<7J u'zdx> o8 (—"J vzdx> }
R Q(x0,R) I R Q(xo,R) l |

En utilisant I'inégalité de Holder et (5.25), (5.26),on a,si 2 <p <n

(5.27)

528 (| lax) < K Alotmes ot Ry
» JQ(x0,R)

etsip>n

(5.29) ( f !vlzdxfsKZI'f;»HLpRl—"/p[mesQ(xo,R)J#
Q(x0,R)
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Si2<p<nona

”W“Lp QxoR/2) S mag/(z) , ‘ . [mes Q(x, R)]l/p*;

en tenant compte de (5.27) et (5.28), on obtient (5.23).
Si p > n, en utilisant (5.27) et (5.29) on obtient (5.24). Avec la
méme démonstration on a

THEOREME 5.5.— Soit xq € dQ et soit u(x) e H (Qxq, Ry)) une solu-
tion de I’équation 5.22, nulle sur 0Q N I(xq, Ry), alors si R(<Ry) est
suffisamment petit, les inégalités (5.23) et (5.24) sont valables.

THEOREME 5.6.— (5.23) et (5.24) sont encore valables si u(x) est une
solution locale positive par rapport a I’équation (5.22) (définition 1.6).

Démonstration. — On peut écrire u = v + w ou Lv = X(f),, et
v — ue HA(Q(xo, R)); alors Lw < 0 avec w e H3(Q(x,, R)). Grace au
principe du maximum (théoréme 3.6) on a dans Q(x,, R): w <0,
donc
O<u<w

Alors pour tout exposant 1 < ¢ < +00 on a
Julla < [iolles-

Gréce au théoreme 5.4 on peut alors majorer

”“”Lv'muo,p» par ”UHLzm(xo,R» et ||fiHLv(n(xo,R» si p <R

Puisque Lw = Lu — Z(f;),, avec we Hj(Q(x,, R)) on peut majorer
sur Q(x,, R), grace a la coercitivité de a(u, v),

Iwlea par Jullez + Jlusfiz + Z fille
Donc, en tenant compte de
lofle < flulee + |wles
on peut majorer sur Q(x,, R)
lofe. par fulie + Juslee + 2] fillee

On a ainsi majoré

lulLoaumonn PAr [ullLaaumory + 2l filLr@eory + 1xl2@eo.r)
Donc le théoréme sera démontré si on peut majorer

JusllLz@eory PR |uflL2@uory + 2 fillL2@eory
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avec R < R’. Cela découle du lemme suivant qui généralise le
lemme 5.2 et d’'un argument de homogénéité.

LEMME 5.5.— Si v est une sous-solution locale non négative de
I"équation (5.22) (définition 1.6) et si o € CA(Q), il existe une constante
K telle que

(5.30) J avldx < K{J (o + oa2w?dx + }1_: J a’f? dx}
o Q i=1 Jg
Démonstration. — Puisque
av, ) < -[ fio,dx  Voe2(Q), ¢=20
Q

on a:

(5.31) a(v, a?v) < J fla?v),, dx.

Q

Mais de (5.15') on déduit

(530l < atw.a?o) + K(Jow] 2 + ]2
D’apreés (5.31) et (5.32) on a

v v ,
72 < £ o2 + K1

awl|: + |av|E: + ||| 22)
d’ou le lemme.

Remarque 5.1.— On démontre maintenant que dans I’énoncé
du théoréme 5.1 I'inégalité (5.5) est encore valable si I’hypothese
(5.2) n’est plus vérifiée, mais si ’on suppose que

(5.33) ceL"*(Q),d; e L"(Q) avec r>n.

En effet si u est une sous-solution de I’équation Lu = 0 on peut
écrire
(5.34) Lu < (d),, — cu = (du + V),

ou

Lu= —(@;(xXJuy)x, + biuy, et V= w"LxC(—[ﬂ dt

tln—Z

w, étant une constante convenable. Il existe ¢ > 0 tel que d;e L™ 9,
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ce ™29 Puisque ueL? dans une boule Q(x,, py), on a due L™,
cue L’ ou

So 2

I
to 2 n

I 1 1 2
-, +___
n n

€
e

Grace a l'inégalitée de Sobolev on a V, eL'. Du théoréme 5.6 on
peut déduire que ue L™ ou

1 1 I3

e 2 n
dans une boule Q(x,, p;) avec p; < py. Alors

1 1 1
du+V,el't ol —=z+4--2°
‘ ty 2 n n
Donc ue L't ou
1 1 £
===-2- dans Q(x4, p3) avec Pr < pPi.
t; 2 n
En répétant le méme raisonnement on démontre que I'inégalité
(5.5) est valable.

6. Une famille de sous-ensembles de Q.

DEFINITION 6.1. — Soit Q un ouvert de R" et soit  une constante
positive. On désigne par P(B, Q) la famille des ensembles E = Q tels
que, pour chaque ve CY(Q), nulle sur E, Pon ait

6.1) lo(x)| < ﬁf% dt VxeQ.

Remarque. —Si Ee 2(B,Q), ve HY(Q) et v = 0 sur E, alors (6.1)
est valable presque partout dans Q.
On admet ici le théoréme suivant.

THEOREME 6.1.— Si ve HY(Q) et v = 0 sur E avec E = 2(B,Q),
alors il existe une constante ' = f'(B, n), telle que
[ foxo)] dr)"e=b
UI > O-} < B’ L__.__

En effet le théoréme 6.1 est une conséquence de la définition 6.1 et
du résultat suivant de la théorie du potentiel.

(6.2) mes{x € Q;

(o)
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Soit u une mesure positive a support compact et soit

Ui = | 20

le potentiel engendré par u. Alors il existe une constante C = C(n),
telle que

n/(n—1)
mes{x e R"; U4(x) > o} < (gﬂflﬂ_l)
o

Pour la démonstration de ce résultat on peut voir [5], [22], [14;
Appendice].

THEOREME 6.2.— Soit Q un ensemble convexe. Soit M(9) la famille
des sous-ensembles de Q tels que

(6.3) mesE>9mesQ (0< 3 <)

Alors il existe une constante f§ = f(n, Q) telle que

M(@3) = 9’(%,0).

Démonstration. — Soit ve C'(Q) nulle sur E; si xeE, alors la
formule (6.1) est évidemment vraie. Soit x ¢ E; alors on considére la
fonction r — v(x + r¢) avec £eS", ou S" est I'hyper-surface de la
sphere unitaire. Soit £ = {£eS";3R:x + RE€E}.

Pour chaque (e Z on a

dv

dr dr

0
v(x) — v(x + ré) =J

et si R est tel que x + RE€E, 'on a

2R
|v(x)| < j |v,| dr
0

donc, si dw est la mesure sur S”, puisque |x — ¢|* ! drdw = dt,I'on a

diam$ |U (t
(6.4) le(x)| do < J le |drdo < J‘ s 1 d

Il suffit alors de démontrer que la mesure (n — 1)-dimensionelle
de X, soit IZI, est bornée inférieurement.

En effet, on a:
diam Q

SmesﬂsmesEgjde rn_ldrzwm-
>

(0]
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Donc
mes Q
> "
== 9 oy
De (6.4) il découle alors

1 (diam Q)"J |v(2)]
Q

o] < 9n  mes Q |x — "1

dt

c’est-a-dire: Ee 9”(% Q) avec

B = 1 (diam Q)"

n  mesQ
THEOREME 6.3.— Soit u(x) e H(I(x,, R) et soit
A(k,R) = {x e l(xq, R);u(x) = k};
s'il existe deux constantes kq et 3, avec 0 < $ < 1, telles que
mes A(kq, R) < 9 mes I(xq, R);

alors, si h > k > kg, on a

(6.5) (h — k)[mes A(h, R)"~ " < C J (o) de

[A(k.R)— A(h,R)}

avec C = C(9, n).

Démonstration.— Si k > ko, alors v = {u}* — {u}* e H'(I(xo, R))
et
mes{x € I(xo, R); v = 0} = mes{l(xy, R) — A(k, R)}

> (1 — §) mes I(xq, R).

Grace aux théorémes 6.1 et 6.2, en posant ¢ = h — k — ¢ et en faisant
e—>0,'ona
|u,(t)| dt

n/(n—1)
’ jA(k,R)—A(h,R)
mesA(h,R)sﬁ( i )

d’ou le théoréme.
En utilisant I'inégalité de Schwarz on a:

COROLLAIRE 6.1.— Sous les mémes hypothéses que dans le théoréme
6.30na

6.4) (h — k)*[mes A(h, R)J2n=2m
<C| |u,(t)]? dt . {mes A(k, R) — mes A(h, R)}.

Ak,R)
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DEFINITION 6.2. — Un ouvert borné Q < R" est dit HL(Q)-admis-
sible s’il existe deux constantes f et p,, telles que pour p < p, et
x € 0Q I’on ait [15]

89 N I(an p) € y(ﬂa Q(XOa p))'

On peut aussi dire que Q est H}(Q)-admissible si pour chaque
p < po € xo€0Q et pour chaque u(x)e C'(Q(x,,p)) nulle sur
0Q N I(xy,p) on a

o< p |l
Q(x0,p)

DEFINITION 6.3.-— On dit qu’un ouvert borné Q de R” est de classe
S, s’il existe deux constantes o, avec 0 < a < 1, et p, telles que, pour
chaque xq € 0QQ et chaque p < py on ait [10]

mes{I(xy, p) — Q(xq, p)} > o mes I(xq, p).

Grace au théoréme 6.2 on voit que s’il existe « avec 0 < o < 1 tel
que Q soit de classe S, alors Q est H}(Q2)-admissible.

Les démonstrations du théoréme 6.3 et du corollaire 6.1 prouvent
le théoréme suivant.

THEOREME 6.4.— Soit u(x) e H (Q(x,, R)) avec x,€0Q et soit Q
H{(Q)-admissible ; si u(x) est nulle sur 0Q n I(xq, R) alors les formules
(6.5) et (6.6) sont valables pour h > k > 0.

En utilisant les inégalités de Sobolev pour les potentiels on a

THEOREME 6.5. — Si ve H*?(Q)(1 < p <n) et v=0 sur E avec
E e (8, Q), alors il existe une constante ' = B'(B, n, p) telle que

(6.5) vl Le @) < BE||us,|Lre)
ou
1_1_1
p* p n

On démontre maintenant une inégalité qui généralise 'inégalité,
bien connue, de Poincaré.

THEOREME 6.6.— Soit A un ouvert convexe et borné de R" et soit
u(x) une fonction de H*P(A)(1 < p < n); alors il existe une constante
K = K(n, p), telle que

L (diam A)" 1p
(6.6) {J u—u "dx} sK—{Jux"dx}
A’ A[ mes A Al l

ol uy est la valeur moyenne de u sur A.
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Démonstration. — On peut se borner a supposer que ue CY(A),
parce que, par continuité I’on obtient (6.6) si u e H"?(Q).
Soit y un nombre tel que

mes{x€A;u

=y mes
mes{xeA;u <y

> 4m
> } mes
Puisque

u(x) —y = [{u}, =]+ [{u}’ = 7]
et les mesures des ensembles ot {u}, — y et {u}” — y sont nulles sont
>1mes A, on a, grice aux théorémes 6.2 et 6.5

(diam A)"

mes A ‘l xHLP(A)

”u(x) - ‘y”LP"(A) <
ou K = K(n, p).
Mais, puisque
|uA - 'V| < l(u - ’J))AI < Hu - VHLP‘(A)(mCS A)—(l/p*)
‘et, aussi, parce que

u — unllLoa < [t — plleo-a) + [lua — 7lloa)
on obtient (6.6).

COROLLAIRE 6.2.— Sous les mémes hypothéses que dans le
théoréme 6.6, il existe une constante K = K(n, p) telle que I’on ait:

diam A)* |?
6.7) j Ju(x) — up? dx < K[(Tn-(e—s’%—%] Liuxl"dx-

Il suffit d’utiliser d’inégalité de Holder, pour déduire (6.7) de (6.6).

7. Continuité holderienne des solutions.
On considére encore "opérateur elliptique
(7.1) Lu = —(aju,, + dju),, + (biuy, + cu).

On suppose que I'hypothése (1.2) est vérifiée, mais ici, au lieu de
(1.3), on suppose que

la;(x)) < M
(7.2) bi(x)e L"(Q)
d(x)e L"(Q), c(x) e L"4(Q) avec r > n.
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On utilise encore les mémes notations que dans § 5 et, en plus, on
pose, pour x, € Q:

(7.3) m(r) = inf u(x), M(r) = sup u(x)
Q(xo,r) Q(x0,r)
et
(7.4) o(r) = M(r) — m(r).

On peut remarquer que m(r) et M(r) sont finis si u est une solution
de (5.22) (p > n) grace aux théorémes 5.4 et 5.5.
On démontrera les théorémes suivants.

THEOREME 7.1.— Soit u(x) une solution de Lu = 0 (définition 1.4).
Alors u(x) vérifie une condition de Hélder dans chaque compact de Q.:
il existe deux constantes K et 4 avec 0 < A < 1, telles que si x e Q et
0 < p < R < dist(x, 6Q), on ait:

f u? dx)” 2( )A
Q(x,R) Py,
(7.5) olp) < K( R R
THEOREME 7.2.— Soit u(x) une solution locale de I’équation
(7.7) Lu= ) (fx
i=1

avec fie LE(Q) pour p > n. Alors il existe deux constantes K et
A(0 < A< 1) telles que si xeQ et 0 < p < R < dist(x, 0Q) on ait

(7.8)  wlp) < K{(J |u)? dx)”z + z”fi“u(mx,m)}l"'1
Q(x,R)

THEOREME 7.3.— Soit G un ouvert borné et soit u(x) une solution
dans HY(G N Q) de I’équation (7.7) avec f;e L%(G N Q) pour p > n
nulle sur 9Q N G. Si G N Q est Hy(Q)-admissible (définition 6.2) alors
u(x) vérifie une condition de Hélder sur G N Q cad. il existe deux
constantes K et 4 (0 < A < 1) telles que, si xe G n Q et Q(x,R) = G,
on ait (7.8).

Si G o Q, de fagon que G N Q = Q, on a, au lieu de 7.8, I’inégalité
suivante '

(79) olp) <K ¥, | e’

toutes les fois que pour le probléme de Dirichlet il y a unicité.
Nous aurons besoin du lemme suivant.
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LeEMME 7.1. — Soit @(h) une fonction positive et non croissante,
définie pour h e [ky, M, telle que si ko < k < h < M, ’on ait

(7.10) (h — kPle(h)? < CIM — kFlo(k) — ¢(h)]

ou a, f, C sont des constantes positives. Alors on a

(7.11) }1_{{14 eh) =0

et, en plus, si I’on pose ky, = M — M ; ko (s=1,2,..)I'0ona
1/8
(1.12) o(k,) < (2“C9%92> .
Démonstration. — Puisque
M-k M-k
kmho==5 M-ko=
de (7.10) on déduit
olky) < C2%olks=1) — (k)]

en sommant pour s = 1,2,..., N et en remarquant que @(k,) = @(ky)

I’'on a

Nlo(kn)? < 2*Cle(ko) — @lky)]
d’ou (7.12).
Nous démontrerons d’abord le théoréme 7.1 danslecasc = d; = 0.
Dans ce cas, on a

LEMME 7.2.— Soit u(x) une solution locale de I’équation elliptique
Lu = 0 (définition 1.4).
Si, pour xy€Q et 2R < dist(xq, 0Q), on a

(7.13) mes A(ko, R) < 1 mes Q(x,, R)
ouky = MQR) ;- m(2R) , alors

(7.14) lim mes A(h,R) = 0.
h—M(2R)

Démonstration. — Puisque ¢ = d; = 0, du corollaire du théoréme
3.5 il découle que v = max(u — k,0) est une sous-solution non
négative par rapport a L. Il faut remarquer que, grace aux condition
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c=d; =0, k peut étre un nombre quelconque, positif, nul ou
négatif. ‘
Alors, d’aprés le lemme 5.2, en prenant oe Co(Q(x,,2R)) avec

a = 1 dans Q(x,, R) et |o,| < —é—, on a

j Judf? dx < ‘ng (u — k)* dx < C[M(2R) — k]’R""2,
AGk.R) R® Jat2m)

D’aprés le corollaire 6.1, on a aussi pour h > k > k,

(h — k)* mes[A(h, R)]?"~ 2
< C[M(2R) — kJ?R"~2[mes A(k, R) — mes A(h, R)]

Alors grace au lemme 7.1 on a (7.14).

LEMME 7.3.— Soit u(x) une solution locale de 1I’équation elliptique
Lu = 0; alors il existe une constante n < 1 telle que si xeQ, et
p < po, I’on ait

(7.15) o(p) < nw(4p)

Démonstration. — Puisque ¢ = d; = 0, on peut toujours supposer
que (7.13) est vérifié; en effet si (7.13) n’est pas verifié alors la solution
v = —u, satisfera a (7.13) car

mes{x € Q(xq, R); u(x) = k} + mes{x e Qxy, R); u(x) < k}
> mes Q(xq, R).
Grace au théoréme 5.2 o, au lieu de k,, on pose
M(Q2R) — m(2R)

2N+1

ky = M(2R) —

on a

8-1)2
M(%) < ky + K[M(2R) — kl\,][————meS ’;‘,’,‘N’ R)]

avec 3 > 1. Mais, grace au lemme 7.2, on peut choisir N suffisam-
ment grand de fagon que

mes A(ky, R)](s‘ 2o
K[—————-————R" < 3
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et alors, on a

M(%—) < MOR) — Jvl(sz)N—+ 2m(zR)

d’ou, en remarquant que: m(%) = m(2R), on a

w(%) < o(2R) (1 _ %)

et le lemme est démontré.

LEMME 7.4.— Soit G un ouvert borné et soit une solution dans
HYG N Q) de I’équation Lu = 0, nulle sur 6Q N G. Si G Q est
H}(Q)-admissible (définition 6.2), alors si xo€ G N 0Q il existe une
constante n < 1 telle que I’on ait (7.15).

On peut répéter la démonstration du lemme 7.3, en remarquant
que 'on peut toujours supposer, en changeant éventuellement u en
M(2R) + m(2R)

2
lieu du théoréme 5.2.

—u, ky = > 0; alors on utilise le théoréme 5.3 au

LeMME 7.5.— Si w(p) < nw(4p) (p < R) avec n < 1, alors il existe
A0 < 4 < 1) et K tels que

w(p) < Kp*.
Ce lemme est un cas particulier du lemme suivant .
LEMME 7.6.— Si, pourn < 1,H > 0,2 > 0, 0n a
w(p) < nwldp) + Hp*,  p < py <1;
alors il existe A(0 < 4 < 1) et K tels que
w(p) < Kp”.

Démonstration [15] — Soit a tel que n < a < 1 et soit f§ tel que
4%y = a < 1; on pose alors 1 = min(a, ).

.R
SIZS p < R < py on a, en posant
M = sup &pA
(R/4R) P

o(p) < Mp”.
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. R R i a
Dong, si 2 <p < T on a, compte tenu de p* = p°%
w(p) < n4*Mp* + Hp?

., . R R
et, en général, si 71 <p < z-ona

i—1
wlp) < {M(4‘n)" +H (4*,1)5} p*

=0

. H . H i
< P ——p* < + “
< (Ma 1 a)p < (M ] a)p

Démonstration du théoréme 7.1 dans le cas ¢ =d;=0.—Le
théoréme découle du lemme 7.3 et du lemme 7.5.

Démonstration du théoréme 1.2 dans le cas ¢ = d; = 0. — On pose
u = v+ w ol v est la solution dans H}(Q(x, 8p)) de I’équation (7.7);
alors w est une solution de Lw = 0. On utilise le théoréme 7.1 et le
théoréme 4.2 [ou N est nul puisque si p est petit, la forme a(u, v) est
coercitive sur H3(Q(x, 8p))] et I’'on obtient I'inégalité

w(p) < nw(4p) + Hp' =P,
Alors grace au lemme 7.6, on démontre le théoréme.
Démonstration du théoréme 7.3 dans le cas ¢ =d;, =0.—La

démonstration est pareille a celle du théoréme précédent.
11 faut utiliser le théoréme 5.3 au lieu du théoréme 5.1.

Démonstration des théorémes 7.1, 7.2 et 7.3. — On peut se ramener
aux théorémes 7.2 et 7.3 dans le cas ¢ = d; = 0. En effet on peut
écrire :

Lu = Lu + cu + (du),,
ou
L= "(aij(x)ux;)xj + biuxi'

Puisque u est borné, grice aux théorémes du §5 on a: cue L2,
dueL” avec r > n. Donc une solution de I’équation (7.7) est aussi
solution de I’équation :

Lu= % (s
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ol f;e L? avec p > n. En effet

fi=fi+du+V,,
ol V est une solution de I'équation AV = cu (donc V, e L™2"~"),
Enfin (7.9) est conséquence de (7.8) et du fait que, puisque I'on

suppose I'unicité du probléme de Dirichlet, on peut majorer ||ul..
par Z| f;| L. (Remarque 4.5).

8. L’inégalité de Harnack.

On considere encore 'opérateur elliptique (5.1)
8.1) Lu = —(a;u,, + dju),, + (bju,, + cu)
et on suppose, dans ce paragraphe que les hypotheses (1.2) et (7.2)

sont vérifiées.-

On désigne pour Q(x, p) le cube de centre x et de c6té p.

On démontre ici le théoréme suivant (qui généralise un théoréme
de Moser [11]).

THEOREME 8.1.— Soit u une solution locale de I’équation Lu = 0
(définition 1.4) positive dans Q.

Alors pour chaque compact G tel que G < Q il existe une constante
positive K, indépendante de u, telle que

(8.2) max u < K min u.
G G

La constante K dépend de v, M, ¢, b;, d;, G, Q.
La démonstration de ce théoréme sera faite dans la suite.

THEOREME 8.2.— Soit u une solution locale (définition 1.4) positive
dans Q de l’véquation Lu =Y (f), ot f;€e LPQ) avec p > n. Il existe
i=1

une constante K telle que, si x,€Q et p est suffisamment petit on a:

(8.3) max u < K < min u + ZHJ‘,-HL,,(Q)pl”‘”“’))
Q(x0,p) Q(x0,p)
Démonstration. — Le théoréme 8.2 découle du théoréme 8.1 et du
théoréme 4.2.
Soit x, un point quelconque de Q et 6 = dist(x,, 0Q).
Soit R < é et suffisamment petit de fagon que la forme a(u, v)
associée a L soit coercitive sur H(Q(x,, R)) (voir théoréme 3.1).
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Si2p < Ronposeu = v + w ol w est la solution dans H{(Q(x,, 2p))
de I’équation Lw = X(f)),,; v est une solution de ’équation homogeéne
Lv = 0 avec v = u sur 0Q(x,, 2p). Grace au principe du maximum
(théoréme 3.6) v est positive dans Q(x,, 2p). Alors d’aprés le théoréme
81lona

max v € K min v.
- Q(x0,p) Q(x0,p)

Mais on a
minv + minw < minu €< maxu < max v + max w
donc

max ¥ < max v + max w < Km1nv+maxw
Q(x0,p) Q(x0,p) Q(xo0,p) Q(x0,p) Q(x0,p)

SK( min ¥ — min w)+ max w < K min u + K max |w|.
Q(x0,p) Q(xo0,p) Q(x0,p) Q(x0,p) Q(x0,p)

Mais, d’aprés le théoréme 4.2, on a

énax W] < K'Z|| fi]| Logp ~ "

X0,P)

d’ou le théoréme.

COROLLAIRE 8.1.— Si ["opérateur L vérifie (1.2), (7.2), alors les
solutions non négatives de Lu = 0 sont positives ou identiquement
nulles.

Soit € un ouvert avec ' = Q. En effet, si min u = 0, alors
o
v = u + &e > 0) est une solution de I’équation
Lv = g[c — (d))y,]}

D’aprés le théoréme 8.2 on a,

max v < Ke(l + llc]

Lr/2 + ”dl

Lr
Donc, maxu = 0.
o

COROLLAIRE 8.2 (Principe fort du maximum). — Si ’opérateur L
vérifie (1.2), (1.3) et ¢ = (d;),, = 0, alors une solution de I’équation
Lu = 0 qui atteint son maximum ou son minimum en un point de Q est
constante. v

En effet soit M la valeur du maximum, atteinte au point x, € Q.
Alors dans Q(x,, 2p) la fonction

v=M-—-u+z¢
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est, pour chaque ¢ > 0, positive et min v = & Puisque ¢ = (d)),, = 0,
Q(x0,p)
v est solution de I’équation Lv = 0, donc

M — min u = max v € K¢
Q(x0,p) Q(x0,p)

d’ou le corollaire.
Pour démontrer le théoréme 8.1, nous aurons besoin des lemmes
suivants.

LEMME 8.1.— Soit u une solution locale positive de Lu = 0 et soit
p e R, alors la fonction v = u® satisfait a I’équation non linéaire

(83) —(ayt), + (b = oy, + ple = @) Jo = (5 = 1) japun
et il existe une constante K(p), finie pour p # 1, telle qu’on ait
(8.4) J a?v? dx < K(p)f (@ + a2)v? dx
Q Q
et,

(8.5) <J (av)?* dx)zm < K(p) J (a2 + a2)v? dx.
Q Q

Démonstration.— Pour démontrer (8.3) il suffit de faire une vérifica-
tion. En multipliant (8.3) par «%v on a

( - 1>j aijazvx,-vxj dx = —2J a,-jococxjvvxi dx — J (bi _ di)OCZUle, dx
P)Ja o

Q
—pj co’v?dx — p f d(o*v?),, dx.
Q Q
Donc, en prenant les valeurs absolues, on a

v

2 _1‘ f azvidx<2J' lagj av o | v, | dx + J Ib; — diloolv, | dx
Pl Jo o .

+MjkWﬁw+MJM“ﬁﬁJu
Q Q

En utilisant les inégalites (5.12), (5.13), (5.14), (5.15) on obtient (8.4).
De (8.4), grace aux inégalités de Sobolev, on déduit (8.5).
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LEMME 8.2.— Soit u une solution locale positive de Lu = 0; alors
la fonction v = log u satisfait a 1’équation non linéaire

(8:6)  —(a;ve), + (b — di)oy, + ¢ — (dy)y, — ajjo5 0, = 0.

Il existe une constante K telle que, si xq€Q et 2p < dist(x,, 0Q)
I’on ait:

(8.7) J v — vo|? dx < Kp"
Q(x0,p)

ou vq indique la valeur moyenne de v sur Q(x,, p).

Démonstration. — 11 est facile de vérifier (8.6). En multipliant par
a?, avec a € CH(Q) et en faisant I'intégration par parties on a

J a,-jozzvxivxj dx = 2j ;U 00 dX + f (b; — d)o*v,,
Q Q Q

8.8)
+ J a*cdx + 2J dioa,, dx.
o o

. 2
Soit & = 1 dans Q(x,, p), = 0 hors de Q(x,, 2p) et |o | < =. De
(8.8) on déduit qu’il existe une constante K telle que p

f v2dx < Kp" 2,
Q(x0,p)

D’ou, grace a 'inégalité de Poincaré (6.7) on obtient (8.7).

LEMME 8.3. — Soit u une solution locale de Lu = 0 et positive. 11
existe deux constantes positives a et f telles que, si x, € Q et

2p < dist(x,, 0Q),

Pon ait

1 1/a l —1/a
(8.9) (—,, f |uf* dx> < B(—,, j' |u| == dx) .
P Jaon AP Jawo.

Démonstration. — On pose v = logu et I'on a, du lemme 8.2

1

2
f lv — voldx < (J v — vol? dx) oM < Kpn
Q(x0,p) Q(x0,p)
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Alors, grace a un théoréme de F. John et L. Nirenberg [6] il existe
deux constantes positives o et f telles que

f eolv—walk™! gy < Bp"
Q(xo0,p)
d’ou

j e—a(v—vq)l('l dx < ﬁpn’
Q(x0,p)

Jv eat(v—vq)K'1 dx < ﬂp"
Q(xo0,p)

et, en multipliant, il s’en suit

J‘ eaul(‘1 dx. J e~avl(‘1 dx < ﬂ2p2n.
Q(x0,p) Q(x0,p)

En remplagant «K ™! par a, B2 par f et en posant v = logu on
obtient (8.9).

LEMME 8.4.— Soit u une solution locale positive de Lu = 0; alors
si xo €8, 2p < dist(xq, 0Q), on a

1/q
(8.10) max u < K(l,,f u? dx) si q=2
Q(x0,p) i Q(x0,2p)

. 1 t/a
8.11) min u;K(—nf uqu> si g<0
Q(xo0,p) Qx0,20)

ot la constante K dépend de q et de v, b;, |c

\d;

Lr/2s Lr

DEMONSTRATION. — Du lemme 8.1 on déduit que si p <0 ou
p = 1 la fonction v = u? est une sous-solution locale par rapport a
I'opérateur

_(aijvxi)xj + (bz - di)vx.- + p[C - (di)x,']v‘

Alors en utilisant la remarque 5.1 relative au théoréme 5.1 on a,
sip<Ooup>1

1 k2
max u? < K<——,l u*dx | .
Q(x0,p) P Jotxo.20)
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En posant g =2psip > 1etq = —2p si p < 01'on obtient (8.10)
et (8.11).

Démonstration du théoréme 8.1. — Du lemme 8.4 et du lemme 8.3
on déduit qu’il existe deux constantes positive K et « telles que

1/a
(8.12) min u = K(i,,j u* dx) .
Q(x0,p1) 1 Q
D’autre part, d’apres le lemme 8.4 on a
(8.13) max u < K(i J |u]2dx>T.
Q(x0,p2) P2

Pour achever la démonstration il suffit de démontrer qu’il existe
une constante K telle que, pour p, > p,, 'on ait

(i j u? dx T < K(L J u* dx >1/“
814 \p )y, I VT SO '

Si (8.14) est valable on a avec une constante K convenable

(8.15) max u < K min u <K min u;
Q(x0,p1) Q(x0,p2) Q(x0,p 1)

le passage de (8.15) a (8.2) se fait alors de fagon standard par recouvre-
ment fini. " %

Pour démontrer (8.14), on pose y = P S et on suppose que

I’exposant o a droite de (8.14) soit tel que ay® # 1 pour s entier (il
suffit éventuellement de prendre « un peu plus petit). Soit 4 un entier
P2 — P1
h
utilise le lemme 8.1 avec a = 1 sur Q(xq,7,+) et o = 0 hors de
2 2h

Qxg, ) €t for] < = .
o lJ‘|\"s+1"’”s P2— Py

tel que ax* > 2. On pose g, = ay® et ry=p, — s et I'on

On obtient
1/(gs+ 1) C 1/a
(J uqs+1dx) S_—ZMS(J\ u“dx)
Q(x0,rs + 1) (Pz - pl) Q(xo,rs)
et en multipliant pour s =0,1,...,h — l,on a

1/gn r anja o —nlq 1/a
_1_ th dx < cpz pl " /L uadx
P’ = (py — p)AmETY A p
1. JQ(x0,01) 2 1 2 JQ(x0,p2)

d’otr 8.14)siP2 " P15 . 5

P2
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Remarque 8.1.— Du théoreme 8.1 et du théoréme 8.2 on peut
déduire les théoremes 7.1 et 7.2 [11]. La raison pour laquelle nous
avons donné les démonstrations de § 7 est seulement que la méthode
utilisée 1a donne aussi la régularité des solutions au bord de Q.

1l suffit de démontrer le théoréme 7.2 dans le cas ot c =d; =0
parce que le cas général s’en déduit.

Dans ce cas les fonctions v = M(2p) — u et w = u — m(2p) sont
solutions positives dans Q(x,, 2p) des équations

v = Z (f))s,
Dv= 3 (i

Gréce au théoréme 8.2 on a alors
8.16)  M(2p) — mip) < KIM(2p) — M(p)] + HY | filrap' =
(8.17)  Ml(p) — m(2p) < K[m(p) — m(2p)] + HZ‘!ﬁ”Lp(Q)pl—(n/p)_

Les constantes K et H peuvent étre majorées uniformément par
rapport & p pour p < py, car par homothétie on peut réduire
Q(x0. p) @ Q(xy. po) en obtenant une équation dont les coefficients
sont bornés par des fonctions indépendamment de p.

En faisant la somme de (8.16) et de (8.17) on a:

w(2p) + w(p) < K[w(2p) — w(p)] + 2H ‘Zl | fillLrgpt =™
d’ou
0lp) < g1 0C0) + H'| flnap’
K+1 fleie)

et la conclusion suit du lemme 7.3.

9. La fonction de Green.

Le but de ce paragraphe est d’étudier 1'existence et les propriétés
de la fonction de Green pour le probléme de Dirichlet relatif a
I"'opérateur (1.1).

On suppose dans cette section que (1.2) est vérifié, que

iaij(x)' <M
9.1) bi(x)e L"), di(x) e L"(QQ) (i=1;2,...,n

c(x)e L"*(Q) avec r>n,
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que Q est Hi(Q)-admissible (définition 6.2 ou 6.3) et, en plus, que
9.2) c—(dj),, = ¢co>0.

Il faut remarquer que si, au lieu de L, on considere 1'opérateur
adjoint L*, il faut échanger b; avec d;.
Donc dans (9.1) il faut supposer

6.1 bix)eL(Q),  dix)eL"Q)
et au lieu de (9.2) il faut supposer
(9.2) c— (b)), =co>0.

On a déja défini dans la § 3 'opérateur de Green G, par rapport
a I'opérateur L + 4. Soit 2 ¢ A; les théorémes 4.4, 4.5 et la remarque
4.6 donnent des propriétés d'inclusion pour G, et G¥.

On peut maintenant, grace au théoreme 7.3, affirmer que, si Q est
H{(Q)-admissible, G est un opérateur linéaire et continu de H™ 1'7(Q)
avec p > n dans C%Q) et donc G* est un opérateur linéaire et
continu de I'espace des mesures & variation bornée dans H3? avec

n
q < ——. Donc on pose

DEFINITION 9.1.— Si u est une mesure a variation bornée, a support
dans Q, on dit que la fonction ue LY(Q) est une solution faible de
I"équation

(9.3) Lu=yu

qui s’annule sur 0Q, si

9.4) J uL*(dezj @du
Q

Q

pour chaque fonction ¢ € HY(Q) n C%Q) telle que L*¢ € C%(Q); L* est
I"opérateur (1.6) adjoint a L.

Puisque Q est H)(Q)-admissible, la classe des fonctions ¢ est non
vide (théoréme 7.3).

Il serait mieux de dire « solution faible du probléme de Dirichlet »
plutét que solution faible de I'équation (9.3).

THEOREME 9.1.— Si Q est H}(Q)-admissible (définition 6.2) et si p
est une fonction d’ensemble a variation bornée, il existe une solution
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faible u et une seule, nulle sur 0Q (définition 9.1) de ["équation
9.5) Lu+ iu=p
si A ¢ A, A étant le spectre de L.

La solution u appartient a HY9Q) si q < et il existe une

n—1
constante K telle que

3 n
9.6) ”uHﬂé,q(Q) < KJ |dﬂ1 (q < nT>
ou {|dy| indique la variation totale de p.

Démonstration. — Si 4 ¢ A, G¥ est un opérateur linéaire et continu
de H™17(Q) avec p > n dans C°Q), et 'on a (théoréme 4.3), pour
toute fonction ¥ € C%(Q):

9.7) maxGHY| < KWlu-so (> ).
Mais, si u est une solution faible de 1'équation
Lu+/u=u
qui s’annule sur 0Q, on a

9.8) j wp dx = j Gy du
Q

Q

pour tout ¥ € Co%%.
Evidemment il existe au plus une fonction qui satisfait a ces
conditions. De (9.4) et (9.5) on a, pour chaque ¥ € C%Q):

J wy dx
Q
Puisque C%Q) est dense dans H™1'7(Q), on obtient (9.6).

< Koo [l

Remarque 9.1. — Si p est une mesure positive et si, au lieu de (9.1)
et (9.2) on suppose (9.1') et (9.2'), alors la solution de (9.5) est non
négative sur Q si 2 = 0. *

En effet, puisque le principe du maximum est valable dans cette
hypothése pour 'opérateur L* + 4, on a

Giy)=0 si y=0

Donc de (9.8) résulte la remarqué.
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Nous démontrerons maintenant que la solution u peut étre
approchée par une suite de solutions d'équations a coefficients
continus.

Considérons une suite de régularisantes oyx) ayant les propriétés
suivantes

(1) ax) € C*(R")
(i1) alx) = 0
(i) alx) = 0 si x| = %
(iv) f o(x)dx = 1.
-

Soit d;;(x) le prolongement de a;;(x) a R" défini par a,J(x) = V-0
hors de Q; et soient b,, &, d; les prolongements deb,c,d;aR" deﬁnls
par b, = d, = 0, & = ¢,, hors de Q. Posons

o = a; * oy, b = b * Ol = ¢ xay, dY = d; o,
et soit
(9.9) Lo = —(@Qu,, + dPu),, + bPu,, + ).

Evidemment les coefficients de L® satisfont aux mémes hypo-
théses (1.2), (9.1) et donc, si 4 > A ou A est suffisamment grand, la
forme associée & L + 4 est coercitive sur H}(Q) (4 peut étre choisi
indépendant de s).

On peut alors considérer la solution faible 4 de 1'équation

(9.10) (LS + Hu® = p.
On a alors le théoréme:

THEOREME 9.2.— Soit u une mesure & variation bornée et soit u®
la solution faible (définition 9.1) de (9.10) avec A > A (convenable).
Alors la suite {u®} converge vers la solution faible u de

(9.11) (L + Au=pu

. . n
faiblement dans HY si q < -

-1
O i ok n .
L%(Q) ou g <——n_2.

et, par conséquent, fortement dans
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1) Siu=yYdx avecpel?, onl <p< n—z—n-, alors la suite {u®}

+ 1
converge faiblement dans HY'"" et fortement dans LP”(Q) vers u.

i1) Si u =y dx avec Yyel? oup =

T alors {u®} converge

faiblement dans H{(Q) et fortement dans LP™(Q) vers u <—i—* = % - %)
E, alors {u"} converge faible-

2
ment dans HY(Q) et uniformément vers u.

i) Si yu = Y dx avec Yy e L?, ou p >

Démonstration.— On considére, d’abord, le cas iii). Alors la solu-
tion u® est une solution dans H}(Q) au sens de la définition 1.3
c.a.d. satisfait la relation

AU, @) + Hu, @) =J Vo dx
(9]

ol a*(u, v) est la forme associée a I'opérateur L,

Il découle du théoréme 3.3 que ||u' () est uniformément bornée
et du théoréme 7.3 que les fonctions {u'®} satisfont uniformément
a une condition de Holder.

Dong, il existe une suite s, telle que u converge faiblement dans
HY(Q) et uniformément sur Q vers une fonction u continue qui
satisfait a une condition de Holder. A la limite, pour s, - + 00, on
trouve

a(u, @) + Mu, @) = J Yo dx Yo e 2(Q)
Q

Donc u est la solution dans HY(Q) de (L + Aju = .

Puisque cette solution est unique, la suite {u®} elle-méme doit
converger.

Les cas i) et ii) se démontrent d’une fagon analogue.

Considérons le cas ou yu est une mesure. La fonction u® vérifie la
relation

(9.12) Ju(s)l// dx = f o du
Q Q

ou @¥(e H}(Q)) est la solution de 1'équation
(LY + Do =y
pour ¥ € CO(Q).
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On a démontré déja que ¢ converge vers ¢ uniformément sur
Q et faiblement dans H(Q) vers la solution ¢ de (L* + A)p = .

Grace 4 (9.6) ||u®||yye) avec g < est uniformément borné;

n—1
donc il existe une sous-suite qui converge faiblement vers une fonc-

tionue HY(Q) g < n—g—T . En passant a la limite dans (9.12) on a

fuwdx=j odu = f G du
0 Q Q

pour tout ¥ € C%Q). Donc u est la solution faible au sens de la
définition 9.1 de (L + A)u = .
Evidemment c’est toute la suite {u®} qui converge.

THEOREME 9.3.— Soit u la solution faible de (9.11), avec /. > 0, ou
U est une mesure positive et soit E le support de u. Si au lieu de (9.1)
et (9.2) I'on suppose.: (9.1') et (9.2"), alors on a

(9.13) ue HL(Q — E) ~ CQ — E).

Démonstration.— On considére la suite {u®} des solutions des
équations approchées (9.10).

Grace a la remarque (9.1) on a: u® > 0.

Dr’autre part, pour tout ¢ de 2(Q — E), on a

a®wu®, ) + Au®, @) = 0.

Donc u* est une solution locale positive dans Hj, .(Q — E). D aprés
I'inégalité de Harnack on a, si Q' < Q:

(9.14) max ¥ < K min u®,
o o

ou la constante K ne dépend pas de s. La remarque 8.1 entraine
que
u® e CAQ) O<ax<l
uniformément et donc u € C(Q).
Puisque, de (9.14) et (9.6) on déduit

max u® < K'[u®| Lavg < K” | |y

. n A r .
ou g* < 5 grace au lemme 5.2, le théoréme en découle.
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DEFINITION 9.2.— On appelle fonction de Green g;(x,y) pour le
probléme de Dirichlet relative a I'opérateur L + A au point y, la solu-
tion faible, au sens de la définition 9.1, de 1" équation

(L* + Au = 6,

ou 6, est la mesure de Dirac au point y.
Le théoréme 9.1 entraine que g;(x, y) existe pour 4 ¢ A et

n

g:(x, y) e Hy4Q) avec q4<_—7

De la remarque 9.1 il suit que, pour A > 0, on a
(9.15) g.(x,y) = 0.
La solution u € HY(Q) n C%Q) de I'équation

L*¥u + su =y

avec i € CO(Q) est évidemment donnée par la formule

u(y) = J g,(x, YW(x) dx.
Q

THEOREME 9.4.— Pour chaque mesure u, a variation bornée,
I'intégrale

9.16) u(x) = f g:(x. y) du(y)
Q

est finie p.p. si A = 0 et, si I’on suppose vérifié (9.2') au lieu de (9.2), elle
donne la solution faible (définition 9.1) de I'équation

(9.17) Lu + Au = pu.

Démonstration. —On peut supposer que p est une mesure positive.
Soit ¥ € C%(Q) et non négatif et soit ¢ la solution dans

H{Q) n C%Q)
de I"équation
(L* + Do = .
La fonction ¢ est positive et elle est donnée par la formule

o(y) = J g;(x, yYWr(x) dx.
Q .



250 GUIDO STAMPACCHIA

Alors, grace au théoréme de Fubini, I'intégrale

f&mw@m
Q

existe p.p. et I'on a

J o(y) du(y) = f j g0, W0 dialy) = j Yu(x) dx
Q QJO Q

cette identité est valable pour chaque ¥ € C%Q) et donc la fonction
u(x), donnée par (9.16), est la solution faible, au sens de la définition
9.1, de I'équation (9.17).

Remarque 9.2. — La fonction de Green g;(x, y) relative 4 I'opérateur
L* + / est donnée par la formule
g:(x, y) = ga(y, x).
THEOREME 9.5.— Soient u; et u, deux solutions faibles au sens
de la définition 9.1 de
L*u, + Au; = py et Lu, + Zuy, = u,

ou 7 > 0, on suppose a la fois (9.2) et (9.2'), alors on a

9.18) f us(y) dpia(y) = j
Q

) i) = [ | 80591 s disy)
Q QxQ
dans le sens que si ['une des intégrales existe, |'autre aussi existe et
elles sont égales.

Le théoréme est une conséquence du théoréme 9.4, de la remarque
9.2 et du théoreme de Fubini.

Supposons maintenant que L soit a coefficients € C*(R") et soit
4 > 4 de facon que la forme a(u, v) + A(u, v).> soit coercitive sur

H}(Q). Soit g,(x, y) la fonction de Green au point y; pour y € Q soit
(9.19) Jo={xeQ;g;(y,x) = a}.

Puisque les coefficients € C*(R"), J, contient un voisinage de .

LEMME 9.1. — On a
(9.20) capJ, = %

ou cap J, est la capacité par rapport a la forme a(u,v) + A(u, v).:
(définition 3.1).
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Démonstration. — Le potentiel capacitaire u de J, est = 1 au point
y et il satisfait a ’équation Lu + Au = u, ou p a son support sur
0J,. Donc on a

1= u(y) = | g:(y. x)du(x).

et, puisque g,(y, x) = a sur ¢J,, on a (9.20) et le lemme est démontré.
Soit X, la boule de centre y et de rayon y, et soit

a = min gy, x);

alors, grice au principe du maximum, on a X, < J, (il faut utiliser
la remarque 9.1 pour l'opérateur adjoint). Alors du théoréme 3.10
on déduit

1 1 1
e < = —-a="—m—m—
K ap X <capl, p g0
%,
D’une fagon analogue, si
max g,(y, x)
0%,

7

I'on a

1 1
KcapX zcaply=7=
b (y
max g;(y, )

7

Donc, on a

(9.21) K™! min g,(y, X) < (cap Z,)” '<K max g;(y, x).

Mais g;(y, x) est une solution locale positive dans Q — {y} de
I’équation (L* 4+ A)g, = 0 (voir théoréme 9.3 pour lopérateur
adjoint), donc, grace a l'inégalit¢ de Harnack, il existe une con-
stante K telle que

9.22) max gy, x) < K, nanzin gy, X).

Il faut remarquer que la constante K, peut étre choisie indépen-
dante de y parce que, par homothétie, on peut réduire Z, a une boule
fixée en obtenant une équation dont les coefficients sont bornés
indépendamment de y.

De (9.21) et (9.22) il découle, qu’il existe une constante K telle
que, sur 0X,, on a:

K-l(cap Zy)_l < gl(ya x) < K(Cap Zy)—l'
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Soit maintenant L un autre opérateur a coefficients € C*(R"),
elliptique et satisfaisant aux mémes hyp<Lhéses que L. Soit g, (x, )
la fonction de Green de L + 4, et soit cap E la capacité de E par
rapport 4 la forme bilinéaire associée a L + 4.

Le nombre 4; est choisi suffisamment grand pour que la forme
associée soit coercitive sur H}(Q). Alors on a

K cap=.,) ! <, (y,x) < K(capZ.)" L.
p 4 1 ‘

En utilisant le théoréme 3.11 il s’en suit qu’il existe une constante
K telle que

K™z, (n,x) < gy, x) < Kg; (x,y).

En particulier si, pour n = 3, on considére I'opérateur L et I'opéra-
teur de Laplace (dont la forme associée est coercitive), on en déduit
que la fonction de Green g;,(x, y) par rapporta L + 2, avec 4 suffisam-
ment grand, vérifie, dans un voisinage de y, les inégalités:

K1 K

P < gy, x) < * =2

(9.23)
En utilisant le théoréme 9.3 pour 'opérateur L* on en déduit que
gy, )€ Hio(Q — {y}) 0 C%Q — {y}).

En utilisant enfin le théoréme de convergence 9.2, on démontre
le théoréme suivant.

THEOREME 9.6.— Si ['opérateur L vérifie les hypotheses (1.2),
(9.1), (9.2) et si Q est Hi(Q)-admissible, alors il existe une fonction
de Green g,(y, x) par rapport a l’opérateur L + 4 avec A suffisamment
grand (pour que la forme associée soit coercitive sur H}(Q)).

La fonction g,(y, x) appartient @ Hy%Q) avec q <

etsin = 3,
n—1

elle vérifie, dans un voisinage de y, les inégalités (9.23),- elle est con-
tinue (holderienne) dans Q — {y} et appartient a Hj,(Q — {y}).
On démontre maintenant.

THEOREME 9.7.— Les conclusions du théoréme précédent sont
vraies pour g,(y,x) si 4 = 0.

Démonstration. — Si la mesure de Q est suffisamment petite on
peut choisir dans le théoréme précédent A = 0 et donc le théoréme
9.7 est contenu dans le théoréme 9.6.
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Si > 0,s0it 0 < i< A Alors v = g,(, x) satisfait & I'équation
(9.24) v+ (4= AGyp = G, = g5y, %)

. , . . . « n
qui est une équation de Riesz-Fredholm dans L7 avec ¢ < ———

car G5 est un opérateur compact de L7 dans lui méme.

sin>4, s est

Puisque ve LY, alors w = GjveLf ou s <

un nombre quelconque si n = 4, et w est borné si n < 4.

Dans ce dernier cas le théoréme se démontre aisément. Soit n > 4.
La fonction w = Gjv est, grice au théoréme 3.8, positive et elle
est une solution locale continue dans Q — {y} (théoréme 9.3).

On pose M(p) = max g;(y, x). Il existe ¢ > 0 (<p) tel que

ly=x|=p

max 2:(y, x) < M(p) + 1.

p—oS|y—x|<p+a

De (9.23) et (9.24) on tire alors

K % .
M(p) < F + (A — ) max Gv.

Mais, du théoréme 8.2, il découle
(9.25) max w< K[ min w+ (M(p) + l)p"]
ly—x|=p ly—x|=p

avec K indépendant de p.

D autre part, si we L® avec s < , on doit avoir pour p petit:

n
n—4
. 1
min w< ——3.
ly—x|=p p

De la et de (9.25) résulte

K’
M(p) < Fa

D’une fagon analogue on démontre que

"

min g;(y,x) 2 - =
ly—xI=p p

et le théoréme est ainsi démontré.
Nous ne considérons pas ici le cas 4 < 0 avec A¢ A, ol A est le

spectre de L.
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10. Probléme de Dirichlet et points réguliers.

Soit L 'opérateur elliptique (1.1); on suppose que les hypotheses
(1.2), (9.1), (9.2) sont vérifiées.
Considérons maintenant le probléme de Dirichlet suivant.

PROBLEME 10.1.— Si he C%0Q), chercher u continue telle que,
dans un sens a fixer, Lu = 0 dans Q et u = h sur Q.

Il est bien connu, méme si les coefficients de I'opérateur elliptique
L et Q sont trés réguliers, que 1'on ne peut pas résoudre le probléme
(10.1) dans HY(Q).

(Il y a un exemple classique d’'Hadamard.)

D’autre part, si % est I’espace des traces sur 0Q des ue HY(Q)
avec Q o Q, on a démontré que (remarque 3.3 et théoréme 4.3) pour
he & il existe u unique dans H(Q) telle que le probléme 10.1 est
vérifie.

On peut alors définir une application linéaire et continue h — Bh
de ¥ dans H'(Q) qui a4 he ¥ fait correspondre la solution Bh du
probléme 10.1.

Grace au principe du maximum (théoréme 3.8) on a

(10.1) max|Bh| < max|h]
Q oQ

et, grice au lemme 5.2, on a aussi
(10.2) - ||IBAH]]| €K max |h|

ou K est une constante dépendante de I'équation et de Q et

— 2 2
103 lsll = gup (5 | [z ax) + maxie

d étant la distance entre Q' et 0Q.

Chaque fonction he C%0Q) est limite uniforme d'une suite
{h,}(h,€ %) (il suffit de prolonger h & R" et d'utiliser le théoréme
de Weierstrass sur 1’approximation uniforme des fonctions con-
tinues par des polynémes); donc on peut prolonger par continuité
I'application B a C%(0Q).

L’application ainsi obtenue fait correspondre & chaque h e C°(6Q)
une fonction u et une seule telle que

i) [l < + <0
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ii) u est une solution locale de Lu = 0
iii) max |u| < max |h|.
Q Q

Cette application a donc résolu le probléme de Dirichlet 10.1
dans le sens suivant.

A chaque fonction he C°%0Q) on fait correspondre une fonction
u, satisfaisant a i), ii), iii) de fagon que si 4 est la trace sur Q d’une
fonction h e CYQ) alors u = Bhe HY(Q) et elle est la solution
(variationnelle) dans H*(Q) (remarque 3.3) du probléme de Dirichlet.

D'une fagon naturelle on se pose le probléme suivant.
PROBLEME 10.2.— Peut-on dire que pour y € dQ on a

(10.4) lim Bh = h(y)?

x—
X€!

Il est bien connu, grace a un exemple classique de Lebesgue,
que méme pour le laplacien le probléme 10.2 n'admet pas toujours
une réponse affirmative.

DEFINITION 10.1.— Un point y € 0Q est dit régulier par rapport a
I"opérateur L si pour chaque h e C°(6Q) on a (10.4).

Un point non régulier est dit irrégulier.

Soit y e 0Q et soit E, = [}Q N Iy, p)(p < po)- On peut prolonger
L en posant hors de Q:L = vA.

Soit ) une boule qui contient E,, et assez petite pour que la forme
associée a l'opérateur L soit coercitive sur H§(Z) (théoréme 3.1).
Alors on peut considérer les potentiels capacitaires u, des ensembles
E, (théoréme 3.9) par rapport a cette forme et a X.

On peut démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 10.1.— Un point ye 0Q est régulier si et seulement
si les potentiels u, des ensembles E, = [:Qm I{y, p) sont continus
au point y.

La démonstration de ce théoréme s’obtient en répétant les mémes
raisonnements que dans les lemmes (3.1), (3.2), (3.3) de [8] en utilisant
le fait que les potentiels capacitaires u, sont les solutions des pro-
blémes

Lu,=0 dans 2=E,

p
u,=0 sur 15>

—_ -~
u, =1 sur oE,
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On peut répéter aussi les raisonnements des n.n. 8 et n.n. 9 de [8]
et 'on obtient le théoréme suivant.

THEOREME 10.2.— Le point y est régulier par rapport & un opérateur
elliptique L si et seulement si y est régulier par rapport a l’opérateur
de Laplace.
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