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TP 2, Discrétisation de problémes hyperboliques 1d

On souhaite, dans ce TP, comparer différentes discrétisations d’un probléme hyperbolique (& une dimen-
sion d’espace), issu de la simulation numérique de la récupération assistée d’hydrocarbures.

On se donne a > 0, § > 0 et 2 fonctions régulieres, f1 et fo, de [0,1] dans IR vérifiant f1(0) = 0, f1
croissante, fa(1) = 0 et fo décroissante. On pose f = % On suppose que I = IR ou I =]0,1],
T > 0 et on se donne ug € L>®(I), 0 < up < 1 p.p.. On cherche & calculer (de maniére approchée) la
solution (plus précisément I'unique solution faible entropique, cette solution prend ses valeurs dans [0, 1])
w : I x[0,7] = IR du probléme :

Ut(x)+(f(u))13:03 zel, te [OvT]v (1)

u(+,0) = up, p.p- dans I. (2)

Si I =]0,1[, on ajoute & ce probléme des conditions aux limites qui ne seront données que sur le probléme
discrétisé (voir plus loin).

Pour discrétiser ce probléme, on utilise un maillage uniforme de pas h = 1/N (N € IN¥) en espace et de
pas k = T/M (M € IN*) en temps. Les inconnues discrétes sont notées u?, i € ZZ (pour I = R) ou
i €{1,...,N} (pour I =]0,1]) et n € {0,...,M}. La quantité u? est censée approcher les valeurs de
u(z,t) pour @ €]w;_1,x; 1] et t € [tn,tnya], avec z; 1 = ih et t, = nk. Les schémas numériques que

nous allons étudier sont de la forme (volumes finis explicites) :

u Tt —

h—t———L 4 fn ~fli=0i€Zine{0,... . M-1}, (3)

k i+3
u) = / e uo(x)dx, 1€ Z 1, (4)

avec Z = Z sil = Ret Z ={1,...N} si I =]0,1[. La quantité fI" , est donc censée étre une
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approximation de f(u(x;, 1 ts)). On pose % = . Les schémas étant explicites, nous aurons dans la suite

une limitation sur .

1. Equation linéaire, sans conditions aux limites

On prend ici I = IR, T = 1/2, fi(s) = s, f2(s) = 1 — s (pour tout s € [0, 1], mais on peut aussi
définir ainsi f1 et fo sur R), a =1, 8 =0 (de sorte que f(s) = s), up(x) =1si x <0 et up(x) =0
sixz > 0.

Donner la solution exacte du probléeme et écrire un programme Matlab calculant la solution ap-
prochée pour les 2 choix suivants

(a) schéma centré : fﬁ; = J0d) )7+2f(ui+l)»
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(b) schéma décentré amont : [ 1= flulM.

(On remarquera qu'’il suffit de calculer u}' pour i € {—n+1,...,n}.) Comparer la solution exacte et
la solution approchée dans les cas A =1 et A = 1/2. déterminer numériquement ’ordre de conver-
gence dans le cas A = 1/2 en prenant la norme L' & I'instant ¢t = T, c’est-a-dire Z£7M+1 |uM —uM|,

avec uj' = ff”l% u(z, T)dz.



2. Equation non linéaire, f’ > 0, sans conditions aux limites

On prend ici I = R, T = 1/2, fi(s) = 52, fa(s) = % (pour tout s € [0, 1], ici aussi on peut

considérer que f; et fo sont définies sur R), a =1, 8 =0, ug(x) =1 six <0 et ug(x) =0six > 0.
Reprendre les mémes questions que ci dessus (schéma centré et schéma décentré amont, on utilise
ici le fait que f’ > 0 sur [0,1]) avec A = 1/m et A = 1/(2m), m = max{f’(s), s € [0,1]} (on
pourra faire un calcul approché de m). La solution exacte peut étre calculée (mais cela n’est pas
demandé), on pourra choisir comme solution exacte la solution donnée par le schéma décentré amont
avec A = 1/m et h petit (par exemple N = 2000, on regarde alors l'ordre de convergence avec des h
“grand”). La solution exacte doit avoir, pour ¢ = T, une discontinuité de hauteur v en x = f'(y)T

oty €]0, 1[ est t.q. f'(y) = f(v)/7.
3. Equation non linéaire, f’ change de signe, sans conditions aux limites

On prend ici I = R, T = 1/2, fi(s) = s, fa(s) = (1 — s) (pour tout s € [0,1], on peut toujours
considérer fi et fo définies sur formules sur R), o = 1, 8 = 2 (la fonction f est donc concave),
up(x) =1si <0 et ug(x)=0siz>0.

Calculer la solution exacte du probleme. Comparer cette solution exacte avec les solutions ap-
prochées données par les 2 schémas obtenus en prenant fi’ll = g(ui,uj ) et :
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(a) schéma “amont des pétroliers” : g = gp, avec gp(a,b) = fula)(etBfza)) o o 4 Bfi(a) <0 et

. f1(a)+fz2(a)
gp(a,b) = OO i —a 4 Bfi(a) > 0,

(b) schéma de Godunov : g = g¢g, ga(a,b) = min{ f(c), ¢ € [a,b]} si a < b et gg(a,b) = max{f(c),
¢ € la, b} sia>b.
On pourra prendre, par exemple, A = 1/m et A =1/(2m), avec m = a + 3.

4. Avec conditions aux limites

On prend maintenant I =]0,1[, T'= 1/2. On cherche maintenant u} pour ¢ € {1,..., N} et il faut
donc définir 1}, , pour i€ {0,...,N}.

(a) Pour les 2 premiers exemples, on utilise le schéma décentré amont pour définir fi /2 bour
1 € {1l,...,N — 1} et on prend fln/2 = f(1), f17\17+1/2 = f(u}). Montrer que la solution
approchée est la méme que précédemment (pour i € {1,...,N}). Elle converge donc vers le
méme u restreint & x €]0,1[ (qui est I'unique solution entropique de (1)-(2) avec la condition
a la limite u(0,t) = 1 et pas de condition en x = 1).

(b) pour le 3eme exemple, comparer (avec A = 1/(2m), m = a + 3) les différents choix suivants
(avec gp et g comme dans la question précédente) :

i. Flux intérieurs : f;j_% = gp(uj’,uj ;) ou fiﬁ_% =gg(uj,up ) pouri e {1,...,N — 1},
Y%ssepar
ii. Flux en £ =0 : f7 = «a (choix des pétroliers) ou f1 = gg(um,ul) avec u,, €]0,1] t.q.
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flum)=f1)=« (cés choix sont en fait identiques. .. ).

li. Fluxenz=1: fg , = f(fl(uma
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F T heD (choix des pétroliers) ou ]7\3_% = ga(uR, 1) (les

2 choix sont ici différents).
Les différents schémas convergent vers I'unique solution faible entropique de (1)-(2) avec les

conditions aux limites suivantes “faiblement vérifiées” : u(0,t) = un, et u(1,t) = 1 pour presque
tout ¢ €]0,77.



