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Université de Savoie, Maitrise de Mathématiques
CDO, TD, Feuille4, Octobre 1992

Exercices sur le cours ”Différentiabilité”

, Exercice i: (Différentiabilité de la norme)

1. Soit (E,]|.]|) un espace vectoriel normé ; montrer que I’application : z + ||z|| n’est pas différentiable
en 0.

2. on suppose maintenant que £ est un espace de Hilbert réel, on définit :
p:E—R; p(z) = (z,2) -
Y:E—R;y(z) = ||z||-
Montrer que ¢ est différentiable en tout point de E. Calculer Dyp(z)y pour (z,y) € ExXE. En

déduire que ¥ est différentiable en tout point de £ \ {0}. Calculer Dy(z)y, pour z € E \ {0} et
yEE.

| Exercice 2{(Différentiabilité de la norme LP)
Soient p >4 et E = L?(]0,1]) ; on rappelle que E muni de la norme ||.||, définie par :

1
1 ,
lully = ([ luPde)¥, pour ue 27,
0
est un espace de Banach (et de Hilbert si p = 2). On pose, pour u € E, F(u) = [lu]l5.

1. On suppose p > 2. Montrer que I’application F est différentiable en tout point de E et calculer
DF(u).h, pour u et h € E. Montrer que u — DF(u) est continue.

2. On suppose maintenant p €]1,2[, et on définit la fonction ¢ suivante :
p(z) ==x2|z|P~?siz #0,
p(0) = 0.
(a) Montrer que, pour tout (z,y) € R?, on a : |p(z) — ¢(v)| < 2|z — ylP~!.
(b) Montrer que F € C!(E,R), et calculer, pour u et h € E, DF(u).h.
3. Déduire des questions 1. et 2. que, pour p €]1,+oo, 'application u +— ||ul|, est de classe C! de
E\ {0} dans R..

Lxercice 3j (Théoréme des accroissements finis) Soient (E,||.]|£) et (F,||.|lc) des espaces vecto-
riels normeés, et f une application de E dans F ; pour (a,b) € E x E, on pose : [a,f] = {ta+(1-t)b, t e
(0,1]}, et Ja,b[= {ta+ (1 —t)b, t €]0,1[}. On suppose f continue en tout point de [a,b], et différentiable
en tout point de ]a,b[. On pose :

: M = sup |[[Df(c)llece,Fy-
c€la,b[

1. Soit € > 0, on pose :
A={T €[0,1] t.q. Yt €[0,T), [If(a+t(b—a))—f(a)llr < (M+e)t|lb—a||g+e}, et T = sup{T € A}.
(a) Montrer que T > 0.
(b) Montrer que T € A. 7
(c) Soit T € A, tel que 0 < T < 1. Montrer qu'il existe n > 0 tel que T +n € A4 [utiliser la
différentiabilité de f en a + T'(b — a)]. ' o
(d) Montrer que T = 1.
2. Montrer que :

£(8) = f(a)llr < M|lb - a||&.






D oE ey ey

& — r‘:'-d‘:, = z“(\‘:eﬂé @ eEE //f]i:“i
= \t‘ i\eug
-
J .
sa{ P TR &

T 4
.. k3 W o
oo, = Bk N
"K‘R'MAQ o :

Soqeons o VY &(3}% e
(
N TR sw/wme)
("«“ = & T r(_“‘ﬁ) r IRY ‘ 5}
= =Ty v hee®)
= 2080 7 ke ER) = tR®)=a FTo

Y

4‘% T ek gob Mo gl one e Sauaben 4 et ) xﬂﬁ N pslar
" ) 5 d (.‘ .,
A c;mn CeON, YN :Dauw { W @wc‘x&?@f’” Ay éﬁ(&.«. Kjoon Al {1

arn o0 ..x.\ - T"“\,r; u’{ (8 3

v oA o ol .?N,x\\gwg,\ T Ty
y :

LT‘ UL .\AQ ?\ l;‘c e -“)



) S e
- M o

S N

J

ZLV"'“T z s’(,m

3 - o -~ 'v
R B
{ v,

S

Lt \ J —!]‘{.‘-" s '{
- )
o S -y Res
’[!",:_4.1'5) z \:U’h »tff';) =z C((.x) ¥ -2.(;! ﬁ’) r&_“i;)
“‘)U) (Y h) + 0 i
Jv(a\\ﬁsu-w

-'2.(3(/.) s EDR ok
.‘?im’o& C“M‘“‘\
o VRee |20y VRS (@S Shooty

(ke

P :Df@) Qé) = —-?,(_a’,«;j‘)1

P S

(P:AOT TGB = Xy D “f[xy.—a G> x =°

ﬂf Aok EnCeE™ Aonc en L€ \ Yoy
A T R A P () = e\

dong Vol o B pobk do e\ jog
|
AW X e c.\%eg

u

D&T \}) = c\v’\ | \,_‘*-j’ l\_f&*‘-)/é\p“[ (=)

Mo, o 7 S,

o, A s
S &“&" EX(E R7)



TPy e NRR) /Il x A

5/5‘5}’

Execice 2 (4 4. . £ = L—?Cl‘}" C) . {jq(é) ,;@/ 4‘(4@-)!? 59%) pon LLE'LP

()

E ) L on oS- do Bamadh (Hiffol e p=2)

“’f F‘:E"‘"‘“"lﬂl‘-

G EE = iy W bes

e pr i (wh weseey on e | PE(WA = AWk = | agde
\ ) 7t |
& ﬁﬁ@v\\—) ’ A

o -4 R
Flard) = | iy dr

.
g

- = e, Al 5 et i
Tlar®) -Flyy = | 'f\_;ML*)*’hLb)\? LU

ESSoaser c.fi‘: _Qﬁcxw;l s on .y
o v %
Ae 3“""“%‘?‘30‘.‘?*;%&%*& SAKES,



Y N T i
o aek_:s. : ‘g:f wr o ma)y
Y/x’l) = ;:_*({ e ‘-!,W-L = P \3&\?-%
P 14??&?'\}-%-?- = j” Ny \%C\?-‘
dont 20 GCM T et A
ey t ' ‘i" __%‘p r%nﬂ' {E\ ) -1 Aﬂ}.ﬂ
\mf* © AL \ = t\*\ttfi + e Par) Ay o+ Mo P(e- )\uw
‘ - OSeda el
(2
o FLrg) -Fuy = T l@uy |y | A0
o
Pﬁl’)— - L") \\x\* AL “\L*“)\
"c.
(fed wa dairendre de & down
—% m%\a&)
2 5 o ""6 i - el \,
a-oom 1 R D 3@ HEu(®)aE)y o w A= R,
& e R
M k@w\t,xth'(e )
» m‘m"r«m ?
4
A= ~ sS4y
’ P . e ‘ : y . t’
j G0 \'\L\‘S‘)\? 40, N ) \»\U')\ Ae
-} N -
i - W A WAL ]
¥ ’f; v P:\__—'— = A %14 Auf-’s»’) 1 QU({)QRJLM )
4 -8
\(u. %-
L 1. . {’-«Lj ) 5 /P . ? A,
oF, A o “."‘ AR \=jx%j":3\ 5 \\\ i.ﬁ" ( u((‘ v W)&
e ' CoN S >
. . T . R o detaed
PG SN o R R LN —



I . i A : ,—m‘l & PN e ‘r;‘m"" L 2 A '3-&‘,* A
-:)( ke Sane o m&«ﬁc\ e M \\u}; - \\kﬁj\ Al = ﬂ\\E )
- \
s

& < ‘fr Q sHong &uu-y«:& ‘\LL’?)\ \/\\ :\‘4“\-\")\ ~ \%\.‘?j\

| e san
CER R G N \“U‘)\ £ [\
b"n PRI L . ;

o @) (LT e | G

&O)la b )0\

i

| . com /M LA

L k) (e (R )
Pl - “It.‘b""

e

N O A I AR O\

bl
3
D ™
2
-

£y |apreck®) I ( P g K0 g+ e[ i) 4k

<Q‘P'J,Q' § J;T},‘j iUC@lPQJﬁ' d ﬁ‘i: )
o ww Holdien 4

R ( < \ :U-)de’ J M“)]J) v Vﬁi#\\

\
. . p K - A
RN LN

o » /

N

/ 2 1 p ‘ " w
&7 u%t\F 18l laly + it

.....

Caglugarn, ¢ T e Vw{w LRV I S L -]
'Kk.‘ N :l"'"""""—""" T , i; had kN J
U 2P \ Wy A Ul =




o P B WA ol
ﬂﬁ%& IES VIS VOTS TS QE—_ M) WAy, oA L

’ & ruv PETRETE NV T ST FITee ,
‘\ ‘ e e g 5T » )
T g )
e

o *» k{; ,;‘K)

o T
L{"":_'-\./’kﬁ).:?{ MG IVEL SRR U‘j\ A4
o,

Mot [P G) = @y

-y Qe = LGQ_O"'D

| O u&*ﬁ‘DPU* S j = F { J *{‘f (M")"“U')j - \fU*U‘)()_j nh) ]

ave §(8)= T3
“f@mwu-)) - f (4K ) :V(ﬁ“("@&) + @e\l(*‘))

SFCad

qalvilp =<

S

ONGHUN
@y (awesi| TV el

4.
Doz = O uy s el e eV T T Ry Bimy A
ik‘»‘* (e ) = ©F SOPR h% ":l\tu 1) \uw *'@VU‘)\ NMGRIW)

I
(]
~

)

|

e P2 : | P p f"é ; e <= o
} <: 2 ,__A,_ﬁe..(:e,_"sﬁﬁ.ku gr;u_w:_\!_U'J___J_;i{HJ_g__LE»_U;.L%?:
ié,‘v ooz | \ _//
[} ~
LR

) Py ‘
e e RGP e
g {4t \\ PF-Y) | \ ‘%LMrGVU‘,}\ NN /> #i )QU‘)‘)

G

, .. ~pai,
. R N&,E 0 | p
< T ‘) i ﬁnf— 1 ( ! L ALOV ! Ni\;? ‘i

N\ o

P

i -

J——






) el
o e PR s
Vi) = =l Aty
\ ey e
G (f € eRY  akem T - P N W Ty |FMS )
\\
CONBE ' sn W .La J@Wﬂ\‘-
u‘hﬁﬁ-\ﬁ% de %‘I\SW\ AN AT N&%\o&h
) A ﬁ& . C x| - -2 e-1 ( _. ;re =2
] _,L“ @ ® g x,s\\.% Poy =xld' ~ = X sg(,)_@.f)
S R S < L | ‘3( / !
SCRCTERRER LS <f?'*)f‘
.J:‘ 1
%;:\QW&Q . Q= &-x A}-l = &
Rl (pry ((EF A=
(o) o ey (7 A s CEIT 5
A e x4
AL A
‘ 4->C - K’("X—\\ “
ey [ ot
O [
) p-d.
. C
S @5 )
/o v
&\
l\f‘“m CainennLmwia "t e °$\§ngow B §& M Loy 5o )
T e e

}\1 ! f({(') i , z v{ e e | f(\f) J“‘ \< l:‘i{?“" € {%\P’ L
T / P “’\ X(O (
§ ===y C Yy



® peid<l |
' o 4 - o 4 y : S PR,

Wun tewban qua Fr SRy on v donbhen gqua ©F (4 cedlt es

A R WIS 5‘35"1;«)5 st SR

\‘; Ly ey \\’V\‘i; o J ) L

fﬂ?ﬂ\b

\
.

FOR) ~Fy - *’j AH oy o Ar \

aﬁ\M\e & %cm\\m\&,
EVRPA VR N P T Ay

moRee PRI © 2

e wa ol g A ¢ MY ECR)
;; RS

Hislopan FER) o flade 4
Fork) - F(0) =Sl\o+«(9—(u¢f’ dr

e (P = (0f + R e |uroR|"R (OroR)
v/ — ‘
YErR) = Pey o+ Q0o k)

\I‘ DX ‘J_'P

ﬂ{’(au\ = ¥x F‘(?':‘ C_\ P £\

&Qé{;ﬁ,{j by
1 u
F( Q) \M%&) \&W f@é@. dr - fj Al o\ f’ dy»f
&

h

-4

¥ IHU‘JY, ’xJsu-’)rrgfﬁgi.:?:jf‘l(ﬁ)(ﬂt@ﬁU\D - {UG‘M?'EQU\)‘ Gﬁ-\

, N

4
N
\ t -a

//

=[{lowrs80)) = Go®)| ( 2jomestnr-v6}

N



Jen
- I 1 ‘ O 4 "
AL RE LR ey &
N .
> (L
QAR A
NIRRT x\ﬂn 0> &

\J ‘%'P -8
A

o

A )
= ! CFO\.R = \;:J (u{P<u K cﬂfj e el 2
| > |

Gttt de w—n oY) ¢

Mothows QM ¥u €6 o a “ DF(tR) - oY) | e — o

' «DF(&H-R\ - o) .\/1

f ‘(e —Lf@} . o d- j(

{ Re f &7 (o] A ’ (pda 2 4
° y (4/ on -P&Mbnewa Hatde .
< e WRIET vl
| ) - o
L |pFere s V| ¢ 2 ﬁl\,
i Vi,
| y MR-

ol
= N eRoeR)- oFN g p 0y T2

CE&) —
1&\\%«? D o IR el

?d R0



A3

3) g el

= L
j. W~ (\\)\\? = g:l F@)

o g A

-y

RTINS rTas e

~D

= £ sy =R

CE i) (Fiue) A gp-vek . nOND
£re —>F  anbiue s fob], c&% sun Yo b

U= sp  oC©
C:(Jla( ﬁ:;-(_\\ g t{thE‘F)

) &> ‘ \'
A= i’re[a,ﬂ rq ¥ e(o 7], | §arrb-a) - {(@)¢ § e llomedr Ej

1ot~

T = sop §TeAs

& T >

n ~
(.t < y;bL) L e comO okt e Lab | =
: _\;,” . e, P . . RS S
tz ::'gd" -L".W" iy & "‘l\‘)s ~ Za - S fy .:.3 PN <

aN \(:‘E>o :‘1"'\501,’ l(ﬂf’t(ﬁb-ﬂ.)‘a {(i‘{: \9< =3“§3'(-C(/b "‘4)-) - f(a) “F < {
N A

' __',% \
RSN uo.g)bg‘;c W ATl ~a
S



= A *-!ﬂ:'(_ﬁr-a)/) WiYhe ah‘nf‘z,]-‘f:;\c-:au; v

L aarg P
B

¢ & ¢ Ao
s 26 g

\ D-Ql‘é

T = A < A

= B t‘b-aﬂe
= T\">é {lm?uké&:&cmx\“ m&mu&&f’&ét&@,&@,)
= P
® TeAc

(Blax€(o-2)) - Cofe S (I E)C Ub-alg + €

€C®HW Sean (oo}
Ao e~ SAMVR»&Q e =T on e

1 ECar T (o)~ 0ol < (t€) T Wb-alp + €

=T E: A J ( A ef o verowlh A:to,‘fj)

O Te A / o< 4L
S )>0

I I S N |
b6 {\::n- u*"})(_b a.)a/, M—"’)“P

”

N PPN S , S IR Tt R B S P bl
\< . ét"” \_I‘f")}&ﬁ a)j - ({di" (‘d‘,-a)j) “‘:‘" “6";&11 T‘-‘J: - SRR~
— - ~ )

Place . ek W}I‘&a\

K ﬂ D@n k‘g t ?Qg;»a}) (,-\3(5.4))‘\ + T)I[bm'j\ge\mb-a)) T i tT ib~aliv €

¢ M9 llb~ais



AS

éaumm\‘,d&e%*hr -

IS RIS U RO

*3(1) b-«-\_ S C

o e T lb-all.t€ + Nibheay§ © SIN fb-ays
-,;\\\ ) I (g DD qu‘_‘c ), ayg

,,;' P P . ‘-“- .q._,,,.' R L i -
f% kﬂ"'é)‘ \e "‘-\‘E re \““'t)"',?ns alls

Q)T (o -ale
= T €A

sgors T4 (Teled)
aloy dlopdhy @ dyde ; T+ €4

BN _“,.,_.}J

T =4 TGEA
=

= AEEY < 6 il < () fomally * €

& 6M W\O e oN w

pum——.

IgE) ()il 4 1 db-ale

I

f
J

‘
L e

*F(?M) >v..‘?°gg

Veso

]

Ry






Y ]

MAITRISE du MATHEMATARVUES .. €bO _ TO. el 2. Nov. 92

@&ujni ¥x e nzZ\Qcﬂ,, 3! (f,a)é@4x[0,1w[ -l—.q.
e f et
X = ( -6%“'@)
Sk fdﬂf«m (nu§£i>c)= _z'ﬁ , Xz o0
-8
L) = o -

(. Cafenbu Lo diiver divechinnalls 4. (0) o - x € R2\§o}.
2. Vil ob | qu $ e G- diinkl eh 0 el don s GmolVE
S-ungn'&ﬂ- m,;Fdfu\mbh en 0 (Oh mmhzukﬁwqw-_re

n'ebk pas uRwue ex0) .

ToiTr] Sk S- xRy it} (o8 (] dhip & nornes wuck

dud ans ) & & dma a . SR {'*1 alx)= - a () Yxes
Powr x& MREN ?O} , M fone :ff)c)z [>) a.()_;"i'.) , &
aIe f(o); 0. '

[ MoR, gue prw Fowe x € RI\S0Y, La divpd dui Aonnalls
£.(0) miate 2 Pl Gy = Ixl a(l_::_'.)

2. £ ch ool aianawy menk @it rldls eno 7 prwegud 7 (m prwna
midite, Llhcomped swrans . @()=o ¥ x €S  wzEXxe eF xa&-

a(\‘e>—' I/ -4 C"(o) = “() -

[Baca ] = SoF . R R difini pon {ﬁfwg): <4 ()4 (0,0

- £(°,°)=o

o f adbeb 2t as, Abivis peaiille e 0 € R
L f oo el Akl Twnant fwk veets eno? G - div bl tn 0 7
F deuvabl em %

Brvo B Seik €,F dewe evon 2% SL owed di T S £
__,:;_,FJ. Vacll , £ et CdRivall de  G-Nrd  Gla)-
En ruppme a == G (@) BoF conhnue s N CE dane L(EF) . Mz,
au £E 0L F) o M@= G@) ¥#ael. |

(O froume applpn 2 . du acudbmars Fie 3 On frchi
o Ar DA L efND ewtn £z 0 ek t=1).






A3

B e —

ey s s asaans s )

\{xe&*\iog a\ () sRer (0,20 o oxs %’“‘&)

A Seb XERN§O e

et ¢ '—éjfi“ - el — o
€ ¢ (’/r-9) Aw-0  aet

, 2.) N o 0 x — 6‘2’@:0 < I CR’,R)
RKE —> R

o0 Aetone , A NYVENG ei\n:,fm“)

= -@ ot G- deNiuad% oo 6 b G—(o‘),ﬁ:—. o

2) ooy qua f“‘“‘tew colinse en O, (o Paret gop T driaddh eno)

g(o =0 , ) ) N
o vo ot and satke @(.9 C &1\563 [/ I o 6""0))‘;50

- o oy e A ok
SN xpz [ 7 ‘” W(’ﬁ:%‘/d“':wﬁ n &M
(;'-\Sd"@ﬂ

= — . &, — 1"
ﬁ\- ‘3\- >O ‘Jb n “t.bﬂ(#




T

S = bmetﬁ: : \‘}:\::fl_? [j nowme euclkilenne |
2 d

a @ S e 1@\

X r"“““’bd(x') / d;(_—x') = '-QCX'.)

ey = b 2 () P <oy

4&'§(@) =0
A, b ceR\303 , beR]
/
Y& .t—(:zc')e-- £ - »,;é, (ex| o (—%}-‘

\-x.k CL.(;E—;)
= €20 =W <y

D,) x> 7 () :\x\qG}q) o e cdrsgaramank €£(R3R) (

provonss pan e;e«@@ a / a@y =° 2 x €S 5 FX,

Qa !’S_"‘%(R Q(‘%\ x "'/L = -‘f"xa
a (%) = 1
r, .
= x‘(o) = 1
IO

| A Yy
é’; @ =0 e g;', £V &R~ 403

\ ;. PR W S
oo wonde @d@mn\' e dorg @ & XD 6;(0) aX  neung ;
i, e gy conlineR




24

- &eun B
: o / 3 (90
g: @2‘ & : § 6“‘(_::/%) = 1:%§_ ) F o)

S\go, ) zo

i
4]

o+l o) - °,0) _ Ko X A
4) é’ul)ﬂs’cg_ e

i = o ?—6-.(0,0 =8 e é&ll\i\hm PUTATST IR
() * ) divacan oc, @ "Q)

2) ) eRN\ge3 , teRY

(o0 orbv) — [(o0) -4 kubv _ 4 av

2 2 7 Ayt
E e YA E (W)
S st uFo & Vo
T ot
. —3 O & U=>8 ou =0
b"bc;‘\'

= fn"ﬁ;‘(’eosa Apiolil om0 suinal Gl wdbes

=N E’i’iw R MN\)&%_ o 0
> o B dwell oo




gF 2 an S ooty Je €
§ RCE ~aF S fae e < G Mfwwi&a en A IR O mv&é G(“)

\Clr—-'-‘s(‘r(a') esk wonitag AL BCE dany ";\OLE; F)

o G0 = L) - € G(0R

Q\U\u@kqm.u\ﬁ&% o agg, m‘(\\q, o 4 _:.tbw\‘w\{:
200 vy goen (0,4] eké.n m\(oﬁ_

C—> -66{,;).@ k"‘M {\m) Oék UR\\\. v CO,*\B
dpig. — 24

g'o&m-\\: enx ¥x R f&m&f mk"s‘mﬂ@bd’“\e&m ®
s‘e;aa.\uxm:\ en x+h dons @ ch\a:v\m?\

(-Y: C— g’(x%w\\)

R —> F
LAY 4D O . o _
&Q(rﬁ‘j 26, SlarthtoR) — FEctR) N Bﬁ’(n‘n’{)‘
- vf\ V/\ Aot 'R
~———~—_
o’ ex e

. ]

o ' atke YR o yi- 6z (=+R)
s Y doaedl o e o T, ¥ EeR

dire ~P s m&\w s [ 4
WQQ PP EVRN \0 1‘\‘




oo ?zuk Sne W < W LD e -E;M ope ok Lo,
AL W { Q/ F 1 v A
= (1T -fee { T st

N b&&‘,\'\;
7 Q‘ﬂ@'f "*) - \\Q(Q = ﬁ@cﬂ’?\f- #\R} - (__\“"r"") Luta)gl“’()ﬁﬁ'ﬁ)ft\g(x)-ﬂ

= §rhe B) - (k) — = me) 8)

= ég/(xf‘%) x A — A (6.(:() )

\.._.,.f TN —— T
EF (k)
ac‘bfj(é,
¢ L&)

- ok @R) o) Rl

dre o VT = nﬁwﬁ)*‘“@
ol ALK, V/ Ea A
‘Y \.) \_4 6&4?\4\\)



dome || ¥ - P e B (xeR) - Slnb
\\\e ) f )UF g te‘;fﬂ« 3 S?\C ) HF
{

AR - S - )

LA ON. 6@)"60;: § 2 dthemotfe

éa&,Qq avun (Rl E(R)

==

&f\@cﬂ?\} = GER) -8 Pu\éégmm

Domg Sop “t (.a("b&\ &&)R‘F_ Q SO\D lEG—LX *f‘g L:r'(xj ogn‘:

ce¥C cE€ T4
| G- R)- ¢ M
ge&xo,qc b & D)Lf(e,s:)\ le

o A G@) ambinee S S
E —aLweR)

= I\ &L&ﬂ‘ﬁ) - (=), —> ©
By ¥ il 3(—‘\ Wil o
7V A ‘:‘d IR1—>o L\‘{;'W')
Aenc :;ﬁ‘- ek
ER)

=y | [l e Q)= (%) - &(&)’R\L 4 i - §~(\R/3

2 Qxt8) T £ 1 TS v ke £s)

¢ F

= |fc it




25

MAITRISE di MATHEMATIQUES _ Cdc. D fewe 3. Nov. 92 .

Pl

Fo = | lue]

1. e \.Lé{:'; mowtiia qua £ et é-diu‘whl& lm W

A ek fenlament 0 M({CL:O}) = 0.

2. Mty qua F n’at Olamm'fq F- LGuvalite ¢n U EE .

’If g‘“}rg: c(@ﬂ],ﬂi), ek F . €~—'[12 0&;}%&. }.AI‘:

Flu) = S lw (<)
x e fo)

L. On huppowe - Il xe [o,t] ; Flu) = Sfwp [ulo))

X’€t0,\)
Mrtun qua F et G- Uvaldle en W of Gl e
WL . T —elle F- ALy !

2. Ga hupposc Mol Aterank C}ML a(x,\})é E‘OIOZ/. x#EG
Flu) = [u@)| = lulg)]. Motie que F n 7 arAt oo
Gl en U (ne pao cadoide La Gdn ) )






2%
MAITRISE & HATHEMATIQUES . Qoo . Teuwlll . Mov 9L

QWJM S’u?:g esh owo t«ﬂg:...

: |
I €. U(JoD), Flwy = [ lwGol s
gmk' o & E, Sh Ci.!.-ﬁm_ A't':_- §u>0}l A—:_{uioﬁ‘j, A.:.}'u:c
a)?ﬁlcu-eE,d—mJ—{éﬂl+. S .
. mtun que [ut k| — [ |u] = v (~¢v) + [Hr]+R
g Jlurbel = fiude b e foen - f8

cw K = —ZL‘H (k) ,#:_flf;_ ((A+XV‘>

Ut treo Uttt 2o

b) Sk wEE, v#0 . Mo qua  F edt divabl e «
Aans oo cachin v, ob calede  fm (W),

&)  Maten gqu Foedt G-diivakle S -eb seeliment w mes (A=<
Montien que Fn'etl pas £-olvvaktl e cla, m pouna
colude,  F(udv) - Flu) awe U= ——Zuiqn, s A€ K
s “‘rw;y. CAg{y\‘v

L, E- C(le), R) Flu): S [u(e)

| O wppoe ! €00, ute) = a0 = e Clu()l elod)

@%A-/lré C(B,O,NZ) eJ-a'N-q}>o.
M/twﬁlx\ciuz W exiatz >0 /é.ci_‘o<€:éo’"_>,>

Tt ){{uH—ul 4, téé[@"]} e §‘|u+{-\r\ (4) Y€ EO;'_)/\‘J-‘XI <o
(c/ob & dik gua Lo wup de | Ut | oft attiid— gur & boda
A Unte » ek de dyom ’))



B & didwne Gus
OD<esd s O Hlutbrll— (wb) + Ev(x)) < € (v(y)—w (<))
frun Un b Y € [o,1) el Qua  [y=>| <7 |

© Mmuz, ous F: v ol edtbdiliahte 2n u et qua
tva Galeaws v e« Dg F () (r) = viES) .

@ St uc€E. Cmbuive Ve € ; WX)- 2(ul) = uta)) , h &
Mi(x)=0 et UMl = %ix), awe (%), +q Uula) F ued.
£ mwhant cuvtwoklimant  Mu+ vallg = llul, - 6 (x), Mo,
G F R < ZHE P VANV Y

20 Skuc C(EY,R),; & yre o 0%, lueol=lutg) = lul,
ate >y . On mmRea gue F: ar > Iar) Aesk pas
& divivadgle en U en tonaidiant Lo cao fuilans :

4 cas - (<) = u(g) zo ;| cm\cLJM rc 'E'-'
il =) , (<) = | N‘(‘a):—l
LM ca, Lix)= —uly)>2 tnnalle, ve €

ol =) A< = vilg) =1,

(G can L) = uly) g6 e —ud= 4ly)s0 & tadent
olz maﬂ,@_%\w>.



22

Mashise o Matiina Mg
Cho. -—To ° 4

St xe C CCO,T_)/ R) Avukon da éfe?l*uqsﬁ'fh :

s

X'(o) = %o

C’) gd_y_ = Ax /{->o

U a et >, Tk Ao /}uaAamZﬁ_u "eeldy {nemmen € S ebtrmi hen P
:}emo&'ah Ay mebuta X,'", ey x’,:,' (connuey) Ad x Qux inorants
/éq,_.. P é,\/ (M o« é, < &7_ £ ... (b,v)/ ORWMQ- X,'m>,o ‘V,‘"

On ek dilrminn (a,x) € RY di maniow I mincmusen (o R
[N}
A %wo(win T(a, %) = 5: (x (&Y - X,'m)l.

querhm pzi'@rm‘mm 2 caladon de muarizie @cf-@uk X en .igmdxm

i a et x, ...

Sk (am/ X?))new e Bk Mirimasante , L.€. {-dln?ua :
‘j(a“’, ) — Al T

) M —» + oo
I Mot qu, Vei ceno, v, xPe N 2 moc
cet une  Comatrate  mATE
Looal on mypee que 6T ot L Mol que
| " boo
o ea(”("" — O frown A7

M — A+

oo
N
Eh dftune que  LfT = 2 &)
A= 2



(),

2. b, Cn cnndoe b tuh X
Mmmw %%wa/m/é%/\and, ™ a

= Mn , a’\(“): __L—&\xr_

N
Ta™, 5« & GME

=2

N r ’ . (n)
Endf&wq/,«mm/)\wi'm Xg | > 4 O®

N —s +oO

xf'”__»o . Mt 3u’aﬁrw:

R— 4+ oo

2.a. On AUpp < masrehant q us
xs ") 2™ g ok C et une cmefante PmAre , ef gle

4

xS ea‘“Uq' — O s A <N, G ddduwne qu.z :
n— + 00
N~
ma\ 2
IV\f J = X qu' > )
‘=
: — (n) — m
2 b B ocovndiank honik X, = L af"):&_'__ Lan Xy | mmiia
N
. n)
qu’m« he Teuk s antin X — O
n— +4 o

4. M oautin Gs a™ ext brnt . Condlune %anv(— A exitkns
ad’un M\v)—-& &, %) G’ alie G mirkmam o 7.

S Modin que T nlert fae cirexe (on dorma  cmndivd une
combnmavimn Doiace due nuts (AP, REY e (@% xo™)

O(fﬁfnu'/\: en 2.0 24 3-5_)



24

EIERCIE
I e T " i . Y. ‘ N
K = L e R LA . S cSo
) - T T
u NG v Ay
)
&En ol A&ikﬁ\m ay X e R EtN .:c\.;mim R DT PO m‘ Ai}’”.) - A
' LA
( ; - Al
I : adr Xz A€
X
| i
v ool
LA (o € /
S
{f " / K oy - Je—
(C’-e? Q'() \\) [ ) X \ P
14 © éN / / -3 &%J
0> +<P RE

-&w&sm c?.u.o. Oﬁ o esk fnb *8‘@(‘\(1 J afer V& 3\
ﬂf“g ek f:;{ D €31, N3 / Uﬂau-:g‘) > AR

N
T a K . - — . m <. - - <
=D A L Q™ ) ‘fow)/’ = :1;‘ ( un U~;) -~ % ) il

-’

-~
-

-

n=% €

= (_/a‘“)/ %‘M> qf e\ o wre  Sacle Mindnuba we

r
A [ | \ i '\. V4 i
AN ‘\f'\‘; S W ; Uy U‘,/) S - |\ o DO
t i
V@ 4p: W e
I
I PN Q)an;) —— O A > a ¢

7 D R



<.

N ~ ' L ! 1
&31( Y (tee - ;% ; Q}' Lm e, 4—::) L'}
Y L. L) ‘. .
kﬂ‘ A} r& e - (M b‘\‘ r_‘ Vr'v/)
b O e == o
AR (T
- & )
N~
S _at (rietay ‘
§§ (- £y v Yo ¢ L
) s
a7l
Ioin) pe_ ;é o '
e et
o , & —D o Ghfonosal
% -n-u)oo ** 7 dione N DecR CF-
. ) -y - 0
cohvweet TNy ow e cdong s
¢ . oA

T ll) b\ » ’ »
o X
= ;T::q,w - e goon APL | (8RN e
:L 1t L NI
N () fo! ” };
) . - . ,‘(l \ /&N‘
" K-{QU‘I “{OLM I~ - { ) = )\; J
o2 1
1Y M my <
@) . o). > -5 . ) ’il v ‘ YN
o . e < - -
S GV - NICCER N
) = ‘\;} qgl NP ® ‘
N +P vy I ]\/'\"9 < <
*$ .
- o AN\
\\("‘1‘_\’ \) \) T-P._ \)\ "
1 ‘;\L, ’ N S M-
i
@ :Eo ™) SN L i )&;1‘
&, R
tn 04 “\7
~ 0 g €1 Ar |
3—(0' )/ ‘Icw)_) - :—:— N ’ IR
S J



%

™
ol ,lf,ﬁ\’é"* 3
ue_gj- N - m .
= B . -
A ~=-<‘: . o
.M al &y o
S0 A CA BT
) \.t-‘.l in ;\L»q " \\ o1 .xf‘\\/z,’ § i
n g PR Y AU = M/ ™
[ /I - .
‘\ v Ww,
e
1% .
o (an -2 (o
tT

N
~a~. (n)) < % (X,{“)D—

= | pown © aseey  gyand
NEaN

aven o™ — 4 Con dars @ can

A o =
S (a0, ) _M\,:.I“&T C‘Q’QP)

ﬁ\s TS L O (g > T() (T

(a® x(“>> < 2@'}”— B Bk S ?rN gom N ooy aAcN\

R

= cc\\‘\aé&ck\‘«m abec Q‘Ra@

YD g W
A t™

o

) ‘\ . .
n & t) - v “ st . . .
A 3~ i Lo R L COGUINIY M R aTu.d: \
R V\‘) '
(™) (-u _‘&&“XG‘; - X L?\‘ M‘n) -
& » s 3
% AN = a' e = L
.§ \.—
Qe . "
. oy Y j_Q Mim ke ‘ 'i’“‘ ‘}‘As
v AR LN ooy 2 NN I
; 3 . .3
\1‘”) ?t‘ T ey

Y
7



b

» ){ ‘é_’» iy R
Jamn Ay o™ a SmEN (0 A
I e
. LMY (e =
= iy " e
N D
L0
N B SaadiA e A ) HPS
R % t— .‘“'& f}ﬁ"\
. of (ﬂ k.\
o . , . y . ‘g W “,:-
[ ek RC - ey oM - <™
% S L.Q")( at ) s =% Y € K
{=
- )
> ":_:" !’ \b) . ‘:Af' )*C‘ _ g'\,tg
o 2 | ) _ Kt j
Tom A—
i 74 Nt
e N -
H .

N=4 ™
~ s ﬂS‘ 'r'\ f\\]‘i
\»6 S 2’ ey W
® Z"=-4 ,; 3= Loh o N
R oy U
TiL, 7)) = 2 (%
N’;L
— ‘ e o
=1
s L o
' LW ™ : ™ my e
., o o -
5e = & Q) &)
A a2

Aone PR om R qodemennaind Q(A'&\ 2-b

e
D e




35

cOn o d®>o {:&;“‘5\ 2 A \?foc“)\ ¢ <

N

C

VAN

‘a(n)’\

2 teidee une soup: suile Laf“ﬁ) ) EQW)) ﬁ Q® —>a 4
. :).;(n‘) — :% ) DX

T e (RESR)
T (a0, ) —> T (1,%)
—_ ‘:Er\g Ry




57 3'@ » “‘

-

;) ;;«Lic-m m\“mme;k W
o “\J
3—'&»4_ r*%a é—dm ; :12'_ _(o

S" 4_ 3&#) La&;n) i ..;;m)ﬁ- 4 S;U\))
- /R =

TR
N A \
= ,_,?1 k 3 ’C\wi—) 'a n
N - 4y
2 ( (K ) B m (o )

S- 3'/3"’) *"\n)) <‘ 2 LK ,..\a

T ,‘T\'n') - g")) :\\ .g._;\ﬁ’>

2 /&\7:\—#.2:;%“& ) =
L] N i
7/2'.[2:& B ¢ i;*mﬁ: XF)

,}“U") > ‘M-TK&“” Iﬁ‘) ‘Léka/.g

14
' -"Lm*-'l )



- ) C4a;
Hacbie MKl e

044; o COo _ {’/Fuﬁd gc7 (‘Mzcsz”i"‘ -43 ¢ )

N7 peoblime 4 ”/am—ZZ un o A /iaAf‘fa e Epinq (,u_zw.&fa
| dumf?nce A Lunecks” 7aw Ae /aa;é(.:nuw a(cy%/)amfxau) L

- potlime z el g b 1E fotle _ (obyoritine. d'afimzati
b Awx ,wol&w mivork e fits pds Coitfam, TO L

 x *y pa,.ugu_,@ ,MM W&M 04“;@:;3‘ dan. ee T

Yiblome 4 T dx<RE l4><l<)_} Pon ue L) oF A4z,

Pt Nk B dewrd (o o oo bt A
“ ead T o,'u,c(>~-_(f‘ue<) Gy de “___JV(Q(,E_CAUL)

:Ok Aa‘ew‘)}(c_ Uke faxc}’ﬁa.. Ao L@ C&) cwec. E ﬁﬁa’/‘/\ klllo‘-\

qua@( /ua(»uz/wmfi
W) {ue z:'m;.;fau e— L‘uu, D;:a:erﬁwj .
On  /mumk "W‘*”(_xl)"% 4m

flull = [(u(F + o ul, <o, uﬂ e _

WM(JL) ~ C“CJL) _—{ue W“ @V 3(u,\) a O\, u“_;(‘\dan- w

Ow  adhetia dan /fg [Lwé; —@ ,uz/t,u—?/-qf; A vanfa

- 4. A uc UUL)()c*(JL) S DU~ CaBQ

2. W”(ﬂ)w Adk &/acm ,Q @Q/MJ Laﬁa’mw CfL)om)

“,}(e/v-!)ueﬁ

3. R ug W (J\) () C(JL) a =oAL

4, s (T TR Y we W



-2 _
M~ U e WA'A(JL) A~ jeas ;ﬁ(u);fVulwcu\? dx
o

\ & A4 .
e V= CD(u,D,_u) ; e/ Pom V& WQ WA
-~ ’NK—L g(v) = :ﬁ(ua-(-v() , ON ec. UD: °<C2_,1./),
K72o of dmud . (NoFeA T Uy € WM(JL‘))

O /)/\K'ILQ,(M‘L A fmlr&M

C?) —u_ (ﬂ.) L
{ _‘(?(uJ Vo ba. neug e W,

/
f e o 7
J(VJ sj{v)' %*vew fJL) R

XA Mmm gue P o+ Gohms A WU da/u R iy

@3 . Mate Gue T ot ofcckmed Gwexa  (ak 3)
W) et qua J(V) — 4= Fuard vil—s>= &

[ohee R4 ] L
Q.3 Pe queskm, @iet P2 Jeub. v cheoling
N € axie @ abko A (p) ! | Q
2) (P) & a~ E'_L."’ _aure wdnbho ] - 1

Q.4 Sok ue W) o ik Re o) .
Mh poae 50¢)= /-‘D{u+"c£) , & e IR. (6\
Monl . Tt } et dATuiyrfk en O oF TFra S

gh= [ _Buc, Vﬁu) dx
JL W+ qu(x)
[m s whCae & Haiorsma A oleiva ke, 2o
AL o [
D  Sot & e 2bka & (f) . On  adnak



B . L
@ & e clh @) (coc s mab b

fo ey T e
Q. Mwl’».a. T W eV une ;f,omﬁo\ /utol.cuﬁ ,‘Cad

=yl = u(x)-”o\(g, s ,y T
A u)ni’m,g L ekl @ e @27y . )T

Ou }/on-u o w(x)) ;_LA(K) P'(\M e L ( 0’(4, .
2ty S 'f.,_wG c"C:M za)fL CCC4,_2.37 o

@(u«/&: _c—’;@—— MQ;'EQ\ Iuhfm ﬁ?}._;_._.,_

T“t “?@

96 . Qb 4 CMQLd- L= —

W "_. e f-aa ./u: :ﬁ@ix_\:ﬁ X __ :_:_:;'ff B







L4

""é‘i”i/ Y
Aq%’ui'fh . 6“4@2@ Tid A?“*?Q}.(A-hﬂ\ :
L= 70 S (,_p .
1 et = a3t &
(-

[ :“M@%AQQ
Lowma s weld nCCS%} olen> <THh? =+§%f$:

ﬁﬁjﬁ WAA L&) = 'iu éi."@i) ; DU € L'((_Q) ) DU gLty
2 sk MRY )

Q‘“‘Q S‘MQ D,\q t‘L LSX) ?(cm censy o Abra &L.,\\_ﬁ)

N

,%Ju.’r e P et m 4 gd_cl.- ) r1
}(Q‘Dq o= jf*féx ¥Ye CCo
3 jqai‘)x)




G VY el ('1 ﬁe‘f&:': S%,,&-f dx V“(’€C:G‘)
i d.QN; @:‘84 FF

(M8« pom D ot on Trfod” Ty ru)

= s IR iR,
1 €all ugil, U g

CWMR) e un eoun ol

W'

- R

- Wy = SO

1 ;.,,3”4 &
A D (\,}.’\}

-~

- ~o\E
G e | e A e (R

)

w £ W (=) R cobinee san W (™ ?

Ssiew e WYy Wit
. FA . o / ~ q ‘““A i, ~d f”.,____s‘;,c
Gt QJ“J%: W °g._n.) / Un "“’n_ﬁ:m (_ﬁ il On J o
LAY G "é’ (O — %’*“(U.) ( dor R )
\N=D o
‘N" A .
Q,\m*”‘ﬁ 4 = ( On—=u LT
rv#;.*g

Dy, S B Ll
\wﬂ > Qu L



43

ﬁ(uh) :j\s At ‘t«\Oﬁ /‘réJj 1 _J:c

e

DY, —> WV HF
T 0, —x Q) dodd

Ane on @ lajuogas Pm(ﬂe()@ df C.o0 A, [ Fed

W o

/ . —\
DA+ KQUNQZ*(D 3 — {2 *(Ba)® ~(mof

Op
F.?.
(B Hge  wsc Hesp (4F )

H o€ @)
| B4 €U ()
-— L.
S % *&%@ﬂ SN TS N M " LR (W - §Y)

Spao Lo > (T

ov Alvpey @ prlon a ta (TOLY Sy 2y e LE




™

23

W) = g“(oow) U = ca('_z-\.i“) Ao
N ,
!“N"'Lln/",

A5 Geowtee WU Ko T owsre !

< T eX Laeye

L) K%;(Ra > K
%

¢ ]
B R URES

o s [ T 2
o) = L\z A} < o) e
Ao E"Lu.‘) = g Qf LVU Cﬁc\)) doc Tuey = ) ERZ

2. O, Ay
On v A aded Ny:ﬁwxipp (-feé( cmm:ﬁ’/ PO quae §>Mt Ay WP —a R :

O (S { )
NR- “a nome oudidicone X onsere -

g 1 ﬁz\ < """’""‘"\} R s o
* ’- ‘ M ) \ “
G TS A ! AR - contotee § (::m Cuovaalle 2an Re cony

Nuds - csisganit ? b o rangREOS S con €4

NR L o mﬁo&\,\‘m\ o 3 aneges N el o fOEment ot
‘ L b SR )
oM £\ ede (_Lku‘cr.l('m NQee J(‘ LQM ) QLo
(4

X q e (SN el
X \




%Uz ) = --5-—- - & e "“"-6- — AT Qulune e IS
- 4‘:— .
N
| %\‘,@) = iﬂ.“( * J\é--—-————"“\‘bj = - - S L PN ‘:2" i~ " .‘:3‘:"‘4\1'/’ o
L F - 3'3 -
Ay Wi Aot oIt ;
< L) <7 wt Ry

S 2’.6\'% cRe®
® ([ e )y | )

CR(Ce iy, o isone

{ CR U’éﬁ* AURGYD  pan aneel
o~ a Q‘&x‘m’\e‘ WOl e Ak ok’ e R

Sllely b )| L Gy

B} sh 2=,

e N RSO RICCRICY

(*MSOQ%? dfuc‘i’ S £y
or o Ravaudl < T
avec B none 2_)

Ui e \Nc
3 U‘”@“‘M 5 (IFTaruye r @ (urge| ) b

~ &H’\UWTMU rk‘"’i*)ﬁ(\w«*vuc, I) be
BRECARNC RN
"y «,\; \‘(W\" 7’?{\. TRIE TR \j\A
:’Q ou =v¢ \?

A N a}?. ,? ay W=\ «) Qme&\ dy \Ng\ < ﬁm&)
wery & Wt op

jbiu-—v = o ﬂ;]



T~

x I U‘} — ‘"(A W = T

>

T = et

Woallk s oscen gee gL o> v

W\ P

gk“) g \*\W(l e

WH = WL+ N i v (R
5 Wk + S’\mw © 1B
2 = e

£e) J (4R e ( Q‘““ )

)SV,LJQW(« ) d

On  Eows abyo azeo? > ;-L'i:l v‘)

./' 1 \7 3
> 3 *:\‘- IS Pos d R-y
AVRYE Y g 8 MWD ol oy, e

SLES RS IR TALS
g ) U\ AV RN (\A)

(B AYaNY “ RS a0 [T I‘-\i“‘ i e W) -



4+

de)a

’*)@“”“‘Mm«aw Sn onong ol ¢

poons Y\Ct'/i) = V'\-\-“u(,‘) + € vﬁ(’)\z
C\OvL Cfib.} T:JAH(\.“X‘) dx
2
CDEEEEN
N dode T conp G adnaeiiRy |
;M :c:> - 2/< W@‘-}"t;‘ﬁ'ﬂ?\@) / h&) >

o~ ey
-a‘, { ]

72(/\? A+ 4\ ‘Juuj&-'r'@ﬁécj\z

. Soic (-/ 'ﬁ.\\@_

Mo &
\ \‘,*‘,) \\\

I

<%(x) ¢ v /e >[
) (%

/

N (\W@)i Al '\‘\\Vﬁ\*ﬁ-

t
ol
yd
*{
P

Pt

wx uw@x M



¢ (ot Ty em)

Qvotﬁ\m) et n aew

Bn o o dowiold X :*’j W ‘w'\m (‘u\{‘ A M:)?,i[

g

ERTRN “?T“M UK de delivasis. e @ E\c\wj
4= [(Home]’
:jj;_ A (+,20) dat

o j <we [ ROD>
= Yl) = " dx
i ° o A+ vuml®

l—‘cg

QS)

Q\&ﬂmb P lu X . d&@ Ty @, AW QZ\ ef&xes‘\-~
“"*‘“"V"Q- PR d Q& = N\,\Mg
@ “(|
’U'('\.l&") = \:(;"L‘& 1'0\)
23 e NN SV ( 2(0+w a0 v
(%{ R o) 2 . U‘*ﬁ**’)/
= TU(~O) = YU (ql,gm) by
f:z,. DU — i 2 I‘T‘.’W 2 .
6’0)\ :’—’(\] At \V‘l\" ;'__> \ ,.A{-&OVC“PX& &W\. = S { \3/3+\W A @f”‘)\ »\.{9&\‘
- DRSS ) )



4o

TEY) = T
e Q L"‘LLG) Y L "i O T-’X\)
Taat Wi owe R mewal ~a AL esk o

um—— YA
. Y : ES . y
T ONOR

® o pae T, =w (e w e ARk (L2}
=L Ty el nadaely |

O msxs\A ‘-YL - K_MN_[_

‘x»*\faﬁi V@) = &fo\, R =R

O %’ 2, D x| el m&\m \s%\g M S
D Re &)

ona 4 > g’@‘» tﬂi{)
Mo B¢ T eX P, Ja?’o , %’(’a’) =0
on o . (ua(\:c\)/ = kuf(wq) "‘:;
a -
D || = 2w (e ? xS %
1|2
w )
\s¢

o= W ka)

(kY]

N ) e
»\(O\l, Yo Vﬁ 2 :_1 \DILP‘;‘U o Lf L\,{U x‘
|

= wilag, §
W by gy

=0

EXIOE 3 3
.\ e )

>4 1 i 1/
EARL . ,

X S——T
U PR

ED

) {/, . s N
| LN % (q’ _‘ .
o 2BID g
4

0 Ay




f ) » Foa . N . . o M‘ - i o8 o R
@%— Tk g't!-‘ o T R IR PR AE LR e OO &y nive

AT Qs - i"’k_l‘(’ii—l gﬁ\ \‘J'Bth Ay 50 3‘:\" o &‘:} (ligcf_/

Sz = w20 EL) D Uy adanly
Qv = Uy O e W e

F W)= W)= om T =0 awr Dedy
W) = Q) =0 | —

/- . Y /
Wn = A \lJf(\m/(r\) - W) <6 =D <o

2 -~ L
N a A=z : = @@= Adew/e
m 2D (,\z-,;\‘?-) WME = A o A2 AT D

Awly=_A __

{2 42
\ , < =AM e
o ¥ \ j;:""\ t \jrm‘._i]




o MAITRISE A MATHEMATQUES . ChO
| 37"‘"4“&““ 2 (porhdl 1) Janwin 43

_ S?n“" ,ﬁec (RN R)  _(h=1) .. Oh_suppona . Gue
A) —TF e ;mefmr'c;’;;(f_

E ?) V;‘i o /«,MMA Lok fyrenme . (cd

¥ R>e , T Mzo  +q . 4 %, RN T _
;fg,]flg).s.._&f ; Jl.ﬁ(x)s 943[3){ < M[X- 91_ ;

B :_:‘:C:i 2(.’ (_“-g;;‘;ﬁ_“s Y
Qn MHJ(:.. qu d  exill _ureh b pud R s/RN 7"?._
1‘9&) :(:’(x) ¥xe RV

A . CGwtwcko de B sk  (Fn )

(_’)n mfpc x,/ ./x Cm‘w
a. S x,‘;éx , 7 fm@ w,,_-P.fﬁq.

Mmfm Qu'd QKM& C.>o 4. Q.

 4._.__ ﬁ&'w C‘Wn) s -f(x.‘* fw,,) -Vf>o ey
. an. a&{;’# ‘eh7& VEA.'f\W (‘Jr) “# N oae

| -@“ '“M« /mawmw 42' Comapena @;44

2 . Mﬂ\fi& TM C)( )" M bcﬂ’K—UL EA" ‘i'“-‘l k;(?&hﬂ

en C(myo?wb‘z
3. S x5 £ < / /%m/ié“ ?m V(’>o ,“ 3 @n'fe]oﬁé— C-o
£,) = ,f(x)— (Wh{i « ¢ (e @an)‘v;t(x;)f&,;}
4: /'(ﬂh/ib Ferr ﬁi@’;\ —> o C[u.a/rd Aﬁv%/ /u.u; A

q e Yh‘-’—;(‘ SUorc] N —a A4 Oa






| N T
6\0(0&-“&'2—*‘ .o \-»‘-h.w Q_c,.\gwi =Y UAM/‘
(:w\*\*\bj;)

§e (R R | 2 1)
Y f SOUCOnNOr  coasit

Y,
3 vg’*’ me?emﬁ\ M’%‘““t :

on el = A -
N gl 3!:’.6‘:@“ / E(%) g () Y e RN

% ER
YO =z . o R w“‘f(xn)
g 3{¢;’>o\-15xr,,w)\gxn/ ") \éﬁ{o?fo
g a@) = Elarfory  peleeml
:‘}C‘-& & g"LR"R}

C\l)_,o) —DtR ?\ r=-.-:.~ec:c= W |\ X f']"UJ“n —

10 = Gow) | W0 a

F )= (EE M
= — <V§(zfn) Vg(z(,,>

——

>o

<0

%QO) =5t 76‘ f‘)tvo | = Eﬁ > %(f’) lf\\\\‘/

4 o
1\ 5 <o

mw@nmw '.:(ﬂt%::a(“nt/ﬁ‘wn



© S x,:F o g e 2%
9. g(xh*ﬁwh\ \4 6(1,\{'(0&1)“\ l;{f;o
'g(acwﬂ) |

Aot pen f;:O e g(x\k«) S EP \”‘n)

Asne. g(xy}“ oS une Swike .‘h‘m“w

a {(in\) > 5(&:) Con ':C-_L.U\(Sw;:\,{’
\6 {:t,;)‘) i Moisan ) PPN
- = FlEs) Lo, v L.

&W C:f,,)“ " BN
Mews 3 (g ) 55wl (-T {):rhﬁ‘.l‘\w-*:s TEN

faen

dove d(c‘c\nb "f/{‘;*«a@n“(@@’e R }l‘(bcﬂ‘ Q) s awaaalT q’(?(n%) N R

E
t WSy -
T o e anbhadidoin abec gﬁ(as) ~=u L
o ‘ /
dot (Ao n Dt
y =$T
€\"~ L L‘?“ R) )m\(' H dK”O A
; -~ 4! s 1
§ Fary ) = Cfoen ) g\““‘ﬁﬁ") T (@M&"
- ' A_;’ < ,‘i«: ‘ ‘/:#3\;0 l - &

S - b
§33‘") \‘f \‘7"\1 3’\.({ L\\ Y, r'*‘k.’b}f\\

e \.0,‘;*:(1:\3“\"}' L M) QUN 1‘/‘9("\7661,’ ¢ —-r;(;‘ (U,\) TZ.,) )



133

4) ~a i) =e

m-+4c0
{ i 2 . ; \; '.—’/.. - ,:ﬂa\‘ ;’: ‘ s nﬂ;‘;'v' R - 9 i
. [ <v5t*n“%ff\ =)y “’O> s T T T
R f,,,,»--‘ \M I
~ o B S
IR
3 @)
FOr u»u&\kx . m&\\\“\ can (’\@9(&,, \>
/ ~ A0y
WUl

. ?\.ﬁw [D_ S ,
N 4-0p> A BUh(? > a-sed
* // 2 > | >
ey -
» = {a 1"‘1 ) = m:l\) -—)Q
(=D - cc
’ L 5 = A
(}2.. w £ i 4{‘) i
. ' R . Ly |
1~ “r § A= jz 'S 5‘; 2N B ..;(i /‘b LOAN l;; Yz )



E oM SONRR AL Ky s < N et

W E AR

C7 o N s
bihag)y ™€

xﬂ& '%z

UX\\(“S;\’E‘

a

ER Y & ]

&%.\u: (i}h\!‘ﬁt%q

N



e v TR sl Aaw, L
ohe covmert (C/'?QD T LN Af
ex3: K el tha \on UL Ayerd AL L aevme -,

Université de Savoie, Licence de Mathématiques
Analyse, TD, Feuille 8 Janvier 1993 i »-Q/sz

?”Calcul Différentiel”

—_— Fw PR e

Exercice 1 (Normes construites 4 partir d’une base algébrique)

Soient E un espace vectoriel sur IR et (e;);er une base algébrique de E.

Soit z € E, on sait qu’il existe une unique famille, (););cs, de nombres réels telle que card{i € I'; \; #
0} < +oo, et 2 =& ;c; Aie; (noter que cette derniére somme a bien un sens, car il y a un nombre fini de
termes non nuls).

On pose :
el = Zierlil,
lzllz = (Zie(00)%)7, :
lzllo = supser|Ail- ;
1. Montrer que |||, ||.]|2 €t ||.]lc SOnt trois normes sur E.
2. Montrer que ||.||; est induite par un produit scalaire (donner le produit scalaire) et que ||.||; et |[.]|oo

ne sont pas induites par un produit scalaire si cardl > 1.

trois normes sont équivalentes. Si F est de dimension infinie, montrer que chacune des trois normes
n’est pas équivalente 4 chacune des deux autres.

3. Montrer que [|z]o < [|z[2 < ||2|li, pour tout z € E. Si E est de dimension finie, on sait que les

Exercice 2 (La limite d’une suite peut dépendre de la norme ...)
Soit F un e.v.n. sur R. On note ||.|| la norme sur E. On suppose que E est de dimension infinie.

1. Montrer qu'il existe (e;);er, base algébrique de E, telle que IN C T et (%)en — ¢y (pour la norme
de E) quand n — oo.

2. Montrer qu'il existe une autre norme sur FE, notée ||.||+, un élément non nul de E, noté a, et une
suite (an)new+ C F tels que :

a, — a, dans (E,|.|]), quandn — oo,
ap, — 0, dans (E,|.||+), quandn — co.

En déduire que a = a,, + b, avec :

by — 0, dans(E, “”)7 quand n — oo,
a, — 0, dans (E,|.|lx), quandn — oo.

Exercice 3 (La dérivée peut dépendre de la norme ...)
Soit £ un e.v.n. sur R. On note ||.|| la norme sur E. On suppose que E est de dimension infinie.
Montrer qu’il existe une autre norme sur F, notée ||.||., et une application f : IR — E telles que :

(i) f est dérivable (et différentiable) en 0 si on munit E de la norme ||.|. On note f'(0) cette dérivée |
(noter que f'(0) € E). \
(ii) f est dérivable (et différentiable) en 0 si on munit E de la norme ||.||,. On note f/(0) cette dérivée
(noter que f1(0) € E).

(iif) f'(0) # f2(0).



[on pourra définir f ainsi :

) = Len((n+ 1)t — 1) + Hgenpa(l —nt), 7 <t < &, ne N7,

n
£(0) =0,
f(t) = _f(—t)a t <0,
avec (e )nen+ convenablement choisié, conformément & P’exercice précédent.]

Exercice 4 (Différentiabilité de la norme)

1. Soit (E,||.]|) un espace vectoriel normé (sur R). Montrer que l'application : ¢ + ||z|| n’est pas
différentiable en 0.

2. On suppose maintenant que F est un espace de Hilbert (réel), on définit :
¢ E—R;¢(z) = (z/z),
P E— R ¢(a) = ||z

Montrer que ¢ est différentiable en tout point de F. Calculer D¢(z)(y), pour tout (:r:, y) € EXE,
et grad¢(z), pour tout z € E. Montrer que ¢ est différentiable en tout point de E \ {0}. Calculer
Dy(z)(y), pour tout z € E \ {0} et tout y € E. Calculer gradi(z), pour tout z € E.

Exercice 5 (Différentiabilité de la norme L?)
Soit £ = C([0,1],R). On définit f : E — IR par:

f(u) :‘/0 (u(t))*dt, Yu € E.

On munit E de la norme de L', ou de la norme de L™, f est elle différentiable en tout point de E?
(Traiter les deux cas séparément).
Exercice 6 (Différentiabilité de la norme L')

Soit E = L (IR, R, A). On munit E de la norme habituelle. On définit f : £ — IR par:

flw) = /0 lw(t)|dt, Yw € E.

Soit u € E. On pose Ay = {z € R;u(z) >0}, A_ ={z € R; u(z) <0}, 4o = {z € R; u(z) = 0}.

1. Soit v € E, v # 0. Montrer que f est dérivable en u dans la direction v et que :

f,'J(u):/v1A+d)\——/le_d/\-I—/Ivlled)\.

2. On suppose dans cette question que A(Aq) # 0. Montrer que I’application v +- f;(u) n’est pas
linéaire (de E dans R). En déduire que f n’est pas différentiable en u.

3. On suppose dans cette question que A(A4¢) = 0. Montrer que I'application v — f,(u) est linéaire
continue (de E dans R). Montrer cependant que f n’est pas différentiable en u. [On pourra calculer
flu+h), avec h = —2uly, A€ R\
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Fecclle Aes &/

Université de Savoie, Maitrise de Mathématiques
Calcul Différentiel et Optimisation, TD, Janvier 1993

L! Exercice 1{Théoréme de Stampacchia
Soient H un espace de Hilbert réel, a une forme bilinéaire continue et coercive (i.e. telle qu’il existe @ > 0
tel que a(u,u) ¥ of|ul|>,V u € H), T € H' (i.e. linéaire et continue de H dans IR), et K un convexe
fermé non vide de H. On va montrer qu'’il existe une et une seule solution au probléme suivant :

u€E K,
{ a(vv—u)>T(v—u), ¥V vEK. (P)

(Un probléme de ce type s’appelle ”inéquation variationn(élle”.)

1. Montrer qu’il existe z € H et A, opérateur linéaire continu de H dans H, tels que T'(v) = (z/v),
V veEH, et a(u,v) = (Au/v), V y,ve H.

2. Montrer que u est solution de (P) si et seulement si u = Pg(u — p(Au — 2)), ol Pk est le projecteur
(relatif au produit scalaire) sur le convexe K et p est un réel strictement positif quelconque.

3. Montrer que, pO‘Il{'r;u? choix convenable de p, I’application S, définie de H dans H par S,(u) =
P (u— pAu+ pz) es contractante. En déduire Pexistence et 'unicité de la solution du probléme (P).

4. Montrer que le théoréme de Stampacchia donne, comme cas particulier, le théoréme de Lax-Milgram.

5. On suppose maintenant que a est symétrique et on pose, pour v € H, J(v) = %a(v, v)—T'(v). Montrer
que u, solution de (P), est 'unique solution du probléeme de minimisation :

u€ K,
{ J(u)<J(v), YV veK. @)

Exercice 2] Probléme de I'obstacle Soient 2 un ouvert borné de RY (N > 1), ¥ une fonction de @

dans R et f € L (Q), on définit J : H}(Q) — IR par : J(v) = %/ |Vu(z)|?d=z ——/ f(z)v(z)dz, et on
Q o

considére ici le probléme suivant :

o @
J(u)<J(v), V veK={veH;(Q),v <4 pp}

1. On suppose que K # 0. Montrer que le probléme (Q) admet une solution unique, et donner la

formulation ”Inéquation variationnelle” du probléme. .

2. Montrer que si u est solution du probléme (Q), alors Au+ f est une distribution positive. [Considérer

la formulation Inéquation Variationnelle de (Q) avec une fonction v bien choisie).

3. Montrer que-si f € L*(), ¥ € H{(Q) et si la solution de (Q) appartient & H?(Q) (cette derniére

hypothése est difficile & vérifier), alors la solution du probléme (Q) est 'unique solution du probléme

suivant : '

u € HA(Q) N HL(Q)

Au —u)=0
(Bu D= =00 e
Au+f2>0pp

On suppose de plus que f € C(Q,IR), ¥ € C(Q,IR), et que la solution de (Q) appartient & C*(2,IR),
montrer que la solution de (Q) est I'unique solution du probléme suivant (dit ”probléme & frontiére
libre”) :
u € CHQ,R) N HX(Q) N Hj(Q)
usy |
Au(z) + f(z) =0siz € Q™ = {u < ¥} (PF2)
Au(z) + f(z) 2 0siz € Q° = {u= ¢}



hd

(6Q° s’appelle la frontiére libre). won ¢ 83 -
4. On prend ici N =1, Q =]0,1[, f =0, Y= I puis ,1/)",1141},, Donner u, solution de (Q), et donner
Au+ f, dans les deux cas. A-t-on u € H?(Q2)? En s’inspirant de ’exemple précédent, donner un exemple
avee N =1,Q=]0,1, f=0,9 € c([o, 1,R) et u ¢ HZ(Q) (et aussi u ¢ C’(Q,IR,)),

5. En considérant le cas N = 1, écrire le probléme obtenu en discrétisant le probléme (Q) a l'aide
d’élements finis P1. :

Exercice 3| Probléme de la digue Soit {2 un ouvert borné de RN, geH 1(Q2), ¢ > 0 pp. On rappelle le
théoreme de trace : 3 7 : H}(Q) — L?(8R), u +— yu, linéaire continue, telle que yu = u sur dQ si u €
HYQ)NC(Q). On définit K = {v € H(Q),v >0 pp ,v = g sur IQ (au sens yu = vg dans L?(60))}.
1. Montrer que K est un convexe fermé non vide de H!(R).

2. Montrer que le probléme suivant admet une unique solution :

ue K,
{ / Vu(z)V(v — u)(z)dz > -—/(v ~u)(z)dz, V veEK. (P)
a a :

3. On suppose maintenant qu’il existe o € CYRY,R), a = 0 sur Q°, a > 0 sur Q (cette hypothése
demande une certaine "régularité” de  ; par exemple, dans le cas ou 2 = B(0,1), on peut prendre

a(z) = T;Fl_—-—l) Montrer que :

{ u€ KNH}Q) { u€ KN H*Q)
=

LVu(z)V(v ~ u)(z)dz > —/n(v —u)(z)dz V vEK 2:: ; } gg ::: Ez i 8%
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Université de Savoie, Maitrise de Mathématiques
Calcul Différentiel et Optimisation, TD, Février 1993

D e R |
. Exercice leOient Q un ouvert borné de RN, N > 2, etp€Rtel que 1 < p <P, ol = x+§ On

va montrer ici qu’il existe u solution de :
-Au(z) = [u(z)Ptu(z), z€Q,
u(x) = 0, T E 09, (P)
u(z) >0, ze.

Pour cela, on commence par quelques rappels.
Rappels

1} Soit H un espace de Hilbert réel (par exemple H = H}(Q) ...) et soit (un)nenv C H une suite
bornée, alors il existe une sous-suite (un, )ren €t ¥ € H telles que u,, — u faiblement dans H,
c.ad. (un,/@)x — (u/@)m, pour tout ¢ € H. On peut en déduire (le montrer) que |julz <

limi :
lim inf [un, ||

2
2.| On rappelle que H}(R) s’injecte continiiment dans LI(Q2) pour tout g tel que 1 < ¢ <2* = N N2

si N> 2, et tel que 1 < g < +0osi N =2 (injections de Sobolev). Soit (un)new C H une suite
bornée de H}(R), alors il existe une sous-suite (un,)ren et u € LI(R) telles que un, — u dans

L1(Q), pour tout ¢ € {1, _NgN—2[ (On dit encore que I'injection canonique de Hg(2) dans L4(Q) est

compacte.)

Pour u € H}(Q), on pose : F(u) = / |gradu(z)|*dz, G(u) = / lu(z)[P+ dz
a Ja

1. Montrer que F et G € CY(HE(Q),IR) ; calculer DF(u) et DG(u). '
2. On pose A = {u € H}(Q),G(u) = 1}. Montrer qu'il existe @ € A tel que F(7) < F(u), Y u € A.
Montrer que T # 0, et qu'il existe A € IR} tel que —A% = A[u|P~'4 dans D'(Q).

3. Montrer qu'il existe v € H(Q) tel que —Av = [v[P~1v dans D'(Q).
Remarque : On peut aussi montrer qu’on peut prendre v > 0 sur §, en remarquant que, pour tout u € A,
il existe 7 € A, > 0, tel que F (%) < F(u).

'IExercice g Pour (z,y) € IR?, on pose : f(z,y) = —y, 9(z,y) = z? + y* — 1. Chercher les extréma de f
Tsous Ia contrainte g = 0.

JExercice 3?Soit a = (ay,...,an) € RY, a # 0. Pour z = (21,...,2,) € IRY, on pose : f(z) =
Sk n
Z |zi — ai|?, 9(z) = Z |z;|*. Chercher les extréma de f sous la contrainte g = 1.

i=1 i=1

gExercice 4 iSoit E = H'(]0,1[). On rappelle que E C C([0,1]). Soit ¢ € E ; pour z € E, on pose :

f(z) = = / ' Daodt - / o)), o(z) = ( 2(0) )
2 /o 0 z(1)
Noter que f envoie E dans IR et g envoie £ dans IR2. Chercher le minimum de f sous la contrainte
g=0. '
iExercice_ 5 ISOient A € R™" symétrique, B € R™" s.d.p., et b € IR"” .Caractériser les extréma relatifs
de J:v—J(v) = %(Av, v) — (b, v) sous la contrainte (Bv,v) = 1.
)
)




,Exercxce 6iSoient A € IR™™ une matrice s.d.p., b € R", j : R" — IR une fonction contmue convexe,
M-S

3 valeurs positives ou nulles (mais non nécessairement dérivable, par exemple j(v) = E ailvi|, a; > 0,

V i € {1,...,n}. Soit U une partie non vide, fermée convexe de IR". Pour v E IR", on pose J(v) =
—(Av v) — (b v) + j(v).
1, Montrer qu’il existe un et un seul u tel que :

ueU,J(u)<J(v) V vel (1)
2. Soit u € U, montrer que u est solution de (1) ssi (Au—b,v — u)+j(v)—j(u) >0, YveU.
£ pa -2 T nn : n s a8 : :
{Exercice 7Soient A € R™" une matrice s.d.p. et b € IR", on considére la fonctionnelle quadratique :

A\ml_—_.‘
J(v) = ( v,v) — (b,v), v € R". Soient C € R™" et d € R™. On pose U = {veR",Cv=d}, eton

suppose que U#0.
1. Montrer qu’il existe un et un seul u tel que :

welU,Ju)<J(v) ¥V velU ' (1)

2. Montrer que :

)y —
(1) <= u € U, Au—b € (KerC)* <3 )‘emm,{ é’;:g/\_b

3. On suppose que rang(C) = m (on a donc m < n). Exprimer u en fonction de 4,5,C, d. [On pourra
remarquer que Ker C* = {0} et que donc CA™*C" est inversible].

Exercice 8 :“Boient. f et g : R? — IR, définies par : f(z,y) = vy, et g(z,¥) = P - 22

K =1{(z,y) € R*g(z,y) = 0}.

1. Calculer le minimum de f sur K et le point (Z,7) ol ce minimum est atteint.

2. Existe-t-il A tel que Df(Z,7%) = ADg(Z,%) ? \

3. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme des multiplicateurs de Lagrange ?
l’.Que trouve-t-on lorsqu’on applique la méthode dite ”de Lagrange” pour trouver (Z,y) 7

On pose
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