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Exercice 1

Exprimer a l'aide d’intervalles de R les ensembles suivants :
L {reR;2<|z| <6}, {xreR;3 < |z| < T},
2. {x € R; |z] > a} (a € R est donné, discuter suivant les valeurs de a),
3. {z € R; |z| < e} (avec € > 0, donné).

Exercice 2

Soit x € [-2,1] et y € [2,3]. Donner des encadrements des quantités suivantes :
r+y, -y, —20x+y, —T—y, Y.

Exercice 3

Soit a, b € R. Montrer les implications suivantes :
1. Ve>0,|a|<e)=a=0.
2. (Ve>0,a<b+e)=a<hb.
3. Ve>0,la—0b<e)=a=0.

Pour les exercices suivants, on rappelle que si A est une partie non vide majorée de R, il
existe un nombre réel, noté sup(A), qui est le plus petit des majorants de A. De méme,
si A est une partie non vide minorée de R, il existe un nombre réel, noté inf(A), qui est
le plus grand des minorants de A.

Exercice 4

Soit A est une partie non vide majorée de R. On pose —A = {—a, a € A}. Montrer que
— A est une partie non vide minorée R. Comparer inf(—A) et sup(A).

Exercice 5

Soit A et B deux parties non vides de R t.q. A C B. On suppose que B est majorée.
Montrer que A est majorée et que sup(A) < sup(B). Cette derniere inégalité est-elle
nécessairement stricte si I'inclusion de A dans B est stricte ?

Exercice 6

Soit A et B deux parties non vides majorées de R. On pose A+ B ={a+b,a € A et
b € B}. Montrer que A + B est majorée et comparer sup(A + B) et sup(A) + sup(B).



Exercice 7
1. Montrer que toute suite convergente dans R est bornée (c’est-a-dire majorée et
minorée).
2. Montrer que toute suite croissante majorée est convergente dans R.
Exercice 8
Soit A une partie non vide de R.

1. On suppose que A est majorée et on pose a = sup(A). Montrer qu’il existe une
suite d’éléments de A qui converge vers a.

2. On suppose que A n’est pas majorée. Montrer qu’il existe une suite d’éléments de
A qui converge vers 'infini.

Exercice 9

Soit [ € R, a € R, (up)nen une suite et f une application de R dans R. Ecrire a 'aide des
quantificateurs les phrases suivantes :

1. La suite (u,)nen ne tend pas vers | quand n tend vers +oo.
2. La suite (up)nen tend vers +o0o quand n tend vers +oo.
3. f(x) ne tend pas vers [ quand z tend vers a.

4. f(x) ne tend pas vers [ quand z tend vers +oo.
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Exercice 1 (Limite, limite & droite et limite & gauche)

Soit @ € R et [ € IR. Soit f une application définie sur A =R \ {a} a valeurs dans R.

1.

4.

Montrer que f admet [ comme limite en a si et seulement si f admet (en a) [ comme
limite a droite et comme limite a gauche.

. Montrer que f admet [ comme limite a gauche en a si et seulement si f vérifie la

condition suivante :

Pour toute suite (x,),en de points de A,
z, 1 a, quand n — oo = f(x,) — [, quand n — oo,
ou x, T a quand n — oo signifie a = lim,,_,» x, et ,41 > z, pour tout n € IN.

Montrer que f admet [ comme limite a droite en a si et seulement si f vérifie la
condition suivante :

Pour toute suite (x,),en de points de A,
T, | a, quand n — oo = f(x,) — [, quand n — oo.
ou x, | a quand n — oo signifie a = lim,, . x, et z,41 < z, pour tout n € IN.

Reprendre les questions 1, 2 et 3 avec | = oo et avec [ = —o0.

Exercice 2 (Opérations sur les limites)

Soit a,b € R, a < b et I =]a,b[. Soit f et g deux applications de I dans IR et [;m € RR.
On suppose que | = lim, ., 450 f(2) et m = lim, 4 450 9(2).

1.
2.

Montrer que | +m = lim, ., .~q(f + 9)(2).

On suppose que m # 0. Montrer qu’il existe ¢ €]a,b[ t.q. g(z) # 0 pour tout
x € J =|a, c[. Montrer que % =limy_.q 254 %.

On suppose que m = 0, [ > 0 et que g(z) > 0 pour tout = € I. Montrer que
lim,_.q 254 % = 00.
On prend ici @ = 0, b = 1, f(z) = sin() et g(x) = z. Les applications fg et f/g

(qui est bien définie sur I) ont-elles une limite a droite en 0 7

Exercice 3 (Quelques exemples. . .)

Pour les exemples suivants, la fonction f est définie sur I = R.



1. On définit f par f(z) = x + @ pour x # 0 et f(0) = 1. L’application f a-t-elle
une limite en 0 7 une limite & droite en 0 7 une limite a gauche en 0 7

2. On définit f par f(z) = Va2 +a2+ 1 — (z + 1) pour tout z. Quelle la limite de f
en +oo 7

3. On définit f par f(z) = sm(\ﬁ) pour x # 0 et f(0) = 1. L’application f a-t-elle une
limite en 0 7 une limite a dr01te en 0 7 une limite a gauche en 0 ?

4. Pour z € R, on note E(z) = sup{n € Z; n < x}. On définit f par f(x) =
xr —/x — E(x) pour tout x # 0. Soit n € Z, L’application f a-t-elle une limite en
n 7 une limite a droite en n 7 une limite a gauche en n 7

Exercice 4 (Autres exemples. . .)

1. f(x) = YE—set2

2z2—x—1

pour = €]0,1[. Quelle est la limite (& gauche) de f en 17

2. f(zx) = ﬁiﬁi:\/— V;‘iii pour z €]0,1[. Quelle est la limite (& droite) de f en 0 7

3. Soit a > 0. On définit f par f(x) = (1”) pour z €]0,1[. Quelle est la limite (&
droite) de fen 0 7

4. f(z) = (1 +sinz)z pour z €]0,1[. Quelle est la limite (& droite) de f en 0 ?

Exercice 5 (Fonction périodique admettant une limite)

Soit f une application de IR dans IR. on suppose qu’il existe T'> 0 t.q. f(z+T) = f(x)
pour tout € IR (on dit alors que f est périodique de période T'). On suppose de plus
que f admet une limite finie, notée [, en +oc.

1. Montrer que pour tout € > 0 et tout z € R, on a |f(z) — | <e.
2. En déduire que f est une fonction constante.

Exercice 6 (Fonctions monotones)

Soit a,b € R, a < b et I =|a,b[. Soit f une application strictement croissante de I dans
IR. On pose A ={f(x), x € [}, « =inf A et 3 = sup A.

1. Montrer que f(r) — a quand x — a (on pourra distinguer les cas @ € R et
a = —o0). Montrer que f(z) — 3 quand = — b.

2. Soit ¢ € I. Montrer que f admet une limite a droite en ¢, notée f;(c), et une limite
a gauche en ¢, notée fy(c). Montrer que f,(c) < f(c) < fa(c).

3. On suppose que fi(c) = f,(c) pour tout ¢ € I (avec fy et f, définies a la question
précédente). Montrer que f est continue et que f est bijective de |a, b[ dans |, (].
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Exercice 1 (Fonction continue, non nulle en un point)

Soit f une fonction de IR dans IR et ¢ € IR. On suppose que f est continue en a et que
f(a) # 0. Montrer que f est non nulle sur un intervalle ouvert contenant a.

Exercice 2 (Limite en +00)

Soit f : IR — IR définie par f(x) = sin(x) pour tout x € IR. La fonction f admet-elle
une limite en 400 7

Exercice 3 (Fonction lipschitzienne)

Soit f : IR — R et k € IR,. On suppose que |f(x)— f(y)| < k|z—y| pour tout x,y € R.
Montrer que f est continue (sur tout R).

Exercice 4

Pour quelle valeur de « la fonction f, définie ci-apres, est-elle continue sur IR 7

13378 .
_ ) S sia#2
f(x) { o stz =2

Exercice 5 (Polynéme de degré impair)

Montrer que toute fonction polynome de IR dans IR, de degré impair, s’annule en au moins
un point.

Exercice 6 (Existence d’un maximum)

Soit f une fonction continue de IRy dans IR . On suppose que lim, ., f(z) = 0. Montrer
que f admet un maximum (c’est-a-dire qu’il existe a € R, t.q., pour tout x € R,

f(z) < f(a)).

Exercice 7 (Injectivité et continuité donne monotonie)

Soit a,b € R, a < b, et f [a,b] — IR continue et injective. Montrer que f est monotone.
[Utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires.]

Exercice 8 (Prolongement par continuité)

Soit f I'application de R \ {—1,1} dans IR définie par :

=222 —x+2

1. La fonction f est-elle continue en 0 7



2. Calculer lim,_,_ f(z) et lim,_; f(x).

3. Existe-t-il une fonction g définie et continue sur IR et qui est égale & f sur IR\
{-1,1} 7
Exercice 9

Soit f et g deux fonctions de [0,1] dans IR, continues et t.q. f(0) = g(1) = 0 et g(0) =
f(1) = 1. Montrer que :

VA e Ry, dz €[0,1], f(z) = Ag(z).

Exercice 10 (Moyennes harmonique et arithmétique)

1. Montrer que, pour tout a,b € IR t.q. 0 < a < b, on a :

2ab a-+b

b.
a+b< 2 <

a <

2. Soit ug,v9 € R t.q. 0 < ug < vg. On définit, par récurrence, les suites (u,)nen €t

(Un)nE]N par :
2u,0,, Uy + U
Un+1 = —— Un41 =
n u, + Un’ n 2

(a) Montrer que les suites (uy)new €t (Un)new sont bien définies (c’est-a-dire que
U, + v, # 0 pour tout n € IN) et que les suites (u,)nen €t (Vn)nenw sont con-
vergentes (dans IR).

(b) Montrer que lim,, o t, = lim, o V.
(c) Vérifier que la suite (u,v,)new est constante.

(d) Donner la limite commune au suites (tn)nen €t (Vn)nen-
Exercice 11 (Valeur intermédiaire)

Soit f une fonction continue de [0, 1] dans RR.

1. Montrer que pour tout ¢t € [0, 1], 'ensemble {s € [0,1] t.q. f(s) = M} est non
vide.

Pout ¢ € [0, 1], on pose ¢(t) = inf{s € [0,1] t.q. f(s) = M}
2. Montrer que ¢(t) € [0, 1] et que f(p(t)) = M_

3. Montrer que si f est strictement croissante, 'application ¢ ainsi définie de [0, 1]
dans [0, 1] est continue.

4. Donner un exemple de fonction f pour lequel la fonction ¢ n’est pas continue.



Université de Marseille, février 2007
Licence de Mathématiques, lere année
Analyse, 2eme semestre, td4
Exercice 1 (Fonction dont I’image est discrete)
Soit f : IR — IR une fonction continue (en tout point de IR).

1. On suppose que f(x) € {0,1}, pour tout = € IR. Montrer que f est constante. [utiliser le théoréme
des valeurs intermédiaires.]

2. On remplace maintenant I'hypothese “f(x) € {0,1}, pour tout z € IR” par “card{f(z),z € R} <
00”. Peut on aussi montrer que f est constante ? (justifier la réponse. .. )

Exercice 2 (Continuité de “max” et “min”)

1. Montrer que, pour tout z,y € R, max{z,y} = $(z+y+ |z —y|) et min{z,y} = L(z+y— [z —y|).

2. Soit f et g deux applications de IR dans IR. On définit les applications fTg et f1g de IR dans IR
par :
(fTg)(x) = max{f(z),9(x)}, (fLg)(x) =min{f(z),g(x)}, pourz € R.

Soit a € IR. On suppose que f et g sont continues en a. Montrer que fTg et f1lg sont continues
en a.
Exercice 3 (Convexe implique continue)

Soit f une application de IR dans IR. On suppose que f est convexe, c’est & dire que f(tx + (1 —t)y) <
tf(z) 4+ (1 —t)f(y) pour tout ¢ € [0,1] et pour tout z,y € R.
On pose a = f(1) = f(0), B = f(0) = f(=1) et v = max{|a], [5]}.
1. Soit = €]0,1[. Montrer que Bz < f(z) — f(0) < ax. [Utiliser le fait que x = ¢1 + (1 — t)0, avec
t=x,et 0=tx+ (1 —t)(-1), avec t = H%]

2. Soit x €] — 1,1[. Montrer que |f(z) — f(0)] < 7v|z|. En déduire que f est continue en 0.
3. Montrer que f est continue en tout point de IR.

Exercice 4 (Borne supérieure atteinte)

Soit f une application continue de R} dans IR, (on rappelle que IRy = [0,00[). On suppose que
lim, o f(z) = 0. Monter que {f(z), x € R4} est majoré est qu'il existe a € R t.q. f(a) = sup{f(z),
T € IR+}

Exercice 5 (Exercice sur les valeurs intermédiaires)

Soit f une application continue de [0,1] dans IR t.q. f(0) = f(1). Soit n € IN*. pour z € [0,1 — 1], on

pose g(z) = f(z + ) — f(2).
1. Montrer que S7—, g(£) = 0.
2. Montrer qu'il existe xg,z1 € [0,1 — %] t.q. g(zo) <0et g(xzy) > 0.

3. Monter quil existe z € [0,1— 1] t.q. f(z+ 1) = f(2).
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Exercice 1 (Opérations sur les dérivées)
Soit —oo < a < b < 00, x €]a,b et f,g deux applications de ]a, b[ dans IR. On suppose que f et g sont
dérivables en z.

1. Montrer que (f + g) est dérivable en x et (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(x).

2. Montrer que fg est dérivable en z et (fg)'(z) = f/(x)g(x) + f(z)g' ().

3. On suppose que g(y) # 0 pour tout y €]a,b]. Montrer que f/g est dérivable en x et que :

(2)1'(x) — ()9’ ()

/ 9

Exercice 2 (Dérivée en un point)

Soit f une application continue de IR dans IR. On suppose que [ est dérivable pour tout x # 0 et que f’
(définie sur IR*) admet une limite en 0, notée I. Montrer que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1. [On
pourra utiliser le théoréme des accroissements finis.]

Exercice 3 (Dérivabilité de = — |z|%)

Etudier, selon les valeurs du parametre a > 0, la continuité et la dérivabilité de I’application f de IR dans
IR définie par f(z) = |z|* pour tout z € R* et f(0) = 0.

Exercice 4 (Dérivée non continue)

On définit f de IR dans IR par :
f(z) =0, six <0,

1
f(z) =2%sin —, six > 0.
x
Montrer que f est dérivable en tout point de IR et calculer f’(z) pour tout x € IR. La dérivée de f
est-elle continue ?
Exercice 5 (Dérivée et propriété des valeurs intermédiaires)

Soit —00 < a < b < oo et f une application de ]a,b[ dans IR. On suppose que f est dérivable pour
tout x €]a, b[. On va montrer, dans cet exercice, que f’ (définie sur ]a, b[) vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires.

Soit ¢, d €la,b], ¢ < d, et v appartenant & 'intervalle ouvert dont les bornes sont f'(c) et f'(d).

1. Montrer qu’il existe n €]0,d — ¢[ t.q. 7 appartienne & l'intervalle ouvert dont les bornes sont
fleAm)=f(e) o Sld=m)=f(d)
7 -1

2. On définit g de [¢,d — 7] dans IR (avec 1 donné par la question précédente) par :

fl@+n) - fl@)
n

g(x) =

, pour x € [¢,d — 7).

Montrer que g est continue sur Uintervalle [¢,d — 7] et en déduire qu’il existe y € [¢,d — 7] t.q.
9(y) = -

3. Montrer qu’il existe z € [¢,d] t.q. f'(z) =17.



Exercice 6 (Propriété des valeurs intermédiaires n’implique pas continuité)

En utilisant les deux exercices précédents, donner un exemple d’application de IR dans IR vérifiant la
propriété des valeurs intermédiaires et non continue.

Exercice 7 (Accroissements finis “généralisés”)

Soit a,b € R, a < b. Soit f et g deux applications continues de [a, b] dans IR. On suppose que f et g est
dérivables pour tout z €]a, b[ et que ¢'(z) # 0 pour tout = €]a, b|.

1. Montrer que g(z) — g(a) # 0 pour tout z €]a, b].

2. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b t.q. :

[On pourra considérer la fonction u définie sur [a, b] par u(x) = f(z) — %g(m).]

Exercice 8

Soit a,b € IR, a < b. Soit f une application continue de [a,b] dans IR. On suppose que f est deux fois
dérivable pour tout = €]a, b| (c’est-a-dire que f est dérivable pour tout = €]a,b[ et que f’, qui est donc
définie sur |a, b[, est aussi dérivable pour tout = €la, b[). Soit z¢ €la, b].

1. Montrer qu’il existe A € IR t.q. :

(o) = f(a) + LU D gy 4 0= 20,
2. On définit ¢ sur [a, b] par :
ol) = f(a) — fla) - LO D gy o)y
Montrer qu'il existe ¢ €la, zo| et d €lao, b t.q. ¢'(c) = ¢'(d) = 0.
3. Montrer qu'il existe 6 €]a, b] t.q. :
f(ao) = fa) + L LD g gy 4 om0 =0 g

Exercice 9

Pour x € IR, on pose f(x) = x4 e”. Montrer que f est strictement croissante, continue et bijective de IR
dans IR. On note g 'application récirpoque de f. Montrer que g est deux fois dérivable sur IR. Calculer

g'(1) et g"(1).
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Exercice 1 (Dérivabilité en un point)

Soit f une application continue de IR dans IR et a € IR.

1. On suppose que f est dérivable en tout point z différent de a et que f’ (définie sur IR \ {a}) admet
une limite en a, notée a;. Montrer que f est dérivable en a et que f'(a) = a;. [Cette question a été
faite au TD 5 avec a = 0.]

2. On suppose que f est de classe C* sur R\ {a} et que, pour tout n € IN*, f(®) (définie sur R\ {a})
admet une limite en a, notée a,,. Montrer que f est de classe C* sur IR. [On pourra raisonner par
récurrence sur n.]

Exercice 2 (Fonction C™° non analytique)
On définit f de IR dans IR par :

8l

=e =, six >0,
f(z) =0, siz <0.

1. Montrer que f est de classe C* sur | — 00, 0[ et sur |0, oo

2. Montrer que, pour tout n € IN, il existe un polynoéme p,, t.q.

M (z) = pxnigf)e_%, sixz > 0.

3. Soit n € IN.

(a) Soit p € ZZ, Montrer que :

e

8=

lim
z—0,2>0 P
[On rappelle que e* > Z—? pour tout u > 0 et tout ¢ € IN.]
(b) Montrer que lim, ¢ ..o f™ (z) = 0.
4. Montrer que f est de classe C* (sur R).

5. Montrer que f n’est pas analytique.

Exercice 3 (DL, exemple 1)
On définit f sur ] — oo, 1] par :

f(z) = arctan — o

Donner le développement limité a ’ordre 3 de f en 0.

Exercice 4 (DL d’un polynome...)

Donner le développement limité & 1'ordre 7 en —1 de la fonction f définie sur IR par f(z) = 2% — 1.

Exercice 5 (Utilisation des DL)

Donner la limite en 0 de f définie sur ]0, co[ par :



Exercice 6 (Etude de fonction)

Etudier la fonction f définie sur IR par :
f(z) =zarctanz, z € R.
[Montrer que f est paire. Calculer f’ et f”. Etudier les asymptotes.]

Exercice 7 (DL, exemple 2)
On définit f sur IR par f(z) = e T six #0et f(0)=0.

[t

. Montrer que f est de classe C*°. [Reprendre un exercice précédent. . . ]

2. Calculer [’ et f7.

3. Montrer que f est paire, donner son tableau de variation et sa limite en +oc0.

4. Donner le développement limité de f en 0.

Exercice 8 (DL, exemple 3, fastidieux...)

On définit f sur |0, 00] par f(x) =1/ w.
1. Montrer que f admet une limite (finie) en 0, notée I. On pose dans la suite f(0) = .
2. Donner un développement limité a ’ordre 3 en 0 de f.

Exercice 9 (DL d’une fonction réciproque)
On définit f sur R par f(z) = 2z + sinz.

1. Montrer que f est une bijection de IR dans IR, strictement croissante. On note, dans la suite, g sa
fonction réciproque.

2. Montrer que f et g sont dérivables en tout point de IR.
3. Donner le développement limité a 'ordre 3 en 0 de g.

Exercice 10 (Bolzano-Weierstrass)

Soit —0o < a < b < 00 et (,)newN une suite de points de [a, b].

1. Pour tout n € IN*, on pose a, = inf{z,, p > n}. Montrer que la suite (a,)nen+ est une suite
croissante majorée. En déduire qu'il existe x € [a,b] t.q. a, — x quand n — oo.

2. Montrer que, pour n € IN*, il existe ¢(n) > n t.q. [Zy(m) — an| < L (o a, est défini a la question
précédente). En déduire que ,(,) — = quand n — oo (ol x est défini a la question précédente).

Exercice 11 (Théoréme de Heine)

Soit —00 < a < b < 0o et f une application de [a,b] dans IR.
1. On suppose que f n’est pas uniformément continue.

(a) Montrer qu’il existe € > 0 t.q., pour tout n € IN*, il existe @,y € [a,] t.q. |2, —yn| < L et
|f(@n) — fyn)| Z €.

(b) Montrer qu’il existe un point = € [a,b] t.q. f ne soit pas continue en x. [Utiliser 'exercice
précédent.]

2. On suppose que f est continue (sur [a,b]). Montrer que f est uniformément continue (sur [a, b]).
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Exercice 1 (Condition nécessaire et condition suffisante de minimalité)

Soit f une application IR dans IR et a € IR.

1. On suppose que f est de classe C! et que f admet un minimum local en a. Montrer que f’(a) = 0.

2. On suppose que f est de classe C2, f'(a) = 0 et f”(a) > 0. Montrer que f admet un minimum
local en a.

3. Donner un exemple pour lequel f est de classe C2, f'(a) = 0, f”(a) = 0 et f n’admet pas un
minimum local en a.

Exercice 2 (Equivalents)

1. Soit @ > 0. Montrer que (1 + x)® ~ ax en 0.
2. Montrer que (1 + x + 22) ~ 2% en +oo0.

3. Soit f, g, h des applications de IR dans IR et A, € IR. On suppose que f ~ Ah et g ~ ph en 0 et
que A+ p # 0. Montrer que (f + g) ~ (A4 u)h en 0. Donner un exemple ou ce résultat est faux si
A4 pu=0.

4. Soit f et g des applications de R dans IR. On suppose que f(z) > 0 et g(xz) > 0 pour tout = € R,
f~genO0etlim, o f(z) =00. On pose h(z) = In(z) our > 0. Montrer que ho f ~ hog en 0.

5. Soit f, g, h des applications de IR dans IR. On suppose que f ~ h en 0 et que g = o(h) au voisinage
de 0. Montrer que (f +g) ~ h en 0.
Exercice 3 (Limlte a ’infini)
Soit f une fonction dérivable de |0,00][ dans IR. On suppose que lim,_. f'(z) = 0. Montrer que

lim, o £ = 0.

Exercice 4 (Prolongement par continuité)

Pour z €]0, 1], on pose f(z) = ﬁ Peut on prolonger f par continuité en 0 et en 1 ?

Exercice 5 (Calcul de primitives)

1. Soit f de IR dans IR définie par f(z) = 2* 4 322 — z. Calculer F de IR dans IR t.q. F' = f et
F(0)=0.

2. Soit f de Ry dans IR définie par f(z) = \/zlﬁ Calculer F de Ry dans R t.q. F' = f et F(0) =0.

3. Soit f de R} dans R définie par f(z) = % Calculer F' de R’ dans R t.q. F' = f et
F(1) =0.

Exercice 6 (Limite en 0)

Trouver les limites en 0 des fonctions suivanates, définies sur IR* :

1 1 arctan(z) — x

f(x) = (m —cos(x)), g(x) =

e* — cos(x) — sin(z)
=5 .

sin(z) —x hz) = x?

Exercice 7 (DL3)



in(z) — cos(z) + tan(z) + .

x

Calculer le DL3 en 0 de f définie pour €] — 1, 1] par f(x) =s
Calculer le DL3 en 7 de f définie pour  €]0, 7 par f(z) = In(sin(z)).

Exercice 8 (DL4)
Donner le DL4 en 0 des fonctions suivantes (définies de IR dans IR) :
f(2) = (1 +V1+ 223, gla) = (@),

Exercice 9 (DLn)
On définit f de IR dans IR par :

fa) = sy sz £
=1 .

Montrer que f est continue en 0 et admet un DLn en 0, pour tout n € IN*.

Exercice 10 (Equivalents)
Soit f, g, p,v définies pour tout x € R par f(z) = 2> + 1, g(x) = 2* + 1, p(x) = 23 — 32, Y(z) = 2>.

1. Montrer que f ~ g en 0.
2. Montrer que In(f) et In(g) sont définies sur | — 1, 00 et que In(f) ~ In(g) en 0.
3. Montrer que ¢ ~ ¥ en +oc0.

4. Montrer que e¥ ~ e¥ en +oo.

Exercice 11 (Fonction indéfiniment dérivable et & support compact)
On définit f de IR dans R par :

flz)=0, siz < —1,

1
flx)=e=2-1,s1 —1<z<]l,
flz) =0, siz>1.

1. Montrer que f est continue en tout point de IR

2. (a) Montrer que f est de classe C* sur | — 1, 1].
(b) Soit n € IN*. Montrer qu’il existe deux polyndmes p,, et g, t.q.:

€T 1
f(”)(x) = P )612*1, pour tout —1 <z < 1.
(On ne demande de calculer p,, et ¢, mais seulement de montrer leur existence.)
(c) Soit n € IN*. Montrer que lim,_,1 z<1 f(”)(x) =0.
3. Montrer que f est de classe C*° sur IR. [On pourra utiliser le résultat suivant, vu en cours et en
TD : Soit co < b < a < ¢ < 0o et g une application de |b, ¢[ dans IR. On suppose que g est dérivable

pour tout x €]b, ¢[, x # a, et que g’ (définie sur |b, ¢c[\{a}) admet une limite en a, notée I. Alors, g
est dérivable en a et ¢'(a) = 1]

4. Soit n € IN*, donner le développement limité de f, & I'ordre n, au point 1.
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Exercice 1 (Formule de la moyenne)

Soit —0o0 < a < b < 0o et f une application continue de [a,b] dans IR. On note A = {f(z),z € [a,}],
m = inf A et M = sup A.

1. Montrer qu’il existe p € [m, M] t.q. :

2. Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] t.q. :
b
[ e = 100 a).

Exercice 2 (Intégrale d’une fonction positive)

Soit —0o < a < b < o0 et f une application continue de [a,b] dans IR. On suppose que f(z) > 0 pour
tout x € [a,b], et qu'il existe ¢ € [a,b] t.q. f(c) > 0. Montrer que f: f(z)dz > 0.

Exercice 3 (Intégrale impropre)

On définit 'application f de IR dans IR par :

fl@)=0, siz <0,
f(z)=2%sin, siz>0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de IR.
2. Montrer que f’ est continue en tout point sauf 0.

3. Soit 0 < a < b < co. Montrer que :
b
16~ f@ = [ 7w

4. Soit @ > 0. Pour 0 < z < a, on pose, g(z) = [ f/(t)dt. Montrer que g(z) a une limite (dans IR)
quand z — 0, avec > 0. On note (improprement. ..car f’ n’est pas continue sur [0, a]) foa f(t)de
cette limite. Montrer que :

f(a)— £(0) = / o

Exercice 4 (Calcul d’intégrales)

Calculer les intégrales suivantes :

3 4 2 2
3 e —1 / 1
z°dx, ———dx, ——dux.
/o /1 z? 0o vVe+1

Exercice 5 (Convergence de ’intégrale)

Soit (¢n)new une suite d’applications continues de [0,1] dans IR et ¢ une application continue de [0, 1]
dans IR. On suppose que @, — ¢ simplement quand n — oo (c’est-a-dire que lim, o @, () = p(z),

pour tout x € [0, 1]).



1 1 1
. Montrer que si lim |on(x) — o(x)| dz = 0, alors lim on(z)dx = / o(x) d.

n—oo 0

1 1
. Montrer que si (¢, )nen converge uniformément vers ¢, alors lim on(x)de = / o(z) de.
0

n—oo 0

. Donner un exemple pour lequel (p,)nen ne converge pas uniformément vers ¢ et :
1

lim on(x)de = /0 o(z) dx.

n—oo 0

1 1
. Donner un exemple pour lequel lim / on(z) dx # / o(x) d.
n=eeJo 0

. Si la suite (¢n)nen satisfait les deux conditions :

(a) Pour tout €, 0 < & < 1, (¢n)nen converge uniformément vers ¢ sur g, 1],
(b) Les ¢, sont & valeurs dans [—1, +1],
1

1
montrer que lim on(x)de = / o(z) dz.
0

n—oo 0
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Exercice 1 Point fixe
I =0,1], soit f une application croissante de I dans I.
On pose
A={z el f(x) <z}

Montrer que

(i)-A # 0.

(ii)-z € A= f(z) € A

(iii)-A possede une borne inférieure a € I.

(iv)-f(a) = a.

Enoncer le théoreme ainsi démontré.

Exercice 2 Densité de Q dans R

Pour toit z € R et tout € > 0, construire z. € Q tel que |z — z.| < e.

Exercice 3 Moyenne de Césaro

1)-Soit une suite de nombres réels (uy,) , on définit la suite v, = “F=F On admet que si (u,)converge
vers | € C, alors (v,) converge vers [.

(a)-Montrer que (uy,) tend vers +oo implique que v, diverge vers +oo.

(b)-On suppose que la suite (u,) est croissante, montrer que

lim v, =1¢€ Ry = limu, = [.

n—-+oo

2)-
(a)-Généralisation. Soit (A,) une suite de nombres réels strictement positifs et (u,) une suite complexe
qui converge vers [ € C'. On suppose que

li =
(D ) = +o0

Montrer que la suite
k=
_ Zk Akt

Un = [y e—
2h=1 Mk

converge vers [,i;e:

k=n k=
A
lim ( g Ak) =400, lim u, =1, = lim Zkk Rk
— n—-+00 n—-+o00 Z k
k= k=
(b)-En déduire que
i L+V2+V3+..+ ¥n

n—-+00 n

=1.

(c)-En déduire aussi que si lim, . yoo (241 — 2n) = [ alors limg, oo 22 = 1.
Exercice 4
Soit f une fonction définie sur R™ et vérifiant I’équation fonctionnelle

Ve,ye R : f(z+y) = f(x)f(y).

1- Vérifier que f est a valeurs positives ou nulles.
2- Montrer que si f(0) = 0 alors f est identiquement nulle.



Dans ce qui suit on suppose que [ n’est pas identiquement nulle.
3- Calculer f(0).
4- Soit x € RT et n € N*, exprimer f(nz) et f(£) en fonction de f(x) et n.
5- Soit x € RT et p,q deux entiers naturels strictement positifs. On pose r = g,En calculant f(g(rx))
de deux manieres différentes, exprimer f(rz) en fonction de f(z) et r.
6- Dans cette question on suppose qu’il existe a > 0 tel que f(a) =0 .
(i) Construire une suite (z,,) de réels strictement positifs convergeant vers 0 tellle que f(z,) = 0 pour
tout n € N.
(i) Montrer que la fonction f est nulle sur R+,
Dans ce qui suit on suppose que [ est a valeurs strictement positives.
7- On suppose dans cette question que f est continue & droite sur RT. Montrer qu’il existe un réel a tel
que f(z) = e pour tout x € RT.
8- On suppose que f est continue & droite en 0, montrer que f est continue & droite en tout point de R
et conclure.
9-On suppose qu’il existe deux réels A, B vérifiant 0 < A < B tels que f soit majorée sur [A, B].
(i) Montrer que sur [0, B — A], f est minorée de borne inférieure strictement positive.
(ii) Montrer que f est continue a droite de 0.
8-Enoncer le résultat démontré.
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Exercice 1

1.1

~ f: I — Idonc f(1) < 1donc 1€ A et par suite A # ()

1.2

— Soit € A, on a donc f(z) < z. Par croissance de la fonction f on en déduit que f[f(z)] < f(z).
ie: f(x) € A.

1.3

— A est une partie de R non vide et minorée par 0 donc A admet une borne inf. Notons a = inf A.

1.4

— Supposons f(a) < a, alors par croissance de f on a :f[f(a)] < f(a). ie: f(a) € A avec f(a) < a,
ce qui est absurde puisque a est la borne inf de A. Donc a < f(a).

— Supposons que a < f(a). Par définition de la borne inf on a :

Vee A, a<uzx,

donc

Vee A, f(a) < f(x),

or f(x) <z carz € A, donc
Vee A, f(a) <.

Donc f(a) est un minorant de A, supérieur a a = inf A, absurde.
— Conclusion : f(a) = a.
— On a ainsi montré que tout application croissante de [0, 1] dans lui méme admet un point fixe.
Exercice 2
Soit € > 0, soit N € N tel que € < 10~". Posons :

E[10Nz]
0N 7

Te =

ou E[.] désigne la partie entiere. Par définition de la partie entiere on a :
E[10Vz] < 10Vz < E[10Nz] + 1.
ie :
0<z—z. <107 <,

Ainsi, x. répond a la question.
Exercice 3
3.1a

Traduisons 'hypothese : lim,,_< o u, = +00.

VM > 03N, e NVn e N (n > ng = u, > M) (1)

Soit M > 0 et Ny le rang associé dans (1). On a pour tout n > Nj :

ng — 1 . n — N()
min  u, + (
n 1<k<No—1 n

1
ﬁ(u0+u1—|—...—|—uNO,1+uNo—i—...+un) > )M.



-Le premier terme du membre de droite tend vers 0 quand n tend vers 'infini donc est plus grand
par exemple que —1 a partir d'un certain rang.

- Le deuxieme terme tend vers M donc est plus grand que M /2 a partir d'un certain rang.

Finalement, il existe un N; € N tel que pour n > Ny, on ait :
vy > M/2 — 1.

Dot lim,, < 1o v, = +00.

3.1b

— 1 er cas [ = +o00. Par croissance de u on a pour tout £k <n, wu, < u,. D'ou v, < u,. Par suite
lim,, < 1o v, = +00 implique lim,,_< 4 u,, = 400

— 2 er cas | < +o00. Toujours par croissance de u et en décomposant v on a :
Uy + ..Uy + Upy1 + . U2,
V2n, Z m <2)

Un Up

Z24_2 (3)

v converge vers [ < oo donc le membre de gauche et le premier terme du membre de droite sont
bornés. Par suite u est majorée, or u est croissante donc u converge vers I'. Par ce qui précéde
necessairement !’ = [.

3.2a

On a par hypothese :

Ve > 03N, e NVn e N (n>ng = |u, — | <e¢) (4)
Soit € > 0 et Ny le rang associé¢ dans (4)

o M(ur — 1)
k=1..n "k
Zk:l...NQ—l Aklug — 1 " Zk:Ng...n Aklug — 1
Zk:l‘..n )\k Zk:l...n )\k

-Le premier terme tend vers 0 car lim,_~ 400 Y ,_; ,, Ax = +00.

-Le deuxieme terme est plus petit que € car chaque terme dans la somme est plus petit que e.
Ainsi, il existe un rang N» tel que pour n > N on ait : |v, — | < €. cqfd.

3.2b

Prenons pour tout n, A, =1 et u,, =n"". On a lim,,_~, u, = 1 (passer a la forme exponentielle).
D’ou, par ce qui précéde, on déduit que lim,, <, v, = 1.

v, — 1] =

<

1/n

3.2c

Prenons encore pour tout n, A\, = 1 et u, = .11 — x,. lim, <~ cu, = [, dou lim, < v, = L.
— 2ok Uk . ZTn41—%0
n

Or un petit calcul donne que v,
lim, s 400 zp/n = L.

. De lim,_~ o z9/n = 0, on déduit que

Exercice 4
Soit f une fonction définie sur R* et vérifiant I’équation fonctionnelle

Vo,y € RT: f(z+y) = f(z)f(y). (7)



4.1
Ve e RY, f(2z) = (f(z))* > 0.
4.2

Vo € R, f(z) = f(z +0) = f(0)f(z) = 0.
Dans ce qui suit on suppose que f n’est pas identiquement nulle.
4.3

On a f(0+0) = f(0)2. Les seules solutions de cette équation sont f(0 =0 ou f(0) = 1. La premicre
des solutions conduit & f identiquement nulle, donc f(0) = 1.

4.4

- Soit € R* et n € N*, exprimer f(nz) et f(£) en fonction de f(z) et n.

1. Soit x € R* . Montrons par récurrence sur n > 1 la propriété P, suivante : f(nz) = (f(x))"
P est vraie. Supposons P, . De I’équation fonctionnelle, on déduit que f((n+1)x) = f(nz)f(x),
et de P, on déduit que : f((n + 1)z) = (f(x))™+Y, c’est-a-dire que P, est vraie et donc P,
est vraie pour tout n € N*.
2. Soit € R™. On a f(z) = f(nt) = f(£)" Donc f(£) = 3/ f(x).
4.5
On a: f(grz) = f(rx)? = f(px) = f(x)P. D’ou f(rz) = f(x)".
4.6
- Dans cette question on suppose qu’il existe a > 0 tel que f(a) =0 .
Soit x,, = ;57. On a bien z, > 0, pour tout n € N et de ce qui précede on déduit que : f(z,) =
fla)»1 =0,¥Yn € N.
Soit x > 0. Par définition de la limite :

Ve > 0,dN. e Ntel que : n > N, = |z,| <e.

En particulier pour ¢ = x > 0 il existe N, € N tel que xzy, < x. Posons yn, = z — xy,. On aura
yn, > 0 et donc

f(x) = f(zn, +yn,) = f(@n,) f(yn,) = 0!
Dans ce qui suit on suppose que f est a valeurs strictement positives.
4.7
Si z € Q*, on a montré que f(z) = f(1)* = e*™fM. Posons a = In f(1). Soit z > 0 quelconque, il
existe une suite (x,) C Q* telle que x,, \, x, par continuité a droite de x on obtient

— 1 n — 1 amn: am’
fl@) = Hm f(z) = Hm e™ =e

puisque la fonction exponentielle est continue sur R.

4.8

Soit > 0, on va montrer que f est continue a droite de x. Soit (x,) C RT telle que z, \, z. Il
faut montrer que f(z,) —n—i00 f(z). Posons y, = x, — z. Comme z,, \, z, y, > 0 et y, \, 0.
Par continuité a droite de 0, on a lim, i f(yn) = f(0) et f(zn) = flyn + ) = f(yn)f(z) —
f(0)f(x). Mais, comme f est a valeurs strictement positives, de la question 2 on a f(0) = 1. Donc
f(@n) =ntoo f().

4.9

-On suppose qu’il existe deux réels A, B vérifiant 0 < A < B tels que f soit majorée sur [A, BJ.

(i)



Appelons M un majorant de f sur [A, B]. Comme f est a valeurs dans R™, M > 0 et f est minorée
par 0 sur [0, B — AJ. Il reste a montrer que la borne inf est strictement positive.

Pour tout z € [0,B— A],ona B=B —x +x et
f(B) = f(B—x)f(x).

Mais si x € [0, B — A] alors B —x € [A, B] et donc f(B —z) < M et donc f(z) > % > 0. On a
aussi A+ € [A, B] et donc

f(A+x) = f(A)f(x),

et donc I

Donc il existe a, 5 > 0 tel que o < f(x) < 3 pour tout z € [0, B — A].
(i)

On a montré que f(0) = 1. On va montrer que f(z) —,_o+ 1. Soit z € [0, Z=4] alors nz € [0, B — A]
o< f(ne) <B=a< fla)"<B=ar < fz) < pr

Mais lim,, 4 an = lim,, 4o ﬁ% = 1. Donc pour tout ¢ > 0 il existe N, € N tel que n > N, =

max{‘ﬁ% — 1|, o — 1)} < ¢. Donc il existe 6, = B—_EA > 0 tel que

) N,

0<z<d.=|f(x)-1 <e

Ce qui prouve la continuité a droite de 0.

4.10

Si une fonction f de RT dans R wérifie ’équation fonctionnelle (7) et si elle est majorée sur un
intervalle de longueur strictement positive, alors il existe a € R tel que f(x) = e pour tout © € RT.
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Exercice 1 (Exercice de rédaction...)

Soit ¢ une application de ]0, oo[ dans IR, dérivable (en tout point de |0, 00]) et t.q. lim, o ¢(z) = 0.
1. On suppose que ¢’'(x) < 0 pour tout x > 0. Montrer que ¢(x) > 0 pour tout = > 0.

2. On suppose que ¢'(z) < 0 pour tout = > 0. Montrer que ¢(z) > 0 pour tout z > 0.

Exercice 2 (Etude d’une fonction)

Soit @ > 0. On définit f de IR dans IR de la maniére suivante :
f@) = (14 )7, siw £0,
1) = 1.

(On rappelle que b* = e pour b > 0 et v € R.)

1. (Continuité de f)

2
z
(a) Montrer que €* > 1+ < pour tout z € IR4.

En déduire que In(1 + y) < /2y, pour tout y € Ry.
(b) En utilisant la question précédente, montrer que 1 < f(x) < V2% pour tout x €]0, ool.
(¢) Montrer que lim,_g 550 f(z) = 1.
(d) Montrer que f est continue en 0. [On pourra remarquer que f(z)f(—z) = 1, pour tout € IR.]
2. (Dérivabilité de f sur IR*) Montrer que f est de classe C! sur IR* et que f’(x) > 0 pour tout x # 0.

[Pour = > 0, on pourra mettre f'(z) sour la forme f(z)e(x) et utiliser Pexercice 1.] Montrer que f
est strictement croissante.

3. (Dérivabilité en 0 7) Montrer que lim,_, ;-0 f'(2) = +o00. L’application f est-elle dérivable en 0 ?
(Justifier la réponse. . .)

4. (Limites en +00) Donner (en fonction de a) les limites en +00 et —oco de f.
Dans la suite, on note [ et m ces limites.

5. (Fonction réciproque) Montrer que f est une bijection de IR dans |m,I[. On note g la fonction
réciproque de f (de sorte que g est une application de |m, ([ dans IR). Montrer que g est dérivable
en 1 (noter que 1 €]m,l[) et calculer ¢’(1). [Pour h # 0, on pourra appliquer le théoréme des
Accoissements Finis & la fonction f entre les points g(1 + h) et g(1).]

6. (Régularité de la fonction réciproque) Montrer que la fonction réciproque de f est de classe C! sur
Jm, I[ mais que f n’est pas de classe C! sur R.
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Exercice 1

1.

On suppose quil existe zg € R € R% tel que p(x9) < 0. On a lim, . p(x) = 0, donc,
pour tout € > 0, il existe R € R tel que : Vo > R, p(z) > —¢.

En particulier, pour € = —@, il existe R > ¢ tel que p(R) > ¢(xp). D’apres le théoréme

des accroissements finis, il existe ¢ €]xg, R[ tel que : ¢(z¢) — ¢(R) = ¢'(¢)(xg — R). En
particulier, ¢'(¢) > 0, ce qui contredit 'hypothese : Va €]0, +o00[, ¢'(z) < 0.

D’apres la question précédente, pour tout € R%, p(x) > 0. Supposons qu'il existe
zo € R tel que p(xp) = 0. Alors ¢ admet un minimum en g, donc ¢'(zg) = 0, ce qui
contredit 'hypothese : Vo €]0, +ool, ¢’ (z) < 0.

Exercice 2

Soit @ > 0. On définit la fonction f sur R par : f(z) = {

1.

L+ &), siz#0,
1six=0.

(a) On définit la fonction g infiniment dérivable sur Ry par g(z) = e* — 1 — % Alors
pour tout z € Ry, ¢'(z) =€* — 2z, ¢"(2) = e* — 1 > 0. Donc ¢’ est croissante sur R,
et ¢'(0) =1, donc ¢'(z) > 1 pour tout z > 0, et g est strictement croissante. Comme
9(0) =0, on a g(z) > 0 pour tout z > 0.

Soit y € R, on a d’apres ce qui précede : eV2Y > 1+ y. La fonction s — In(s) étant
croissante, on a : /2y > In(1 4 y).

(b) Pour tout 2 > 0,ona ¢ > 0, donc, par croissance de In, on a : In(1) < In(14+2) < /22,

En multipliant par x > 0, on obtient : 0 < zIn(1 + 2) < v/2ax, puis en utilisant la

croissance de t — ef, on obtient : 1 < f(x) < eV2% pour tout z > 0.

(c) On a limy—0z>0V2ax = 0, alors, par continuité de la fonction ¢ — e, on a :

limg—0,z>0 €V 2az — 1. En utilisant le théoréeme des gendarmes sur 'inégalité obtenue
a la question précédente, on obtient limy_o >0 f(z) = 1.

(d) Soit x #0. f(—x)f(z) = (1+ ﬁ)‘x(l + \%I)x =(1+ |%l)o =1
Pour tout z < 0, f(x) = ﬁ Or limg 0 z<0 ﬁ = limy—0.2>0 ﬁ =1 d’apres la
question précédente. Donc les limites & gauche et & droite en 0 sont égales a f(0), et

f est continue en 0.

2. Ona f(z) =¢" In(+rop) pour tout x € R*. La fonction x — 1+ I%\ est de classe C*° sur R*

a valeurs dans |1, +o0], la fonction In est infiniment dérivable sur |1, +o00[, donc la fonction
z — xIn(l + %‘) est de classe C* sur R* comme produit et composée de fonctions de
classe C™. La fonction t — e’ étant elle méme de classe C* sur R, f est donc infiniment
dérivable sur R*, donc f est en particulier de classe C! sur R*.

Soit & > 0. Posons g(z) = zIn(l + ). g est de classe C' sur R% comme composée
de fonctions de classe C'. En utilisant la formule qui donne la dérivée d’une fonction



composée, on a : f'(x) = ¢'(x)e9®) = ¢/(z)f(z). En utilisant une nouvelle fois la formule
de dérivation d'une fonction composée, on a ¢'(r) = — 2%, +In(1 + 7).

a___ a  _x_ 1
(z+a)? 22 " zta @ ((33+a)2
ce qui implique g”(z) < 0 pour tout z > 0. En

On a lim;_o ¢'(z) = 0, et ¢”(x) = — m) Or, comme

a>0,z+a> et (x+1a)2 < x(lera),
utilisant l'exercice 1 avec ¢’ & la place de ¢, on en déduit que ¢’(x) > 0 pour tout = dans
10, +00[. Comme f'(z) = ¢'(2)e9®) > 0, on en déduit que f est strictement croissante sur
10, +00], et en particulier que f( ) > 1 sur ]0, +o0].

Soit < 0, on a f(z) = = I) donc en dérivant : f'(z) = (]J:(( )32 > 0. f est donc
strictement croissante sur | — oo, 0], et pour tout z < 0, f(z) < 1. On en déduit que f est
strictement croissante sur R.

. Soit x > 0. On a f'(z) = ¢'(x)f(x), avec ¢'(z) = —5; + In(1 + £). Comme a > 0,
limg 0250 2 = 400, donc lim; .oz>0 ¢'(z) = +00. On a vu a la question (lc) que
limg 0250 f(z) =1, donc lim, . x>0 f'(z) = +o0.

Soit < 0. On a alors f'(x) = (}cé(:;)”gz > 0, et lim,_,04<0 f'(x) = 400. Les limites a
gauche et & droite coincident donc lim,_o f'(z) = 4o00.

Soit h > 0. La fonction f est continue sur [0,h], dérivable sur |0, k[, donc d’apres le
L(h)—£(0) ) 10) — f(cp).

théoreme des accroissements finis, il existe ¢; €]0, h] tel que On vérifie

que limy_,o ¢, = 0, donc d’apres ce qui précede, limy,_,q f(h) (0) = +00, donc f n’est pas
dérivable en 0.
. On repart de Iécriture de f(z) = ") On a In(1 + ) = T [ +0(2) quand z tend

vers £00, c’est a dire quand & 127 tend vers 0. On a donc zIn(1 + E ‘) +a + o(1) quand

t on a donc : lim o f(z) = e® et

x tend vers too. Par continuité de la fonction ¢ — e*,

lim_ f(z) =e

. Montrons que f réalise une bijection de R sur Je=%, e?| :

— injectivité : La fonction f étant strictement croissante, pour tous réels x,y, x > y im-
plique f(x) > f(y), donc f(x) < f(y) implique z < y. De méme, f(x) > f(y) implique
x > y. Donc f(x) = f(y) implique x = y et f est injective.

— surjectivité : Soit y €]e”?, e*[. Comme lim,_,_ f(z) = e~ < y, il existe un réel zg tel
que f(zp) < y. De méme, il existe un réel x; tel que f(z1) > y. La fonction f étant
continue sur l'intervalle [zg, x1] 3 y, il existe x dans |zg, z1[C R tel que f(z) = y d’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires.

On note g (différente de celle introduite a la question 2) la fonction réciproque de f définie

sur Je" e%[> 1. Comme f est dérivable sur R*, et f’(z) > 0 pour tout z # 0, on a g

dérivable sur f(R*) = {f(x),x € R*} =]e™ %, 1[U]1,e?].

Soit h > 0 suffisamment petit. La fonction ¢ est continue sur [1,1 + h], dérivable sur

]1,1 4 A[. D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe dp, dans |1,1 + h[ tel que

g(lL,i_g(l) =4'(dp) = m. Lorsque h tend vers 0, dj tend vers 1, g(dy,) tend vers 0,

f'(g(dp)) tend vers +oo, et g(lL})l_g(l)

La méme démonstration reste vraie avec h < 0 en inversant le sens des intervalles. On en
déduit que g est dérivable en 1 et ¢'(1) = 0.

tend vers 0.



6. La fonction f n’est clairement pas de classe C! sur R, car elle n’est pas dérivable en 0.
Comme g est de classe C! sur Je™2, e?[\{1}, et dérivable en 1, il suffit de montrer que ¢’
est continue en 1 pour montrer que g est de classe C' sur le™® e[

Soit © # 1. ¢'(x) = m. Quand z tend vers 1, g(z) tend vers 0 par continuité de g,
f'(g(x)) tend vers 400, et ¢’(x) tend vers 0. Donc on a bien lim,_; ¢'(z) = 0 = ¢'(1).
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Exercice 1 (Borne supérieure d’une fonction)

On définit la fonction f de ]0, 00 dans R par f(z) = —1 cos(z) pour z €]0,00[. On pose A = {f(z),
x €]0, 00}

1.

2.

3.

Calculer les limites de f en 0 et +oc.

corrigé

lim,_,o f(x) = —o0, lim,_,o f(z) = 0.

Montrer que la fonction f n’est pas minorée (i.e. la partie A n’est pas minorée).
corrigé

La fonction f n’est pas minorée car lim,_,q f(z) = —oc.

(a) Montrer qu’il existe o, 8 € R, 0 < a < S, t.q., pour tout z €]0,00[, f(z) < sup B avec

B={f(y); y € [, O]}

corrigé

On prend a = § et 3 = . La fonction f est continue sur [a, 5] qui est un intervalle fermé

borné. La fonction f est donc bornée sur [, (] et atteint ses bornes. il existe donc ¢ € [« ]
t.q. f(c) =sup B (et donc, pour tout x € [a, 8], f(c) > f(x)).

On a, en particulier, f(c) > f(B) = f(n) = %
Pour z €]0, [, on a f(z) <0< 1 < f(c).
Pour z > m, on a f(z) < |f(z)] < L <

<
On a donc bien, pour tout x €]0, 00|, f(x) < f(c) = sup B (ce qui donne sup A = sup B).

(b) En déduire que la fonction f est majorée (i.e. la partie A est majorée) et que la borne supérieure
de f est atteinte.

corrigé
La démonstration précédente donne que f(c) = sup A. La fonction f est donc majorée (i.e. la
partie A est majorée) et la borne supérieure de f est atteinte.

Soit a €]0, 00[ t.q. f(a) = sup A (c’est-a-dire f(a) > f(z) pour tout z €]0, ocol).

Montrer que f(a) > 0 et que a < 27.

corrigé
On a, en particulier, f(a) > f(7) = % > 0.

La démonstration de la question 3(a) donne que a € [§,7] (car f(z) < supB si z ¢ [§,7] et

f(a) = supB). On a donc a < 7 < 27. Mais on peut aussi démontrer que a < 27 en utilisant
la périodicité de la fonction x — cos(z). En effet, on remarque que d’abord que f(27) < 0, donc
a # 2m. Puis, si a > 2w, on a f(a — 27w) = 7;:);(:) > =) car cos(a) > 0. On en déduit
f(a —2m) > f(a), en contradiction avec la définition de a. On a donc bien montré que a < 27.

5. Montrer que I < a < 3L et que f/(a) = 0.

corrigé



On sait déja que a €]0,27r[. Comme f(a) > 0 et que f(z) <0 si z €]0,%] U [2F,27[, on en déduit

que a €]3, 321,

Le fait que f’'(a) = 0 a été vu en cours (il suffit de remarquer que f(a + h) — f(a) < 0 pour tout
h #0t.q. a+h >0 et d’utiliser la définition de f'(a)).

6. Pour z € 3, 3Z], on pose g(z) = xsin(z) + cos(z). Montrer qu’il existe un unique b €]%, 27| t.q.

g(b) = 0. Montrer que b €]7,w[. Montrer que a = b et en déduire que f atteint son maximum en
un unique point.

corrigé
Pour z €]Z,%[, on a ¢'(z) = zcos(xr) < 0. La fonction g est donc continue et strictement

21 2
décroissante (ceci a été vu en cours) sur [Z, 2Z]. Comme g(%) > 0 et g(2F) < 0, il existe un unique
b€]Z, 3 t.q. g(b) =0 (existence de b découle du théoreme des valeurs intermédiaires et I'unicité

de b découle de la stricte décroissance de g).

s

Comme g(7) < 0, le théoreme des valeurs intermédiaires (appliqué avec l'intervalle [7,

de dire que cet unique b appartient a l'intervalle |7, 7[.

m]) permet

Comme f'(z) = gi;”), pour tout x €]0,00[, et comme I'on sait que a €]%,3%[ et f'(a) = 0, on a

nécessairement ¢ = b. Ceci prouve que b est 'unique point de |0, 00[ pour lequel f atteint son
maximum.

Exercice 2 (Valeur intermédiaire)

Soit a > 0, 5 > 0.
Soit f une fonction continue de [0, dans R, t.q. f(0) <0et lim f(x)= +oo.

r—a,x<a

Soit g une fonction continue de IR dans IR, t.q. g(0) <0 et g(3) > 0.

Montrer qu’il existe z €]0, min(a, B)[ t.q. f(z)(x — ) — g(z) = 0. [On pourra distinguer les cas § < «a,
B>aetf=al]

corrigé
Pour z € [0, af, on pose p(z) = f(x)(z — ) — g(z). La fonction ¢ est donc continue sur [0, «f.

Cas (3 < a. Dans ce cas, la fonction ¢ est continue sur [0, 3]. On remarque que ¢(0) > 0 et p(5) < 0.
Le théoréeme des valeurs intermédiaires donne donc lexistence de x €]0, 8] t.q. ¢(z) = 0.

Cas 3 > «a. Dans ce cas, on a lim,_,q z<o ¢(z) = —00. Il existe donc, par exemple, n > 0 t.q. :
z€[0,af, z>a—n= p(r) <0.

On en déduit Pexistence de v €]0, af t.q. ¢(y) < 0. Comme (0) > 0, le théoréme des valeurs intermé-
diaires donne donc l'existence de z €]0,v[C]0, o[ t.q. ¢(z) = 0.

Cas = a. On modifie légérement le raisonnement précédent. Comme lim,_,4 z<q f(z) = +00. Il existe
n>0t.q.:
z€0,af, z>a—n= f(z)>0.

Comme z — 3 < 0six <a=0, onadonc
ze€0,af, z>a—n= ¢x)<O0.

On conclut alors comme dans le cas précédent.




Exercice 3 (TAF...)

Soit f une application continue de IR dans IR. On suppose que f est dérivable pour tout x # 0 et que
lim, o f'(x) = +o0.

1. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

corrigé

Pour tout h # 0, le théoréme des accroissements finis donne ’existence de ¢, €] min(0, k), max(0, k)|

t.q.:
h)— f(0
1010 _
Comme limy 0 ¢, = 0, on en déduit que limy, g f'(cn) = 400 et donc
im LW = 1O
h—0 h

Ceci montre que f n’est pas dérivable en 0.

2. On suppose maintenant que f est bijective de IR dans IR, strictement croissante et que f(0) = 0.
On note g la fonction réciproque de f [l’existence de la function g a été vue en cours]. Montrer que
g est dérivable en 0 et que ¢'(0) = 0.

corrigé
On reprend ici la démonstration faite en cours pour montrer la dérivabilité d’une fonction réciproque.

Soit h # 0. Comme fog(h) =h, f(0)=0cet g(0) =0, on a:

g(h) —9(0) g(h)

he flg(h) = f(0)

Le théoreéme des accroissements finis donne alors l'existence de dj, €] min(0, g(h)), max(0, g(h))][ t.q.

f(g(h)) — f(0) = g(h)f'(dp). On a donc :
g(h) — g(0) 1

h fdn)

Comme g est continue (ceci a été vu en cours). On a limp_,gg(h) = 0 et donc lim,_,gdp, = 0, ce
qui donne limp_o f/(dp) = +00 et finalement :

o 900) = 9(0)
h—0 h

=0.

Ceci prouve bien que g est dérivable en 0 et que ¢’(0) = 0.
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Exercice 1 (Etude d’une fonction)

On définit la fonction f de R dans IR par f(z) = 3z +

1.
2.

6.
7.

cos(z)
2+ 1

Montrer que f est dérivable et calculer f'(x) pour tout z € IR.
Montrer que f est strictement croissante.

Montrer que f est une bijection de IR dans IR.

Dans la suite, on note g la fonction réciproque de f (la fonction g est donc aussi une fonction de IR
dans R).

Montrer que f admet un développement limité d’ordre 2 en 0 et donner ce développement. Donner
Iéquation de la tangente (& la courbe de f) en 0 et la position locale de la courbe de f par rapport
a cette tangente.

Montrer que g admet un développement limité d’ordre 2 en 1 et donner ce développement.
Donner les asymptotes de f en +oo.

montrer que lim, , g(x) = co et donner les asymptotes de g en +oco.

Exercice 2 (Points fixes de f, si fo f = f)
Soit —00 < a < b < 400 et f une fonction continue de [a, b] dans [a,b]. On rappelle que x € [a,b] est un
point fixe de f si f(z) = =.

1.

Montrer que f admet au moins un point fixe. [On pourra considérer la fonction g définie sur [a, b]
par g(z) = f(z) — =]

On suppose dans la suite que f o f = f. On pose Im(f) = {f(x), = € [a, b]}.

Montrer que tout élément de Im(f) est un point fixe de f.

On suppose, dans cette question, que f admet un seul point fixe. Montrer que f est constante.

On suppose dans la suite que f admet au moins 2 points fixes (disctints) et que f est dérivable
(c’est-a~dire dérivable en tout point de a, b]).

Montrer qu'il existe m, M € [a,b] t.q. Im(f) = [m, M] et m < M.
Montrer que f/(z) = 1 pour tout  €]m, M| (ici et dans la suite, m et M sont donnés par la question
précédente).
On suppose, dans cette question, que m > a.
(a) Montrer que f'(m) = 1.
(b) Montrer qu’il existe z €la, m[ t.q. f(z) < m.
(¢) En déduire que ’hypothése m > a est en contradiction avec la définition de m.
Montrer que m = a, M = b et f(z) = x pour tout z € [a, b].

Montrer que le résultat de la question précédente peut étre faux si on retire I’hypothese “ f dérivable”.
[On cherche donc f continue de [a,b] dans [a,b] t.q. fo f=f, f admet au moins deux points fixes
distincts et il existe z € [a,b] t.q. f(z) # z.]
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Exercice 1 (Etude d’une fonction)
Soit la fonction f définie sur | — F, &[ par

sin x

In(l14+tanz) _.
) == six#0
f(x)—{ 1sixz=0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en 0.
2. Donner le développement limité de f en 0 a Uordre 2.

3. Donner I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 et la position locale de la
courbe de f par rapport a cette tangente.
Exercice 2 (Limite en +00)
Pour z > 0 on pose f(z) = a%(ex — 6#1). Déterminer lim, o, f(z). [On pourra, sur une une fonction
convenable, utiliser un développement limité ou le théoréme des accroissements finis.]
Exercice 3 (Sur le TAF...)
Rappel (TAF) : Soit —oco < a <b<ooet f : [a,b] — IR continue sur [a, ] et dérivable sur ]a, b[. Alors,
pour tout h €]0,b — a, il existe 6 €]0, 1] t.q. :
fla+h)— f(a) = hf'(a+0h). (1)

1. Dans les quatre cas suivants, montrer que, pour tout h €]0,b — af, il existe un unique 0 vérifiant (1)
(les valeurs de a et b étant fixés). On note 0, cette valeur de 6. Calculer 8}, (en fonction de a et h)
et déterminer limp_0 p>0 On-

(a) 0<a<b<ooet fx) =1 pour z € [a,b).
(b) 0 <a<b<ooet f(x) = —= pour z € [a,b].
)

(¢) —o<a<b<ooet f(z) =e" pour x € [a,b].
(d) —co<a<b<ooet f(z)=2%+ 2+ 1 pour x € [a,b].
2. Soit f une fonction de IR dans IR. On suppose que f est de classe C2. Soit a € IR.
(a) Montrer que pour tout h € IR* il existe 6 €]0, 1] vérifiant (1) et donner un exemple de fonction

f (et de valeurs de @ € IR et h € IR*) pour laquelle 6 n’est pas unique.

(b) On suppose que f”(a) # 0. Pour tout h € R*, on choisit une valeur de 6 €]0, 1] pour laquelle
(1) est vérifiée. On note 6, cette valeur de . Montrer que limp_,0 p>06n = % [On pourra
utiliser la formule de Taylor-Lagrange.]

3. Soit f une fonction de IR dans IR. On suppose que f est dérivable (en tout point de IR) et que,
pour tout a € IR et h € R*, (1) est vérifiée avec 6 = 1.

(a) Montrer que f(a+h) — f(a —h) = 2hf’(a) pour tout a € R et h € R™.

(b) Montrer que f est de classe C*°. [On pourra, par exemple, utiliser (a) avec h = 1.]

(¢) Montrer que f"’(a) = 0 pour tout a € IR. En déduire qu’il existe a, 8,7 € R t.q. :
f(z) = ax® + Bx +~ pour tout = € R.

On suppose que (1) est, pour tout a € IR et h € IR*, vérifiée seulement pour § = % Montrer
que a # 0.



