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Devoir a rendre (en TD) pendant la premieére semaine d’avril.

Exercice 1 (Etude d’une fonction)

Soit la fonction f définie sur | — 7, [ par

In(1+tanz) _.
f(;I;) = .sin z_ SLx 7& 0
1six=0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en 0.
corrigé

On montre ci dessous continuité et dérivabilité de f en 0 en faisant un DL2 en 0 du numérateur et
du dénominateur de la fraction définissant f (mais, bien siir, d’autres preuves sont possibles).

Pourz €]—%, X[ onatanz €]—1,1[ et tanz) = z+a?e1(z) avec lim, g £1(z) = 0. Pour u €]—1,1],

onaln(l+u)=u-— “72 + u?es(u) avec limy, g £2(u) = 0. On en déduit, pour z €] — F, X[ :
(z + 2% (2))°

In(1 + tanz) = = + 2%, (2) — 5

+ (z+ $251(m))252(x + xzsl(x)),

et donc :
2

In(1+tanz) =z — % + 2%e3(x), avec lirr%) es(x) =0.
xTr—

Pour z €] — 7, %[, on a sinz = 2 + 2%e4(2) avec lim,_g e4(x) = 0, ce qui donne, pour z €] — I,

x#0:

b

INE

T — IQ—Z +a%e3(x) 11— % +aes(x)

fw) = r+a2e4(x) 14 ze4(x)
On en déduit que lim, ¢ f(2) = 1 et donc que f est continue (car f(0) = 1). Puis, pour = €]-7%, |,
x#0,0n a:
f@) = f0)  fl@)—1 —§+azes(x) —wea(r) —3+es(x) —ea(r)
r—0 =z B (1 + zey(x)) N 1+ zeq(x)
On a donc lim,_.q W = —%. Ce qui prouve que f est dérivable en 0 et f'(0) = —%.

2. Donner le développement limité de f en 0 a l'ordre 2.
corrigé

Pour avoir un DL2 de f en 0, il suffit de faire un DL3 en 0 du numérateur et du dénominateur de
la fraction définissant f. On procede comme a la question précédente.

Pour x €] — 7, %[, on a tanz = = + 13—3 + 2301 (z) avec lim,_gn1(z) = 0. Pour u €] — 1,1[, on a

In(l14+u) =u— “72 + “3—3 + una(u) avec limy, o n2(u) = 0. On en déduit, pour z €] — T, Z[ :

R N
In(1+tanz) =z + 35 + 3 + 2%n3(x), avec ,1,11110773(35) =0.
c¢’est-a-dire : ) 5
2 ]
In(1+tanz) =z — % + % + 23n3(z).



. 3 . .
Pour z €] — £, %[, on a sinz = o — % + 2%n4(z) avec lim,_ons(z) = 0, ce qui donne, pour
™7 .
T E} —Z4r3b T 0:

T — 2 42 4 B (x) _ 1242 +:U2773(x).
T — %3 + x3n4(x) 1— %2 + x2n4(x)

fz) =

On utilise maintenant que, pour u # 1, ﬁ =14 u+ uns(u), avec lim,_on5(u) = 0. On obtient,
pour z €] — 5, 5[,z #0:
! 1+ 2 4 a?ng(a) lim 16 () = 0
~ = “— +ang(x), avec lim ng(z) = 0.
1— 2 4 22 (x) 6 " =

Ce qui donne :

22 2 52
@)= (=3 + S +@m@)(1+ 5 +a"ne(@) = 1= 5 + 2 + (@), avee lim e(x) = 0.

On a ainsi obtenu le DL2 de f en 0.

3. Donner I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 et la position locale de la
courbe de f par rapport a cette tangente.
corrigé

La tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 a pour équation g(r) = 1 — 5. La question

précédente donne f(z) — g(x) = % + 2%n7(x), avec lim, o n7(x) = 0. 1l existe donc € > 0 t.q.
5)
o] <& = bie(a)| < 0 = f(@) — gla) 2 0.

Ceci prouve que la courbe de f est, au voisinage de 0, au dessus de celle de g (qui est sa tangente
en 0).

Exercice 2 (Limite en +0)

Pour z > 0 on pose f(z) = 2%(ex — e#l). Déterminer lim,_,o f(z). [On pourra, sur une une fonction
convenable, utiliser un développement limité ou le théoréme des accroissements finis.]

corrigé
Soit a,b € IR, a < b. le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction y — e¥ donne ’existence
de c €]a, b t.q. €® —e® = (b—a)e’.

Pour tout > 0, en prenant a = x%—l et b= %, il existe donc ¢, G]ﬁ, %[ t.q. :
2
2, 1 1 2 1 1 c z c
x)=z(ex —e=t1) =x°(— — e = ——e
f(@) ( ) (CE x-l-l) z(z+1)
On a lim; o ¢z =0 (car ¢, E]I—}H, %[ et donc lim,_, o, €% = 1.

On a aussi lim,_, o #il) = limg,_ 1—1-% = 1. On en déduit que lim,_, f(z) = 1.

Exercice 3 (Sur le TAF...)

Rappel (TAF) : Soit —co <a <b<ooet f : [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[. Alors,
pour tout h €]0,b — a, il existe 6 €]0, 1] t.q. :

fla+h)— f(a) =hf'(a+0h). (1)



1. Dans les quatre cas suivants, montrer que, pour tout h €]0,b— af, il existe un unique 0 vérifiant (1)
(les valeurs de a et b étant fixés). On note 8y, cette valeur de 6. Calculer 8}, (en fonction de a et h)
et déterminer limy, .0 p>0 0.

(a) 0<a<b<ooet f(z) =1 pour z € [a,b].
corrigé

Soit 6 €]0, 1] vérifant (1) (Pexistence d’au moins un 6 est donnée par le TAF, on veut montrer
ici son unicité et on cherche la limite de § quand h — 0, h > 0). La relation (1) donne :

_—h
(a+0h)?

1 1, _
=M atoh) =

et donc (a + 0h)? = a(a + h), ce qui donne :

9:—Va<a+h)_a_

h

Ceci prouve bien 'unicité de §. En posant, pour y > —a, ¢(y) = y/a(a+y), on a aussi
6, — Valath)—a _ o(h)—p(0
= A = R

) et donc :

li 0, = (0) = =.
hﬁg}f}>0 h g (O) 2

b) 0<a<b<ooet f(xr) = - pour z € [a,b].
vz

corrigé
Soit 0 €]0, 1[ vérifant (1). La relation (1) donne :

On trouve donc ici

Ceci prouve bien 'unicité de 6.

Pour trouver la limite quand h tend vers 0, avec h > 0, de 6}, on peut utiliser des DL en a et
la formule

1 1 __ -k (2)
at+h  Va o 2a+0,h)3

En effet, on a, en faisant un DL2 en a de y — iy et un DL1 en a de y — -1 :

g

S

y2
1 1 1 3
I h? + h%ei(h li h) =
Va+h a 2a% - 8as T her(h) avee hlg})gl( ) =0
1 1 3 - - - -
———— = — — —=h+ hea(h) avec lim e5(h) =0,
(a+h)%  a® 243 2(h) avec Jimg e2(h)

ce qui donne aussi, comme 6, €]0, 1],

1 1 3
————— = — — —=Ohh +hez(h lim e« () = 0.
(a+0,h): a3 2a% " + he(h) avec lim g (h) =0




En portant ces relations dans (2), on obtient :

1 3 —h (1 3
——sh+ —5h*+h%(h) = — ( & — —0Ohh + hes(h) ),
2a2 8az 2 \az 2a2
ce qui donne, en divisant par h? :
3 1 _ es(h)
Crlg — 0w = - - 52,

et donc limy, .0 p>0 0 = % Cette question était plus difficile. . .

—o<a<b<ooet f(x)=e” pour z € [a,b].

corrigé
Soit 0 €]0, 1] vérifant (1). La relation (1) donne :

et(e" — 1) = e — e® = hf'(a + 0h) = het" = hete®,

h .
On a donc e = ¢ h_l, ce qui donne

1. et—1

Hzﬁln( . ).

Ceci prouve bien "unicité de 6. On utilise maintenant un DL2 de y — ¢e¥ en 0 :
2

h
e"=1+h+ > + h%e1(h) avec }llin%) e1(h) =0,

et donc

e —1 h
— =145 +hei(h).

Comme 6, €]0,1[, le DL1 de y + ¢¥ en 0 donne aussi

e =14 0,h+ heo(h) avec }llir% ea(h) =0.

h
On a donc (comme " = <=1

h
L+ 6nh + hea(h) = 1+ 5 + hea (h).

d’ou :

—_

9h - - = El(h) - Eg(h).

[\]

On obtient, finalement, lim, o450 0n = 3.

—co<a<b<ooet f(z) =22+z+ 1 pour z € [a,b].

corrigé
Soit 0 €]0, 1[ vérifant (1). La relation (1) donne :

(a+h)?> 4+ h —a® = hf' (a+ 60h) = 2h(a + Oh) + h,

ce qui donne

h? = 2h%0,

et donc 6 = % Ceci donne "unicité de 6 et limy,_,0 >0 0p = %




2. Soit f une fonction de IR dans IR. On suppose que f est de classe C?. Soit a € IR.

(a)

Montrer que pour tout h € R il existe 6 €]0, 1] vérifiant (1) et donner un exemple de fonction
f (et de valeurs de a € R et h € IR*) pour laquelle 6 n’est pas unique.
corrigé

Si h > 0; on applique le théoreme des accroissements finis a la fonction f sur l'intervalle
[a,a + R], il donne Dexistence de 8 €]0, 1] vérifiant (1). Si h < 0, on obtient le méme résultat
en appliquant le théoréme des accroissements finis & la fonction f sur l'intervalle [a + h, a).

En prenant, par exemple, f(z) = z (pour tout = € IR), on obtient un exemple pour lequel (1)
est vraie pour tout 6 €]0, 1] (et quelquesoit a € IR et h € IR™).

On suppose que f”/(a) # 0. Pour tout h € IR*, on choisit une valeur de 6 €]0, 1] pour laquelle

(1) est vérifiée. On note 6y, cette valeur de §. Montrer que limp_0 p>00n = % [On pourra

utiliser la formule de Taylor-Lagrange.]
corrigé

Soit h € IR*. On appilque la formule de Taylor-Lagrange & la fonction f. On obtient I'existence
de ¢p, €]0,1] t.q. :

f"(a+ pnh
fla+h) - f(a) = Plaph + LT 00
En appliquant la formule de Taylor-Lagrange & la fonction f’, on obtient aussi Iexistence de
¥y, €]0,1] t.q. :

R

f'(a+6nh) = f'(a) + f"(a+ YnOnh)0nh.

Comme f(a+ h) — f(a) = hf'(a + 0rh), on a donc w = f"(a + Ynbph)0,. Comme
f"(a) #0 et f” continue, il existe n > 0 t.q., pour tout y € [a —n,a+n, f”’(y) # 0. On peut
écrire, pour h € [-n, 7] :

o _ 1"t ouh)
"2 (a+ Ynbnh)

La continuité de f” et le fait que f”(a) # 0 permet alors d’en déduire que limy_.q 550 05 = %

3. Soit f une fonction de IR dans IR. On suppose que f est dérivable (en tout point de IR) et que,
pour tout a € IR et h € R*, (1) est vérifiée avec 6 = 3.

(a)

Montrer que f(a+ h) — f(a — h) = 2hf’(a) pour tout a € R et h € R”.
corrigé

Comme (1) est vraie avec 6 = %, pour tout a € IR et h € IR*, on peut I'appliquer (si a € IR et
h € R*) avec a — h et 2h. on obtient

fla—h+2h)— fla—h)=2hf"(a—h+ %2h),

ce qui donne bien f(a+ h) — f(a — h) = 2hf'(a).

Montrer que f est de classe C*°. [On pourra, par exemple, utiliser (a) avec h = 1.]
corrigé

La question (a) donne, pour tout z € R ;

F'@) = 3(fe+1) = fz = 1),

On déduit de cette formule, par récurrence sur n que f est de classe C™ pour tout n € IN*. En
effet, comme f est continue, la formule donne bien que f’ est continue, donc f est de classe



C'. Puis, pour n € IN*, si f est de classe C", la formule donne que f’ est de classe C™ et donc
f est de classe C™ 1.

On a bien montré ainsi, par récurrence, que f est de classe C™ pour tout n € IN*. c’est-a-
dire que f est de classe C*°.

Montrer que f”'(a) = 0 pour tout a € IR. En déduire qu’il existe a, 8,7 € R t.q. :
f(x) = aa® + Bx + v pour tout = € R.

On suppose que (1) est, pour tout a € IR et h € R*, vérifiée seulement pour § = % Montrer
que a # 0.

corrigé
Soit @ € R et h € IR*. Comme f est de classe C3, la formule de Taylor-Lagrange donne
Iexistence de ¢p, 1y, €]0,1] t.q. :

P16, 70l

0,2 fa—unh)
. |

fla+h) = fla)+ f(a)h+

fla—h) = fa) - M@+ 3
Comme f(a+h)— f(a —h) =2hf'(a), on en déduit :
f"(a+nh) + " (a = ¢nh) = 0.

En faisant tendre h vers 0, ceci donne f"/(a) = 0.

La formule de Taylor-Lagrange (en 0, & l'ordre 3) donne alors V'existence de a, 8,7 € R t.q. :
f(x) = aa® + Bx + v pour tout x € R.

Si a = 0, la formule (1) est vérifiée pour tout 6 €]0, 1[.Donc, si, pour tout a € IR et h € R*,
(1) est vérifiée seulement pour § = %, on a nécessairement a # 0.




