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Devoir à rendre (en TD) pendant la première semaine d’avril.

Exercice 1 (Etude d’une fonction)

Soit la fonction f définie sur ]− π
4 ,

π
4 [ par

f(x) =
{

ln(1+tan x)
sin x si x 6= 0

1 si x = 0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en 0.
—————————————corrigé—————————————–

On montre ci dessous continuité et dérivabilité de f en 0 en faisant un DL2 en 0 du numérateur et
du dénominateur de la fraction définissant f (mais, bien sûr, d’autres preuves sont possibles).

Pour x ∈]− π
4 ,

π
4 [, on a tanx ∈]−1, 1[ et tanx) = x+x2ε1(x) avec limx→0 ε1(x) = 0. Pour u ∈]−1, 1[,

on a ln(1 + u) = u− u2

2 + u2ε2(u) avec limu→0 ε2(u) = 0. On en déduit, pour x ∈]− π
4 ,

π
4 [ :

ln(1 + tanx) = x+ x2ε1(x)− (x+ x2ε1(x))2

2
+ (x+ x2ε1(x))2ε2(x+ x2ε1(x)),

et donc :

ln(1 + tanx) = x− x2

2
+ x2ε3(x), avec lim

x→0
ε3(x) = 0.

Pour x ∈]− π
4 ,

π
4 [, on a sinx = x+ x2ε4(x) avec limx→0 ε4(x) = 0, ce qui donne, pour x ∈]− π

4 ,
π
4 [,

x 6= 0 :

f(x) =
x− x2

2 + x2ε3(x)
x+ x2ε4(x)

=
1− x

2 + xε3(x)
1 + xε4(x)

.

On en déduit que limx→0 f(x) = 1 et donc que f est continue (car f(0) = 1). Puis, pour x ∈]− π
4 ,

π
4 [,

x 6= 0, on a :

f(x)− f(0)
x− 0

=
f(x)− 1

x
=
−x2 + xε3(x)− xε4(x)

x(1 + xε4(x))
=
− 1

2 + ε3(x)− ε4(x)
1 + xε4(x)

On a donc limx→0
f(x)−f(0)

x−0 = − 1
2 . Ce qui prouve que f est dérivable en 0 et f ′(0) = − 1

2 .
—————————————————————————————–

2. Donner le développement limité de f en 0 à l’ordre 2.
—————————————corrigé—————————————–

Pour avoir un DL2 de f en 0, il suffit de faire un DL3 en 0 du numérateur et du dénominateur de
la fraction définissant f . On procède comme à la question précédente.

Pour x ∈] − π
4 ,

π
4 [, on a tanx = x + x3

3 + x3η1(x) avec limx→0 η1(x) = 0. Pour u ∈] − 1, 1[, on a
ln(1 + u) = u− u2

2 + u3

3 + u3η2(u) avec limu→0 η2(u) = 0. On en déduit, pour x ∈]− π
4 ,

π
4 [ :

ln(1 + tanx) = x+
x3

3
− x2

2
+
x3

3
+ x3η3(x), avec lim

x→0
η3(x) = 0.

c’est-à-dire :

ln(1 + tanx) = x− x2

2
+

2x3

3
+ x3η3(x).
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Pour x ∈] − π
4 ,

π
4 [, on a sinx = x − x3

6 + x3η4(x) avec limx→0 η4(x) = 0, ce qui donne, pour
x ∈]− π

4 ,
π
4 [, x 6= 0 :

f(x) =
x− x2

2 + 2x3

3 + x3η3(x)

x− x3

6 + x3η4(x)
=

1− x
2 + 2x2

3 + x2η3(x)

1− x2

6 + x2η4(x)
.

On utilise maintenant que, pour u 6= 1, 1
1−u = 1 + u+ uη5(u), avec limu→0 η5(u) = 0. On obtient,

pour x ∈]− π
4 ,

π
4 [, x 6= 0 :

1
1− x2

6 + x2η4(x)
= 1 +

x2

6
+ x2η6(x), avec lim

x→0
η6(x) = 0.

Ce qui donne :

f(x) = (1− x

2
+

2x2

3
+ x2η3(x))(1 +

x2

6
+ x2η6(x)) = 1− x

2
+

5x2

6
+ x2η7(x), avec lim

x→0
η7(x) = 0.

On a ainsi obtenu le DL2 de f en 0.
—————————————————————————————–

3. Donner l’équation de la tangente à la courbe de f au point d’abscisse 0 et la position locale de la
courbe de f par rapport à cette tangente.

—————————————corrigé—————————————–

La tangente à la courbe de f au point d’abscisse 0 a pour équation g(x) = 1 − x
2 . La question

précédente donne f(x)− g(x) = 5x2

6 + x2η7(x), avec limx→0 η7(x) = 0. Il existe donc ε > 0 t.q.

|x| ≤ ε⇒ |η7(x)| ≤ 5
6
⇒ f(x)− g(x) ≥ 0.

Ceci prouve que la courbe de f est, au voisinage de 0, au dessus de celle de g (qui est sa tangente
en 0).

—————————————————————————————–

Exercice 2 (Limite en +∞)

Pour x > 0 on pose f(x) = x2(e
1
x − e

1
x+1 ). Déterminer limx→∞ f(x). [On pourra, sur une une fonction

convenable, utiliser un développement limité ou le théorème des accroissements finis.]
—————————————corrigé—————————————–

Soit a, b ∈ IR, a < b. le théorème des accroissements finis appliqué à la fonction y 7→ ey donne l’existence
de c ∈]a, b[ t.q. eb − ea = (b− a)ec.
Pour tout x > 0, en prenant a = 1

x+1 et b = 1
x , il existe donc cx ∈] 1

x+1 ,
1
x [ t.q. :

f(x) = x2(e
1
x − e

1
x+1 ) = x2(

1
x
− 1
x+ 1

)ecx =
x2

x(x+ 1)
ecx .

On a limx→∞ cx = 0 (car cx ∈] 1
x+1 ,

1
x [ et donc limx→∞ ecx = 1.

On a aussi limx→∞
x2

x(x+1) = limx→∞
1

1+ 1
x

= 1. On en déduit que limx→∞ f(x) = 1.

Exercice 3 (Sur le TAF. . . )

Rappel (TAF) : Soit −∞ < a < b <∞ et f : [a, b]→ IR continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[. Alors,
pour tout h ∈]0, b− a[, il existe θ ∈]0, 1[ t.q. :

f(a+ h)− f(a) = hf ′(a+ θh). (1)
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1. Dans les quatre cas suivants, montrer que, pour tout h ∈]0, b− a[, il existe un unique θ vérifiant (1)
(les valeurs de a et b étant fixés). On note θh cette valeur de θ. Calculer θh (en fonction de a et h)
et déterminer limh→0,h>0 θh.

(a) 0 < a < b <∞ et f(x) = 1
x pour x ∈ [a, b].

—————————————corrigé—————————————–
Soit θ ∈]0, 1[ vérifant (1) (l’existence d’au moins un θ est donnée par le TAF, on veut montrer
ici son unicité et on cherche la limite de θ quand h→ 0, h > 0). La relation (1) donne :

1
a+ h

− 1
a

= hf ′(a+ θh) =
−h

(a+ θh)2
,

et donc (a+ θh)2 = a(a+ h), ce qui donne :

θ =

√
a(a+ h)− a

h
.

Ceci prouve bien l’unicité de θ. En posant, pour y > −a, ϕ(y) =
√
a(a+ y), on a aussi

θh =
√
a(a+h)−a

h = ϕ(h)−ϕ(0)
h et donc :

lim
h→0,h>0

θh = ϕ′(0) =
1
2
.

—————————————————————————————–

(b) 0 < a < b <∞ et f(x) = 1√
x

pour x ∈ [a, b].
—————————————corrigé—————————————–

Soit θ ∈]0, 1[ vérifant (1). La relation (1) donne :

1√
a+ h

− 1√
a

= hf ′(a+ θh) =
−h

2(a+ θh)
3
2
.

On trouve donc ici

θ =
1
h

[(
h

2

√
a
√
a+ h√

a+ h−
√
a

) 2
3

− a

]
.

Ceci prouve bien l’unicité de θ.

Pour trouver la limite quand h tend vers 0, avec h > 0, de θh, on peut utiliser des DL en a et
la formule

1√
a+ h

− 1√
a

=
−h

2(a+ θhh)
3
2
. (2)

En effet, on a, en faisant un DL2 en a de y 7→ 1√
y et un DL1 en a de y 7→ 1

y
3
2

:

1√
a+ h

− 1√
a

= − 1
2a

3
2
h+

3
8a

5
2
h2 + h2ε1(h) avec lim

h→0
ε1(h) = 0,

1
(a+ h̄)

3
2

=
1
a

3
2
− 3

2a
5
2
h̄+ h̄ε2(h̄) avec lim

h̄→0
ε2(h̄) = 0,

ce qui donne aussi, comme θh ∈]0, 1[,

1
(a+ θhh)

3
2

=
1
a

3
2
− 3

2a
5
2
θhh+ hε3(h) avec lim

h→0
ε3(h) = 0.
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En portant ces relations dans (2), on obtient :

− 1
2a

3
2
h+

3
8a

5
2
h2 + h2ε1(h) =

−h
2

(
1
a

3
2
− 3

2a
5
2
θhh+ hε3(h)

)
,

ce qui donne, en divisant par h2 :

3
4a

5
2

(
1
2
− θh) = −ε1(h)− ε3(h)

2
,

et donc limh→0,h>0 θh = 1
2 . Cette question était plus difficile. . .

—————————————————————————————–

(c) −∞ < a < b <∞ et f(x) = ex pour x ∈ [a, b].
—————————————corrigé—————————————–

Soit θ ∈]0, 1[ vérifant (1). La relation (1) donne :

ea(eh − 1) = ea+h − ea = hf ′(a+ θh) = hea+θh = heaeθh.

On a donc eθh = eh−1
h , ce qui donne

θ =
1
h

ln(
eh − 1
h

).

Ceci prouve bien l’unicité de θ. On utilise maintenant un DL2 de y 7→ ey en 0 :

eh = 1 + h+
h2

2
+ h2ε1(h) avec lim

h→0
ε1(h) = 0,

et donc
eh − 1
h

= 1 +
h

2
+ hε1(h).

Comme θh ∈]0, 1[, le DL1 de y 7→ ey en 0 donne aussi

eθhh = 1 + θhh+ hε2(h) avec lim
h→0

ε2(h) = 0.

On a donc (comme eθh = eh−1
h ) :

1 + θhh+ hε2(h) = 1 +
h

2
+ hε1(h).

d’où :
θh −

1
2

= ε1(h)− ε2(h).

On obtient, finalement, limh→0,h>0 θh = 1
2 .

—————————————————————————————–

(d) −∞ < a < b <∞ et f(x) = x2 + x+ 1 pour x ∈ [a, b].
—————————————corrigé—————————————–

Soit θ ∈]0, 1[ vérifant (1). La relation (1) donne :

(a+ h)2 + h− a2 = hf ′(a+ θh) = 2h(a+ θh) + h,

ce qui donne
h2 = 2h2θ,

et donc θ = 1
2 . Ceci donne l’unicité de θ et limh→0,h>0 θh = 1

2 .
—————————————————————————————–
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2. Soit f une fonction de IR dans IR. On suppose que f est de classe C2. Soit a ∈ IR.

(a) Montrer que pour tout h ∈ IR? il existe θ ∈]0, 1[ vérifiant (1) et donner un exemple de fonction
f (et de valeurs de a ∈ IR et h ∈ IR?) pour laquelle θ n’est pas unique.

—————————————corrigé—————————————–
Si h > 0; on applique le théorème des accroissements finis à la fonction f sur l’intervalle
[a, a + h], il donne l’existence de θ ∈]0, 1[ vérifiant (1). Si h < 0, on obtient le même résultat
en appliquant le théorème des accroissements finis à la fonction f sur l’intervalle [a+ h, a].

En prenant, par exemple, f(x) = x (pour tout x ∈ IR), on obtient un exemple pour lequel (1)
est vraie pour tout θ ∈]0, 1[ (et quelquesoit a ∈ IR et h ∈ IR?).

—————————————————————————————–

(b) On suppose que f ′′(a) 6= 0. Pour tout h ∈ IR?, on choisit une valeur de θ ∈]0, 1[ pour laquelle
(1) est vérifiée. On note θh cette valeur de θ. Montrer que limh→0,h>0 θh = 1

2 . [On pourra
utiliser la formule de Taylor-Lagrange.]

—————————————corrigé—————————————–
Soit h ∈ IR?. On appilque la formule de Taylor-Lagrange à la fonction f . On obtient l’existence
de ϕh ∈]0, 1[ t.q. :

f(a+ h)− f(a) = f ′(a)h+
f ′′(a+ ϕhh)

2
h2.

En appliquant la formule de Taylor-Lagrange à la fonction f ′, on obtient aussi l’existence de
ψh ∈]0, 1[ t.q. :

f ′(a+ θhh) = f ′(a) + f ′′(a+ ψhθhh)θhh.

Comme f(a + h) − f(a) = hf ′(a + θhh), on a donc f ′′(a+ϕhh)
2 = f ′′(a + ψhθhh)θh. Comme

f ′′(a) 6= 0 et f ′′ continue, il existe η > 0 t.q., pour tout y ∈ [a− η, a+ η, f ′′(y) 6= 0. On peut
écrire, pour h ∈ [−η, η] :

θh =
f ′′(a+ ϕhh)

2f ′′(a+ ψhθhh)
.

La continuité de f ′′ et le fait que f ′′(a) 6= 0 permet alors d’en déduire que limh→0,h>0 θh = 1
2 .

—————————————————————————————–

3. Soit f une fonction de IR dans IR. On suppose que f est dérivable (en tout point de IR) et que,
pour tout a ∈ IR et h ∈ IR?, (1) est vérifiée avec θ = 1

2 .

(a) Montrer que f(a+ h)− f(a− h) = 2hf ′(a) pour tout a ∈ IR et h ∈ IR?.
—————————————corrigé—————————————–

Comme (1) est vraie avec θ = 1
2 , pour tout a ∈ IR et h ∈ IR?, on peut l’appliquer (si a ∈ IR et

h ∈ IR?) avec a− h et 2h. on obtient

f(a− h+ 2h)− f(a− h) = 2hf ′(a− h+
1
2

2h),

ce qui donne bien f(a+ h)− f(a− h) = 2hf ′(a).
—————————————————————————————–

(b) Montrer que f est de classe C∞. [On pourra, par exemple, utiliser (a) avec h = 1.]
—————————————corrigé—————————————–

La question (a) donne, pour tout x ∈ IR ;

f ′(x) =
1
2

(f(x+ 1)− f(x− 1)).

On déduit de cette formule, par récurrence sur n que f est de classe Cn pour tout n ∈ IN?. En
effet, comme f est continue, la formule donne bien que f ′ est continue, donc f est de classe
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C1. Puis, pour n ∈ IN?, si f est de classe Cn, la formule donne que f ′ est de classe Cn et donc
f est de classe Cn+1.

On a bien montré ainsi, par récurrence, que f est de classe Cn pour tout n ∈ IN?. c’est-à-
dire que f est de classe C∞.

—————————————————————————————–

(c) Montrer que f ′′′(a) = 0 pour tout a ∈ IR. En déduire qu’il existe α, β, γ ∈ IR t.q. :

f(x) = αx2 + βx+ γ pour tout x ∈ IR.

On suppose que (1) est, pour tout a ∈ IR et h ∈ IR?, vérifiée seulement pour θ = 1
2 . Montrer

que α 6= 0.
—————————————corrigé—————————————–

Soit a ∈ IR et h ∈ IR?. Comme f est de classe C3, la formule de Taylor-Lagrange donne
l’existence de ϕh, ψh ∈]0, 1[ t.q. :

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+
f ′′(a)

2
h2 +

f ′′′(a+ ϕhh)
6

h3,

f(a− h) = f(a)− f ′(a)h+
f ′′(a)

2
h2 − f ′′′(a− ψhh)

6
h3.

Comme f(a+ h)− f(a− h) = 2hf ′(a), on en déduit :

f ′′′(a+ ϕhh) + f ′′′(a− ψhh) = 0.

En faisant tendre h vers 0, ceci donne f ′′′(a) = 0.

La formule de Taylor-Lagrange (en 0, à l’ordre 3) donne alors l’existence de α, β, γ ∈ IR t.q. :

f(x) = αx2 + βx+ γ pour tout x ∈ IR.

Si α = 0, la formule (1) est vérifiée pour tout θ ∈]0, 1[.Donc, si, pour tout a ∈ IR et h ∈ IR?,
(1) est vérifiée seulement pour θ = 1

2 , on a nécessairement α 6= 0.
—————————————————————————————–
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