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Exercice 1 (Fonction dont I’image est discréte)
Soit f : IR — IR une fonction continue (en tout point de IR).

1. On suppose que f(x) € {0,1}, pour tout = € IR. Montrer que f est constante. [utiliser le théoréme
des valeurs intermédiaires.]

2. On remplace maintenant I’hypothese “f(x) € {0,1}, pour tout = € IR” par “card{f(z),z € R} <
oo”. Peut on aussi montrer que f est constante ? (justifier la réponse...)

Exercice 2 (Continuité de “max” et “min”)

1. Montrer que, pour tout z,y € R, max{z,y} = %(:ﬂ+y+ |z —y|) et min{z,y} = %(ery — |z —yl).

2. Soit f et g deux applications de IR dans IR. On définit les applications fTg et f1lg de IR dans R
par :
(fTg)(x) = max{f(z),9(x)}, (fLg)(x) =min{f(z),g(x)}, pour z € RR.

Soit a@ € IR. On suppose que f et g sont continues en a. Montrer que fTg et flg sont continues
en a.
Exercice 3 (Convexe implique continue)

Soit f une application de IR dans IR. On suppose que f est convexe, c’est a dire que f(tx 4+ (1 —t)y) <
tf(z)+ (1 —t)f(y) pour tout ¢ € [0,1] et pour tout z,y € RR.
On pose a = f(1) — £(0), 8 = £(0) — F(~1) et » = max{al, |41}
1. Soit x €]0,1[. Montrer que Sz < f(x) — f(0) < az. [Utiliser le fait que = = ¢1 + (1 — t)0, avec
t==x,et 0=tx+ (1 —1t)(-1), avec t = ﬁ]

2. Soit & €] — 1,1]. Montrer que |f(z) — f(0)] < 7|z|. En déduire que f est continue en 0.

3. Montrer que f est continue en tout point de IR.

Exercice 4 (Borne supérieure atteinte)

Soit f une application continue de IR} dans IR, (on rappelle que IRy = [0,00[). On suppose que
lim, o f(x) = 0. Monter que {f(z), v € R4} est majoré est qu'il existe a € R t.q. f(a) = sup{f(z),
xr € IR+}

Exercice 5 (Exercice sur les valeurs intermédiaires)
Soit f une application continue de [0,1] dans IR t.q. f(0) = f(1). Soit n € IN*. pour z € [0,1 — =], on
pose g(x) = f(z+ ) — f(2).

1. Montrer que ZZ;S 9(%) =0.
2. Montrer qu'il existe o, z1 € [0,1 — 2] t.q. g(zo) < 0 et g(z1) > 0.

3. Monter qu'il existe z € [0,1 — 1] t.q. f(z+ 1) = f(a).



