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Exercice 1 (Condition nécessaire et condition suffisante de minimalité)

Soit f une application IR dans IR et a € IR.
1. On suppose que f est de classe C! et que f admet un minimum local en a. Montrer que f’(a) = 0.

2. On suppose que f est de classe C2, f'(a) = 0 et f”(a) > 0. Montrer que f admet un minimum
local en a.

3. Donner un exemple pour lequel f est de classe C2, f'(a) = 0, f"(a) = 0 et f n’admet pas un
minimum local en a.

Exercice 2 (Equivalents)

1. Soit a > 0. Montrer que ((1+z)® —1) ~ az en 0.
2. Montrer que (1 + z + %) ~ 22 en +o0.

3. Soit f, g, h des applications de R dans IR et A, x € IR. On suppose que f ~ Ah et g ~ ph en 0 et
que A + u # 0. Montrer que (f + g) ~ (A4 p)h en 0. Donner un exemple ou ce résultat est faux si
A4+ pu=0.

4. Soit f et g des applications de IR dans IR. On suppose que f(z) > 0 et g(z) > 0 pour tout z € IR,
f~genO0etlim, o f(z) =co. On pose h(z) = In(x) pour x > 0. Montrer que ho f ~ hogen 0.

5. Soit f, g, h des applications de IR dans IR. On suppose que f ~ h en 0 et que g = o(h) au voisinage
de 0. Montrer que (f +g) ~ h en 0.

Exercice 3 (Limlte a D’infini)
Soit f une fonction dérivable de ]0,00[ dans IR. On suppose que lim, . f'(z) = 0. Montrer que
i) — g,

hmwa 00

Exercice 4 (Prolongement par continuité)

Pour z €]0, 1[, on pose f(z) = ﬁ Peut on prolonger f par continuité en 0 et en 1 ?

Exercice 5 (Calcul de primitives)

1. Soit f de IR dans IR définie par f(r) = 2* + 322 — x. Calculer F de R dans IR t.q. F' = f et
F(0)=0.

2. Soit f de R4 dans IR définie par f(x) = \/ﬁ Calculer F de R, dans R t.q. F' = f et F(0) = 0.

3. Soit f de R* dans IR définie par f(z) = &=L, Calculer F de RY. dans R t.q. F' = f et
F(1) = 0.

Exercice 6 (Limite en 0)

Trouver les limites en 0 des fonctions suivantes, définies sur IR* :

1 1 _arctan(z) —

f(@) = 5 (155 —cos(@)), g(z) =

e® — cos(x) — sin(x)
== ,

22

sin(z) —

Exercice 7 (DL3)



Calculer le DL3 en 0 de f définie pour z €] — 1,1] par f(z) = sin(z) — cos(z) + tan(z) + .
Calculer le DL3 en § de f définie pour x €]0, 7[ par f(x) = In(sin(z)).

Exercice 8 (DL4)

Donner le DL4 en 0 des fonctions suivantes (définies de IR dans IR) :

f@) = 1+ V1+a2)t, gz) = e,

Exercice 9 (DLn)

On définit f de IR dans IR par :
fle) = G2y siz#0, "
f0)=1

Montrer que f est continue en 0 et admet un DLn en 0, pour tout n € IN*.

Exercice 10 (Equivalents)

Soit £, g, ,v définies pour tout x € R par f(z) = 2> + 1, g(x) = 2* + 1, p(x) = 2% — 32, ¥(z) = 2°.
1. Montrer que f ~ g en 0.
2. Montrer que In(f) et In(g) sont définies sur | — 1, 00[ et que In(f) +# In(g) en 0.
3. Montrer que ¢ ~ ¥ en +oc0.

4. Montrer que e? o e¥ en +oo.

Exercice 11 (Fonction indéfiniment dérivable et & support compact)
On définit f de IR dans IR par :

flx)=0, sixz < -1,

1
flz)=e21,s1 —1l<z<],
f(x)=0, siz>1.

1. Montrer que f est continue en tout point de IR

2. (a) Montrer que f est de classe C* sur | — 1,1].
(b) Soit n € IN*. Montrer qu’il existe deux polynémes p,, et g, t.q.:

f(”)(ac) = anx;ew;l, pour tout —1 <z < 1.
qn (T

(On ne demande de calculer p,, et g, mais seulement de montrer leur existence.)
(c) Soit n € IN*. Montrer que lim;_,1 ;<1 f(x) =o.

3. Montrer que f est de classe C* sur IR. [On pourra utiliser le résultat suivant, vu en cours et en
TD : Soit co < b < a < ¢ < 0o et g une application de |b, ¢[ dans IR. On suppose que g est dérivable
pour tout x €]b, ¢[, x # a, et que ¢’ (définie sur |b, c[\{a}) admet une limite en a, notée I. Alors, g
est dérivable en a et ¢'(a) = 1]

4. Soit n € IN*, donner le développement limité de f, & 'ordre n, au point 1.



