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Licence de Mathématiques — Analyse — PEIP1
DEVOIR SURVEILLE 3 — CORRIGE

Exercice 1 (3pts) Calculer les limites suivantes, au besoin en faisameveloppement limité :

1 1
li 2Arcta li T
srteo N p2) o limcos(z)

corrigé

Au voisinage de zéro on a : Arctan = u — ﬁ + o(u?®). On poseu = xz' quandr tend vers l'infini, dans ce

cas:z:QArctan(ﬁ) = 1;”’;% - 12(1%2) +z o((1+1$3) ), donc la I|m|te est égale hquandr — +occ. On a
cos(z)= = e(eos(®)/z qui est bien défini cafos(z) > 0 au voisinage de zéro. Aprés DL & l'ordre 2 on trouve
e? = 1 comme limite.

Exercice 2 (4 pts)Soitf une fonction continue siR. Soita € R, on noteF'(x / f(t)dt. Les propositions

suivantes sont-elles VRAIES ou FAUSSES ? On justifieradesnses.

a) F est continue suR. VRAI, car F’ est dérivable aveg” = f.

b) F(a) = f(a). FAUX : on a toujours'(a) = 0, il suffit de prendref (z) =

2241
5

c) Sif est croissante alorB est croissante. FAUX. Contre—exemplﬁ/: tdt = ou f(z) = x et F(x)
—1

n’est pas monotone.
d) Sif estnégative alorg’ est décroissante. VRAI cd’ (z) = f(x).

Exercice 3 (6 pts)Soitf une fonction de class€™ surRR.
a) On fixea < b. Montrer queF'(x / f(t)dt est de class€™+! surR.

b) On suppose > 2. Ecrire le développement limité d€(x) a I'ordre trois au voisinage de = a, en fonction
de f et de ses dérivées.

c) Justifier qu'il existeM! réel tel queM = sup,¢(, 4 |f'(2)].

d) Ecrire la formule de Taylor-Lagrange poEra l'ordre trois sufa, b].

e) On suppose qug(a) = 0, montrer que}/ f@®)dt) < %(b —a)*

corrigé

a) étant donné quE’ = £, on auraF "t = f(® doncF estC™*! surR.

b) La formule de Taylor-Young s’écrit :

SE—G/Q SE—G3
( 5 ) F”(a)—l—( ) F”/(a)—i—o((l’—a)?’) .

F(x) =F(a) + (z —a)F'(a) + G

CommeF'(a) = 0 et queF”’ = f, on afinalement :
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¢) Lafonctionf’ est continue donc est bornée sur tout segment, il existe toreel tel queM = sup,¢(, 4 [ (@)].

d) La formule de Taylor-Lagrange affirme gu'il existes]a, b[ tel que :

(b—a)’
6

—a 2 —a 3
FO) = Fa) +Ho-o P @+ "5 pa)+ O = o p(@)+

=0

f(e)

e) On suppose qug(a) = 0, en écrivant la formule précédente & I'or@reen tenant compte d¢’(c)| < M, il

vient : , )
Fb) = / F(t)dt = (b;“) £(¢) dou

b
[ e <5 - ap

Exercice 4 (8 pts) Soitf : [—7%, +oo[— R I'application définie par :

[ cosh(y/z), siz >0,
fla) = { cos(v/—x), siz < 0.

On rappelle la définition de la fonction cosinus hyperbediqcosh(z) = ete
Donner les développements limitésae(x) etcosh(z) & I'ordre4 au pointo.

. Montrer que la fonctiorf est continue.

. Montrer quef admet un Dk en0 et le calculer.

1.

2

3

4. Montrer quef est de classé'.

5. Montrer quef est injective et déterminer son image

6. Soitg : I — [—72, +oof la fonction réciproque d¢. Montrer quey admet un Dk en1.
7

. Soitg(x) = a+ b(z — 1) + c(z — 1)? + o((x — 1)?) le DLz en1 deg. Déterminer, b etc en utilisant la
relationg(f(z)) = x.

corrigé

l.cos(z) =1— 122+ Lot +o(z?) et cosh(z) =1+ 322 + Lzt + o(2?)
2. f est continue en dehors de zéro car égale a des fonctionmges. On remarque ques(y/—z) tend vers
1 = cosh(0) lorsquez — 0~ doncf est continue également en zéro.

3. En reportant respectivemeyft-z et/z dans les DL de la question 1, on trouve :

@) = 1+ 2+ 5% 4 o(z?), siz > 0,
1+ 3z + 2?4+ o(z?), siz < 0.

Donc f posséde un Di.en zéro égal & (z) = 1 + 1z + 2% + o(2?). Ce qui prouve au passage gfi@st
1

dérivable en zéro et qug(0) = 5.

4. La continuité dg’ est a vérifier en zéro. Pour< 0 on af’z) = 2\/1_7 sin(y/—x) dont la limite esfl /2 quand
x — 0. Pourz >0 f'(z) = ﬁ sinh(y/7) dont la limite est égalemeny/2 quandz — 0%, doncf’ est bien

continue er, f estC!.

5. f est strictement positive si# 72, +oo[ doncf est strictement croissante donc injective[gigr-72), f(+o00)[=
[—1, 400

6. Du fait quef’ ne s’annule pas au voisinage de zéro, on peut affirmeg @gedérivable au voisinage de= f(0)
(théoréme du cours). Ce méme téoreme affirme que, danasyy a méme classe de dérivabilité gyiell suffit
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donc de vérifier qug estC? pour en déduire quel’est également et donc admet un Pén 1. La vérification est
nécessaire au point de raccard= 0. Les dérivées secondes des(\/—x) et decosh(/z) sont respectivement
égales érﬁ(sm\(/_[;x) — cos(y/—z)) pourz < 0 eta-t(cosh(y/z) — %) pourz > 0, qui ont pour limite
communeli2 a gauche et a droite de zéro. Une conséquence du TAFsjqoermet alors de conclure qfiestC?
au voisinage de zéro, dog&galement au voisinage ¢¢0) = 1, donc admet un Dj.au vosinage de 1.

7. Laformule de Taylor-Young appliquég&'écrit: g(z) = g(1)+g’(1)(z71)+#(z71)2+0((x71)2). Ona
déjaa = g(1) =0etb = ﬁ = 2. On dérive deux foig(f(z)) = =, d’'ou : ¢"(f(z)) f'(2)? + ¢'(f () f"(x) =
0, cette relation en: = 0 donne alorg”(1) = —2, d'olic = —3.

~—

W=

Exercice 5 (2 pts)

b
On se propose de calculér= / 2/ (z — a)(b— x) dz, oua < b sont deux nombres réels.

1. En effectuant le changement de variapte a + b — 2, montrer que le calcul de l'intégralese raméne au
1

calcul de 1—¢t2dt.
—1

1 )
2. Calculer[ +/1—t?>dtetendéduire/[ z+/(x—a)(b—z)dz.
-1 a

corrigé

b
1. Le changement de varialije= o+ b—x aboutit & la relatiod = (a+b) / vV (z — a)(b — x)dz. On applique

2
(b—a), (a+bd

2

o e e e R

alors 'intervalle[—1, 1] sur|a, b] par le changement de variable = t+ ). L'expression devient

2. I'int'egrale/ 14/1 — t2dt se calcule par un changement de variabtesin(u), ce qui donne :

—1
/2 /2 1 9
/ 1\/1—t2dt:/ COSQ(u)dUZ/ Mdu: T,
-1 —m/2 —m/2 2 2

7(a+b)(b—a)? .
16

Dou: I =
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