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Exercice 1
Etudions la continuité de f sur R*.
La fonction x — —;12 est continue sur R* et la fonction exponentielle est continue sur

R donc par composition f est continue sur R*.

Etudions la continuité de feno.

lim 22 = 0% donc par quotient lim — 2 = —oo.
z—0 1 z—0 *
lim _72 = — L
S donc par composition lim e™ =2 = 0.
lim e =0 z=0
y—>700
On en déduit que lirr%) f(z) = f(0) donc f est continue en 0.
270
Conclusion.

La fonction f est continue sur R.

Exercice 2

Simplifions 'expression de f.

lim 2™ = 0 donc par somme et quotient f(x) = 1.
n—-+oo

Siz €] —1,1] alors

Siz =1 alors % =0, VYn € N donc f(x) =0.
- 1—z"  (1/a") =1 _ ()" —1 ie-11
S — 00, —1[U]1 1 = = -z : 1
ize]—o00,—1[Y ,+oo[aorsl+xn (1/zm) 41 (%)nJrl n—+o00
D'ou f(z) = —1.

1 sizel—1,1]
flz)=4 0

-1 siz€]—o0,—1[U]l,+0o0

Au voisinage de chaque point de | — oo, —1[U] — 1, 1[U]1, +oo[ la fonction f est constante

siz=1

donc elle est continue sur cette réunion d’intervalles.

Siz €] —1,1] alors f(z) =1 donc lir? f(z)=1.
x—1—
Si x €)1, +o0[ alors f(z) = —1 donc 11I{1+ f(z)=-1.
z—>

On a lim f(x) # limJr f(z) donc f n’admet pas de limite en 1, ce qui entraine que f
z—1— x—1

n’est pas continue en 1.

La question de la continuité de f en —1 ne se pose pas car f n’est pas définie en ce

point.
Conclusion. Le domaine de continuité de f est 'ensemble | — co, —1[U] — 1, 1{U]1, +o0].

Remarque. Le domaine de continuité est différent du domaine de définition car f n’est
pas obtenue & partir des fonctions usuelles par opérations algébriques (somme, produit,

quotient) ou composition.

Exercice 3
1. f(2x0) = f(0) = f(0)cosO.

Soit x # 0. On a : g(2z) = 922% — ?Sin;;o” = 81T o5 = g(z) cos .

Donc g vérifie la condition (E).

2. lim g(x) = lim 822 = 1, On a alors lim g(z) = g(0) donc ’g est continue en 0 |.
z—0 z—0 x—0
x#0 z#0

3. Soit f une fonction qui vérifie (E). Montrer que, pour tout x # 0 et pour tout n

z sin x
& partir d’un certain rang, on a : f(x) = f (—) —_—.
2/ 27 gin (2%)
Nous allons démontrer par récurrence que pour tout n € N, la propriété & (n) :

Ve € R*, 2"sin (2%) fl@)y=f (2%) sinx est vérifiée. Puis nous montrerons qu’a

partir d’un certain rang on peut diviser les deux membres par 2" sin (2%), ce qui
correspond a la formule demandée.

Initialisation.

Soit x € R*. 2%sin (&) f(z) =sinaf(z) et f (%)sinz = f(z)sinz. F(0) vraie.

Hérédité. Soit n € N, supposons que £(n) est vraie.
Soit & € R*.
D’apres la relation (E) on a : f (2) =f (2

X o X X
on 2n+1) =/ (2n+1) cos (2n+1>’

donc f (2%) sinx = f (%) sin z cos (anﬂ).
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Par HRon a: f (21) sinx = 2" sin (21) f(z) donc en reportant cette relation dans

I’égalité précédente il vient : 2™ sin (%) flx)y=1f (Zn%) sin  cos (QH%)
La formule trigonométrique sin 2y = 2sin y cos y appliquée a y = 5+ donne fina-

lement :
2" X 2sin (Qn%) cos (ZL%) fly=f (Qn%) sin x cos (Qn%)

Premier cas : cos (zn%) # 0.

En simplifiant par cos (ﬁ) # 0 on obtient : 2" %! sin (Q,ﬁrl) flx)=1f (ﬁ) sin x.

Second cas : cos (2"%) =0.

On a alors 5757 = § + km avec k € Z. Donc o7 = (1 + 2k)m et x = 2" (1 + 2k)T.

Ceci montre que x est un multiple de 7 donc sinz =0 et f (zn%) sine =0 (1).

D’apres 'hypothese de récurrence on a : 2" sin (2%) fyy=7f (2%) siny poury = 3.

d’ot1 2" sin (Qn%) f(5)=1r (Qn%) sin 5. On sait que cos (QH%) = 0 (second cas)
f () sin §

— - (2).
27 sin (Tﬂ)

e Sin>1lalors £ =2"""(142k)7 et sinZ = 0. D’apres la relation (2), on a :
—_———

x
donec sin (277%) = 0, ce qui permet d’écrire : f (5) =

z
f(£) =0, et d’apres (E) f)n a: f(xz)=f(%)cosZ =0.

e Sin =0 alors d’apres la relation (E) on a: f(z) = f(%£)cos% = 0 car on est

dans le second cas pour n = 0.

Pour toute valeur de n on a : 2" sin (5% ) f(z) = 0, en combinant cette relation

avec la relation (1), on obtient : 2" sin (557) f(z) =0 = f (&) sin.

Dans tous les cas on a : 2"t!sin (Tipﬁ) flx)=f (Tipﬁ) sinx avec x quelconque

donc la propriété est vérifiée au rang n + 1.
Conclusion. P (n) est vraie pour tout n € N.

Soit x # 0. On a lir}_l 2" = 400 donc il existe ng € N tel que pour tout n > ng
n——+0o0o

on ait : 2"1 > 2"7 > |z| donc —7 < £ < 7 et en particulier sin () # 0.

A partir du rang mg on peut donc diviser les deux membres de Z(n) par

2™ sin (2%), ce qui donne : | f(z) = f (

1) sinx
27/ 2" sin (2%)

sin(in

. Soit #0. On a: lim f)zlcar lim =% =0.

n—+4oo 27 n——+oo 2"

Par produit on a donc lim 2" sin (i) = .

n—-+00 2n
lim - =0

notoo 2 par composition lir_irrl f (&) = f(0)

—
f est continue en 0 e

T sinx sin x
Par quotient on obtient donc : lim (—) —— = f(0)—.

4 n—>+oof 2"/ 27 sin (%) 1) T

D’apres la relation établie a la question précédente et par unicité de la limite on

obtient donc : = f(0)222 =| f(0)g(z) |, et ce pour tout a # 0.

Comme ¢(1) = 1, la relation précédente est aussi valable pour = = 0.

Conclusion : | f = f(0)g|.

. D’apres la question précédente on sait que si f est définie sur R, continue en 0 et

vérifie (E) alors f est proportionnelle & g c’est-a-dire du type Ag avec A € R.
Réciproquement, Ag, avec A € R, est définie sur R, continue en 0 et vérifie (E) car

g vérifie ces conditions.

Conclusion : 'ensemble des fonctions répondant au probléme posé est {Ag/A € R}.



