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Exercice 1

Soit f : R — R une fonction de classe C?. On suppose que f et f” sont bornées sur R,
si bien qu’il existe des constantes My et M, telles que pour tout x € R, |f(x)| < M, et
|f" ()] < M.

1. On se fixe x € R et h > 0. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour f a 'ordre 2
sur Uintervalle [z, z + h].

2. En déduire que |f'(z)] < 2o + 222,

3. Soit ¢ :]0,00[— R la fonction définie par ¢(h) = 2} 4 22k, Etudier les variations
de ¢ et en déduire que ¢ admet un minimum que l'on calculera.

4. Montrer que pour tout x € R, |f'(z)| < 2v/MyMa.

Exercice 2

Calculer les limites suivantes :

_x(1+In(l+z)—e) : 2 13 2/3
}:li% Arctan(x) —x xlgg)(x Tr+2)t e

Exercice 3 (Intégrales impropres)

Soit f : [1,00[— R une fonction continue. Pour z > 1, on pose F(z) = [/ f(t)dt. Si la
fonction F' a une limite ﬁme lorsque z tend vers l'infini, on note fl ) t)dt cette limite et
on dit que l'intégrale f1 t) dt est convergente. Dans le cas contraire, on dit que cette

intégrale est divergente.

1. Montrer que l'intégrale fl dt est convergente et f1 1 dt est divergente.

t2
2. Soit a € R un réel fixé. Montrer que 'intégrale f1 t—a dt est convergente si et seule-
ment si o > 1.

3. (a) On suppose que f : [1,00[— R est une fonction continue telle que pour tout
t > 1, f(t) > 0. Montrer que F' est une fonction croissante sur [1, ool.

(b) Soit g : [1,00[— R une fonction continue telle que pour tout t > 1,0 < g(t) <
f(t). Montrer que si f1 t) dt converge, alors f1 (t) dt converge aussi

(c) Montrer que si fl t)dt dlverge alors fl t) dt diverge aussi.
(d) Montrer que [~ |C°S (t | dt converge.

4. On admet pour la suite que si [;™ | f(¢)| dt est convergente, alors [ f(t) dt est aussi
convergente.

(a) Monter que [, cos(®) gt Converge

(b) En déduire que f >0 sin(®) gy converge. (On pourra penser a une intégration par
parties. )



