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Exercice 1
Soit f : R — R une fonction de classe C2. On suppose que f et f” sont bornées sur R, si bien qu'il existe
des constantes My et Ms telles que pour tout « € R, |f(x)| < Mg et |f(z)| < Ma.

1. On se fixe 2 € R et h > 0. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange pour f a l'ordre 2 sur Uintervalle
[z, + h).

corrigé
11 existe 6 €]0,1] t.q.

Fa+h) = fa) + by (@) + o (on).

2. En déduire que |f'(z)| < 21\h/fo + hg/l .

corrigé
Soit z € R et h > 0. La question précédente nous donne l'existence de 6 €]0, 1] t.q. hf'(x) = f(z +
h) + f(z) + %f”(@h) et donc

2 2

W f' (@) < [fla+h)|+ | f(2)] + %|f”(9h>| < 2M, + %Mz.

Ceci donne bien |f/(z)| < 2o + 22

3. Soit ¢ :]0, co[— R la fonction définie par ¢(h) = 2,1% + b2 Etudier les variations de ¢ et en déduire
que ¢ admet un minimum que ’on calculera.
corrigé

On remarque que My > 0 et My > 0. La fonction ¢ prend donc ses valeurs dans R . On considere tout
d’abord le cas My = 0. Dans ce cas, le minimum de ¢ est 0 car lim;—, o ¢(x) = 0 (et ce minimum n’est
pas atteint, sauf si My = 0). On suppose maintenant que My > 0. Dans ce cas, on a, pour tout h > 0,

¢'(h) = —2Me + 2L On a donc ¢/(hg) = 0 avec hg = 2 %, @'(h) < 0 pour h < hg et ¢'(h) > 0 pour
h > hg. On en déduit que ¢ admet un minimum et que ce minimum, noté m, est atteint pour h = hg,
ce qui donne

m = ¢(ho) = /MoMs + \/MyM, = 2+/ My Ms,.
Dans tout les cas, le minimum de ¢ sur R* est donc 2v/MoM5.

4. Montrer que pour tout x € R, |f'(z)| < 2v/MyM,.
corrigé
Soit z € R, la question 2 donne |f’(x)| < ¢(h) pour tout h > 0. On a donc

[ (@)| < inf{(h), h €]0, 00[} = 2¢/ MoMy.

Exercice 2
Calculer les limites suivantes :

. z(14+In(1+x)—e€") ) 9 1
1 1 2)1/3 — 22/3,
250 Arctan(z) —z ' rﬂn}rloo(x to+2) v

corrigé
Pour z > —1, on a, avec lim,_,0e1(2z) = lim,_,ge2(x) = 0,

2 2
z(14+In(l4+2z)—¢€") =214z — % —1l—z— % + 2261 () = —23 + 2%, (2)
et
xs - 1'3 .
Arctan(z) —x =2 — — —x + 23e5(x) = — = + 23e5(x).
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1+1In(1 —e* -1
On en déduit que, pour x > —1, x # 0, zl+In(l+z)—c) = +1(@) et donc que

Arctan(z) — z —1 +ea(x)

14+In(1 —e”
g (1 +2) = e7)

=3.
z—0  Arctan(z) —z

Pour z > 0, on a

. ] 1 2
(1‘2+I+2)1/37I2/3:I2/3((1+E+?)% -1).

Pour tout u > 0, on a (1+u)s =1+ $u + ue(u), avec limy_,0(u) = 0. On a donc, pour z > 0,

1 2

1
1+ 4 =
I+—+ )

1 .
=1+ 3 + n( ) avec Igr}rloo n(z) = 0.

wl=

On en déduit que
lim (22 + 2+ 2)Y% — 223 = 0.

r—r+00

Exercice 3 (Intégrales impropres)
Soit f : [1,00[— R une fonction continue. Pour z > 1, on pose F(z fl t)dt. Si la fonction F a une
limite finie lorsque x tend vers I'infini, on note fl (t) dt cette hmlte et on dlt que 'intégrale fl t)dt
est convergente. Dans le cas contraire on dit que cette intégrale est divergente.
dt est convergente et fl L dt est divergente.

corrigé
Sc;it z>1,ona [ 5dt=1—2Let [/1dt=Inz. On en déduit bien que [ % dt est convergente et
J1° 4 dt est divergente.

1. Montrer que l'intégrale fl t2

2. Soit o € R un réel fixé. Montrer que l'intégrale floo t% dt est convergente si et seulement si o > 1.
corrigé

Soit o > 1, on a, pour x > 1, [ &dt =15 (1— —=). On en déduit que lim,, oo [ &= dt = =15 et

donc que l'intégrale fl L dt est convergente.

Pour a < 1,o0n at* <t pour tout ¢ > 1 et donc, par monotonie de l'intégrale, pour tout = > 1,
[P Ladt > flm Lt =nz. Onadonc limm_,%o [1 & dt = +00. On en déduit que [;* 7 dt est divergente.

Ceci montre bien que l'intégrale f1 i L dt est convergente si et seulement si o > 1.

3(a) On suppose que f : [1,00[— R est une fonction continue telle que pour tout ¢ > 1, f(¢t) > 0. Montrer
que F' est une fonction croissante sur [1, ool.
corrigé

La fonction F est continue sur [1, +00] et ¢’est une primitive de f sur |1, 4o00[, on a donc F' dérivable
et F'(t) = f(t) > 0 pour tout ¢ €]1, +o0[. Ce qui montre que F' est croissante sur [1, oco].

(b) Soit g : [1,00[— R une fonction continue telle que pour tout ¢ > 1, 0 < g(¢t) < f(¢). Montrer que si
J1° f(t) dt converge, alors [ g(t) dt converge aussi.
Lorrlgé

On a F(x f1 t) dt et on pose aussi G(x fl t)dt (pour x > 1). Les fonctions F' et G sont
crmssantes (par la questlon précédente). Pour tout x > 1 on a G(z) < F(z). La fonction G est
donc majorée par lim, 1o F(z) € R (car fl t) dt converge). Comme G est croissante majorée,
on en déduit que G a une limite finie lorsque x tend vers 'infini, ce qui montre que floo g(t) dt est
convergente.




(c) Montrer que si [, g(t) dt diverge, alors [~ f(t) dt diverge aussi.

corrigé

On conserve les notations de la question 3(b) (et g est toujours une fonction continue telle que pour

tout t > 1, 0 < g(t) < f(¢)). La fonction G est croissante et G(x) n’a pas de limite finie quand

x — 400, on a donc nécessairement lim,_, . G(r) = +o00. Comme G(z) < F(x) pour tout x > 1,
on a donc aussi lim,_, o, F'(x) = 400, ce qui prouve que floo f(t)dt diverge.

(d) Montrer que [~ “C’;# dt converge.

corrigé
Il suffit ici d’utiliser la question 3(b) avec g(t) = % et f(t) = %. La question 1 donne que

J1° f(t) dt converge, la question 3(b) donne alors que [ g(t) dt converge aussi.

4. On admet pour la suite que si floo |f(t)| dt est convergente, alors floo f(t) dt est aussi convergente.

00 cos (t)
2

(a) Monter que [~ <%

dt converge.

corrigé
Ceci est une conséquence immédiate de la question 3(d) (et de ce que 'on vient d’admettre).

(b) En déduire que floo % dt converge. (On pourra penser a une intégration par parties.)
corrigé

Soit « > 1, par une intégration par parties on a

/j sin (t) gy _ —/j cos (8) Cosx(x) + cos(1).

t 2

On a donc lim, 4 o fla” % dt = —limg 100 ff CO:;” dt + cos(1). Ce qui montre, avec la question
o0

précédente, que f1 mt& dt converge.




