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Exercice 1

1. Montrer que la fonction f définie sur IR* par : f(z) = 1 — sin(z) sin(e*) est prolongeable par continuité sur
IR et préciser cet unique prolongement.

x+1

z—1 S
est prolongeable par continuité sur IR,

2 -1

2. Prouver que g définie sur R — {—1, 1} définie par g(x) = ’
et préciser cet unique prolongement.

corrigé

1. La fonction f est continue sur IR*. Tl faut montrer qu’elle a une limite en 0. On a

rlli% sin(x) = 0,

et )
[sine=)| < 1.

L application du résultat que le produit d’une fonction bornée par une fonction qui tend vers 0 donne une
fonction qui tend vers 0, conduit a
; . .1
limg_osin(x)sin(e=) = 0.

Ainsi lim,_of(z) = 1. La fonction f est prolongeable par continuité en 0 et ce prolongement f est donné par

=« | flx)sizeR"
f(‘”)_{ lsiz=0 M
Il est donc unique.
2. La fonction g est continue sur IR — {—1,1} . De plus
| rz—1 = 1
22—1" |z +1)

xreR\{-1, 1}.

Au voisinage de z = 1, (x + 1) > 0. Ainsi, il existe « > O tel que pour 1 —a <z <1+ aona

| rz—1 ‘:1;4-1 — e(w"rl)bg%“
x? -1

Par ailleurs,
1 o 1
T+ 1 x—1 2
Donc ] ]
T —
lim o+l — |
z—1 |a:2 — 1| 4
Au voisinage de x = —1 la quantité %H change de signe. On va donc évaluer les limites a gauche et a droite.
| = el@tloB =T g < 1.
2 —1
De méme 1
T — T
| 5— "t = elrtDloe sy i > 1.
x4 —1
et




Comme
lim ylogy = 0,
y—>0

et
lime®* =1,
z—0
par composition des limites, on déduit que
x—1
lim e(x"‘l)lOg ‘ 221 = 1,
rz—1

Ainsi la fonction g est continue prolongeable par continuité sur IR et cet unique prolongement est

glz)siz e R\ {-1,1}
g(z) = isiz=1 . )
lsiz=-1

Exercice 2
Soit f : R — IR, croissante et vérifiant : | f(z) — f(y)| < 3|z —y| Va,y € R.

1. Démontrer que f est continue sur IR.

corrigé
Pour tout £ > 0. Il existe 6. = 2 > 0 tel que pour tout g € IR on a |z — zg| < 0. = |f(x) — f(xo)| < e.
Ceci démontre la continuité en xy. Comme x( est quelconque dans IR, on en déduit la continuité sur IR.

2. On définit la suite de nombres réels (uy, ), par

Un4+1 = f(un)
{ Ug € R ' (3)

3. Montrer que la suite (u,,) est monotone de sens dépendant de w1, ug.
corrigé

Supposons u; > 1. Montrons par récurrence que U, 41 > Uy, pour tout n € IN.
(a) Initialisation : Comme u; > ug et f est croissante, on aura f(u1) > f(ug). Donc us > u;.

(b) Hérédité : Supposons que u,, > u,_1. Par croissance de f, on en aura f(u,) > f(u,—1). De la définition
de la suite (u,, ), on obtient que ;11 > Up,.

Supposons u1 < ug. Montrons par récurrence que Up+1 < Up pOUr tout n € IN.
(a) Initialisation : Comme u; < ug et f est croissante, on aura f(u1) < f(ug). Donc us < u;.

(b) Hérédité : Supposons que u,, < u,_1. Par croissance de f, on en aura f(u,) < f(u,—1). De la définition
de la suite (u,,), on obtient que w, 11 < Up,.

1
4. Montrer que Vn € IN, |ty 1 — uy| < ?|u1 — ug|,

corrigé
On a 1
|un+1 - unl = |f(un) - f(un,1| < *lun — Up—1]-

2

On démontre alors par récurrence que

1
[tnt1 — un| < —|ur — uol.
2’!‘L




5. En déduire que la suite (u,, ) est bornée.

corrigé
Ona
Up = Up — Up—1 + Up—1 — Up—2 + ...u1 — Ug + Ug-
Donc
unl < SEE unsn — ]+ ol < o — w0l 5 o+ ol = 2 — wol(1 = 5) < 2lus — il + o]
Un| >~ 2ip—g Uk+1 Uk Ug| = (U1 UQ |24 —0 2k Ug| = 4|Up Uug on/ = (5% () Ug |-

6. En déduire que pour tout ug € IR, la suite (u,,) est convergente. On note I(ug) sa limite.
corrigé

Pour tout ug € IR, la suite (u,,) est monotone et bornée, elle est donc convergente.

7. Justifier que [(ug) = f({(uo)).
corrigé

Comme f est continue sur IR, elle est continue au point [(ug), donc séquentiellement continue. Donc

lm w, =1(ug) = lim f(un)= f(l(uo))-

n—-+oo n—-+oo

Mais on a
Unt1 = f(up), VYn €N

En passant a la limite sur n, on obtient

I(uo) = f(I(uo)).

8. Montrer que I’équation f(x) = x posséde une unique solution dans IR. ( Pour montrer I’unicité, on pourra
supposer que 1’équation a deux solutions et montrer qu’elles sont nécessairement égales).

corrigé
On vient de montrer que pour tout uy € IR les suites (u,,) définies par (2) sont convergentes vers un point fixe
de f.L’équation f(x) = x a donc au moins une solution. Il reste & montrer qu’elle en a une seule. Supposons
qu’il y en ait deux, I, l. On aura

1
|f(l1) = f(l2) < §|l1 — o).
Comme f(l1) =1y et f(la) =ls,0na
1
[l — o] < §|ll — o

Ce qui exige que [; = Is.

9. Soita = f(a). En déduire que {(ug) = a, Vug € R..

corrigé
Comme pour tout ug € IR, [(ug) est une solution de f(z) = = et comme a est I’'unique solution de cette équation,
onal(ug) = a pour tout ug € R.

Exercice 3

Pour tout entier n € IN*, soit ’application f,, : [0, +oo[— IR définie par

fol@) =2 +2" 1+ .+ -1



. Démontrer que pour tout n € IN* I’équation f,,(z) = 0 a une unique racine a,, et que a,, €]0, 1].

corrigé
Pour tout n € IN*, f,, est continue sur IR. De plus f,,(0) = =1 < 0et f,(1) = (n — 1) > 0. L’application du
TVI sur [0, 1] conduit & ’existence d’une racine a,, €]0,1] de 1’équation f,,(z) = 0. Comme pour tout z > 0,
ona f](x) > 0, cette racine est unique (On aurait pu aussi montrer que si 0 < z < y alors f,,(z) < fn(y) car
pourtoutn € IN, {0 < x < y = z™ < y"}).

. Calculer a; et as.
corrigé

fi(x) =2 —letdonca; = 1.0na fo(z) = 2 + 2 — 1 dont I’'unique racine positive est as = %\/g

. Montrer que pour tout z > 0

corrigé
Un calcul direct conduit 2 f,, 41 (x) = 2" + f,(z). Comme = > 0, on en déduit le résultat.

. En déduire que la suite (a,, ), est décroissante.

corrigé
Ona fhi1(an) > fulan) = 0. Comme f,41(0) > —1, d’apres le TVI appliqué a f sur [0, a,], I’équation
fn+1(x) = 0 aune solution dans ]0, a,,[. Comme on a montré que cette racine est unique, on en déduit que c’est
Gyt etainsi a,11 €10, ay].

. Montrer que la suite (a,,),, est convergente. On note a sa limite.
corrigé

La suite (a,,) est décroissante et minorée par 0.

. Prouver que 0 < a < ’1%‘/5 < 1.
corrigé

On a
0<a,<ay Vn>2.

On déduit le résultat par passage a la limite sur n.

. Montrer que pour tout n € IN*,
1— l,n+1

Vo >0, z#1, fn(x):ﬁ_z

corrigé

On applique la formule de la somme d’une suite géométrique de raison g # 1

_ q'n+1

14g+...+¢"= ———
l—q

Iciqg = x.




8. En déduire que
1-— a2+1 =2(1—-ay,), Yn>2.

corrigé
Comme a,, < az < 1 pour n > 2, on peut appliquer la formule ci-dessus. En tenant compte que f,(a,) = 0,
on obtient "

1—a?
0=—"2—-2
1—a,
Ce qui conduit a la formule demandée.
9. Justifier que lim o™ = 0.
n—-+4+oo
corrigé

Comme a,, > 0, ona a’t! = e(*D1°gan On a montré que pour n > 2,0 < a, < az, donc0 < a < ap <1

et ainsi log a,, < logas < 0. Donc
lim aZ'H =0.
n—-+oo

10. En déduire que a = %

corrigé
11 suffit de passer a la limite dans 1’équation

1—a™t =2(1-a,).

On obtient 1 = 2(1 — a), c’est-a-dire a = 3.




