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Exercice 1 (baréme : 2 points)

82m71;§E721}2 , hml_m (1+2m)1/3;(1+$)1/3 .

corrigé
On sait que, pour tout x € R, e® = 1 + z + 22/2 + 23/6 + a3e1(x) avec lim,_,oe1(z) = 0. On a donc,
pour tout z € R, €?* =1 + 2z + 222 + (4/3)23 + 23¢5(x) avec lim,_,¢e2(x) = 0. On en déduit que

Calculer les limites suivantes : lim,_,q

€2 — 1 —2x — 222 4+ (@)
= — 4+ e9(x).
3 3 2

e?®—1-2z—2z> _ 4/3

On a donc lim,_,q =

Pour z > —1/2 on pose f(z) = (1 + 2z)'/3 — (1 + 2)'/3. La fonction f est de classe C*°. On remarque
que f(0) =0et f/(0) =1/3. On en déduit que lim,_,o (20) P ()2 1/3.

x

Exercice 2 (Suites récurrentes) (baréme : 8 points)
Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = e* — 2 pour tout « € R.

1. On définit la fonction ¢ : R — R par ¢(z) = f(x) — « pour tout x € R.

(a) Dresser le tableau de variations de ¢ sur R (on pensera & calculer les limites en +00).
corrigé

La fonction ¢ est de classe C*°. On a ¢/'(z) = €® — 1. On a lim, ,_« ¢(x) = +oo et

lim, 1o @(7) = 400 (en remarquant, par exemple, que e > z + 22/2 pour tout > 0).
On en déduit le tableau de variation de ¢

T —00 0 +00

o) | -1 - 0 + 4o

p(x) | oo N\ -1 A +4o0

(b) En déduire que I’équation ¢(z) = 0 a exactement deux solutions a; et ag sur R, avec oy <
0 < as. (On ne cherchera pas a calculer a; et ay de fagon explicite.)
Remarque. Les points a7 et as sont donc les uniques points fixes de f, c’est-a-dire les uniques
solutions de 'équation f(z) = x sur R.
corrigé

Sur lintervalle | — 00, 0], la fonction ¢ est continue et strictement décroissante de +o00 & —1.
Elle s’annule donc une seule fois, en un point noté «;. Sur Uintervalle [0, +oo[, la fonction ¢
est continue et strictement croissante de —1 & +oco. Elle s’annule donc une seule fois, en un
point noté as. On a bien a; < 0 < as.

(c) Montrer que as < 2.

corrigé
On remarque que ¢(2) = e? — 4. Or, pour tout z > 0, on a e® > 1 +z (c’est, par exemple, une
conséquence du théoréme des accroissements pour la fonction  +— e” sur lintervalle [0, 1]).
On a donc (pour = = 1) e > 2. On en déduit e? > 4 et donc p(2) > 0. Comme ¢ est croissante
sur lintervalle [2, +0o], on a donc p(z) > 0 pour x > 2, ce qui montre que ag < 2.

2. Dresser le tableau de variations de f sur R.
corrigé

On remarque que f'(x) = e® > 0 pour tout 2 € R. La fonction f est donc strictement croissante
sur R.

T —00 +00

F@ | 0+ 4

() | =2/ 40

3. Soit (un)new la suite définie par ug = 0 et pour tout n € IN, w11 = f(uy).



(a) Calculer uy et montrer (par récurrence) que la suite (up)new est décroissante.
corrigé

u; = f(0) = —1 < 0 = up, ce qui permet d’initialiser la récurrence. Soit n € IN*, on suppose
maintenant que u, < u,_1. Comme f est croissante, on a donc f(u,) < f(un,—1), ce qui donne
Un+1 < Up. On a bien montré, par récurrence, que la suite (uy,),en est décroissante.

(b) Montrer que pour tout n € IN, on a u,, > «a3.
corrigé

On raisonne encore par récurrence. On a ug > a; (car up = 0 et a; < 0). Soit n € IN,
on suppose que u, > «1. Comme f est croissante, on a donc f(u,) > f(a1), ce qui donne
Un41 > a1 (car f(a1) = a1). On a bien montré, par récurrence, que u,, > «1 pour tout n € IN.

(¢) En déduire que la suite (u,,),en converge vers une limite finie.
corrigé

La suite (up)nen est décroissante minorée. Elle est donc convergente (dans R).

(d) On note I = lim,, o upn. Montrer que I = a;.
corrigé

Comme u,, < 0 pour tout n € IN, on a aussi I < 0. Puis comme f(u,) = up41 (pour tout n) et
que f est continue, on obtient, quand n — oo, f(I) = I. On en déduit que | = ay (car a; est
le seul point fixe de f dans l'intervalle | — 0o, 0]).

Exercice 3 (baréme : 4 points)
1. Soit f : R — R une fonction de classe C2 sur R. On suppose que f s’annule en trois points distincts
a,b,c, avec a < b < c.
(a) Montrer qu’il existe des réels d et e, avec d €]a, b, e €]b,c[ et f'(d) = f'(e) = 0.
corrigé

Pour obtenir 'existence de d, on applique le théoréeme de Rolle a la fonction f sur Iintervalle
[a,b] (la fonction f est bien continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[). De méme, pour obtenir
I'existence de e, on applique le théoréme de Rolle & la fonction f sur lintervalle [b, c].

(b) Montrer que f” s’annule en au moins un point de R.
corrigé

On applique le théoréme de Rolle & la fonction f’ sur I'intervalle [d, e] (la fonction f’ est bien
continue sur [d, €] et dériable sur ]d, e[). Il donne l'existence de z €]d, e[C R t.q. f”(z) = 0.

2. Soient n > 1 un entier naturel et g : R — R une fonction de classe C™ sur R. On suppose que g
s’annule en n + 1 points distincts a; < ... < a,41. Montrer que la dérivée n-eme ¢\ s’annule au
moins une fois sur R.

corrigé
On montre ce résultat par récurrence sur n € IN*.

Initialisation. Pour n = 1. Soit ¢ : R — R une fonction de classe C'' sur R qui s’annule en 2 points
distincts a1 < ag. On peut appliquer le théoreme de Rolle a la fonction g sur Uintevalle [aq, as]. On
obtient existence de z €]ay, az| t.q. ¢’(z) = 0.

Hérédité. Soit n € IN*. On suppose (c’est 'hypothese de récurrence) que toute fonction i de classe
C™ qui s’annule en n + 1 points distincts a une dérivée n-eme qui s’annule au moins une fois. Soit
maintenant g une fonction de classe C"*! qui s’annule en n + 2 points distincts a; < ... < ap4o.
En appliquant le théoréme de Rolle & la fonction g sur I'intervalle [a;, a;11] (pour i € {1,n+1}), on



obtient lexistence de b; €]a;, a; 1] t.q. ¢'(b;) = 0. La fonction ¢’ est donc de classe C™ et s’annule
(au moins) en n+ 1 points distints (les points by, ..., b,+1). On peut donc appliquer 'hypothese de
récurrence a4 ma fonction ¢’, elle donne que la dérivée n-eme de ¢’ s’annule au moins une fois. On
en déduit que la dérivée (n + 1)-éme de g s’annule au moins une fois. Ce qui termine la récurrence.

Exercice 4 (baréme : 2 points)
Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = w siz#0et f(0)=1.
1. Rappeler pourquoi la fonction sinus admet un développement limité & 1’ordre trois en 0 et donner
explicitement ce développement.

corrigé
La fonction sinus est de classe C3 sur R, elle admet donc un développement limité & 1’ordre trois
en 0 . Ce développement limité est sin(z) = 2 — 22/6 + 23¢(x) avec lim, o e(z) = 0.

2. Montrer que f est dérivable en 0.

corrigé
Pour z # 0 on a (avec la question précédente)

f@) = 40) _ f@) -1 _sin@) -z _ a
z—0 x n x? __6+x€(x)'
f(@) = f(0

On en déduit que lin}) = 0 et donc que f est dérivable en 0 et f'(0 = 0.
T—>

z—0

Exercice 5 (Etude d’une fonction) (baréme : 10 points)
On définit la fonction f de R dans R par
23

/()

= ———, pour tout x € R.
1+ 1z P

1. Montrer que f est continue et strictement croissante.
corrigé

La fonction f est continue car elle est formée par le quotient de deux fonctions continues et la
fonction au dénominateur ne s’annule pas.

2 3
La fonction f est dérivable sur R* et sa dérivée est f/(x) = % On a donc f'(z) > 0 sur R*.

Une application du théoreme des accroissements finis donne alors que f est strictement croissante
sur | — 00, 0] et sur [0, +o00[ et donc sur R.

2. Montrer que {f(z), v € R} = R et en déduire que f est une bijection de R dans R.
corrigé

Comme f est continue, {f(x), x € R} est un intervalle. Pour montrer que cet intervalle est R tout
entier, il suffit de remarquer que lim,_, f(z) = 400 et lim,,_ f(z) = —oco. Enfin, comme f est
strictement croissante, f est injective. Finalement, f est donc une bijection de R dans R.

3. (Question difficile, inutile pour la suite) Montrer que f est de classe C® sur R.
corrigé
On pose h(z) = (1 + |z|)~! de sorte que f(z) = z3h(z) pour tout = € R.

La fonction h est de classe C* sur R* et on a, pour z € R*, avec sign(z) = +1si z > 0 et
sign(z) = —1si x < 0,

B (x) = —sign(x)(1 + |z]) 72, B (z) = 2(1 + |z|) ™3 et B (x) = —6sign(z)(1 + |=|)~*.



La fonction f est aussi de classe C*° sur R* et on a, pour x € R*,
f'(x) = 32%h(z) + 23K (z), f"(z) = 6zh(z) + 622K () + 23R (z),
et
f"(x) = 6h(z) + 18xh/ (x) 4+ 922K (x) + 23h" (x).
De ces expressions, on déduit que lim, o f/'(z) = limg_o f"(z) = 0 et lim,_o f"'(z) = 6. Ceci

permet de montrer (par un raisonnement vu en cours) que f est de classe C sur R et que f/(0) =
7"(0) =0et f(0) = 6.

. Montrer que
f(x) =23 — 2 + 2%<(2) pour tout = > 0,
f(z) = 2® + z* + z*e(x) pour tout z < 0,
avec lim,_,oe(x) = 0. En déduire que f n’est pas de classe C* sur R.
corrigé
On sait que pour tout x # 0 on a —— = 1 — z + 2n(x), avec lim,_,on(z) = 0. On pose £(z) = n(z)

Ttz
six>0ete(r)=—n(—x)siz<0. On a alors lim, ,oe(x) =0 et

f(z) = 2® — z* + z*e(x) pour tout z > 0,
f(z) = 2® + z* + z*e(x) pour tout z < 0.

Ceci montre que f n’a pas de développement limité d’ordre 4 en 0 et donc que f n’est pas de classe
C* sur R (mais f est de classe C™ sur R*).

. On note g la fonction réciproque de f (la fonction g est donc une fonction continue strictement
croissante de R dans R).
(a) Montrer que g est de classe C3 sur R*, mais non dérivable en 0.
corrigé
La fonction f est bijective de |0, +oo[ dans |0, +oo. Elle est de classe C* et sa dérivée ne s’annule
pas sur |0, +oo[. On en déduit que g est aussi de classe C* sur |0, +o0[ (résultat vu en cours).
Un raisonnement analogue montre que g est de classe C* sur | — 00, 0] .

Pour = # 0, on a
9(x) —g(0) _g@)  g(x) _ 1+]g(=)|
z—0 z  flg(x)) g(x)*
Comme lim,_,o g(x) = 0 (par continuité de g en 0), on a donc lim,_,o
prouve que g n’est pas dérivable en 0.

(1)

g(x): O = to0. Ce qui

9x)—g\v)
x—0

(b) La fonction g admet-elle un développement limité d’ordre 3 en 07

corrigé

Si g admettait un développement limité d’ordre 3 en 0, g serait dérivable en 0, ce qui n’est pas le
cas. Done, g n’admet pas de développement limité d’ordre 3 en 0 (ni méme d’ordre 1).

(c) Montrer qu'il existe a > 0 t.q. limy 0 >0 % = limy0,y<0 % =1 (et donner cette valeur de
Q).
corrigé

g(z)* g(z)

sign(z)|z|3

On reprend Pégalité (1). Elle donne, pour = # 0, = 1+ |g(z)| et donc

(1+ \g(x)|)% Comme lim,_, g(z) = 0, on a donc lim 9(x)

- — = 1. Ceci répond a la question
o0 sign(a)|]:

posée avec a = 3.




