Chapitre 5

Intégrale et primitives

5.1 Objectif

On cherche dans ce chapitre a construire 'opérateur réciproque de 'opérateur de dérivation. Les deux
questions suivantes sont alors naturelles.

Question 1 : Soit f une application de R dans R. Existe-t-il une application F', de R dans R, dérivable
et t.q. F' = f (c’est-a-dire F'(x) = f(x) pour tout = € R) 7 Si une telle application F existe, on dit que
F est une primitive de f.

Question 2 : Si F' existe, dans la question 1, F' est-elle unique ?

Réponse a la question 2 : Cette question est facile, F' est unique a une constante additive pres. On
peut le voir comme conséquence du théoréme des accroissements finis (théoreme 3.2). Nous le verrons
dans le théoreme 5.2.

Réponse a la question 1 : Cette question est beaucoup plus difficile.

1. On va montrer que la réponse est “oui” si f est continue (le fait que f soit continue est donc une
condition suffisante pour que f admette une primitive). Ceci sera vu dans le théoréme 5.2.

2. Le fait que f soit continue n’est pas une condition nécessaire pour que f admette une primitive.
Plus précisément, si f admet une primitive, on a donc f = F’, out F est une application dérivable
de R dans R. L’exercice 3.5 montre alors que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires. Donc,
le fait que f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires est une condition nécessaire pour que f
admette une primitive. Cette condition est-elle suffisante ? (je ne sais pas. .., on peut montrer que
si f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires, f n’est pas nécessairement localement intégrable,
méme au sens de Lebesgue, notion qui ne sera pas présentée dans ce document, mais cela ne permet
pas de conclure.)

Résumé : L’objectif principal de ce chapitre est donc de démontrer que si f est continue de ]a, 8] dans R
(—oo < a < B <), alors f admet une primitive.
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5.2 Intégrale des fonctions en escalier

Définition 5.1 (Fonctions en escalier) Soit —o0o < a < b < 0o et f une application de [a,b] dans R.
On dit que f est “en escalier” si il existe n € N*, xg,..., 2, € [a,b], a1,...,a, ER t.q. :

e a=x9<...<mp =0,

o f(x)=qy, six €|,z i€{1,...,n}.
On note Eq, Uensemble des fonctions en escalier sur Uintervalle [a, b].
Remarque 5.1 Soit —co <a<b<ooet f € Eqp. Soit xg,...,T, € [a,b] et aq,...,a, ERt.q. :
a=29<...<zp=bet f(x)=a;siz€lr,_1,x;],i€{l,...,n}.

On aimerait poser ff f(z)dz = Y0 a;(x; —xi—1). Est ce possible ? La difficulté est ici que les a; et les
«; ne sont pas nécessairement uniques. Cette difficulté est résolue dans la proposition 5.1.

Proposition 5.1 Soit —oo <a<b<oo et fec Eyp.

e Soit xg,..., Ty € [a,b] et a1,...,a, ER t.q. :

a=x0<...<x,=0b, et f(x) =a; st x €lwi_1,xi[, i €{1,...,n}.

o Soityo,...,yp € [a,b] et fr1,...,8, ER t.q. :
a=yo<...<yp=bet f(z)=0; siz€lyi_,ul, i €{1,...,p}.
Alors, S0 ai(zi — 1) = 30, Bilyi — yio1)-
DEMONSTRATION : On réunit I'ensemble des points z;, i € {0,...,n}, et des points y;, j € {0,...,p}, on
a ainsi
{20, 2¢y ={x0, ..., } U{yo,...,up}, aveca =29 < ... < zg =b.

(On a donc max{n,p} < ¢ < n+p—1.) Sur lintervalle Jzx_1,2x[, k € {1,...,¢}), la fonction f est
constante, on note 7y sa valeur. On va démontrer que

Zaz(xz — (E,;l) = Z%(zk — Zkfl). (51)

k=1

Bien siir, un raisonnement analogue donnerait > ¢, 8;(y; — yi—1) = >4, V(2 — 2k—1), ce qui permet
de conclure la démonstration.

Pour montrer (5.1), on remarque que les points x;, i € {0,...,n}, font partie des points zx, k € {0, ..., q}.
Pour tout ¢ € {0,...,n}, il existe donc k; € {0,...,q} t.q. ; = zx,. On a, en particulier, kg = 0 et
kn=q.

ki
Soit maintenant ¢ € {1,...,n}. Ona x; —x;_1 = 2, — 2k, , = E 2k — Zp—1, et donc
k=k;_1+1
i
ai(xi - 361'71) = Oéi(Zk - Zk71)~

k=k;_1+1
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Mais, pour tout k € {k;—1 +1,...,k;}, on a |zx_1, 2k[Clzi—1, x;] et donc v, = ;. On en déduit que

ks

Oéi(ﬂﬁi - l’i—l) = Z ’Yk(Zk - Zlc—l)-

k=k;_1+1
On somme maintenant sur ¢ cette égalité et on obtient

q

n n ki
Zaz‘(xz‘ —Tio1) = Z Z V(2 — 2K—1) = Z%(Zk- — Zp-1).

i=1 k=k;_1+1 k=1

Ce qui donne bien (5.1) et conclut la démonstration (car, comme cela a déja été dit, un raisonnement
analogue donnerait Zle Bilyi —vi—1) = 22:1 Yie(zk — 2K—1))- n

Définition 5.2 (Intégrale des fonctions en escalier) Soit —00 < a < b < 00 et f € E,yp (voir la
définition 5.1). Soit xg, ...,z € [a,b], a1,...,0, ER t.q. :
a=x0<...<zp=bet f(x)=qy, siz€lr_1,z;[, i €{1,...,n}.

b
On pose T(f) =[] f(x)de =" 1 ai(xi — xi—1).
Voici des propriétés élémentaires sur F, ; et sur I'opérateur T

Proposition 5.2 (Propriétés de 'intégrale sur E,;)
Soit —oco < a < b < 0o, Alors (avec les définitions 5.1 et 5.2):

1. E,p est un e.v. sur R,

2. T est une application linéaire de E,p dans R,
3. f.9€ Eay, f29 = T(f) 2T(g),

4- f € Eap = |fI € Eap et |T(f)| < T(|f]).

N.B. La notation “f > g” signifie “f(x) > g(x) pour tout x € [a,b]”. La fonction |f| est définie par
|fl(z) = |f(z)| pour z € [a,b].

DEMONSTRATION :

1. Il est facile de voir que ’ensemble des applications de [a,b] dans R est un e.v. sur R. On remarque
alors que E, ; est un s.e.v. (c’est-a-dire un sous espace vectoriel) de 'ensemble des applications de [a, b]
dans R. En effet, soit f,g € E,p et a, 8 € R. 1l existe zg,..., 2, € [a,b] t.q. a =z < ... <z, = b
et t.q. f soit constante sur |z;_1,z;[, pour tout ¢ € {1,...,n}. De méme, il existe yo,...,yp € [a,]] t.q.
a=yp <...<yp=bet tq. gsoit constante sur |y;_1,y;[, pour tout j € {1,...,p}. On introduit alors,
comme dans la proposition 5.1, I'union des points z;, ¢ € {0,...,n}, et des points y;, j € {0,...,p},
c’est-a-dire

{z0, .- z¢y ={zo,. .., xn} U{yo, ..., Yp}, aveca =29 < ... <z, =0b.

I est clair (comme l'ensemble des points z; contient tous les points z; et tous les points y;) que les
fonctions f et g sont constantes sur |zx_1, zx[, pour tout k € {1,...,¢}. la fonction af + Sg est donc
aussi constante sur }zk,l,zk[, pour tout k € {1, .. .7q}. ce qui prouve que af + g € E, et donc que
E.p est un e.v. sur R. (On peut remarquer que cet espace vectoriel est de dimension infinie).
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2. Pour montrer que T est une application linéaire sur E, 3, on reprend les notations précédentes. Soit
f.9 € Eqp et o, f € R. Comme précédemment, on remarque qu’il existe {zp,..., 2} t.q. a =20 < ... <
zg =bet t.q. f et g soient constantes sur Jzi_1, zx[, pour tout k € {1,...,¢}. On note alors oy, la valeur
de f sur |zx_1, zk[et By la valeur de g sur |zg_1, 2[. Par définition de T (définition 5.1) on a

T(f) =Y ar(zn = 25-1), T(9) =D Bulzk — z-1)-
k=1

k=1

La fonction o f 4+ g (qui appartient, comme nous l'avons déja vu, & E, ;) est aussi constante sur |zx_1, 2|
(pour tout k € {1,...,¢}) et sa valeur sur ]zx_1, 2| est aar + BB;. On a donc (toujours par la défini-
tion 5.1)

q
T(af +Bg) =Y (aak + BBk)(zk — 2r-1).
k=1

On en déduit

q

T(af +B89) =a) ar(z —2-1)+ B Bilzr — ze-1) = aT(f) + BT(g).

k=1 k=1
Ce qui prouve bien la linéarité de T.

3. On reprend, encore une fois, les mémes notations. Soit f,g € Eq . Il existe {z0,...,2,} t.q. a =20 <
.<zg=bettq. fetgsoient constantes sur |z;_1,z2x[, pour tout k € {1,...,q}. On note alors oy, la
valeur de f sur Jzi_1, zx[et Bk la valeur de g sur |zx_1, 2x[. On a donc

T(f) = anl(zk —21), T(9) =Y Brlzk — 25-1)-
=1 k=1

Si f > g, on a nécessairement oy > B pour tout k € {1,...,¢} (il suffit de remarquer que ay = f(x) >
) = Bk pour x €]zk_1, zk[). On en déduit que

g(x
T(f) = arlzs —2k-1) > Y Birlzr — 21) = T(g).
k=1 =1

4. Soit f € E,p. 1l existe zg,...,2, € [a,b], a1,...,0np ERt.q. a =29 < ... <zp =bet f =q; sur
Jxic1, @], i € {1,...,n}. On a alors |f| = |ay| sur |z;—1,2;[, pour tout i € {1,...,n}. Ceci prouve que
|f| € Eqp et (avec la définition 5.1)

|f| Z|az XTj — Tj— 1 Za7 Ti— Tij— 1 T(f)

Le méme résultat avec —f au lieu de f donne

(= f1) 2 T(=f).
. Comme | — f| = |f| et (par linéarité de T') T'(—f) = —=T(f), on a donc
T(f) = =T(f).
Finalement on a donc T'(|f]) > max(T(f), —T(f)) = |T(f)|- "
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5.3 Intégrale des fonctions continues

Exemple 5.1 Soit I un intervalle de R et f une application de I dans R. On rappelle que :
f continue (sur I) A f uniformément continue.
Voici deux exemples d’applications continues et non uniformément continues.
1. I=]0,1] et f(z) =1 (vu au chapitre 2).
2. I=Ret f(z) =22

Toutefois, lorsque I est intervalle de R, fermé et borné, le théoreme 5.1 montre que f est continue si et
seulement si f est uniformément continue.

Théoréme 5.1 (Heine) Soit —o0o < a < b < oo et f une application continue de [a,b] dans R. Alors,
f est uniformément continue.

DEMONSTRATION : Cette démonstration fait I’'objet de I'exercice 5.2. n

Remarque 5.2 Soit —co < a < b < oo et f une application bornée de [a,b] dans R. Comme f est
bornée, on peut trouver g et h dans Eqp t.q. g < f < h. Soit g,h € Fqp t.q. g < f < h. On a alors
(d’apres la proposition 5.2) f: g(x)dr < fab h(z)dxz. Cette remarque suggere la définition de I'intégrale
“supérieure” (notée Sy) et de I'intégrale “inférieure” (notée Iy) de f.

Définition 5.3 (Intégrales supérieure et inférieure) Soit —o0o < a < b < oo et f une application
bornée de [a,b] dans R. On pose Iy = sup{f:g(:v)dx,g € Eup, g < f}, S = inf{f: h(z)dz,h € E,p,
[ <h}

Remarque 5.3 Soit —00 < a < b < co et f une application bornée de [a,b] dans R. La remarque 5.2
(avec les notations de la définition 5.3) donne Iy < Sy. Mail il est possible que Iy # Sy. Par contre, si

f € Eqp, il est facile de montrer que Iy = S = f; f(z)dx.

Soit —0o < a < b < 0o et f une application continue de [a, b] dans R. La fonction f est donc bornée (voir
le théoréme 2.3). Nous avons vu dans la remarque 5.3 que Iy < Sy (ces quantités sont définies dans la
définition 5.3). Dans la proposition 5.4 nous allons montrer que Iy = Sy. Ceci nous permettra alors de
définir l'intégrale de f sur [a, b] comme la valeur commune de Iy et Sy (voir la définition 5.5). Pour cela,
nous allons d’abord montrer qu’on peut approcher f “uniformément” par une fonction en escalier (grace
au théoreme 5.1).

Définition 5.4 (Convergence simple et convergence uniforme) Soit D C R, (fn)nen une suite
d’applications de D dans R et f une application D dans R.

1. On dit que f, converge simplement vers f, quand n — +oo, si

pour tout x € D, lim f,(x) = f(z).
n—-4oo
2. On dit que f,, converge uniformément vers f, quand n — 400, si

i (sup 11a(o) ~ )] ) =0

n——+oo
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Remarque 5.4 La convergence uniforme implique la convergence simple, mais la réciproque est fausse
(méme si D est un intervalle fermé borné et que les fonctions f, et f sont continues de D dans R). Par
exemple, on prend D = [0, 1], f(x) = 0 pour tout = € [0, 1] et, pour n > 2, on définit f,, par

fo(@)=nzsi0<z<

fala) = —n(z -
2

’

<x<

SI-3 |-

S

2, .
E)Sl

fa(x)=0si = <z <1.

IN

La suite (fy)n>2 converge bien simplement vers f, mais elle ne converge par uniformément vers f car,
pour tout n > 2, sup,cpo,1) | fo(2)] = 1.

On approche maintenant une fonction continue par une fonction en escalier.
Proposition 5.3 Soit —co < a < b < oo et f une application continue de [a,b] dans R. On a alors

1. Pour tout € > 0, il existe ¢ € Eqp t.q. |f —¢| < e (c’est-a-dire p(x) —e < f(x) < p(x) + € pour
tout = € [a,b]).

2. 1l existe une suite (¢n)nen de Eqp t.q. @, — f uniformément, quand n — +oo.

DEMONSTRATION : Soit ¢ > 0. Comme f est uniformément continue (d’aprées le théoreme 5.1), il existe
a>0t.q.

z,y € la,b], [z —y| <a = [f(z) - fly) <e. (5.2)
On choisit alors n € N* t.q. % < % et pour i € {0,...,n} on pose x; = a + %(b — a), de sorte que
a=20<...<Tp=betx —x;_1 =% <. On définit alors ¢ de la maniere suivante :

o(x) = f(zio1) siz el ie{l,...,n},

avec I; = [z,—1,z;[sii € {1,...,n} et I, = [xp_1,2y]. Avec cette définition de ¢, on a bien ¢ € E, et
ona |f—¢| <e. En effet, soit © € E, p, il existe ¢ € {1,...,n} t.q. € I;. On a alors (grace & (5.2))

b—a

n

lp(x) = f(2)] = [f(zio1) = f(2)] <& car |z — 2] <@ — i1 = <a.
On a donc bien trouvé ¢ € Eqp t.q. [ — f| <e.

Pour montrer le deuxiéme item, il suffit de prendre, pour n € N*, ¢, € Eq t.q. |on — f|] < % On a
alors sup, ¢, 41 lon(z) — f(2)]| < L. La suite (¢n)nen converge donc uniformément vers f. "

Proposition 5.4 Soit —0o < a <b < oo et f une application continue de [a,b] dans R. Alors Iy = Sy.

DEMONSTRATION : Comme cela a été dit dans la remarque 5.3 on a Iy < Sy (cela est méme vrai pour
toute fonction bornée de [a, b] dans R et donc, a fortiori pour toute fonction continue de [a, b] dans R).
Grace a la proposition 5.3, on va montrer maintenant que Iy = Sy.

D’apres la proposition 5.3, il existe une suite (¢ )nen de Eqp t.q. ¢, — f uniformément vers f, quand
n — +00. On a donc, pour tout n € N,

‘pniEnSfS@n+€n7
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avec lim e, =0et e, = sup |pn(z) — f(z)|. En posant g, = f,, — &, et hy, = fr + €5, on a donc
n—-+oo z€[a,b]

Gn, by € Eqp et g, < f < hy,. La définition de I et Sy (définition 5.3) et le fait que Iy < Sy donne alors

b b
/ gn(x)dr < Iy < Sfp < / hn(z)dz.

Grace a la linéarité de I'intégrale sur E, p, on a donc

b b
/ on(x)de —en(b—a) < Iy < S§ < / on(x)dr + £,(b — a). (5.3)

On en déduit, en particulier, que 0 < Sy — Iy < 2¢,,(b—a). Comme lim,,_, 4+ €, =0, on a donc Iy = Sy.
n

Définition 5.5 (Intégrale des fonctions continues) Soit —0co < a < b < oo et f une application

continue de [a,b] dans R. On pose f;f(x)dx = Iy = Sy (les quantités Iy et Sy sont définies dans la
définition 5.8).

Remarque 5.5 Soit a,b € R, a < b, et f une application continue de [a,b] dans R. On sait maintenant

que f;f(a?)das = Iy = Sf. Soit (pn)nen une suite de E,p t.q. ¢, — f uniformément vers f, quand
n — 4o00. On a donc, pour tout n € N,

@n—€n§f§§0n+€ny

avec lim e, =0cet e, = sup |p,(z) — f(x)]. Comme cela a été vu dans la proposition 5.4, on a
n—+oo z€Ja,b]

b b
/ on(x)de —en(b—a) < Iy < Sp < / on(z)dx + e,(b — a).

Mail, comme f; f(z)dz = I; = Sy, on en déduit

| / ' fa)de - / ’ on@)da] < en(b—a).

b b
On a donc lirf / on(x)dx = / f(z)dz. Nous utiliserons ceci pour démontrer (simplement) la linéar-
n—-+o0o a

a
ité de I'intégrale sur I’ensemble des fonctions continues de [a, b] dans R (proposition 5.5).

Soit —oo < a < b < 00, on rappelle que E,, = {f : [a,b] = R; f en escalier} et on note C([a,d]) = {f :
[a,b] — R; f continue}. L’intégrale est donc définie sur C'([a, b]) (et sur E, ). Voici quelques propriétés
simples de l'intégrale sur C([a, b]) déduites de celles sur E, ; (proposition 5.2).

Proposition 5.5 (Propriétés de I'intégrale des fonctions continues) Soit —co < a <b < o0. On
note I Uapplication de C([a,b]) dans R définie par I(f) = f; f(z)dx. Alors :

1. C([a,b]) est un e.v. sur R,

2. (linéarité) I est une application linéaire de C([a,b]) dans R,
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3. (monotonie) f,g € C([a,b]), f>9g = I(f) > I(g),
4. f€C(la,b]) = [f] € Cla,b]) et [I(f)] < I(|f])-

DEMONSTRATION :

1. Le fait que C([a,b]) est un e.v. sur R est facile & voir. En effet, si f et g sont continues de [a, b] dans
R et si a, € R, la fonction af + B¢ est aussi continue de [a, b] dans R.

2. Soit f,g € C([a,b]) et o, € R. 1l existe deux suites (pn)nen €t (Vn)nen de Eqp t.q. @ — f
uniformément et v, — ¢ uniformément, quand n — +oco. Pour tout = € [a,b], on a

[(apn + Bon)(2) — (f + Bg) ()| < lellpn(z) — ()] + |BllYn(z) — g(2)],

et donc
Izl[lfb]{l(ason + BYn)(x) — (af + Bg)(z)[} < |af zil[lapb]{\%(w) — f(@)|} + 8] zzl[lapbl{l1/1n(96) —g(@)[}-

On en déduit que (o, + B1),) = (af + Bg) uniformément, quand n — 4o00. D’apres la remarque 5.5 on
a donc

n—+oo [, n—+oo

b b b b
lim gpn(x)dm:/ f(z)dz, lim /dzn(z:)dac:/ g(x)dx
b

et
b

lim | (agn + Bibn)(@)dz = / (af + Bg)(x)d.

n—4o00 a

Or, la linéarité de 'intégrale sur E,; (proposition 5.2) donne

b b b
/ (OéQOn + ,Blbn)(ﬂﬁ)dx = Oé/ (Pn(x)dm + 6/ ZZ),L(I)dI',

en passant a la limite quand n — 400 on obtient donc

/ab(af + Bg)(x)dz = a/ab f(x)dx + ﬂ/abg(m)dx,

Ce qui prouve bien la linéarité de I'intégrale sur C([a, b]).

3. Soit f,g € C([a,b]), avec g < f. On remarque simplement ici que
{oeEapp<glC{rcEupp<f}

On en déduit I; < Iy et donc

/ e = 1, < 1y = / ' fw)

4. Soit f € C([a,b]). On a, bien sir |f| € C([a,b]). Comme f < |f|, Iitem précédent donne

/a ' flayde < / @),

Mais, on a aussi —f < |f], les deux items précédents donnent alors
b
a

/abf(x)da::/ (f)(:z:)dxé/abf(x)dx.
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Finalement, comme |f; f(x)dx| = max{f;f(ac)dx, - f;f(x)dx}, on a bien

/abf(x)dx| < /ablf(m)d:c,

Ce qui termine la démonstration de la proposition 5.5. [

Remarque 5.6 Soit a,b € R, a < b. On a défini I'intégrale des fonctions continues (et I'intégrale des

fonctions en escalier) sur l'intervalle [a,b]. On a aussi montré que lapplication f +— f: f(z)dx était
linéaire sur E,; (proposition 5.2) et linéaire sur C([a,b]) (proposition 5.5). On donne maintenant deux

généralisations possibles (mais peu intéressantes).

1. On note S, I'ensemble des fonctions réglées, c’est-a-dire ’ensemble des fonctions qui sont limite

uniforme de fonctions en escalier. L’ensemble S, ; contient donc E, 3 et C([a,b]). En reprenant la
proposition 5.3, il est facile de voir que Iy = Sy si f € S, (dans la proposition 5.3, on a seulement
utilisé le fait qu'une fonction continue était limite uniforme de fonctions en escalier). Si f € S,
on pose f; f(z)dx = Iy = Sy. De méme, une adaptation simple de la proposition 5.5 montre que

Sa,b est un e.v. sur R et que I'application f — f; f(z)dz est linéaire sur Sgp.

. Soit f une application de [a,b] dans R. On dit que f est intégrable au sens de Riemann si f est
bornée et Iy = Sy (voir la définition 5.3). On note R, 'ensemble des fonctions intégrables au
sens de Riemann sur Uintervalle [a,b]. L’ensemble R, ; contient donc S,p. Si f € Rgp, on pose
fab f(z)dz = Iy = Sy. On peut montrer que R, ; est un espace vectoriel sur R et que I'application

f— f‘f f(z)dz est linéaire sur R, ; (voir l'exercice 5.9). Cette démonstration est différente de celle
de la proposition 5.5 car une fonction appartenant a R,; n’est pas forcément limite uniforme de
fonctions en escalier.

. Les deux généralisations précédentes ('intégrale sur S, ; et sur R, ) sont peu intéressantes. Une
généralisation tres intéressante (mais qui utilise des outils différents) est l'intégrale de Lebesgue.
Elle contient I'intégrale de Riemann, c’est-a-dire I'intégrale sur R, , et donc aussi I'intégrale des
fonctions réglées et l'intégrale des fonctions continues.

Remarque 5.7 Soit —00 < a < b < 0o et f € C([a,b]), on pose m = inf{f(x), = € [a,b]} et M =
sup{f(z), = € [a,b]}. Une conséquence du troisieme item de la proposition 5.5 est alors que m(b — a) <

[P f(x)dz < M(b—a).

Proposition 5.6 (Formule de Chasles) Soit —0o <a <b< o0, f € C([a,b]) et a < ¢ <b. Alors

/abf(x)dx = /:f(:r)dx—k /be(x)dx.

DEMONSTRATION : Soit ¢ € E,p. On définit £ et ¢ par

&(z) = ¢(x) pour x € [a,c], ((x)=¢(x) pour x € [c,b].

Il est facile de voir que & € E, ., ¢ € E. et (avec la définition 5.2) que

/abgo(a:)dm _ /:g(x)dx + /CbC(:v)dx. (5.4)
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Comme f € C([a,b]), il existe une suite ¢, dans E,p t.q. ¢, — f uniformément sur [a,b]. On définit
alors les suites (§)nen et (Cn)nen dans E, . et E.p par

&n(x) = @p(x) pour z € [a,c], (u(x) = @,(x) pour z € [c,b].

La suite (£,)nen converge uniformément vers f sur [a, ] et la suite ({,)nen converge uniformément vers
f sur [¢,b]. La remarque 5.5 donne donc

b b
nEIJIrloo/ fn dl’ 7/ f .787 ngrfoo/ Cn dl’i/ f 1.7 ngr}rloo a gDn(J})diU :/(; f(ac)dw

Comme/ on(z dx—/ En(z dm+/ Cn(z)dx (pour tout n € N, voir (5.4)), on obtient quand n — +o0,
/f dx—/f dm+/f [

5.4 Primitives

Définition 5.6 (Intégrale toutes bornes) Soit —oo <b<a < o et f € C([b,a]), On pose :

/abf(a?)dx——/baf(x)dx sib<a et /aaf(x)dm:

Une conséquence facile de la définition 5.6 et de la proposition 5.6 est que si —oco < a < 8 < oo, f est
une application continue de Jo, [ dans R et a, b, ¢ €], B[, on a alors :

/abf(z)dx = /:f(x)daH— /be(:r)dx

On montre maintenant l’existence (et l'unicité & une constante pres) d’une primitive & une fonction
continue.

Théoréme 5.2 (Primitive d’une fonction continue) Soit —0co < a < 8 < oo et f continue de |o, B]
dans R. Soit a E]a Bl
On pose F(x f f)dt pour x €]a, B]. Alors :

1. La fonction F dérivable (sur |a, B]) et F'(z) = f(x) pour tout x €]o, B[. La fonction F est donc
une primitive de f.

2. Soit G une primitive de f. Il existe alors C € R t.q. F —G = C (c’est-a-dire F(x) — G(z) = C
pour tout x € R). La fonction F est donc la seule primitive de f s’annulant en a.

DEMONSTRATION : Soit # €]a, 8[. On va montrer que

F(x +h) — F(x)

lim N = f(z). (5.5)
Soit € > 0. Comme f est continue en z, il existe n > 0 t.q.
yElr—naxt+n = [fly) - fl@) <e (5.6)
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Soit maintenant 0 <h <n. On a

x+h x+h x+h
Fla+h) — F(x) :/ F)dt et f(z) = @/ it — %/ F@)dt.
On a donc

‘F(erh)fF(a:) )

h

On utilise maintenant la proposition 5.5 et (5.6) (car |h| < 7). On obtient

et F@ )<t [ - sy [T

Un raisonnement analogue avec —n < h < 0 donne

Path =) gl < L[ - sopas L [ cae

edt = ¢.

Finalement, on a donc

h#0, || <n = ‘wfﬂ@

Ceci prouve bien (5.5) et termine le ler item du théoreme 5.2, ¢’est-a-dire F' est dérivable et F' = f.

<e.

Pour montrer le deuxiéme item, soit G une primitive de f. On a donc, pour tout y €la, 8], F'(y) =
G'(y) = f(y). Soit z €]e, B, « # a. En appliquant le théoréme des accroissements finis (théoreme 3.2) a
la fonction G — F sur Iintervalle dont les bornes sont a et z, il existe y entre a et x t.q.

(G(z) = F(x)) = (G(a) — F(a)) = (z — a)(G'(y) — F'(y)) = 0.
La fonction G — F est donc constante (et égale & G(a) — F(a), c’est-a-dire & G(a)).
Bien str, on en déduit que F est la seule primitive de f s’annulant en a. [
Une conséquence du théoreme 5.2 est que 'on peut calculer des intégrales en recherchant des primitives.
Plus précisément, soit —co < o < < oo et f une fonction continue de Ja, f[ dans R. Soit a,b €]a, 5].
Pour calculer f; f(t)dt, on recherche une primitive de f, notée . On a alors f; f(t)dt = F(b) — F(a).
Par exemple, Pour calculer de fol t2dt, on cherche une primitive de « — 2. Une primitive est 'application

1

ﬁ . . . 1,9 _1
x — Z- et on obtient ainsi [ t* = 3.

Remarque 5.8 Soit —0o < a < 3 < oo et f de |a, 3] dans R, de classe C1. On a alors, pour tout
a,b €la, B[, f(b) — f(a) = ff f/(t)dt. En effet, pour x €]a, 5], on pose

o) = [ Fod e 6@ = 5@ - 1@,

Les fonctions F' et G sont donc deux primitives, s’annulant en a, de la fonction continue f’. Le
théoréme 5.2 donne donc que F' = G, c’est-a-dire F'(b) = G(b) pour tout b €]a, £].
Voici un exemple d’application de cette égalité, en utilisant la monotonie de l'intégrale. Si b > a, on
déduit de I’égalité précédente :

m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b—a),
avec m = min{f'(z),z € [a,b]} et M = max{f'(z),z € [a,b]}. (Ceci a déja été montré précédemment,
mais d’une maniere différente, en utilisant directement le théoréme des accroissements finis, théoréme 3.2.)
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5.5 Intégration par parties, formule de Taylor

Proposition 5.7 (intégration par parties) Soit —co < a < f§ < oo et f,g deuz applications contin-
ues de |a, B[ dans R, de classe C*. On a alors, pour tout a,b €la, B[, a < b :

b
/ £ (@)g(x) / F(@)g (2)dz + F(B)g(b) — F(a)g(a).

DEMONSTRATION : la fonction fg est aussi de classe C* sur ]a, 8]. La remarque 5.8 donne donc, comme

(f9) = f'g+fd',

b b
£0)9(b) ~ Fgla) = [ (F9) 0t = [ (7 (@)g(@) + @)y @)

La linéarité de l'intégrale (proposition 5.5) donne alors

b
/ £ (@)g(x) / F(@)g (2)dz + F(B)g(b) — F(a)g(a).

Ce qui termine la démonstration. [

On donne maintenant la formule de Taylor avec reste intégral, plus précise que les formules de Taylor-
Young et Taylor-Lagrange.

Proposition 5.8 (Taylor, reste intégral) Soit —oo < a < 8 < o et f une application de |o, B] dans
R. Soit a,b €]a, B] et n € N*. On suppose que f est de classe C™. On a alors :

1. Sin=1, f(b) = f(a) + b—afO F(tb+ (1 —t)a)dt.
2. Sin=2, f(b)=f(a)+ (b—a)f'(a) + (b—a)? fo (b + (1 —t)a)dt.

5. Sin>2, f(b) =gy LB (a) + (b - a)" [y G t>:),1f(”)(tb+(1ft) )dt.

DEMONSTRATION : On commence par montrer la proposition sia =0, b =1 (et donc a < 0 et 3> 1).

Soit ¢ une fonction de classe C* sur Ja, 3] (Uintervalle ], B[ est donc simplement un intervalle ouvert
contenant l'intervalle fermé [0, 1]). La remarque 5.8 donne

o) =20 = [ Fwar

Ceci donne l'item 1 de la proposition 5.8.

On suppose maintenant que ¢ est de classe C?. On utilise la proposition 5.7 avec f(x) = x — 1 et
g(x) = ¢'(x). On obtient

1 1 1
so(l)—sow):/o @’(t)dtI—/O (2 — )" (2)dz + F(1)p ()—f(O)sO’(O):/O (1 = )¢ (2)dz + &(0).

Ceci montre le deuxieme item de la proposition 5.8. On montre ensuite le troisieme item de la proposi-
tion 5.8 en faisant une récurrence et en utilisant la proposition 5.7 (on passe de n & n + 1 en prenant,
dans la proposition 5.7, f(z) = —1(1 —z)" et g(z) = ™). Ceci est laissé en exercice.
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Pour montrer le cas général de la proposition 5.8, on se ramene au cas a = 0 et b = 1 en posant

o) = f(tb+ (1 —t)a).

La fonction ¢ est bien définie sur un intervalle ouvert contenant [0,1]. Elle a la méme régularité que ¢
(c’est-a-dire que ¢ est de classe C™ si f est de classe C™) et on obtient les dérivées de ¢ & partir de celle
de f. Plus précisement, on a, pour t € [0,1], ¢’(t) = (b — a)f'(tb+ (1 — t)a) et donc, par récurrence sur
n, pour tout n € N,

() = (b—a)"f™(tb + (1~ t)a).

On trouve alors facilement la formule de taylor de f a partir de celle pour ¢. [

5.6 Théoreme de convergence

Question : Soit —co < a < b < 00, (fn)nen une suite de C([a, b)) et f € C([a, b]).

On suppose que lim,, o fn(z) = f(z) pour tout = € [a,b] (on dit que f,, converge simplement vers f.)
A-t-on limy,— 400 ff fr(x)dz = ff f(z)dz 7 (i.e. peut-on intervertir lim et [)

Réponse : En général, la réponse est non ! mais la réponse est “oui” si la convergence de f,, vers f est
uniforme, comme le montre le théoreme 5.3.

Théoréme 5.3 (Convergence uniforme donne convergence en moyenne) Soit —co < a < b <
00, (fn)nen une suite de C([a,b]) et f € C([a,b]). On suppose que (fn)nen converge uniformément vers
f. Alors :

n—-+4oo

b b
lim / fn(x)d;r:/ f(z)dx.
On a méme

b
lim / | frn(x) — f(z)|dz = 0.

n—-+oo

DEMONSTRATION : On pose

en = sup |fu(z) = f(2)].

x€[a,b]

(On peut noter d’ailleurs que ce “sup” est atteint, ¢’est-a-dire qu’il existe z,, € [a,b] t.q. |frn(2n)—f(zn)| =
Sup,c(a,p) | fn(2) = f(2)].)

La convergence uniforme de f,, vers f donne lim,,_, | £, = 0. Par monotonie de 'intégrale, on a donc

b
/ fula) — f(@)|dz < (b— a)en,
on en déduit bien

b
lim / (@) — f(@)ldz = 0.

n——+oo

Puis, les items 2 et 4 de la proposition 5.5 donne

/:] fn(z)de — /ab f(z)dx

On a donc lim,, s | oo fab fo(x)dz = fab f(x)dx. n

b b
/ (fule) — f(2))dz| < / fula) — f(@)|de < (b— a)en.
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Remarque 5.9 Soit —co < a < b < 00, (fn)nen une suite de C([a,b]) et f € C([a,b]). Nous avons
maintenant 3 définitions différentes de convergence :

1. Convergence simple,
2. convergence uniforme,
3. convergence en moyenne (c’est-a-dire limy, o fab | fr(x) — f(x)|dz = 0).

Ona: 2) = 1),2) = 3) (théoréme 5.3) mais, on peut montrer : 1) A 2),1) A 3),3) & 1),3) A 2).

5.7 Exercices

Exercice 5.1 (Bolzano-Weierstrass)

Soit —00 < a < b < 00 et (2, )nen une suite de points de [a, b].

1. Pour tout n € N*, on pose a,, = inf{z,, p > n}. Montrer que la suite (a,)nen+ est une suite
croissante majorée. En déduire qu’il existe = € [a,b] t.q. a,, = = quand n — +oo.

2. Montrer que, pour n € N*, il existe p(n) > n t.q. |[Tym) — an] < % (ol a,, est défini & la question
précédente). En déduire que z,(,) — & quand n — +o0o (ot = est défini & la question précédente).

Exercice 5.2 (Théoréme de Heine)

Soit —o0 < a < b < oo et f une application de [a, b] dans R.
1. On suppose que f n’est pas uniformément continue.

(a) Montrer qu’il existe £ > 0 t.q., pour tout n € N*, il existe x,,y, € [a,b] t.q. T — yn| < % et
[f(@n) = fyn)| = e

(b) Montrer qu’il existe un point = € [a,b] t.q. f ne soit pas continue en z. [Utiliser Pexercice 5.1.]
2. On suppose que f est continue (sur [a,b]). Montrer que f est uniformément continue (sur [a, b]).

Exercice 5.3 (Calcul de primitives)

1. Soit f de R dans R définie par f(z) = 2* + 322 — x. Calculer F de R dans R t.q. F' = f et
F(0)=0.

2. Soit f de Ry dans R définie par f(z) = ﬁ Calculer F' de R dans R t.q. F' = f et F(0) = 0.

3. Soit f de R% dans R définie par f(x) = % Calculer F de R} dans Rt.q. F' = fet F(1) =0.

Exercice 5.4 (Formule de la moyenne)

Soit —0o < a < b < 0o et f une application continue de [a,b] dans R. On note Im(f) = {f(z),z € [a, ]},
m = inf(Im(f)) et M = sup(Im(f)).

1. Montrer qu'il existe p € [m, M| t.q. :

b
/ f(z)dz = u(b— a).
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2. Montrer qu'il existe ¢ € [a,d] t.q. :
b
[ o = peo - a)

Exercice 5.5 (Intégrale d’une fonction positive)

Soit —0o < a < b < oo et f une application continue de [a,b] dans R. On suppose que f(z) > 0 pour
tout = € [a,b], et qu’il existe ¢ € [a,b] t.q. f(c) > 0. Montrer que f; f(z)dz > 0.

Exercice 5.6 (Intégrale impropre)

On définit I'application f de R dans R par :

flx)=0, siz<0,
f(z) =a?sin %, siz>0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de R.
2. Montrer que f’ est continue en tout point sauf 0.

3. Soit 0 < a < b < co. Montrer que :
b
10)- ) = [ v

4. Soit a > 0. Pour 0 < z < a, on pose, g(z) = ff f/(t)dt. Montrer que g(x) a une limite (dans R)
quand = — 0, avec > 0. On note (improprement. ..car f’ n’est pas continue sur [0,a]) foa 1 (t)dt
cette limite. Montrer que :

fla) = 10) = [ o

Exercice 5.7 (Calcul d’intégrales)

Calculer les intégrales suivantes :

3 4 2 2
3 e —1 / 1
x>dr, ———duz, —dx.
/0 /1 a2 o Ve +1

Exercice 5.8 (Convergence de ’intégrale)

Soit (¢n)nen une suite d’applications continues de [0,1] dans R et ¢ une application continue de [0, 1
dans R. On suppose que ¢, — ¢ simplement quand n — oo (¢’est-a-dire que lim,,_, o ©n(z) = ()
pour tout x € [0,1]).

]

1 1 1
1. Montrer que si lim |on(z) — p(z)|dz =0, alors lim / on(z)de = / o(x) d.

n—oo

1 1
2. Montrer que si (¢, )nen converge uniformément vers ¢, alors lim / on(z)de = / o(x) dz.

115



3. Donner un exemple pour lequel (¢, )nen ne converge pas uniformément vers ¢ et :
1

lim on(z)de = /0 o(x)dz.

n—oo 0

1 1
4. Donner un exemple pour lequel lim / on(z) de # / o(x)de.
n—oo 0 0

5. Si la suite (¢n)nen satisfait les deux conditions :

(a) Pour tout €, 0 < € < 1, (¢pn)nen converge uniformément vers ¢ sur [e, 1],
(b) Les ¢, sont a valeurs dans [—1,+1],
1 1
montrer que lim on(x)de = / o(z) dz.
0

n—oo 0

Exercice 5.9 (Linéarité de 'intégrale de Riemann)

Soit a,b € R, a < b. On rappelle que R, désigne 'ensemble des fonctions intégrables au sens de

Riemann sur [a, b] (remarque 5.6). Montrer que R, ; est un e.v. sur R et que 'application f — ff f(z)dx
est linéaire sur R p.

Exercice 5.10 (Changement de variable)

Soient a,b € R, a < b et f : [a,b] — R une fonction continue. Soient o, € R et ¢ : [o, 8] — R une
fonction strictement croissante, de classe C!, vérifiant (o) = a et p(83) = b.

1. Montrer que ¢ est une bijection de [a, ] dans [a, b].
2. Montrer que
b B
[ t@ie= [ seeme

[On pourra introduire G = F o ¢, ot F' est une primitive de f sur [a,b], et calculer G'.]
Remarque. L’égalité ci-dessus est appelée la formule du changement de variable. On dit qu’on
calcule l'intégrale fab f(z)dz en faisant le changement de variable x = ¢(t).

3. Calculer les intégrales suivantes :

(a) fol V1 — 22 dz. [On pourra considérer le chagement de variable x = sint.]

(b) f12 e”sin (e”) dz. [On pourra considérer le changement de variable x = Int.]
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Quelques exercices d’intégration

Exercice 5.11

b
dt  b—
Soient 0 < a < b. Montrer que / — < a.
o t Vab
corrigé

T dt _ zxz—a

Pour x > a, on pose f(z) = [ 4 Vas- La fonction f est donc continue de [a,+oo[ dans R et f(a) = 0.

On montre maintenant que f/'(x) < 0 pour tout x €la, oco[ (on en déduit que f est décroissante et donc
que f(z) <0 pour tout x € [a, +00], ce qui donne, en particulier, f(b) < 0).

Soit x > a, on a

1 1 L E-a 2V —2x+x—a72\/ax—x—a7—(\f—\/ﬁ)Q<0
x  axr 2xaxr 2x+/ax a 2x+/ax - 2x+/ax ’

Exercice 5.12
1

Soit f € C°([0,1],R) telle que / ft)dt = % Montrer qu’il existe a €]0, 1] telle que f(a) = a. [On

0
pourra s'intéresser & 'intégrale de = — f(z).]

corrigé
Pour z € [0,1], on pose g(x) = z — f(z). la fonction g est continue de [0, 1] dans R et

1 g(z)dz = 1 xdx — 1 f(z)dx = 1.1 0. (5.7)
J et = [ e L=

Si g(x) > 0 pour tout x €]0, 1], on a alors (par continuité) g(z) > 0 pour tout = € [0,1] et Pexercice 5.5
donne fol g(x)dz > 0, en contradiction avec (5.7).
De méme, si g(x) < 0 pour tout x €]0, 1], on a fol g(x)dxz < 0, en contradiction aussi avec (5.7).

On en déduit qu’il existe a €]0,1[ t.q. g(a) = 0, c’est-a-dire f(a) = a.

Exercice 5.13

Soit f :[0,1] — R une application continue strictement croissante telle que f(0) =0, f(1) = 1. Calculer
limy, o0 [ f7(t)dt.

corrigé
On va montrer que lim, o fol f™(t)dt = 0. Soit 0 < £ < 1. Comme f est strictement croissante, on a,
pour tout ¢t € [0,1 — ¢],
0=f0)<ft)<f(l—e)< f(l)=1letdonc0< f*(t)< f"(1—¢)<1,

et, pour tout t € [1 —e,1], 0 < f(¢) <1 et donc 0 < f*(¢t)dt < 1.
On en déduit que
1

1 1—¢
0§/0 f"(t)dtg/o Fr—dt+ [ dt< i —e)+e.

1—¢
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Comme f(1—¢) < 1, il existe ng € N t.q. f™(1—¢) <e, on a donc
1
n>nyg = 0< / fr()dt < 2e,
0

ce qui prouve bien que lim,, . fol fr()dt = 0.

Exercice 5.14 (Intégration par parties)

Calculer les primitives des fonctions suivantes (définies de R dans R) : f(z) = e*cos(z), g(z) =
xArctan (z) et h(z) = (22 +z + 1)e®.
corrigé
Ces trois primitives de trouvent en intégrant par parties. On calcule, par exemple, la premiere.
Soit # € R, on a [ e costdt = — [ e'sintdt + [e'sint]f = — [ e'sintdt + e”sinz. On intégre

maintenant une deuxieéme fois par parties, on obtient

/ etcostdt:f/ etcostdtJr[etcost]SJremsinx:/ e’ costdt + e*(sinz + cosz) — 1.
0 0 0

sinz + cosz) — 1

x eZ
Ce qui donne finalement / el costdt = ( 5
0

Exercice 5.15

1 1/2 3 0
d d 2 1 d
Calculer les intégrales : / 273’"7 / ;1," , / T dx et / L
0o 242 1 l—a?" )y 22 +2 -3 o3 —Tr+6

corrigé
La premiere se calcule avec un changement de variable. On obtient

/1 do 1/1 L ‘/i/f Ly = Y2 et (ﬂ)
—_— = — ——drx = — = — arctan(—).
o 22 2 )y (G T2 fy 1T 2 T

Les intégrales suivantes se calculent en utilisant une décompoosition en éléments simples. On calcule, par
exemple, la troisitme. Comme 2° — 72+ 6 = (x — 1)(z? 4+ 2 —6) = (x — 1)(z — 2)(x + 3), on peut montrer
qu’il existe a,b,c € R t.q.

1 a b c

= tout 1,2, -3}
23 —Tr+6 Jc71+x72+x+3p0m out x ¢ {1,2, -3}

On peu trouver les valeurs de a, b, ¢ par identification (et montrer aussi ainsi I'existence de a, b, ¢) mais le
plus rapide est de remarquer que

. z—1 . 1 1
a = lim — = lim =,
5123 —Tr4+6  2-1 (z—2)(x+3) 4
. T —2 . 1 1
b= lim = lim = -,
T—2 1‘3—7;(,'—|—6 T2 ({)_’,'—1)(1,‘—|—3) 5
. z+3 . 1
c= lim =

S L R P -
o803 Te 16 aots(z— 1)(z—2) 20
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On peut maintenant calculer I'intégrale demandée
0 0 0 0
d 1 1 1
[:/ L :a/ 7da:+b/ d:t—i—c/ dx.
o3 —Tx+6 ar—1 ox—2 or+3

0 1
/ 1dgc =[In(1 -2)]°, = —In3,

_9 L —

Puis on a

o 1
/ Qdm =[n2-2)°, = —-In2,

_o L —

0
1
[2 o 3d:r = [In(z + 3)]°, = In3.

e _In3 _ In2 ; In3 _ 3In3-2In2
On en déduit que I = 7 Y+ = = .

Exercice 5.16
n

Evaluer les intégrales / ad et / —i Comparer Z % avec / —x. En déduire la valeur de
1 T 1

1 X =1 X
“+o0 n n +oo
1 ) . dx Lo 1 .
E = Comparer la suite croissante u,, = Z 72 avec —- En déduire que la somme E = est finie.
1 X
k= k=2 k=1

corrigé
Soit f une fonction continue de [1,+occ[ dans R. Si [ f(z)dz a une limite (finie ou infinie) quand
a — 400, on pose (ceci est une définition, non vue en cours)

‘[Hmﬂ dxfaggw/’f

+°° dx

+ood7m_1

1)

Comme [ 4 = Ina, on a donc
1 =z

Comme fla i‘ ——7—&—1 onadoncf

Soit k € N*, Pour = € [k, k + 1[, on pose g(z) = 1 (de sorte que g(z) = 1/k > 1/ car x > k). Pour
n € N*, la fonction g est donc une fonction en escaher sur Pintervalle [1,n+ 1] et comme g(z) > 1/z pour

tout z, on a
n+1 dx n+1 n 1
— < g(z)de =) —.
b ot

On en déduit +001—1 +Oodx—
1l €1 dedul quekz_: _n*l}foozkf =

Soit k € N*, Pour = € [k, k + 1], on pose h(z) = lc+1 (de sorte que h(z) =1/(k+1) <1/xcarz < k+1).
Pour n € N*, la fonction h? est donc une fonction en escalier sur l'intervalle [1,n] et comme h2(z) < 1/22

pour tout z, on a
[ %= [ >
r)dr = —.
R S P k2
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On en déduit que Z i nll)r_{locz 72 < /1 ol < +o00.
k=2 k=2

Exercice 5.17

Pour ¢t > 0, on pose f(t) = “tﬂ On pose aussi f(0) = 0. Montrer que f est continue sur R;. Pour
x > 0, on pose F(z) = fox f@®)dt, G(z) = fom f(t)sintdt, H(x) = fom f(t)2dt. Montrer que F(z) et H(x)
ont des limites dans R quand z tend vers +o00. Montrer que G(z) tend vers +00 quand z tend vers +oo.
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