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Analyse, 2eme semestre, TD 1: Suites de nombres réels

Pour les exercices suivants, on rappelle que si A est une partie non vide majorée de R, il
existe un nombre réel, noté sup(A), qui est le plus petit des majorants de A. De méme,
si A est une partie non vide minorée de R, il existe un nombre réel, noté inf(A), qui est
le plus grand des minorants de A.

Exercice 1

Soit A est une partie non vide majorée de R. On pose —A = {—a, a € A}. Montrer que
—A est une partie non vide minorée R. Comparer inf(—A) et sup(A).

Exercice 2

Soit A une partie non vide de R.

1. On suppose que A est majorée et on pose a = sup(A). Montrer qu'il existe une
suite d’éléments de A qui converge vers a.

2. On suppose que A n’est pas majorée. Montrer qu’il existe une suite d’éléments de
A qui converge vers I'infini.

Exercice 3

Soit A et B deux parties non vides de R t.q. A C B. On suppose que B est majorée.
Montrer que A est majorée et que sup(A) < sup(B). Cette derniere inégalité est-elle
nécessairement stricte si 'inclusion de A dans B est stricte ?

Exercice 4

Soit A et B deux parties non vides majorées de R. On pose A+ B = {a+0b,a € Aet
b € B}. Montrer que A + B est majorée et comparer sup(A + B) et sup(A) + sup(B).

Exercice 5

Soient A et B deux parties non vides de R et bornées. Montrer que :

1. AUB est une partie non vide et bornée de R et que sup(AUB) = max{sup A, sup B}, inf( AU
B) = min{inf A, inf B}.

2. Montrer que si AN B est non vide, c¢’est une partie bornée de R et

sup(AN B)
inf(AN B)

min{sup A, sup B},

<
> max(inf A, inf B).

Donner un exemple ou les inégalités sont strictes.



3. Montrer que A+ B :={x =a+b,a € A,b € B} est une partie non vide et bornée
de R et que

sup(A+ B) = sup A+ sup B,
inf(A+ B) = infA+infB.

4. Montrer que si A C Ry, B C Ry alors A.B = {ab;a € A,b € B} est borné et
sup(A.B) = sup Asup B,inf(A.B) = inf Ainf B (1)
Exercice 6
1. Soit S = {z;z = (—3)™ — 2,m,n € N*}. Trouver sup S et inf S.

2. Soit K = {z € R;x = 1=, a €]0, 3]}. Trouver inf K et sup K.

Exercice 7

Ul +...+Un

Soit une suite de nombres complexes (u,) , on définit la suite v, = *==

1. Montrer que (u,) converge vers [ implique (v,) converge vers I
2. On suppose que (u,) est réelle.

(a)-Montrer que (u,) tend vers +oo implique quev,, diverge vers +oo.

(b)-On suppose que la suite (u,) est croissante, montrer que

lim v, =1€ R, = limu, = [. (2)

n—-+400

3. Généralisation. Soit (\,) une suite de nombres réels strictement positifs et (u,) une
suite complexe qui converge vers [ € C. On suppose que

n—-+o0o

lim (3" ) = +o0. (3)

Montrer que la suite
k=n
v — Zek=1 ARUg
Y=
k=1 "k

converge vers [,ie:

k=n Zk,‘:n Akuk
lim () M) =400, lim w, =1p = lim SAL222 (5)
k=1

n—-+o0o n—-+o0o



4. Soit z € R. Pour tout n € N, on considere z,, = E(0%2) o Yp = Tn + —5 Tespective-
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ment appelées valeurs approchées a 101" pres par défaut et par exces de x. Montrer
que ces deux suites convergent vers x. En déduire que D, ensemble des nombres

décimaux, est dense dans R.

5. Soit (u,) une suite de nombres complexes. Pour tout n € N, on pose v, =

k=
2% ~} C*u,. On suppose que (u,) converge vers | € C, montrer que (v,) con-

verge vers [.
Exercice 8
1. Montrer que toute suite convergente dans R est bornée (c’est-a-dire majorée et
minorée).
2. Montrer que toute suite croissante majorée est convergente dans R.

3. Montrer que de toute suite réelle non majorée (resp. non minorée) on peut extraire
une sous suite qui tend vers +oo (resp. —00).

Exercice 9 (Moyennes harmonique et arithmétique)

1. Montrer que, pour tout a,b € Rt.q. 0 < a < b, on a:

2ab a+b
<

b.
a+b 2 <

a <

2. Soit ug,vg € R t.q. 0 < ug < vg. On définit, par récurrence, les suites (u,)nen €t
(Un>n€N par :
2Uy, Un, Uy, + Up
u = — — K9} = —— -
e, fu, 2

(a) Montrer que les suites (uy, )nen €t (U )nen sont bien définies (c¢’est-a-dire que w,,+
v, # 0 pour tout n € N) et que les suites (un)nen €t (Vn)nen SOnt convergentes
(dans R).

(b) Montrer que lim,, o u, = lim, . v,.
(c) Vérifier que la suite (u,v,)nen €st constante.

(d) Donner la limite commune au suites (uy,)nen €t (Vn)nen-

Exercice 10
Soit [ € R, a € R, (uy)nen une suite et f une application de R dans R. Ecrire & 'aide des
quantificateurs les phrases suivantes :

1. La suite (uy)nen ne tend pas vers | quand n tend vers +o00.
2. La suite (uy)nen tend vers +o0o quand n tend vers +oc.
3. f(x) ne tend pas vers [ quand z tend vers a.

4. f(x) ne tend pas vers [ quand x tend vers +oc.



