C10, algorithmes pour |'optimisation sans contrainte

f € C(R",R).On suppose qu'il existe x € R" tel que
f(x) < f(x) pour tout x € R”

Objectif : calculer un tel point X
Nous allons distinguer deux types de méthodes

1. Méthodes de descente
Il s'agit ici de construire une suite (x(K)) ey telle que

f(xY < £(x9)) pour tout k € N,

en espérant que limyg_, 1 xk) = x

2. Si f est de classe C!, chercher une solution de I'équation
Vf(x) =0 (puis vérifier que f est bien minimale au point x).
Cette équation s'appelle “Equation d'Euler” du probleme de
minimisation de f



Direction de descente

Definition
fe C(R"R), xeR", weR", w0
1. w est une direction de descente (dd) au point x si il existe
ap > 0 tel que

f(x 4+ aw) < f(x) pour tout a €]0, ag]

2. w est une direction de descente (dds) au point x si il existe
ap > 0 tel que

f(x + aw) < f(x) pour tout a €]0, ag]



Méthode de descente

Definition
f € C(R",R), Une méthode de descente consiste a construire une
suite de la maniére suivante
Initialisation Choisir x(0) € R”
Itération pour k >0

> Choisir (si c'est possible) une dds au point x(¥), notée w(¥)
» Prendre x(kt1) = x(K) 4 o, w(K) avec a bien choisi de

maniére 3 avoir, en particulier, f(x(kt1)) < f(x(¥)



Condition nécessaire et condition suffisante pour une dds

Proposition

fe CH{R"R), x€R", we R", w#0
1. (CN) Si w est une dds au point x, alors w - Vf(x) <0
2. (CS) Siw-Vf(x) <0 alors w est une dds au point x

Exemple fondamental :
Si Vf(x) # 0 alors w = —Vf(x) est une dds au point x



Démonstration de la proposition

Hypothese : f € C}(R",R), x €R", w € R", w # 0
o(t) = f(x + tw), de sorte p € C}H(R,R), ¢'(t) = VF(x + tw) - w
1. (CN) Si w est une dds au point x,
il existe ag > 0 tel que ¢(t) = f(x + tw) < f(x) pour tout

t 6]0,30],
p(t) — »(0)
t
et donc, quand t — 0, ¢'(t) = Vf(x)-w <0

< 0 pour tout t €]0, a],

2. (CS)Siw-Vf(x)<0,ona¢g(0)=Vf(x)-w<0
[l existe ag > 0 tel que ¢’(t) < 0 pour tout t €]0, ag], et donc (par
le théoréme des Accroissements Finis) ¢(t) < ¢(0) tout t €]0, ag]

Ceci prouve que w est une dds au point x



Algorithme du Gradient a Pas Fixe (GPF)

Hypothese : f € C}(R”,IR). On choisit p > 0
Initialisation x(©) € R".

Itération pour k > 0, on choisit w(k) = —Vf(x(¥)

Si VF(x(9) £ 0, w(k) est une dds au point x(¥), mais deux
questions :

1. A ton f(x(tD) < f(x(K)) 2

2. At'on I|mkﬁ+xx( ) =x7?

En général, non et non. ..



Convergence de I'algorithme GPF

Theorem
Soit f € CY(R",R). On suppose qu'il existe a >0 et M > 0 tels
que

(mon) (Vf(x) = V£(y)) (x —y) > alx = y|? pour tout x,y € R”
(lip) |Vf(x)—Vif(y)| < M|x —y| pour tout x,y € R"

Alors, si p < M2' on a bien
(des) f(xkt1)) < £(x(K)) pour tout k > 0

(cve) limy_sqo0 x(K) = X et X = argmingaf

petit rappel : I'hypothese (mon) implique que f est strictement
convexe et f(x) — +oo quand |x| — +oo et donc qu'il existe un
unique X € R” tel que f(X) < f(x) pour tout x € R". De plus X
est caractérisé par Vf(x) =0



Démonstration du théoreme, convergence vers X

On pose h(x) = x — pVF(x)

L'algorithme (GPF) est I'algorithme du point fixe pour h. On déja
vu (Cours 6, point fixe de relaxation) que sous les hypothéses

(mon)-(lip), si p < 2%, la fonction h est strictement contractante
et limy_, 100 x(K) = X avec VF(X) = 0 (et donc ici X = argmingnf)

rappel du cours 6, h(x) = x — wg(x) avec g vérifiant (mon)-(lip)

et <w< % théoreme 2.8



Dém. du théoreme, (GPF) est une méthode de descente

On suppose que f vérifie (mon)-(lip), p < % VF(x(k) +£0,
xUkH1) = x(K) — pvf(x(K)). On va montrer f(x(k+t1)) < f(x(¥)
Remarque : Les hypothese (mon)-(lip) impliquent o« < M car
alx — y[? < (VF(x) = VE(y)) - (x = y) < M|x — y|?

et donc p < % < %

y =xtkt1) 5 = x(K) y = x — pVF(x)

1
fly) = f(x) :/o Vi(x +t(y —x)) - (y — x)dt =

1
/0 (Vi(x+ tly — x)) = VI(x)) - (y — x)dt + VF(x) - (y — x)

sM &

?‘ <0,

1
y—xP =y - x
P

carp<%



Algorithme du Gradient a Pas Optimal (GPO)

Hypothese : f € C}(R",R)
Initialisation x(©) ¢ R”
Itération pour k > 0,
1. on choisit w(k) = —V£(x(K),
2. on choisit (si c'est possible) px > 0 tel que
(x5 + prw®)) < F(xK) + pw(k)) pour tout p > 0,
3_ X(k+1) = X(k) _|_ pkw(k)

Si VF(x(M) £ 0, w(k) est une dds au point x(¥), mais trois
questions :

1. Existence de py ?

2. Calcul de pi ?

3. Aton lim_ oo x®) =x 72



Convergence de I'algorithme GPO, questions 1 et 3

Theorem
Soit f € CY(R",R) telle que f(x) — +oco quand ||x|| — +oc Alors
1. la suite (x(K),cn est bien définie par I'alogorithme (GPO)
(c'est-a-dire que py existe pour tout k),
2. la suite (x(k))keN est bornée et toute sous suite convergente
converge vers un point qui annule Vf,
3. si f est convexe, toute sous suite convergente converge vers
un point appartenant a argmingnf,

4. si f est strictement convexe limg_, 4o x(K) = % et
X =argmingnf

La démonstration sera faite en td, le point difficile est le deuxieme
item



Calcul de px dans (GPO), question 2

x(k) est connu,

wk) = —VF(x(K)) £ 0 (sinon x(kT1) = x(K) I'algorithme s'arréte)
On suppose qu'il existe px > 0 tel

f(x) + pwk)) < £(xF) + pwk)) pour tout p > 0

On pose ¢(p) = F(xK) + pw(k)

Comme w(k) est une dds au point x(¥) on a p; > 0 et donc
¢'(pk) = 0, c'est-a-dire

Ceci permet parfois de calculer p

Noter aussi V£(x(<T1)). w(k) =0



Calcul de pg, fonctionnelle quadratique

f(x) = 3Ax-x —b-x ol A€ Mu(R) est s.d.p. et b € R"
Vi(x)=Ax—b

Pour w # 0, on cherche p tel que
Vi(x+pw)-w=0,
c'est-a-dire (Ax + pAw — b) - w = 0 et donc

(b= Ax)-w
 Awew

Ceci permet le calcul de p quelquesoit w dds au point x

Le cas d'une fonctionnelle générale est plus compliqué



Algorithme du gradient conjugué (1)

f(x) = 3Ax-x — b-x ot A€ Mu(R) est s.d.p. et b € R"
Rappel : Vf(x) = Ax—b
idée (1952) :
Construire la suite des itérées x(K) telle que :
1. Pour chaque k > 0, x(kt1) = x(k) 1 p, w(k) avec w(k) dds en
x(K) et py optimal dans la direction w(k)
2. Awk) . wl) = 0'si | < k (orthogonalité des w(*) pour le
produit scalaire induit par A)
3. (b—Ax) . wl) =0si /< k
La propriété 1 est facile 3 obtenir si w(k) est une dds. Pour les
propriétés 2 et 3, la seule égalité facile est

(b ) V() 0,

car py est optimal dans la direction w(k)



Algorithme du gradient conjugué (2)

intérét (si on peut construire une telle suite) :

La suite s'arréte au plus tard 3 I'itération n car on alors (b — Ax(")
orthogonal a la famille {w(® ... w("=1} qui forme une base de R”
(car c'est une famille de n vecteurs orthogonaux 2 a 2 non nuls).
Donc, Ax(") = p

il s'agit donc d'une méthode directe mais on peut méme esperer
avoir “presque” la solution en moins de n itérations

Pour avoir les proprietes demandées, il suffit (par miracle) de
choisir pour kK > 0

w(k) = (b— Ax(k )+ Mew(K=1) avec Ag choisi pour avoir
Aw(k) . w(k=1) — g

(On a alors Aw(® . w() =0 et (b— Ax(¥)) . w(!) =0 pour tout
| < k et pas seulement pour | = k — 1)



Gradient conjugué préconditionné

Intérét réel de la méthode du gradient conjugué : nul. ..

Précondionnement, 1980 :

La méthode est extremement intéressante si on |'utilise avec un
“préconditionnement” consistant a remplacer A par L~1A(LY) ! et
b par L71b, oti L est “proche” de la matrice de factorisation de A
par la méthode de Choleski

Le bon choix de la matrice de précondionnement dépend du
probleme considéré



Méthode de Newton pour minimiser f

On cherche par la méthode de Newton un point annulant Vf.
Rappel : Jy¢(x) = He(x) (on suppose f de classe C?)

Initialisation x(©) € R”
Itération pour k > 0, He(x())(x(k+1) — x(K)) = —vf(x(K)

Si la matrice Hy(x(k)) est s.d.p. (ce qui est presque toujours vrai si
f est strictement convexe), cette méthode est une méthode de
descente

Elle s'écrit x(kt1) = x(K) 4 w(k) avec

wk) = —(He (x( N1V F(x(K) et, si VF(x(K) #£0,

w) . TF(x0)) = —(H(x' 1w (xR . vi(xK)) < 0

Intérét de la méthode : convergence quadratique
Inconvénient de la méthode : calculer la Hessienne de f



Méthode de quasi-Newton pour minimiser f

Objectif : éviter de calculer la Hessienne de f
Idée : remplacer dans la méthode de Newton la matrice H¢(x(¥))
par une matrice B(¥), facile 3 calculer et telle que :
1. Bk est s.d.p.
2. B¥) approche de mieux en mieux la hessiene de f au cours
des itérations
Initialisation x(©) € R”
Itération pour k > 0, B (x(kt1) — x(K)) = £ (x(K))

Question : Comment choisir B(K) ?



Choix de BK), méthode (BFGS)

Rappel (idée de Broyden) :
Pour que B*) se rapproche de la hessienne de f on va demander

Initialisation B(®) s.d.p. (par exemple B() = /)
Itération pour k > 0, on note
st = x(k) — x(k=1) (k) = 7 f(x(K)) — VF(xk-1),
Si s(k) £ 0, on ch0|5|t
YOy R kDR (5K gl

(0 — glk-1) _
B = B M)t~ T (W) Bt 5h)

On a bien B() symétrique et B(*)(s(K)) = y(k)
Theorem (1976)

f € C?(R",R) strictement convexe et f(x) — +oo quand ||x|| — +oc.
On note X =argmingnf. On suppose Hr(X) est s.d.p.
Alors limg— 400 xK) =% et Ia convergence est superlinéaire

Remarque : sous les hypotheses du théoreme, (y(%))ts(k) > 0 si s(k) £ 0



Résumé

1. Méthodes de gradient, (GPF) et (GPO). La convergence est
en général linéaire

2. Méthode de gradient conjugué pour fonctionnelle quadratique
(donc correspond a la résolution d'un systeme linéaire)

3. Méthode de Newton. La convergence est quadratique

4. Méthode de quasi-Newton. La convergence est superlinéaire
(mais, par rapport aux méthodes de gradient, demande, a
chaque itération, la résolution d'un systéme linéaire)



