Chapitre 1

Systemes linéaires

1.1 Objectifs

On note M,, (IR) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et b € IR",
on a comme objectif de résoudre le systeme linéaire Ax = b, ¢’est-a-dire de trouver x solution de :

zecR"
{ ) (1.1)

Comme A est inversible, il existe un unique vecteur & € IR"™ solution de (1.1). Nous allons étudier dans les deux
paragraphes suivants des méthodes de calcul de ce vecteur x : la premicre partie de ce chapitre sera consacrée
aux méthodes “directes” et la deuxieéme aux méthodes “itératives”. Nous aborderons ensuite en troisieéme partie les
méthodes de résolution de problemes aux valeurs propres.

Un des points essentiels dans I’efficacité des méthodes envisagées concerne la taille des systemes a résoudre. La
taille de la mémoire des ordinateurs a augmenté de fagon drastique de 1980 a nos jours.

Le développement des méthodes de résolution de systemes linéaires est liée a I’évolution des machines infor-
matiques. C’est un domaine de recherche tres actif que de concevoir des méthodes qui permettent de profiter au
mieux de I’architecture des machines (méthodes de décomposition en sous domaines pour profiter des architectures
paralleles, par exemple).

Dans la suite de ce chapitre, nous verrons deux types de méthodes pour résoudre les systemes linéaires : les
méthodes directes et les méthodes itératives. Pour faciliter la compréhension de leur étude, nous commengons par
quelques rappels d’algebre linéaire.

1.2 Pourquoi et comment ?

Nous donnons dans ce paragraphe un exemple de probléme dont la résolution numérique recquiert la résolution
d’un systeme linéaire, et qui nous permet d’introduire des matrices que nous allons beaucoup étudier par la suite.
Nous commengons par donner ci-apres apres quelques rappels succincts d’algebre linéaire, outil fondamental pour
la résolution de ces systemes linéaires.

1.2.1 Quelques rappels d’algebre linéaire
Quelques notions de base

Ce paragraphe rappelle des notions fondamentales que vous devriez connaitre a 1’issue du cours d’algebre linéaire
de premiere année. On va commencer par revisiter le produit matriciel, dont la vision combinaison linéaire de
lignes est fondamentale pour bien comprendre la forme matricielle de la procédure d’élimination de Gauss.
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Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n, et M = AB. Prenons comme exemple d’illustration

1 2 -1 0 5 4
A=l Jo=ls el

Onnote a; ;, b; j et m; 5,4, = 1,...n les coefficients respectifs de A, B et M. Vous savez bien sir que

M ; = Zai,kbk,j- (1.2)
k=1
Si on écrit les matrices A et B sous forme de lignes (notées ¢;) et colonnes (notées c;) :
£1(4)
A= ... | etB=[c1(B) ... £,(B)]
4,(4)

Dans nos exemples, on a donc

L’expression (1.2) s’écrit encore
mi; = £i(A)c;(B),
qui est le produit d’une matrice 1 x n par une matrice n X 1, qu’on peut aussi écrire sous forme d’un produit

scalaire :
mi ;= (£i(A))" - ¢;(B)

ol (£;(A))t désigne la matrice transposée, qui est donc maintenant une matrice n X 1 qu’on peut identifier a un
vecteur de IR"™. C’est la technique “habituelle” de calcul du produit de deux matrices. On a dans notre exemple :

mia = £(A) ea(B) = [1 2] [g} .

Mais de I’expression (1.2), on peut aussi avoir I’expression des lignes et des colonnes de M = AB en fonction
des lignes de B ou des colonnes de A :

€i(AB) = a;1li(B) (1.3)
k=1

c;(AB) = by jex(A) (1.4)
k=1

Dans notre exemple, on a donc :
£,(AB)=[-1 0]+2[3 2]=[5 4]

ce qui montre que la ligne 1 de AB est combinaison linéaire des lignes de B. Le colonnes de AB, par contre, sont
des combinaisons linéaires de colonnes de A. Par exemple :

&(AB) =0 H 2 m B H

11 faut donc retenir que dans un produit matriciel AB,
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les colonnes de AB sont des combinaisons linéaires des colonnes de A
les lignes de A B sont des combinaisons linéaires des lignes de B.

Cette remarque est tres importante pour la représentation matricielle de I’élimination de Gauss : lorqu’on calcule
des systémes équivalents, on effectue des combinaisons linéaires de lignes, et donc on multiplie a gauche par une
matrice d’élimination.

Le tableau ci-dessous est la traduction littérale de “Linear algebra in a nutshell”, par Gilbert Strang ' Pour une
matrice carrée A, on donne les caractérisations du fait qu’elle est inversible ou non.

A inversible A non inversible
Les vecteurs colonne sont indépendants Les vecteurs colonne sont liés
Les vecteurs ligne sont indépendants Les vecteurs ligne sont liés
Le déterminant est non nul Le déterminant est nul
Az = 0 a une unique solution z = 0 Az = 0 aune infinité de solutions.
Le noyau de A estréduita {0} Le noyau de A contient au moins un vecteur non nul.
Ax = b a une solution unique z = A~ 'b Ax = b asoit aucune solution, soit une infinité.
A an (nonzero) pivots Aar < npivots
A est de rang maximal : rg(A4) = n. rg(A)=r<n
La forme totatement échelonnée R de A est la matrice identité R a au moins une ligne de zéros.
L’image de A est tout IR"™. L’image de A est strictement incluse dans IR"™.
L’espace L(A) engendré par les lignes de A est tout IR™. L(A) estde dimensionr < n
Toutes les valeurs propres de A sont non nulles Zéro est valeur propre de A.
At A is symétrique définie positive > A’ A n’est que semi- définie .

TABLE 1.1: Extrait de “Linear algebra in a nutshell”, G. Strang

On rappelle pour une bonne lecture de ce tableau les quelques définitions suivantes :

Définition 1.1 (Pivot). Soit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n. On appelle pivot de A le premier élément
non nul de chaque ligne dans la forme échelonnée de A obtenue par élimination de Gauss. Si la matrice est
inversible, elle a donc n pivots (non nuls).

Définition 1.2 (Valeurs propres). Soit A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n. On appelle valeur propre de A
tout \ € C tel qu’il existe x € C", & # 0 tel que Ax = \a. L’élément x est appelé vecteur propre de A associé a
A

Définition 1.3 (Déterminant). I/ existe une unique application, notée det de M,,(IR)) dans IR, qui vérifie les pro-
priétés suivantes

(D1) Le déterminant de la matrice identité est égal a 1.

(D2) Si la matrice A est obtenue partir de A par échange de deux lignes, alors detA = —detA.

1. Voir la page web de Strang www.mit .edu/~gs pour une foule d’informations et de cours sur 1’algébre linéaire.
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(D3) Le déterminant est une fonction linéaire de chacune des lignes de la matrice A.

(D3a) (multiplication par un scalaire) si A est obtenue & partir de A en multipliant tous les coefficients d’une

ligne par A € R, alors det(A) = Adet(A).
4,(A) 4 (A) 4,(4)

(D3b) (addition) si A = |£,(A)|, A= [£x(A)| et B= |£x(A) + £x(A) |, alors

£,(A) enéA) enéA)
det(B) = det(A) + det(A).

On peut déduire de ces trois propriétés fondamentales un grand nombre de propriétés importantes, en particulier
le fait que det(AB) = detA detB et que le déterminant d’une matrice inversible est le produit des pivots : c’est
de cette maniére qu’on le calcule sur les ordinateurs. En particulier on n’utilise jamais la formule de Cramer,
beaucoup trop coiiteuse en termes de nombre d’opérations.

On rappelle que si A € M,,(IR) une matrice carrée d’ordre n, les valeurs propres sont les racines du polynéme
caractéristique P4 de degré n, qui s’écrit :

Pa(X) = det(A — \I).

Matrices diagonalisables

Un point important de 1’algebre linéaire, appelé “réduction des endomorphismes” dans les programmes frangais,
consiste a se demander s’il existe une base de 1’espace dans laquelle la matrice de 1’application linéaire est diago-
nale ou tout au moins triangulaire (on dit aussi trigonale).

Définition 1.4 (Matrice diagonalisable dans IR). Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n. On dit que A est

diagonalisable dans IR, s’il existe une base (uy, ..., u,) de R™ et des réels \1, ..., N, (pas forcément distincts)
tels que Au; = M\ju; pour i = 1,...,n. Les réels A\, ..., \, sont les valeurs propres de A, et les vecteurs
Uq, . .., U, Sont des vecteurs propres associés.

Vous connaissez stirement aussi la diagonalisation dans € : une matrice réelle carrée d’ordre n admet toujours n
valeurs propres dans €, qui ne sont pas forcément distinctes. Une matrice est diagonalisable dans € s’il existe une
base (u1,...,u,) de C" et des nombres complexes A1, ..., A, (pas forcément distincts) tels que Au; = \ju;
pouri = 1,...,n. Ceci est vérifié si la dimension de chaque sous espace propre E; = Ker(A — \;1d) (appelée
multiplicité géométrique) est égale a la multiplicité algébrique de \;, ¢’est-a-dire son ordre de multiplicité en tant
que racine du polyndme caractéristique.

Par exemple la matrice A = n’est pas diagonalisable dans € (ni évidemment, dans IR). Le polyndme

0 0
10
caractéristique de A est P4()\) = A2, I'unique valeur propre est donc 0, qui est de multiplicité algébrique 2, et de
multiplicité géométrique 1, car le sous espace propre associé a la valeur propre nulle est F' = {x € R?; Ax =
0} = {x = (0,t),t € R}, qui est de dimension 1.

Ici et dans toute la suite, comme on résout des systemes linéaires réels, on préfere travailler avec la diagonalisation
dans IR ; cependant il y a des cas ol la diagonalisation dans € est utile et méme nécessaire (étude de stabilité des
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systemes diférentiels, par exemple). Par souci de clarté, nous préciserons toujours si la diagonalisation considérée
est dans IR ou dans C.

Lemme 1.5. Soit A une matrice réelle carrée d’ordre n, diagonalisable dans IR. Alors
A = Pdiag(\i,...,\) P71,

ou P est la matrice dont les vecteurs colonnes sont égaux a des vecteurs propres u, . . . , U, associées aux valeurs
propres A\, ..., \p.

DEMONSTRATION —  Par définition d’un vecteur propre, on a Au; = A;u; pour ¢ = 1,...n, et donc, en notant P la
matrice dont les colonnes sont les vecteurs propres u;,

[Aul Aun} =A [ul un] = AP
et donc
A1 o ... O
AP =[ur o A =[ur . owa] |0 = Pdiag(1, ., An).
0 ... 0 A

Notons que dans ce calcul, on a fortement utilisé la multiplication des matrices par colonnes, c.a.d.
n

ci(AB) = ai;ci(B).

j=1
Remarquons que P lest aussi la matrice définie (de maniére unique) par Pe; = u;, ol (€;)i—1,...,» est la base canonique
de R™, c’est-a-dire que (e;); = 0;,;. La matrice P est appelée matrice de passage de la base (€;)i=1,...,n a la base
(wi)i=1,...,n ; (il est bien clair que la i-8me colonne de P est constituée des composantes de u; dans la base canonique
(e1,...,en).
La matrice P est inversible car les vecteurs propres forment une base, et on peut donc aussi écrire :

P7'AP = diag(A1, ..., An) ou A = Pdiag(A1,..., )P
u

La diagonalisation des matrices réelles symétriques est un outil qu’on utilisera souvent dans la suite, en particulier
dans les exercices. Il s’agit d’un résultat extrémement important.

Lemme 1.6 (Une matrice symétrique est diagonalisable dans IR). Soit E un espace vectoriel sur IR de dimension
finie : dimE = n, n € IN*, muni d’un produit scalaire i.e. d’une application

ExXE—TR,
(z,y) = (| Y)e,
qui vérifie :
Ve e E,(x|x)g >0et (x| 2)p =0 2z=0,

V(z,y) € B2, (z | y)e = (v | 2)E,
Yy € E, I'application de E dans R, définie par x — (x | y)g est linéaire.

Ce produit scalaire induit une norme sur E, ||z|| = \/(z | 2)g.

Soit T une application linéaire de E dans E. On suppose que T est symétrique, c.a.d. que (T'(z) | v)g = (z |
T(y))e ¥(z,y) € E*. Alors il existe une base orthonormée (f+, . .., f,,) de E (c.a.d. telle que (f; | f;)5 = di5)
et A1, ..., \p dans R tels que T (f;) = N\ f; pourtouti € {1...n}.
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Conséquence immédiate : Dans le cas ot £ = IR", le produit scalaire canonique de x = (x1,...,z,)! et
y=(y1,...,yn) estdéfinipar (z | y)p =z -y =D 1, ;y;. Si A € M,,(IR) est une matrice symétrique, alors
I’application 7" définie de F dans F par : T'(x) = Az est linéaire, et : (Tx|y) = Az -y =z - Aly =2 - Ay = (v |
Ty). Donc T est linéaire symétrique. Par le lemme précédent, il existe (f,..., f,) et (A\1...A,) € R tels que
Tf1 = Afl = )\lflVZ S {1, . ..,n} et f; - fj = 51J,V(i,j) S {1, . ..,TL}Z.

Interprétation algébrique : Il existe une matrice de passage P de (e, ..., e, ) base canonique dans (f, ..., f,,)
dont la i-ieme colonne de P est constituée des coordonnées de f; dans (e1...e,). Ona: Pe; = f;. On a alors
P~ 1APe; = P7YAf, = P~ Y(\ifi) = \ie; = diag(\1, ..., A\n)es, ot diag(\g, ..., \,) désigne la matrice

diagonale de coefficients diagonaux A1, ..., A,. On a donc :
A 0
P7lAP = =D.
0 An

De plus P est orthogonale, i.e. P! = Pt En effet,
PtPeZ- c€j = Pei . P@j = (fz|f]) = 61-7]- VZ,] € {177,},

etdonc (P*Pe; —e;)-e; =0 Vje{l...n} Vie {1,...n}. Onen déduit P'Pe; = ¢; pourtouti = 1,...n,
ie. PtP = PP! = Id.

DEMONSTRATION du lemme 1.6 Cette démonstration se fait par récurrence sur la dimension de E. On note (-|-) le produit
scalaire dans E et || - || la norme associée.

lere étape.
On suppose dimE = 1. Soite € E, e # 0, alors E = IRe = IR f; avec f; = H%H. Soit T': E — E linéaire. On a :
Tf, € Rf, doncilexiste \1 € Rtelque Tf; = A1 f;.

2eme étape.
On suppose le lemme vrai si dimE < n. On montre alors le lemme si dimE = n. Soit E un espace vectoriel normé sur
IR tel que dimE =netT : E — E linéaire symétrique. Soit ¢ I’application définie par :

p: E—-R
L’application ¢ est continue sur la sphere unité S1 = {x € E| ||z|| = 1} qui est compacte car dimE < +o0}; il existe
donc e € 51 tel que () < p(e) = (Te | €) = A pour tout = € E. Soity € E \ {0} et soit ¢ €]0, ﬁ[alors e+ty #0.
On en déduit que :

ety € Sy etdonc p(e) = A > (TM|M)

lle + tyl| lle+tyll lle +tyll ) 4
donc A(e +ty | e+ ty)r > (T(e+ ty) | e + ty). En développant on obtient :

A2t(e | y) + 82y | y)s] = 20(T(e) | y) + (T (Y) | y)b.

Comme ¢ > 0, ceci donne :
2(T(e) | y) +t(T () | y)s-
y), Soit 0 > (T'(e) — Xe | y) pour touty € E \ {0}. De
| y) > 0.D’ou (T'(e) — Xe | y) = 0 pour tout y € E. On

AR(e|y) +iy ly)e] =
En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient 2\(e | y)r > 2(T(e) |
méme pour z = —yona0 > (T'(e) — \e|z) donc (T'(e) — Xe
en déduit que T'(e) = Xe. On pose f,, = eet A, = A.

Soit F = {z € E;(z | e) = 0}, onadonc FF # E,et E = FERe : On peut décomposer z € E comme
x=z— (x| ee+(z|ee Siz € F,onaaussi T(z) € F (car T est symétrique). L’application S = T'|r
est alors une application linéaire symétrique de F' dans F' et on a dimF = n — 1. On peut donc utiliser I’hypothese
de récurrence : A1 ... A\p—y dans R et 3f, ... f,,_, dans Etelsque Vi € {1...n — 1}, Sf, = Tf, = \if, et
Vi,je{l...n—1}, f,- f; = 6;j. Btdonc (A1 ... \n) et (fy,..., f,) conviennent. (]
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Usg

| | | |

zg =0 x1 x; = ih TNy =1

FIGURE 1.1: Solution exacte et approchée de —u"" = f

1.2.2 Discrétisation de I’équation de la chaleur

Dans ce paragraphe, nous prenons un exemple trés simple pour obtenir un systéme linéaire a partir de la discréti-
sation d’un probleme continu.

L’équation de la chaleur unidimensionnelle

Discrétisation par différences finies de —u” = f Soit f € C([0, 1],IR). On cherche u tel que

—u"(x) = f(x) (1.5a)
u(0) = u(1) = 0. (1.5b)

Remarque 1.7 (Problémes aux limites, problémes a conditions initiales). L’équation différentielle —u'' = f admet
une infinité de solutions. Pour avoir existence et unicité, il est nécessaire d’avoir des conditions supplémentaires.
Si I’on considere deux conditions en 0 (ou en 1, I’origine importe peu) on a ce qu’on appelle un probléme de
Cauchy, ou probléme a conditions initiales. Le probleme (1.5) est lui un probléme aux limites : il y a une condition
pour chaque bord du domaine. En dimension supérieure, le probléeme —Au = f nécessite une condition sur au
moins “un bout” de frontieére pour étre bien posé : voir le cours d’équations aux dérivées partielles de master pour
plus de détails a ce propos.

On peut montrer (on 1’admettra ici) qu’il existe une unique solution v € C2([0, 1],IR). On cherche & calculer
u de maniere approchée. On va pour cela introduire la méthode de discrétisation dite par différences finies. Soit
n € IN*, on définit b = 1/(n + 1) le pas de discrétisation, c.a.d. la distance entre deux points de discrétisation,

et pour v = 0,...,n + 1 on définit les points de discrétisation z; = ¢h (voir Figure 1.1), qui sont les points ou
I’on va écrire I’équation —u”" = f en vue de se ramener a un systéme discret, ¢.a.d. & un systtme avec un nombre
fini d’inconnues u;, ..., u,. Remarquons que zg = 0 et x,,41 = 1, et qu’en ces points, u est spécifiée par les

conditions limites (1.5b). Soit u(z;) la valeur exacte de u en x;. On écrit la premiére équation de (1.5a) en chaque

pointz;, pour: =1...n.
—u(x;) = f(x;)) =b;Vie {1...n}. (1.6)

Supposons que v € C*4([0, 1], IR) (ce qui est vraisi f € C2). Par développement de Taylor, on a :

h? h3 ht

uw(xip1) = u(x;) + hu'(z;) + 71/’(3:1-) + Fu”/(xi) + ﬁu(‘g (&),
h? h3 ht

u(wi—1) = u(x;) — hu'(2;) + 7“"(%) - gum(xi) + ﬂuw(m),
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avec &; €|x;, xiy1] etn; €]z, x;41[. En sommant ces deux égalités, on en déduit que :

h* h*
w(Tisr) +u(zio1) = 2u(z;) + h*u" (z;) + ﬂu(“)(&) + ﬁ“w (1)
On définit I’erreur de consistance, qui mesure la maniére dont on a approché —u" (x;) ; 'erreur de consistance R;
au point x; est définie par
w(wiy1) + u(zi—1) — 2u(z;)

RZ' = u”(xi) - 72 . (17)
On a donc:
w(@ip1) +u(xi—1) — 2u(x;
|Rz| _ ‘_ ( +1) (h2 1) ( )+'U/H(x1)
h? h?
< |2y @ e 2 @) .
S ‘2411 (§7) + 24U (771)
h2
= 12||u(4)||oo- (1.8)

ol [u®]| = SUP,e0,1 |u™® ()|. Cette majoration nous montre que 1’erreur de consistance tend vers 0 comme
h? : on dit que le schéma est consistant d’ordre 2.

On introduit alors les inconnues (u;);=1,...» qu’on espére étre des valeurs approchées de u aux points z; et qui
sont les composantes de la solution (si elle existe) du systéme suivant, avec b; = f(x;),

Uipr U1 — 20
_ o3 =b;, Vi€ ][l,n], (1.9)
Ug = Un4+1 = 0.
31
On cherchedoncu = | © | € IR" solution de (1.9). Ce systéme peut s’écrire sous forme matricielle : K,,u = b
Un,
b1
oub= . | et Ky, est la matrice carrée d’ordre n de coefficients (kl j)i,j:Ln définis par :
bn
2 .
k@i ZE,VZZL...,R,
1 ) .
ki ; :—ﬁ,VZzl,...,n, j=1i%1, (1.10)

]{Ji,j ZO,Vi=1,...,n,|i—j|>1.

On remarque immédiatement que K, est tridiagonale.

On peut montrer que K, est symétrique définie positive (voir exercice 12 page 20), et elle est donc inversible
Le systtme K,u = b admet donc une unique solution. C’est bien, mais encore faut il que cette solution soit ce
qu’on espérait, c.2.d. que chaque valeur w; soit une approximation pas trop mauvaise de u(z;). On appelle erreur
de discrétisation en x; la différence de ces deux valeurs :

ei =u(x;) —u;, i=1,...,n. (1.11)

Si on appelle e le vecteur de composantes e; et R le vecteur de composantes R?; on déduit de la définition (1.7) de
I’erreur de consistance et des équations (exactes) (1.6) que

K,e = Retdonce = K, 'R. (1.12)

Le fait que le schéma soit consistant est une bonne chose, mais cela ne suffit pas a montrer que le schéma est
convergent, c.a.d. que I’erreur entre max;—1,... » ¢; tend vers 0 lorsque h tend vers 0, parce que K, dépend de n
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(c’est-a-dire de h). Pour cela, il faut de plus que le schéma soit stable, au sens ot I’on puisse montrer que || K, !||
est borné indépendamment de h, ce qui revient a trouver une estimation sur les valeurs approchées u; indépendante
de h. La stabilité et la convergence font 1’objet de 1’exercice 52, ot I’on montre que le schéma est convergent, et

qu’on a I’estimation d’erreur suivante :

h2
()Y < — @) .
Jmax {lu —ulz)[} < gellutle

Cette inégalité donne la précision de la méthode (c’est une méthode dite d’ordre 2). On remarque en particulier
que si on raffine la discrétisation, c’est—a—dire si on augmente le nombre de points n ou, ce qui revient au méme,
si on diminue le pas de discrétisation h, on augmente la précision avec laquelle on calcule la solution approchée.

L’équation de la chaleur bidimensionnelle

Prenons maintenant le cas d’une discrétisation du Laplacien sur un carré par différences finies. Si u est une fonction
de deux variables x et y a valeurs dans IR, et si u admet des dérivées partielles d’ordre 2 en x et y, 1’opérateur
laplacien est défini par Au = O,,u + Oyyu. L’équation de la chaleur bidimensionnelle s’écrit avec cet opérateur.
On cherche a résoudre le probleme :

—Au = fsur Q =]0,1[x]0, 1],

u = 0 sur 012, 1.13)
On rappelle que I’opérateur Laplacien est défini pour u € C2(2), ot  est un ouvert de R?, par
0?u  0%u
Au=— 4+ —.
YT a2 + oy?
Définissons une discrétisation uniforme du carré par les points (z;,y;), pour¢ = 1,...,Metj =1,.... M

avec z; = ih,y; = jheth = 1/(M + 1), representée en figure 1.2 pour M = 6. On peut alors approcher les
dérivées secondes par des quotients différentiels comme dans le cas unidimensionnel (voir page 11), pour obtenir
un systeme linéaire : Au = bou A € M,(IR) et b € IR™ avec n = M?2. Utilisons 1’ordre*“lexicographique"
pour numéroter les inconnues, c.a.d. de bas en haut et de gauche a droite : les inconnues sont alors numérotées de
1an = M? et le second membre s’écrit b = (b1,...,b,)t. Les composantes by, ..., b, sont définies par :pour
i,j=1,...,M,onpose k =j+ (i — 1)M et by, = f(z;,y;).

Les coefficients de A = (ag,¢)x,1=1,, peuvent &tre calculés de la maniére suivante :

Pour i,j=1,...,M, onposek =j+ (i — 1) M,
4
QL k = ﬁ7
1
_ i M
Qg k1 = h? sij# M,
0 sinon,
1 .. 1
Ak l—1 = K2 sij7 L,
0 sinon,
1
——sit < M,
Ak k+M = h2 st )
0 sinon,
1 .. 1
Ay _F s1e > 1,
0 sinon,
Pour k=1,....,n,etl=1,...,n;
oy =0,Vk=1,...,n,1<|k—¥| <noulk—{ >n.
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1.2. POURQUOI ET COMMENT ?

CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Y
31 32 33 34 35 36
25 26 27 28 29 30
19 20 21 22 23 24
13 14 15 16 17 18
7 8 9 10 11 12

i=1 1 2 3 4 5 6
ji=1

FIGURE 1.2: Ordre lexicographique des inconnues, exemple dans le cas M = 6

La matrice est donc tridiagonale par blocs, plus précisément si on note

0
0

les blocs diagonaux (qui sont des matrices de dimension M X M),on a :

D

0

0
0

—Id

—Id
D
—Id

0
—Id
D

0
—Id

—Id
0

D
—Id

o

—Id
D

ou Id désigne la matrice identité d’ordre M, et 0 la matrice nulle d’ordre M.

(1.14)

Matrices monotones, ou a inverse positive Une propriété qui revient souvent dans 1’étude des matrices issues
de la discrétisation d’équations différentielles est le fait que si leur action sur un vecteur u donne un vecteur positif
v (composante par composante) alors le vecteur u de départ doit €tre positif (composante par composante) ; on dit
souvent que la matrice est “monotone”, ce qui n’est pas un terme tres évocateur. . . Dans ce cours, on lui préferera le

13

terme
si elle est inversible et & inverse positive.
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a inverse positive” ; en effet, on montre a la proposition 1.9 qu’une matrice A est monotone si et seulement
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Définition 1.8 (IP-matrice ou matrice monotone). Si x € IR", on dit que © > 0 [resp. x > 0] si toutes les
composantes de x sont positives [resp. strictement positives].
Soit A € M,,(IR), on dit que A est une matrice monotone si elle vérifie la propriété suivante :

Six € R" est tel que Ax > 0, alors x > 0,

ce qui peut encore s’écrire : {x € R" t.q. Ax > 0} C {x e R" t.q. ¢ > 0}.

Proposition 1.9 (Caractérisation des matrices monotones). Une matrice A est monotone si et seulement si elle
inversible et a inverse positive (c.a.d. dont tous les coefficients sont positifs).

La démonstration de ce résultat est 1’objet de I’exercice 10. Retenez que toute matrice monotone est inversible et
d’inverse positive. Cette propriété de monotonie peut étre utilisée pour établir une borne de || A~!|| pour la matrice
de discrétisation du Laplacien, dont on a besoin pour montrer la convergence du schéma. C’est donc une propriété
qui est importante au niveau de 1’analyse numérique.
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