1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

1.3 Les méthodes directes

1.3.1 Définition

Définition 1.10 (Méthode directe). On appelle méthode directe de résolution de (1.1) une méthode qui donne
exactement x (A et b étant connus) solution de (1.1) aprés un nombre fini d’opérations élémentaires (+,—, X, /).

Parmi les méthodes de résolution du systeme (1.1), la plus connue est la méthode de Gauss (avec pivot), encore
appelée méthode d’échelonnement ou méthode LU dans sa forme matricielle.
Nous rappelons la méthode de Gauss et sa réécriture matricielle qui donne la méthode LU et nous étudierons plus
en détails la méthode de Choleski, qui est adaptée aux matrices symétriques.

1.3.2 Méthode de Gauss, méthode LU

Soit A € M,,(IR) une matrice inversible, et b € IR". On cherche a calculer - € IR" tel que Az = b. Le principe
de la méthode de Gauss est de se ramener, par des opérations simples (combinaisons linéaires), a un systéme
triangulaire équivalent, qui sera donc facile a inverser.

Commencons par un exemple pour une matrice 3 X 3. Nous donnerons ensuite la méthode pour une matrice n x n.

Un exemple 3 x 3

On considere le systtme Az = b, avec

1 0 1 2
A=10 2 -1 b=11
-1 1 =2 -2

On écrit la matrice augmentée, constituée de la matrice A et du second membre b.

~ 1 0 1 2
A=A b=]0 2 -1 1
-1 1 -2 -2

Gauss et opérations matricielles Allons y pour Gauss :

La premiere ligne a un 1 en premiere position (en gras dans la matrice), ce coefficient est non nul, et ¢’est un pivot.
On va pouvoir diviser toute la premiere ligne par ce nombre pour en soustraire un multiple a toutes les lignes
d’apres, dans le but de faire apparaitre des 0 dans tout le bas de la colonne.

La deuxiéme équation a déja un 0 dessous, donc on n’a rien besoin de faire. On veut ensuite annuler le premier
coefficient de la troisiéme ligne. On retranche donc (-1) fois la premiére ligne & la troisieéme 3 :

1 0 1 2 1 0 1 2

0 2 -1 1[%&h0 2 11

-1 1 -2 =2 01 -1 0
- 1 00
Ceci revient 2 multiplier A a gauche par la matrice £y = [0 1 0
1 01

La deuxieme ligne a un terme non nul en deuxiéme position (2) : c’est un pivot. On va maintenant annuler le
deuxieme terme de la troisieme ligne ; pour cela, on retranche 1/2 fois la ligne 2 a la ligne 3 :

3. Bien sir, ceci revient a ajouter la premiére ligne ! Il est cependant préférable de parler systématiquement de “retrancher” quitte a utiliser
un coefficient négatif, car c’est ce qu’on fait conceptuellement : pour I’élimination on enléve un multiple de la ligne du pivot a la ligne courante.
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1 0 1 2 taets—1/28 1 0 1 2
0 2 -1 1| =210 2 -1 1
01 -1 0 o0 -1 -1
1 0 O
Ceci revient a multiplier la matrice précédente a gauche par la matrice E; = |0 1 0] . On a ici obtenu une
0 —3 1

matrice sous forme triangulaire supérieure a trois pivots : on peut donc faire la remontée pour obtenir la solution
du systéme, et on obtient (en notant x; les composantes de ) : 3 = 1 puis 2 = 1 etenfin 1 = 1.

On a ainsi résolu le systeme linéaire.

On rappelle que le fait de travailler sur la matrice augmentée est extrémement pratique car il permet de travailler
simultanément sur les coefficients du systeme linéaire et sur le second membre.

Finalement, au moyen des opérations décrites ci-dessus, on a transformé le systeme linéaire

Ax=b en Ux = ExEb, ou U = ExE1 A

est une matrice triangulaire supérieure.

Factorisation LU Tout va donc treés bien pour ce systéme, mais supposons maintenant qu’on ait a résoudre
3089 systemes, avec la méme matrice A mais 3089 seconds membres b différents*. Il serait un peu dommage
de recommencer les opérations ci-dessus 3089 fois, alors qu’on peut en éviter une bonne partie. Comment faire ?
L’idée est de “factoriser” la matrice A, c.a.d de I’écrire comme un produit A = LU, ou L est triangulaire inférieure
(lower triangular) et U triangulaire supérieure (upper triangular). On reformule alors le syst¢tme Ax = b sous la
forme LUx = b et on résout maintenant deux systemes faciles a résoudre car triangulaires : Ly = betUx = y.
La factorisation LU de la matrice découle immédiatement de I’algorithme de Gauss. Voyons comment sur I’exem-
ple précédent.

1/ On remarque que U = E;E; A peut aussi s’écrire A = LU , avec L = (EoFyp)~ L.

2/ On sait que (EoBy) ™! = (By)~Y(Ey) L

3/ Les matrices inverses F; ! et E; * sont faciles a déterminer : comme E consiste a retrancher 1/2 fois la ligne 2
ala ligne 3, I’opération inverse consiste a ajouter 1/2 fois la ligne 2 a la ligne 3, et donc

1 00
E;y'=10 1 0
0 i1
1 00 1 00
Il est facile de voirque E;* = | 0 1 O|etdoncL=E;'E;'=10 1 0
-1 0 1 -1 11

La matrice L est une matrice triangulaire inférieure (et c’est d’ailleurs pour cela qu’on I’appelle L, pour “lower”
in English...) dont les coefficients sont particulierement simples a trouver : les termes diagonaux sont tous égaux a
un, et chaque terme non nul sous-diagonal /; ; est égal au coefficient par lequel on a multiplié la ligne pivot
i avant de la retrancher a la ligne ;.

4/ On a bien donc A = LU avec L triangulaire inférieure (lower triangular) et U triangulaire supérieure (upper
triangular).

La procédure qu’on vient d’expliquer s’appelle méthode LU pour la résolution des systemes linéaires, et elle
est d’une importance considérable dans les sciences de I'ingénieur, puisqu’elle est utilisée dans les programmes
informatiques pour la résolution des systémes linéaires.

Dans I’exemple que nous avons étudié, tout se passait tres bien car nous n’avons pas eu de zéro en position pivotale.
Si on a un zéro en position pivotale, la factorisation peut quand méme se faire, mais au prix d’une permutation.

4. Ceci est courant dans les applications. Par exemple on peut vouloir calculer la réponse d’une structure de génie civil a 3089 chargements
différents.
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FIGURE 1.3: Allure de la matrice de Gauss a I’étape ¢ 4 1

Le résultat général que I’on peut démontrer est que si la matrice A est inversible, alors il existe une matrice de
permutation P, une matrice triangulaire inférieure L et une matrice triangulaire supérieure U telles que PA = LU :
voir le théoreme 1.19.

Le cas général d’une matrice n x n

De maniere plus générale, pour une matrice A carrée d’ordre n, la méthode de Gauss s’écrit :

On pose A = A et b = b. Pouri = 1,...,n — 1, on cherche a calculer AGTD et bUFY tels que les
systtmes A0z = b et A+ g = b+ soient équivalents, ot A1) est une matrice dont les coefficients
sous-diagonaux des colonnes 1 a ¢ sont tous nuls, voir figure 1.3 :

Une fois la matrice A(™ (triangulaire supérieure) et le vecteur b(™ calculés, il sera facile de résoudre le systeme
A g = ™ Le calcul de A™ est I’étape de “factorisation", le calcul de b I’étape de “descente”, et le calcul

de x I’étape de “remontée”. Donnons les détails de ces trois étapes.

Etape de factorisation et descente Pour passer de la matrice A® 3 la matrice AU on va effectuer des
combinaisons linéaires entre lignes qui permettront d’annuler les coefficients de la i-¢me colonne situés en dessous
de la ligne ¢ (dans le but de se rapprocher d’une matrice triangulaire supérieure). Evidemment, lorsqu’on fait ceci,
il faut également modifier le second membre b en conséquence. L’ étape de factorisation et descente s’écrit donc :
1. Pour k <ietpourj =1,...,n,onpose aff;'l) = a](f)j et bl(:+1) — bl(:) .
o (0) .
2. Pour k& > i, si a;; # 0, on pose :

(2)

. . a,’ .
a7V = e~ =l pourj =i,....n, (1.33)
a;;
(i+1) (i) “g) (i)
it _ ) _ Tk
by, = b a(i)bl. (1.34)

La matrice A(+1) est de la forme donnée sur la figure 1.3. Remarquons que le systeme Atz = p(i+1) est bien
équivalent au systeme AV z = b(®),

Si la condition aill) # 0 est vérifiée pour 7 = 1 a n, on obtient par le procédé de calcul ci-dessus un systéme linéaire
A g = (") équivalent au systtme Az = b, avec une matrice A triangulaire supérieure facile a inverser. On

verra un peu plus loin les techniques de pivot qui permettent de régler le cas ou la condition al(-? # 0 n’est pas
vérifiée.
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Etape de remontée 1l reste 2 résoudre le systtme Az = b("™). Ceci est une étape facile. Comme A(™) est une

matrice inversible, on a a(-l? O pourtouti = 1,...,n, et comme A est une matrice triangulaire supérieure, on
2.1 ) )
peut donc calculer les composantes de x en “remontant”, c’est—a—dire de la composante z,, a la composante x; :

by

()
an,n

Tn

xz:—) bl — Z ai,jxj ,z:n—l,---,l-

(n
a;; j=i+1,n

Il est important de savoir mettre sous forme algorithmique les opérations que nous venons de décrire : c’est I’étape
clef avant I’écriture d’un programme informatique qui nous permettra de faire faire le boulot par 1’ordinateur !

Algorithme 1.11 (Gauss sans permutation).

1. (Factorisation et descente)
Pour commencer, on pose u; j = a; ; et y; = b; pour pouri,j € {1,...,n}.
Puis, pour i allant de 1 a n — 1, on effectue les calculs suivants :

(a) On ne change pas la i-éme ligne (qui est la ligne du pivot)
(b) On change les lignes i + 1 a n et le second membre y en utilisant la ligne 1.
Pour k allantde i+ 1an :

Ui,i

pour j allantde i + 1 a n,

by = (si a; ; = 0, prendre la méthode avec pivot partiel)

Uk,j = Uk,j — lk,ili,;

Fin pour
Yk =Yk — lk,iYi
Fin pour

2. (Remontée) On calcule x :

Yn
Ty =
Un,n
Pour i allantden —1al,
T =Yi
Pour j allantde i + 1 a n,
T, = T; — ui,jl'j
Fin pour
1
T; = —XT4
Fin pour

Coiit de la méthode de Gauss (nombre d’opérations) On peut montrer (on fera le calcul de maniere détaillée
pour la méthode de Choleski dans la section suivante, le calcul pour Gauss est similaire) que le nombre d’opérations
nécessaires ng pour effectuer les étapes de factorisation, descente et remontée est %nS + O(n?); on rappelle
qu’une fonction f de IN dans IN est O(n?) veut dire qu’i existe un réel constant C tel que f(n) < Cn?. On a donc
limy, o0 75 = % : lorsque 7 est grand, le nombre d’opérations se comporte comme (2/3)n3.

En ce qui concerne la place mémoire, on peut trés bien stocker les itérés A(*) dans la matrice A de départ, ce qu’on
n’a pas voulu faire dans le calcul précédent, par souci de clarté.
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Décomposition LU  Si le systeme Ax = b doit étre résolu pour plusieurs second membres b, on a déja dit qu’on
a intérét a ne faire I’étape de factorisation (i.e. le calcul de A(™)), qu’une seule fois, alors que les étapes de descente
et remontée (i.e. le calcul de b(™) et 2) seront faits pour chaque vecteur b. L’étape de factorisation peut se faire en
décomposant la matrice A sous la forme LU. Supposons toujours pour ’instant que lors de 1’algorithme de Gauss,
‘ (1)
la condition aill) # 0 est vérifiée pour tout¢ = 1,...,n. La matrice L a comme coefficients {;, ; = Z’f—) pour k > i,
l;; =1pourtouti =1,...,n,etl;; = 0pourj > i, et lamatrice U est égale a la matrice A™)_ On peut vérifier
que A = LU gréce au fait que le systtme Az = b(™ est équivalent au systtme Az = b. En effet, comme
AM g = p(") et b = L=1b, on en déduit que LUz = b, et comme A et LU sont inversibles, on en déduit que
A=Y = (LU)~'b pour tout b € IR"™. Ceci démontre que A = LU. La méthode LU se déduit donc de la méthode
de Gauss en remarquant simplement que, ayant conservé la matrice L, on peut effectuer les calculs sur b apres les
calculs sur A, ce qui donne :

Algorithme 1.12 (LU simple (sans permutation)).
1. (Factorisation)
On pose u; ; = a; j pour pouri,j € {1,...,n}.
Puis, pour i allant de 1 a n — 1, on effectue les calculs suivants :
(a) On ne change pas la i-éme ligne
(b) On modifie les lignes i + 1 a n ((mais pas le second membre) en utilisant la ligne 1.

Pour k allantde i +1an :

by i = Z’” (si u;; = 0, prendre la méthode avec pivot partiel)

pour j allantde i+ 1 an,
Uk, = Uk, — Lr,iti
Fin pour

2. (Descente) On calcule y (avec Ly = b)

Pour i allant de 1 a n,

Yy = b; — 22;11 4; kY (on a ainsi implicitement {; ; = 1)
3. (Remontée) On calcule x (avec Ux = y)

Pour i allantde n a 1,

1 n
Wi (yi — Zj:i-‘rl Wi ;)
Remarque 1.13 (Optimisation mémoire). L’introduction des matrices L et U et des vecteurs y et x n’est pas
nécessaire. Tout peut s’écrire avec la matrice A et le vecteur b, que I’on modifie au cours de I’algorithme. A la
fin de la factorisation, U est stockée dans la partie supérieure de A (y compris la diagonale) et L dans la partie
strictement inférieure de A (c’est-a-dire sans la diagonale, la diagonale de L est connue car toujours formée de
1). Dans ’algorithme précédent, on remplace donc “u” et “l” par “a”. De méme, on remplace “x” et “y” par
“b”. A la fin des étapes de descente et de remontée, la solution du probléme est alors stockée dans b.

L’introduction de L, U, x et y peut toutefois aider a comprendre la méthode.

€Tr; =

Nous allons maintenant donner une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour qu’une matrice A admette une
décomposition LU avec U inversible et sans permutation. Commencons par un petit lemme technique qui va nous
permettre de prouver cette CNS.

Lemme 1.14 (Décomposition LU de la matrice principale d’ordre k). Soitn € IN, A € M,,(R) etk € {1,...,n}.
On appelle matrice principale d’ordre k de A la matrice A, € My(IR) définie par (Ay)i; = aij; pour i =
1,...,ketj=1,... k. Onsuppose qu’il existe une matrice Ly € My(IR) triangulaire inférieure de coefficients
diagonaux tous égaux a 1 et une matrice triangulaire supérieure Uy, € My (IR) inversible, telles que Ay, = LyUy.
Alors A s’écrit sous la forme “par blocs” suivante :

L Ogx(n—k) Uk By,
) (1.35)
Ck Idy—k O(n—k)xk Dy,

A:
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o 0, 4 désigne la matrince nulle de dimension p X ¢, By € Mg p—k(R) et Cpy € My_px(IR) et Dy, €
My —kn—t(IR) ; de plus, la matrice principale d’ordre k + 1 s’écrit sous la forme

Ly 01xk U b
Apy1 = (1.36)
Ck 1 Okx1 d,

o b € My 1(IR) est la premiére colonne de la matrice By, ¢, € My i, est la premieére ligne de la matrice Cy, et
dy, est le coefficient de la ligne 1 et colonne 1 de Dy,.

DEMONSTRATION —  On écrit la décomposition par blocs de A :

Ay Ey

A = )

Fj, G,
avec A € Mi(R), Ex € Mg n—r(R), Fi € My—p,x(IR) et G € My—k,n—r (IR). Par hypotheése, ona Ay, = Ly Uy.
De plus Ly, et Uy, sont inversibles, et il existe donc une unique matrice By, € My, n—x(IR) (resp. Cr € M,_i 1 (IR))
telle que Ly By = Ej) (resp CxUr = F}). En posant Dy, = Gy, — Cy By, on obtient (1.35). L’égalité (1.36) en découle
immédiatement. ]

Proposition 1.15 (CNS pour LU sans permutation). Soitn € IN, A € M, (IR). Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes.

(P1) Il existe un unique couple (L,U), avec L matrice triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1 et U une
matrice inversible triangulaire supérieure, tel que A = LU.

(P2) Les mineurs principaux> de A sont tous non nuls.

DEMONSTRATION — Si A = LU avec L triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1 et U inversible triangulaire
supérieure, alors Ay, = LUy ol les matrices Ly et Uy les matrices principales d’ordre k de L et U, qui sont encore
respectivement triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1 et inversible triangulaire supérieure. On a donc

det(Ay) = det(Ly)det(Uy) # Opourtout k =1,...,n,
et donc (P1) = (P2).

Montrons maintenant la réciproque. On suppose que les mineurs sont non nuls, et on va montrer que A = LU. On va
en fait montrer que pour tout K = 1,...n, on a Ay = LUy ot Ly triangulaire inférieure de coefficients égaux a 1
et Uy, inversible triangulaire supérieure. Le premier mineur est non nul, donc a11 = 1 X ai1, et la récurrence est bien
initialisée. On la suppose vraie a ’étape k. Par le lemme 1.14, on a donc Ax41 qui est de la forme (1.36), et donc une
Ag+1 = Lip+1Ugy1 Comme det(Ag41) # 0, la matrice U1 est inversible, et ’hypothése de récurrence est vérifiée a
I’ordre k + 1. On a donc bien (P2) = (P1) (I’unicité de L et U est laissée en exercice). u

Que faire en cas de pivot nul : la technique de permutation La caractérisation que nous venons de donner pour
qu’une matrice admette une décomposition LU sans permutation est intéressante mathématiquement, mais de peu
d’intérét en pratique. On ne va en effet jamais calculer n déterminants pour savoir si on doit ou non permuter. En

pratique, on effectue la décomposition LU sans savoir si on a le droit ou non de le faire, avec ou sans permutation.
(4)

Au cours de I’élimination, si a; ; = 0, on va permuter la ligne ¢ avec une des lignes suivantes telle que a](;)i # 0.

Notons que si le “pivot” al(-ig est tres petit, son utilisation peut entrainer des erreurs d’arrondi importantes dans les
calculs et on va la encore permuter. En fait, méme dans le cas ot la CNS donnée par la proposition 1.15 est verifiée,
la plupart des fonctions de libraries scientifiques vont permuter.
Plagons-nous a I'itération i de la méthode de Gauss. Comme la matrice A() est forcément non singuliére, on a :
(@) (@
P
)Y — (D) (@) (@) . . .
det(A(’)) =a;)ay5 - a; y ; qdet : . : # 0.
a9 L@

n,t An,n

5. On rappelle que le mineur principal d’ordre k est le déterminant de la matrice prinicipale d’ordre k.
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On a donc en particulier

a'? al?

det : # 0.
a®

i)
n,i T

X
On déduit qu’il existe ig € {i,...,n} tel que aE;)l # 0. On choisit alors ig € {i,...,n} tel que |a£é)z| =
max{|a§;)i |,k =1i,...,n}. Le choix de ce max est motivé par le fait qu’on aura ainsi moins d’erreur d’arrondi. On
échange alors les lignes i et iy (dans la matrice A et le second membre b) et on continue la procédure de Gauss
décrite plus haut.

L’intérét de cette stratégie de pivot est qu’on aboutit toujours a la résolution du systeme (dés que A est inversible).

Remarque 1.16 (Pivot total). La méthode que nous venons de d’écrire est souvent nommée technique de pivot

“partiel”. On peut vouloir rendre la norme du pivot encore plus grande en considérant tous les coefficients restants
(4)

et pas uniquement ceux de la colonne i. A I’etape i, on choisit maintenant ig et jo € {i,...,n} tels que |a; ;| =
max{|a§;)j\, k=4,...,n,j =1,...,n}, et on échange alors les lignes i et io (dans la matrice A et le second

membre b), les colonnes i et jo de A et les inconnues x; et x,. La stratégie du pivot total permet une moins grande
sensibilité aux erreurs d’arrondi. L’inconvénient majeur est qu’on change la structure de A : si, par exemple la

matrice avait tous ses termes non nuls sur quelques diagonales seulement, ceci n’est plus vrai pour la matrice
A,

Ecrivons maintenant I’algorithme de la méthode LU avec pivot partiel ; pour ce faire, on va simplement remarquer
que I’ordre dans lequel les équations sont prises n’a aucune importance pour 1’algorithme. Au départ de 1’algo-
rithme, on initialise la bijection ¢ de {1,...,n} dans {1,...,n} par I’identité, c.a.d. t(i) = i; cette bijection ¢ va
étre modifiée au cours de 1’algorithme pour tenir compte du choix du pivot.

Algorithme 1.17 (LU avec pivot partiel).
1. (Initialisation de t) Pour i allant de 1 a n, t(i) = i. Fin pour
2. (Factorisation)
Pour i allant de 1 a n, on effectue les calculs suivants :
(a) Choix du pivot (et de t(i)) : on cherche i* € {i,...,n} tq. |ay;+) ;| = max{|ay)q|,k €
{i,...,n}} (noter que ce max est forcément non nul car la matrice est inversible).

On modifie alors t en inversant les valeurs de t(i) et t(i*).
p=t(i"); t(i7) = t(i) ; t(i) = p.
On ne change pas la ligne (i) :
Ug(s),j = Qy(i),j POUT ] = Ty,

(b) On modifie les lignes t(k), k > i (et le second membre), en utilisant la ligne t(3).
Pourk =i+ 1,...,n} (noter qu’on a uniquement besoin de connaitre ’ensemble , et pas I’ordre) :
At (k),i
TR
Pour j allantde i + 1 an,

Ly, =

t(k),5 = Qu(k),j — Lolh),ithe(i) g
Fin pour
Fin pour

3. (Descente) On calcule y
Pour i allantde 1 a n,
i—1
Ye(i) = beciy = 2251 L) kU
Fin pour
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4. (Remontée) On calcule x
Pour i allantde n a 1,
1
Tt()) = uyna (yi — Z;L:i-i-l Us(i),jT;)
Fin pour

NB : On a changé I’ordre dans lequel les équations sont considérées (le tableau ¢ donne cet ordre, et donc la
matrice P). Donc, on a aussi changé 1’ordre dans lequel interviennent les composantes du second membre : le
systtme Az = b est devenu PAx = Pb. Par contre, on n’a pas touché a ’ordre dans lequel interviennent les
composantes de z et y.

Il reste maintenant a signaler la propriété magnifique de cet algorithme...Il est inutile de connaitre a priori
la bijection pour cet algorithme. A I’étape i de I’item 1 (et d’ailleurs aussi a I’étape ¢ de I'item 2), il suffit de
connaitre ¢(j) pour j allant de 1 a ¢, les opérations de 1(b) se faisant alors sur toutes les autres lignes (dans un
ordre quelconque). 11 suffit donc de partir d’une bijection arbitraire de {1,...,n} dans {1,...,n} (par exemple
I'identité) et de la modifier & chaque €tape. Pour que I’algorithme aboutisse, il suffit que a;(;) ; # 0 (ce qui toujours
possible car A est inversible).

Remarque 1.18 (Ordre des équations et des inconnues). L’algorithme se ramene donc a résoudre LUx = b, en
résolvant d’abord Ly = b puis Ux = y. Notons que lors de la résolution du systeme Ly = b, les équations sont
dans Uordre t(1),...,t(k) (les composantes de b sont donc aussi prises dans cet ordre), mais le vecteur y est
bien le vecteur de composantes (y1, ..., Yn), dans I’ordre initial. Puis, on résout Ux = vy, et les équations sont
encore dans Uordre t(1), ... ,t(k) mais les vecteurs x et y ont comme composantes respectives (21, ...,xT,) et

(ylv s 7yn)

Le théoreme d’existence L algorithme LU avec pivot partiel nous permet de démontrer le théoréme d’existence
de la décomposition LU pour une matrice inversible.

Théoreéme 1.19 (Décomposition LU d’une matrice). Soit A € M,,(IR) une matrice inversible, il existe une matrice
de permutation P telle que, pour cette matrice de permutation, il existe un et un seul couple de matrices (L, U) ot
L est triangulaire inférieure de termes diagonaux égaux a 1 et U est triangulaire supérieure, vérifiant

PA=LU.

DEMONSTRATION —
1. L’existence de la matrice P et des matrices L U peut s’effectuer en s’inspirant de 1’algorithme “LU avec pivot partiel”
1.17). Posons A© = A.
A chaque étape 4 de ’algorithme 1.17 peut s’écrire comme AD = EO p@ AG=D "oy PO est 1a matrice de permutation
qui permet le choix du pivot partiel, et E est une matrice d’élimination qui effectue les combinaisons linéaires de lignes
permettant de mettre a zéro tous les coefficients de la colonne ¢ situés en dessous de la ligne <. Pour simplifier, raisonnons
sur une matrice 4 X 4 (le raisonnement est le méme pour une matrice n X n. On a donc en appliquant I’algorithme de
Gauss :

E® pG @ p@ p1) pM) 4 — 17

Les matrices PUtY et E® ne permutent en général pas. Prenons par exemple Es, qui est de la forme

1 0 0 O

2 _ 10 1 0 0

BT = 0 a 1 O

0 b 0 1

Si P est la matrice qui échange les lignes 3 et 4, alors

1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 0
3 _ 10 1.0 0 @)=z (01 0 0 @p3 |01 0 0
P_OOOIGtPE_()b()l’alorsqueEP_OaOl
0 01 0 0 a 1 O 0 b 1 O
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Mais par contre, comme la multiplication a gauche par plt+h permute les lignes i + 1 et ¢ 4 k, pour un certain k£ > 1,

et que la multiplication & droite permute les colonnes i + 1 et i + k, la matrice E® = p+D g pl+1) egt encore une

matrice triangulaire inférieure avec la méme structure que E® :ona juste échangé les coefficients extradiagonaux des
lignes ¢ + 1 et + k. On a donc

pUEHL O — BG) pli+h), (1.37)
Dans I’exemple précédent, on effectue le calcul :
1 0 0 0
@p@p@ _ [0 1 0 0] _ =5
PYEYPY = 0 b 1 0 = E®
0 a 0 1

qui est une matrice triangulaire inférieure de coefficients tous égaux 2 1, et comme P P(®) = Id, on a donc :

PO E@ _ g p®).
Pour revenir a notre exemple n = 4, on peut donc écrire :

E@E®POE0Op®pg =

Mais par le méme raisonnement que précédemment, on a P> ED = g p® ou B0 est encore une matrice triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale. On en déduit que
E®E@EDP® p@ pM) 4 — 7, soit encore PA = LU

ou P = P® P® pM bien une matrice de permutation, et I = (E(S)E?/Q)ﬁ/l))_l est une matrice triangulaire inférieure
avec des 1 sur la diagonale.

Le raisonnement que nous venons de faire pour n = 3 se généralise facilement a n quelconque. Dans ce cas, I’échelonne-
ment de la matrice s’écrit sous la forme

U=fgnbYph-1 E(2)P(2)E(1)P(1)A7
et se transforme grace a (1.37) en
U=r"Y p@pOph-  p@ply

ol les matrices F'(*) sont des matrices triangulaires inférieures de coefficients diagonaux tous égaux a 1. Plus précisément,

Fn=b — p=b) p(=2) — pn-2) p=3) — F(n-3) etc...On a ainsi démontré existence de la décomposition
LU.

2. Pour montrer I"unicité du couple (L,U) a P donnée, supposons qu’il existe une matrice P et des matrices L1, Lo,
triangulaires inférieures et U1, Us, triangulaires supérieures, telles que
PA=L1Uy = LUy

Dans ce cas, on adonc Ly ' L1 = UsU; *. Or la matrice L; ' L1 est une matrice triangulaire inférieure dont les coefficients
diagonaux sont tout égaux a 1, et la matrice U2U;~ ! est une matrice triangulaire supérieure. On en déduit que Ly ', =
UgUl_1 = Id, etdonc que L1 = Lo et Uy = Us. [

Remarque 1.20 (Décomposition LU pour les matrices non inversibles). En fait n’importe quelle matrice carrée
admet une décomposition de la forme PA = LU . Mais si la matrice A n’est pas inversible, son échelonnement
va nous donner des lignes de zéros pour les dernieres lignes . La décomposition LU n’est dans ce cas pas unique.
Cette remarque fait I’objet de I’ exercice 27.

1.3.3 Meéthode de Choleski

On va maintenant étudier la méthode de Choleski, qui est une méthode directe adaptée au cas out A est symétrique
définie positive. On rappelle qu’une matrice A € M,,(IR) de coefficients (a; ;)i=1,n j=1, €t symétrique si A =
A, ot A? désigne la transposée de A, définie par les coefficients (@5,:)i=1,n,j=1,n, et que A est définie positive si
Az -z > 0 pour tout z € IR™ tel que z # 0. Dans toute la suite, x - y désigne le produit scalaire des deux vecteurs
x ety de IR"™. On rappelle (exercice) que si A est symétrique définie positive elle est en particulier inversible.
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Description de la méthode

2 -1 0
Commencons par un exemple. On considére la matrice A = [—1 2 —1] , qui est symétrique. Calculons sa
0o -1 2
décomposition LU . Par échelonnement, on obtient ) )
1 0 0][2 -1 0]
A=LU=|-% 1 o[ |0 2 -1
0 -2 1/[0 0 %]

La structure LU ne conserve pas la symétrie de la matrice A. Pour des raisons de colit mémoire, il est important de
pouvoir la conserver. Une fagon de faire est de décomposer U en sa partie diagonale fois une matrice triangulaire.
On obtient

2 0 0]t -1 o

u=10 2 oflo 1 -2
4

00 3]0 0o 1

On a donc U = DL?, et comme tous les coefficients de D sont positifs, on peut écrire D = VDD, ot /D est
la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les racines carrées des éléments diagonaux de A. On a donc
A = LvVDVDL! = LL!, avec L = Lv/D. Notons que la matrice L est toujours triangulaire inférieure, mais ses
coefficients diagonaux ne sont plus astreints a étre égaux a 1. C’est la décomposition de Choleski de la matrice A.

De fait, la méthode de Choleski consiste donc a trouver une décomposition d’une matrice A symétrique définie
positive de la forme A = LL?, ot L est triangulaire inférieure de coefficients diagonaux strictement positifs. On
résout alors le systtme Ax = b en résolvant d’abord Ly = b puis le systtme L'z = y. Une fois la matrice
A “factorisée”, c’est—a—dire la décomposition LL? obtenue (voir paragraphe suivant), on effectue les étapes de
“descente" et “remontée” :

1. Etape 1 : “descente” Le systeme Ly = b s’écrit :

én 1 oo En,n Yn bn

Ce systeme s’écrit composante par composante en partantde ¢ = 1.

b
£1,1y1 = by, donc Y = E—l
1,1
1
l21y1 + L2292 = bz, donc Yo = E_(b2 — lya11)
2

Z gi,jyj = bi, donc Yi = é_(bl — Z gi,jyj)

j=1,i )

: 1 :
Y bngys =bn, donc g, = 7 (bn — Do lugyi).

Jj=1n ’

On calcule ainsi y1, y2, - - . , Yn.
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LN

2. Etape 2 : “remontée" On calcule maintenant x solution de Lz = y.

lig lon ... Ana 1 n
0 -
Ltl‘ = . =
0 . lnm T, Un
On a donc : y
n
by n Ty, = yp donc x, = 7
n,mn
_ _ Yn—1—¥nn_1Zn
bn—1n-1Tp—1 + lnn-1Zn = Yn—1 donc x,, 1 = = —mr—r
O r — e done o — LT 2=z £
4,15 = Y1 donC rp = /
. 1,1
j=1ln
On calcule ainsi x,, Ty—1,...,21.

Existence et unicité de la décomposition

Soit A une matrice symétrique définie positive. On sait déja par le théoréme 1.19 page 37, qu’il existe une matrice
de permutation et L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure telles que PA = LU. L’avantage dans le
cas ou la matrice est symétrique définie positive, est que la décomposition est toujours possible sans permutation.
On prouve I’existence et unicité en construisant la décomposition, c.a.d. en construisant la matrice L.

Pour comprendre le principe de la preuve, commengons d’abord par le cas n = 2. Dans ce cas on peut écrire

A= [a l(j . On sait que a > 0 car A est s.d.p. . L’échelonnement de A donne donc

b
1 0] |a b

a

En extrayant la diagonale de U, on obtient :

1 0 a 0 a s
-t g0k 1)

a

Et donc
Va 0]

A=LL'avec L = lb\/m

Théoréeme 1.21 (Décomposition de Choleski). Soit A € M,,(IR) (n > 1) une matrice symétrique définie positive.
Alors il existe une unique matrice L € M,,(R), L = (¢; ;)7 ;_,, telle que :

1. L est triangulaire inférieure (c’est-a—dire {; j = 0 si j > 1),
2. 4;; > 0,pourtouti € {1,...,n},
3. A=LL"

DEMONSTRATION —
I- Existence de L : démonstration par récurrence sur n
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1. Danslecasn = 1,ona A = (a1,1). Comme A est symétrique définie positive, on a a1,7 > 0. On peut donc définir
L= (f1,1)oul11 =, /ar1,etonabien A= LL".

2. On suppose que la décomposition de Choleski s’obtient pour A € M, (IR) symétrique définie positive, pour 1 <
p < n et on va démontrer que la propriété est encore vraie pour A € M,,41(IR) symétrique définie positive. Soit
donc A € M, +1(IR) symétrique définie positive ; on peut écrire A sous la forme :

B a
A= (1.38)
at o

ol B € M, (IR) est symétrique, a € IR™ et @ € IR. Montrons que B est définie positive, c.2.d. que By -y > 0,

pour tout y € IR™ tel que y # 0. Soitdonc y € IR™ \ {0}, etz = (y)] IR™"!. Comme A est symétrique définie

N

donc B est définie positive. Par hypothese de récurrence, il existe une matrice M € M, = (M ;)i = telle
que :

positive, on a :

0< Az -x =

(@ mi; =0sij>1
b)) mii>0
(¢) B=MM"

On va chercher L sous la forme :

M 0
L= (1.39)
bt A
avec b € IR”, A € IR tels que LL" = A. Pour déterminer b et ), calculons LL" ol L est de la forme (1.39) et
identifions avec A :
I I O A
LL' = =

e Lo T Do | e

On cherche b € IR™ et A € IR tels que LL' = A, et on veut donc que les égalités suivantes soient vérifiées :
Mb=aetb'b+ X\ = a.
Comme M est inversible (en effet, le déterminant de M s’écrit det(M) = H? L Mi; > 0), la premiere égalité

ci-dessus donne : b = La et en remplagant dans la deux1eme égalité, on obtient : (M~ 'a)"(M~'a) + \? = a,
donc at(Mt)_lM_la + A2 = asoit encore a' (MM*)"ta 4+ \? = a, c’est—a—dire :
a'Bla+ N =a (1.40)

Pour que (1.40) soit vérifiée, il faut que
a—a'Bla>0 (1.41)

-1

Montrons que la condition (1.41) est effectivement vérifiée : Soit z = ( 1

“ ) € R™'. Onaz # 0 et donc
Az -z > 0 car A est symétrique définie positive. Calculons Az :
B 'a 0
Az
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Onadonc Az-z = a—a'B~'a > 0 ce qui montre que (1.41) est vérifiée. On peut ainsi choisir A\ = vao — atB—1a
(> 0) de telle sorte que (1.40) est vérifiée. Posons :

La matrice L est bien triangulaire inférieure et vérifie £; ; > Oet A = LL".
On a terminé ainsi la partie “existence”.

II- Unicité et calcul de L. Soit A € M, (IR) symétrique définie positive ; on vient de montrer qu’il existe L € M, (IR)
triangulaire inférieure telle que £;,; = 0sij >4, #;; > 0et A= LL' Onadonc :

aig =Y liplik, ¥(i,5) €{1...n}". (1.42)
k=1

1. Calculons la 1-ere colonne de L ; pour j = 1,ona:
a1 = 51,151,1 donc 161,1 = ,"/alyl (a171 > 0 car 51’1 existe ),

2,1

a1 = 62,16171 donc 6211

fa]
a;1 = {;141,1 donc 41 = ZZ’I Vie{2,...,n}.
1,1
2. On suppose avoir calculé les g premieres colonnes de L. On calcule la colonne (¢ + 1) en prenant j = ¢ + 1 dans
(1.42)
q+1
Pouri =q+1, ag+1,9+1 = Z€q+1,kéq+1,k donc
k=1
q
Lot1,g+1 = (Ggt1,9+1 — Z£3+1,k)1/2 > 0. (1.43)

k=1

q
Notons que ag+41,q4+1 — Z €§+1, r > 0 car L existe : il est indispensable d’avoir d’abord montré I’existence de L

pour pouvoir exhiber le c?)e%ﬁcient Lgt1,q41-
On procede de la méme maniere pour i = ¢+ 2,...,n;ona:
q+1 q
Qi,q4+1 = Z&,k&ﬁ-l,k = Z&,k&ﬁ-l,k + ligr1lg4+1,q+1
k=1 k=1

et donc

1

q+1,q+1

q
ligr1 = | @igqr1 — Z&',k&ﬁ-l,k 7 (1.44)
k=1
On calcule ainsi toutes les colonnes de L. On a donc montré que L est unique par un moyen constructif de calcul de

L.

Remarque 1.22 (Choleski et LU.). Considérons une matrice A symétrique définie positive. Alors une matrice P
de permutation dans le théoreme 1.21 possible n’est autre que l'identité. Il suffit pour s’en convaincre de remarquer
qu’une fois qu’on s’est donné la bijection t = 1d dans I’algorithme 1.17, celle-ci n’est jamais modifiée et donc on
a P = Id. Les théorémes d’existence et d’unicité 1.19 et 1.21 nous permettent alors de remarquer que A = LU =
LL! avec L = L\/D, oi D est la matrice diagonale extraite de U, et \/'D désigne la matrice dont les coefficients
sont les racines carrées des coefficients de D (qui sont tous positifs). Voir a ce sujet [’exercice 28 page 50.

La décomposition LU permet de caractériser les matrices symétriques définies positives.
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Proposition 1.23 (Caractérisation des matrices symétriques définies positives par la décomposition LU). Soit A
une matrice symétrique admettant une décomposition LU sans permutation, ¢’est-a-dire qu’on suppose qu’il existe
L triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux a 1, et U triangulaire supérieure telle que A = LU.
Alors A est symérique définie positive si et seulement si tous les pivots (c’est-a-dire les coefficients diagonaux de
la matrice U) sont strictement positifs.

DEMONSTRATION —  Soit A une matrice symétrique admettant une décomposition LU sans permutation. Si A est symé-
trique définie positive, le théoreme 1.21 de décomposition de Choleski donne immédiatement le résultat.
Montrons maintenant la réciproque : supposons que A = LU avec tous les pivots strictement positifs. On adonc A = LU,
et U estinversible car c’est une matrice triangulaire supérieure dont tous les coefficients diagonaux sont strictement positifs.
Donc A est aussi inversible, et la décomposition LU est donc unique, par le théoréme 1.19 de décomposition LU d’une
matrice inversible. On a donc A = LU = LDL! ot D est la matrice diagonale dont la diagonale est celle de U, et L est
la matrice triangulaire inférieure de coefficients diagonaux tous égaux 2 1 définie par L' = D~'U. On a donc aussi par
symétrie de A

A'=LDL'=A=LU
et par unicité de la décomposition LU, on en déduit que L = L et DL! = U, ce qui entraine que A = LDL' = CC*
avec C = Lv/D. On a donc pour tout € R™, Az -« = CCl'z -« = |Cx||* et donc que A est symétrique définie
positive. (]

Attention : la proposition précédente est fausse si la décomposition est avec permutation, méditer pour s’en

10

Remarque 1.24 (Pivot partiel et Choleski.). Considérons une matrice A symétrique définie positive. On a vu dans
le théoréeme qu’on n’a pas besoin de permutation pour obtenir la décomposition LL' d’une matrice symétrique
définie positive. Par contre, on utilise malgré tout la technique de pivot partiel pour minimiser les erreurs d’arrondi.
On peut illustrer cette raison par ’exemple suivant :

~10™" 1
=

convaincre I’exemple A = {O 1].

A titre d’illustration, pour n = 12 en FORTRAN (double précision), on obtient la bonne solution, c.a.d. (—1,1),
avec le programme gausslupivot donné plus haut, alors que le programme sans pivot gauss1udonne comme
solution (0,1).

Calcul du coiit de la méthode de Choleski

Calcul du coiit de calcul de la matrice . Dans le procédé de calcul de L exposé ci-dessus, le nombre d’opé-
rations pour calculer la premiere colonne est n. Calculons, pour p = 0,...,n — 1, le nombre d’opérations pour
calculer la (p + 1)-iéme colonne : pour la colonne (p + 1), le nombre d’opérations par ligne est 2p + 1, car le
calcul de £,41 41 par la formule (1.43) nécessite p multiplications, p soustractions et une extraction de racine,
soit 2p + 1 opérations; le calcul de ¢; ;41 par la formule (1.44) nécessite p multiplications, p soustractions et une
division, soit encore 2p + 1 opérations. Comme les calculs se font des lignes p+ 1 a n (car ¢; ,,41 = 0 pour ¢ < p),
le nombre d’opérations pour calculer la (p+ 1)-ieéme colonne est donc (2p+ 1)(n — p). On en déduit que le nombre
d’opérations Ny, nécessaires au calcul de L est :

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Ny = (@+Dn-p)=2n) p-2) p’+n) 1-Y p
p=0 p=0 p=0 p=0 p=0
n(n —1) e
_ - 2 2
=(@n-1)——F—+n —2;]3 .
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n—1
(On rappelle que 2 Z p =n(n —1).) Il reste a calculer C,, = ZZ:O p?, en remarquant par exemple que
p=0
> (1 +p)? Zl+p +3p? +3p = Zl—l—Zp +3Zp +3Zp
p=0 p=0

n+1

—Zp —Zp +( n+1

On a donc 3C,, + 3@ +mn+1=(n+1)3, d ot on déduit que

n(n+1)(2n + 1).

Cpy =
6

On a donc : .
N, =(2n— 1)@ _

2n? +3n+1 3 n?2 no ond 9
n( ) +2+6 3+ (n®)

2C,_1 +n?

|3

6

Coiit de la résolution d’un systéme linéaire par la méthode LL! Nous pouvons maintenant calculer le cofit
(en termes de nombre d’opérations élémentaires) nécessaire a la résolution de (1.1) par la méthode de Choleski
pour A € M, (IR) symétrique définie positive. On a besoin de Ny, opérations pour le calcul de L, auquel il faut
rajouter le nombre d’opérations nécessaires pour les étapes de descente et remontée. Le calcul de y solution de
Ly = b s’effectue en résolvant le systeme :

011 0 Y1 by
gn J én,l Yn bn

)

Pour la ligne 1, le calcul y; = s’effectue en une opération.

51 1
Pour les lignes p = 2 an, le calcul y,, = (bp —yr! &myi) /lp p s effectue en (p— 1) (multiplications) +(p — 2)
(additions) +1 soustraction +1 (division) = 2p — 1 opérations. Le calcul de y (descente) s’effectue donc en
N, = ZZ=1(2P —1) = n(n + 1) — n = n? On peut calculer de maniére similaire le nombre d’opérations
nécessaires pour 1’étape de remontée No = n?. Le nombre total d’opérations pour calculer z solution de (1.1) par
la méthode de Choleski est No = Ny, + Ni+ Ny = % + "72 +5+ on2 = g + % + & . L’étape la plus coliteuse
est donc la factorisation de A.

Remarque 1.25 (Décomposition LDL?). Dans les programmes informatiques, on préfere implanter la variante
smvante de la décomposition de Choleski : A = LDL! oi D est la matrice diagonale définie par d; ; = = (2 Lm =

LD, oit D est la matrice diagonale définie par di; = ¥ ;. Cette décomposition a I’avantage de ne pas faire

"

’L’L’

intervenir le calcul de racines carrées, qui est une opération plus compliquée que les opérations “élémentaires
(%, 4+, —).

1.3.4 Quelques propriétés

Comparaison Gauss/Choleski

Soit A € M,,(IR) inversible, la résolution de (1.1) par la méthode de Gauss demande 213 /3 + 0(n?) opérations
(exercice). Dans le cas d’une matrice symétrique définie positive, la méthode de Choleski est donc environ deux
fois moins chere.
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Et la méthode de Cramer ?

Soit A € M,,(IR) inversible. On rappelle que la méthode de Cramer pour la résolution de (1.1) consiste a calculer
les composantes de x par les formules :
xi:%{:},i:l,...,n,

ou A; est la matrice carrée d’ordre n obtenue a partir de A en remplacant la i-€me colonne de A par le vecteur b,
et det(A) désigne le déterminant de A.

Le calcul du déterminant d’une matrice carrée d’ordre n en utilisant les formules “usuelles” (c’est-a-dire en dé-
veloppant par rapport & une ligne ou une colonne) nécessite au moins n! opérations (voir cours L1-L2, ou livres
d’algebre linéaire proposés en avant-propos). Par exemple, pour n = 10, la méthode de Gauss nécessite environ
700 opérations, la méthode de Choleski environ 350 et la méthode de Cramer (avec les formules usuelles de calcul
du déterminant) plus de 4 000 000.. .. Cette derniere méthode est donc a proscrire.

Conservation du profil de A

Dans de nombreuses applications, par exemple lors de la résolution de systémes linéaires issus de la discrétisation ¢
de problemes réels, la matrice A € M,,(IR) est “creuse”, au sens olt un grand nombre de ses coefficients sont nuls.
Il est intéressant dans ce cas pour des raisons d’économie de mémoire de connaitre le “profil” de la matrice, donné
dans le cas ol la matrice est symétrique, par les indices j; = min{j € {1,...,n} tels que a; ; # 0}. Le profil de
la matrice est donc déterminé par les diagonales contenant des coefficients non nuls qui sont les plus éloignées de
la diagonale principale. Dans le cas d’une matrice creuse, il est avantageux de faire un stockage “profil” de A, en
stockant, pour chaque ligne ¢ la valeur de j; et des coefficients a; x, pour k = 7 — j;,...,%, ce qui peut permettre
un large gain de place mémoire.

Une propriété intéressante de la méthode de Choleski est de conserver le profil. On peut montrer (en reprenant les
calculs effectués dans la deuxieme partie de la démonstration du théoréme 1.21) que ¢; ; = 0si j < j;. Donc si on
a adopté un stockage “profil” de A, on peut utiliser le méme stockage pour L.

Matrices non symétriques

Soit A € M, (IR) inversible. On ne suppose plus ici que A est symétrique. On cherche a calculer x € IR"
solution de (1.1) par la méthode de Choleski. Ceci est possible en remarquant que : Az = b < A Az = Atb car
det(A) = det(A?) # 0. I ne reste alors plus qu’a vérifier que A' A est symétrique définie positive. Remarquons
d’abord que pour toute matrice A € M, (IR), la matrice AA® est symétrique. Pour cela on utilise le fait que
si B € M, (IR), alors B est symétrique si et seulement si Bz -y = z - By et Bx - y = z - B'y pour tout
(z,y) € (IR™)2. En prenant B = A'A, on en déduit que A’ A est symétrique. De plus, comme A est inversible,
AtAx -2 = Az - Az = |Az|?> > 0si x # 0. La matrice A’ A est donc bien symétrique définie positive.

La méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique consiste donc a calculer A*A et A'b, puis a
résoudre le systeme linéaire A'A - x = A!b par la méthode de Choleski “symétrique”.

Cette maniere de faire est plutot moins efficace que la décomposition LU puisque le cofit de la décomposition LU
est de 2n3 /3 alors que la méthode de Choleski dans le cas d’une matrice non symétrique nécessite au moins 4n>/3
opérations (voir exercice 23).

Systemes linéaires non carrés

On considere ici des matrices qui ne sont plus carrées. On désigne par M/, (IR) I’ensemble des matrices réelles
a M lignes et n colonnes. Pour A € My ,(IR), M >netb e IRM, on cherche z € IR"™ tel que

Az =b. (1.45)

6. On appelle discrétisation le fait de se ramener d’un probleme ou 1’inconnue est une fonction en un probleme ayant un nombre fini
d’inconnues scalaires.

Analyse numérique I, télé-enseignement, L3 45 Université d’Aix-Marseille, R. Herbin, 8 septembre 2016



1.3. LES METHODES DIRECTES CHAPITRE 1. SYSTEMES LINEAIRES

Ce systeme contient plus d’équations que d’inconnues et n’admet donc en général pas de solution. On cherche
x € R"™ qui vérifie le syteme (1.45) “au mieux”. On introduit pour cela une fonction f définie de IR™ dans IR par :

f(a) = Az — b,

ol |z| = /z - = désigne la norme euclidienne sur IR". La fonction f ainsi définie est évidemment positive, et s’il
existe x qui annule f, alors x est solution du systeéme (1.45). Comme on I’a dit, un tel = n’existe pas forcément,
et on cherche alors un vecteur x qui vérifie (1.45) “au mieux”, au sens ol f(x) soit le plus proche de 0. On
cherche donc x € IR™ satisfaisant (1.45) en minimisant f, c.2.d. en cherchant x € IR"™ solution du probleme
d’optimisation :

flx) < fly) VyeR" (1.46)

On peut réécrire f sous la forme : f(x) = A* Az - 2 — 2b- Az + b - b. On montrera au chapitre III que s’il existe
une solution au probleme (1.46), elle est donnée par la résolution du systéme linéaire suivant :

AAlz = A'b € R", (1.47)

qu’on appelle équations normales du probleme de minimisation. La résolution approchée du probleme (1.45) par
cette procédure est appelée méthode des moindres carrés . La matrice AA? étant symétrique, on peut alors employer
la méthode de Choleski pour la résolution du systéme (1.47).
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