2.3. METHODE DE NEWTON DANS R V CHAPITRE 2. SYSTEMES NON LINEAIRES

2.3 Méthode de Newton dans IR"

2.3.1 Construction et convergence de la méthode

On a vu ci-dessus comment se construit la méthode de Newton a partir du point fixe de monotonie en dimension
n = 1. On va maintenant étudier cette méthode dans le cas n quelconque. Soient g € C*(IR",R™) etz € R"
tels que g(z) = 0.

On généralise la méthode vue en 1D en remplagant dans (2.10) la dérivée ¢’ (:c(k')) par la matrice jacobienne de g
au point (*), qu’on note Dg(x*)). La méthode s’écrit :
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{ Dy(a®)(@*+D) — 20)) = —g(z®), vk > 0. (220
Pour chaque k € IN, il faut donc effectuer les opérations suivantes :

1. Calcul de Dg(x®)),

2. Résolution du systeme linéaire Dg(x®))(x*+1) — (k) = —g(2(*),
Remarque 2.18. Si la fonction g dont on cherche un zéro est linéaire, i.e. si g est définie par g(x) = Ax — b avec
A e M,(R)erb € R", alors la méthode de Newton revient a résoudre le systeme linéaire Ax = b. En effet
Dg(x™®)) = A et donc (2.20) s’écrit AxF+1) = b,

Pour assurer la convergence et la qualité de la méthode, on va chercher maintenant a répondre aux questions
suivantes :

1. la suite (z(¥)),, est—elle bien définie ? A—t—on Dg(x*)) inversible ?

2. A—t—on convergence *) — z quand k — +o0?

3. La convergence est-elle au moins quadratique ?

Théoréme 2.19 (Convergence de la méthode de Newton, g € C?). Soient g € C*(IR",IR") et T € R" tels que
g(&) = 0. On munit R"™ d’une norme || - ||. On suppose que Dg(x) est inversible. Alors la méthode de Newton
converge localement, et la convergence est au moins quadratique. Plus précisément, il existe b > 0, et 5 > 0 tels
que
1. si ) € B(z,b) = {x € R", ||z — 2| < b} alors la suite (xF))e est bien définie par (2.20) et
x®) € B(x,b) pour tout n € IN,

2. siz©) € B(x,b) et si la suite (x¥)) e est définie par (2.20) alors %) — & quand n — +oc,

3. si 29 € B(x,b) et si la suite (xF))pen est définie par (2.20) alors ||+ — z|| < Blle® — z|2
Vk € IN.

DEMONSTRATION — Montrons d’abord que la suite converge si © est suffisamment proche de x. Pour cela on va

utiliser le théoréme du point fixe : soit f la fonction de IR™ dans IR™ définie par x + = — (Dg(x)) " *g(z). On a
Df(z) =1d - (Dg(@))~" (Dg(z)) = 0.

Comme g € C*(IR, IR), la fonction f est de classe C" et donc par continuité de D, il existe b > 0 tel que | D f ()| < 3

pour tout x € B = B(Z,b). Si on montre que f(B) C B, alors la fonction f est strictement contractante de B dans B, et

donc par le théoréme du point fixe, la suite définie par (2.20) converge. Soit z = 2*) € B, etsoity = z* T = f(a:(k))

Grice au théoréme des acroissements finis dans des espaces vectoriels normés >, on a :

ly — | = [[f(=) - f(@)]| < sup IDf ()@ — |, 2.21)

5. Théoréme des accroissements finis : Soient (E, || - ||g) et (F,|| - ||r) des espaces vectoriels normés, soient h € C'(E, F) et
(z,y) € E?.On définit |z, y[= {tz + (1 — t)y,t €]0,1[}. Alors : [|2(y) — h(@)|| < ly — z[|sup.e) y | DA(2)| ¢ (B, F)-
(Onrappelle que si T' € L(E, F) alors [|T'|| (2 (g, F) = SUPze g, ||o|| g=1 | T2l F].)
Attention piége!! : Sidim F' > 1, on ne peut pas dire, comme c’est le cas en dimension 1, que :3¢ €]z, y[ t.q. h(y) —h(z) = Dh(§)(y—x).
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et donc 1
ly ) < 5z - 2.
On en déduit que y € B. La suite (w(k>) ke définie par (2.20) est donc bien convergente. Pour montrer le caractére

quadratique de la convergence, on applique a nouveau I’inégalité des accroissements finis, cette fois-ci & D f(z) dans
(2.21). En effet, comme par hypothese, Df € C*(IR"™,IR™), on a

IDf(2)Il = I1Df(z) — Df ()]l
< sup [[Df(E)]lllz — |l (2.22)
£eB

< Bllx — z|| (2.23)
En reportant cette majoration de || D f(z)]| dans (2.21), on obtient alors (avec 3 = sup,¢ g || D f(E)]) :
ly — || < Bll= - 2|
ce qui donne la convergence locale au moins quadratique. ]

La condition g € C?(IR"™,IR"™) est une condition suffisante mais non nécessaire. Si ¢ € C*(IR",IR"™), on peut
encore démontrer la convergence, mais sous des hypotheses pas tres faciles a vérifier en pratique :

Théoréme 2.20 (Convergence de la méthode de Newton, g € C1).
Soient g € CY(R™,IR") et & € R" tels que g(Z) = 0. On munit R"™ d’une norme || - || et M,,(IR) de la norme
induite. On suppose que Dg () est inversible. On suppose de plus qu’il existe a, a1, az € IR’ tels que :
1. six € B(x,a) alors Dg(x) est inversible et || Dg(x)) || < a1 ;
2. siz,y € B(Z,a) alors ||g(y) — g(x) — Dg(z)(y — z)|| < as|ly — |
1
Alors, si on pose : b = min (a, ﬁ) >0, 8 =ajag etsix® € B(z,b), ona:
102
1. (£®))re est bien définie par (2.20),
2. 2z -z lorsque n — 400,
3. ||le®*tD —z| < Bl — x| Vk € IN.

DEMONSTRATION —  Soit (¥ € B(&,b) C B(&,a) ot b < a. On va montrer par récurrence sur k que %) € B(z, b)
Vk € IN (et que (™)) xe est bien définie). L’hypothese de récurrence est que %) est bien défini, et que z*) € B(z, b).
On veut montrer que ¥ 1) est bien défini et * TV € B(&,b). Comme b < a, la matrice Dg(2*)) est inversible et
"1 est donc bien défini; on a :

24— o) = ()~ (—g(a)

- . 1 N . . _
Pour montrer que zF D ¢ B(z, b) on va utiliser le fait que b < ——. Par hypothese, on sait que si ¢,y € B(Z,a), ona
aijaz

lg(y) — g(x) — Dg(@)(y — )| < azlly — =||*.
Prenons y = etz = P € B(&, a) dans I'inégalité ci-dessus. On obtient alors :
lg(@) — (&™) = Dg(a™)(@ — 2| < asl|z — =™|*.

(kﬂ), on a donc :

Comme ¢(x) = 0 et par définition de =
IDg(a™) @+ — 2) — Dg(@™)(@ — ™)|| < az]jz — 2™,
et donc
IDg(a™) (@Y - 2)| < as)l@ — =™, (2.24)

Orz®* Y — z = [Dg(x™)]"*(Dg(x™))(x*+ — z), et donc
|l2* Y —&|| < | Dg(=™) | |Dg(a™) (@ — ).
En utilisant (2.24), les hypotheses 1 et 2 et le fait que '*) € B(&, b), on a donc

lz® ) — 2| < arasl|e™ — Z|* < ara2b”. (2.25)
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Oraiasb?® < bearb < . Donc z**tD ¢ B(z,b).

aijaz
On a ainsi montré par récurrence que la suite (z*)) ey est bien définie et que z'® € B(z, b) pour tout k > 0.
Pour montrer la convergence de la suite (w(k))kem vers &, on repart de 1’inégalité (2.25) :

araz||e®tY — &|| < (a1a2)?||z — 2P| = (ara2)|z™ — )%, VK € N,

et donc par récurrence

(0) )2’“

, VkeIN

arazllz™ — 2|| < (a1a2)|l2® — 2|

Comme z° € B(z,b) etb < ﬁ, onaaias||z® — z| < 1etdonc ||z — Z| — 0 quand k — 4oo0.

La convergence est au moins quadratique car I’inégalité (2.25) s’écrit :

Iz — 2| < Bllz™ — z|* avee f = araz.

Le théoréme 2.19 peut aussi se démontrer comme corollaire du théoréme 2.20. En effet, sous les hypotheses du
théoreme 2.19, on peut démontrer qu’il existe a, a1, a2 € IR tels que

1. siz € B(Z,a) alors Dg(x) est inversible et ||(Dg(x)) || < a,
2. si@,y € B, a) alors |g(y) — g(@) — Dg(@)(y — || < azlly — .
et donc appliquer le théoreme 2.20, voir exercice 95 page 178.
Remarque 2.21 (Choix de I'itéré initial). On ne sait pas bien estimer b dans le théoreme 2.19, et ceci peut poser

probléme lors de I’implantation numérique : il faut choisir I'itéré initial (*) “suffisamment proche” de T pour
avoir convergence.
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