C4, méthodes itératives

Inconvénients des méthodes directes :
1. Colit de la factorisation de la matrice A

2. Taille du stockage de la matrice factorisée
(malgré la conservation du profil)

Dans une méthode itérative :

1. Pas de factorisation
(uniquement des produits matrice-vecteur)

2. Stockage uniquement des termes non nuls de A

Solution “ultime” : mélange de méthodes directes et itératives
(méthode itérative avec une factorisation imcomplete)



Principe général

A € Mp(R) inversible, b € R"
on veut calculer x solution de Ax = b
Principe : Construire une suite (x(k))keN t.g. limgs oo x(K) = x
Idée principale :
Choisir P et N t.q. A= P — N (et P facile a “inverser”)
Pour x(®) donné la suite (x(¥)),cy est donnée par
Px(k+1) — Nx(K) + p
Remarques :
1. Si la suite (x(k))keN converge, limy_, oo xK) = x (Ax = b)
2. xkt1) = Bx(K) 4 ¢, B=P~IN, c = P~ 1b
En pratique, on ne calcule jamais B
3. elk) = x(k) _ x elk+1) — Be(k)



Théoreme de convergence

A € M,(R) inversible, b € R", x solution de Ax = b

Méthode itérative :

xU+) = Bx() ¢, B=P7IN, c= P71, A=P— N
Définition : La méthode est dite convergente si pour tout
x(©) e R, Mg 100 x(K) = x

Théoreme :

La méthode est convergente si st seulement si p(B) < 1

Démonstration: On a vu (cours 3) que la suite (e(%)),cy converge
vers 0 (pour tout e(9) si et seulement si p(B) < 1



Vitesse de convergence

A € M,(R) inversible, b € R", x solution de Ax = b

Méthode itérative :

xkHD) = Bx(K) 4 ¢, B=P7IN,c=P b, A=P - N, p(B) < 1
Question : Quelle est la vitesse de convergence ?

i _ (k+1)
Réponse : Pour la plupart des x(©), limy_ Hﬁe(k)uH

= p(B)

Démonstration dans un cas simple :
B symétrique. {u1,...,up} base de R", Bu; = Aju;.
On suppose p(B) = Ap, |Ai| < p(B) pour i < n
k
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Méthode de Richardson

A € M,(R) inversible, b € R", x solution de Ax = b

Méthode de Richardson : « > 0 donné

xUHD) = x(K) 4 a(b— AxK) (P =11, N= P — A)
B=1I—aA=PIN=1/—PA

La méthode est convergente si et seulement si p(/ — aA) <1

On retrouvera cette méthode dans la partie “algorithmes pour
I'optimisation” du cours



Méthode de Richardson, exemple :

xtkt1) = Bx(k) 4 ¢, B = (1 — @A), c = ab
La méthode est convergente si et seulement si p(B) < 1

B:[l—2a « }7

o 1-2a«a
det(B — A) = A2 — 2\(1 — 2a) + 1 — 4a + 302
A=1-2a+va?
Si a <0, p(B) > 1. La méthode est non convergente
Sia >0, p(B) =max{|l1 —3¢a|,|1 —a|}

La méthode est convergente si et seulement si 0 < o < 2/3
La valeur de a qui minimise p(B) est 1/2



Méthode de Jacobi

A € M,(R) inversible, b € R", x solution de Ax = b
On suppose a;; # 0 pour tout 1 </ <n
A=D—-E—F,
» D est diagonale, (partie diagonale de A)
» E est triangulaire inférieure avec 0 en diagonale
(partie inférieure stricte de —A)
» [ est triangulaire supérieure avec 0 en diagonale
(partie supérieure stricte de —A)
Méthode de Jacobi : Dx(kt1) = (E 4+ F)x(K) + p
La matrice des itérations est By = D~Y(E + F)
(Li(By) = 5-Li(E+F)
La méthode est convergente si et seulement si p(B,) < 1



Méthode de Gauss-Seidel

A € M,(R) inversible, b € R", x solution de Ax = b
On suppose a;; # 0 pour tout 1 </ <n
A=D—-E—F,

» D est diagonale, (partie diagonale de A)

» E est triangulaire inférieure avec 0 en diagonale
(partie inférieure stricte de —A)

> [ est triangulaire supérieure avec 0 en diagonale
(partie supérieure stricte de —A)

Méthode de Gauss-Seidel : (D — E)x{k+1) = Fx(K) 4 p
Ecriture équivalente : Dx(kt1) = Ex(k+1) 4 Fx(k) 4 p

La matrice des itérations est Bgs = (D — E)1F

La méthode est convergente si et seulement si p(Bgs) < 1
(k1) notées x\ <)

Le calcul des composantes de x p , se fait dans

I'ordre croissant i = 1,...,n



Jacobi, Gauss-Seidel, exemple

=57

12
e = [162 1(/)2} {(1) é] - [192 162}
p(By) =1/2

Bes = (D~ E)'F = [1?121 1(/)2} [8 (1J] B [8 %ﬂ
p(Bgs) =1/4

Donc, pour cet exemple, GS va converger (sauf cas particuliers)
plus vite que Jacobi

Question : ce résultat (GS meilleur que Jacobi, sauf cas
particuliers) est il général ?



Comparaison Jacobi/Gauss-Seidel

A € M,(R) inversible. On suppose
» a;; #0pourtout 1 <i<n
> A est tridiagonale, i.e ajj =0si|i —j| > 1
Alors p(Bgs) = p(By)?
Démonstration dans le td4
Conséquences

1. La méthode de Jacobi converge si et seulement si la méthode
de Gauss-Seidel converge

2. La méthode de Gauss-Seidel converge plus vite (sauf cas
particulier) que la méthode de Jacobi



Méthode de Gauss-Seidel inversée

A € M,(R) inversible, b € R", x solution de Ax = b
On suppose a;; # 0 pour tout 1 </ <n
A=D—-E—F,

» D est diagonale, (partie diagonale de A)

» E est triangulaire inférieure avec 0 en diagonale
(partie inférieure stricte de —A)

> [ est triangulaire supérieure avec 0 en diagonale
(partie supérieure stricte de —A)

Méthode de Gauss-Seidel inversée: (D — F)x(kt1) = Ex(k) 4 p
Ecriture équivalente : Dx(kt1) = Fx(k+1) 4 Ex(k) 4 p

La matrice des itérations est Bgsp = (D — F)~1E

La méthode est convergente si et seulement si p(Bgsgr) < 1
(k+1) potées x <Y

Le calcul des composantes de x p . se fait dans

I'ordre décroissant i =n,..., 1



Méthode SOR

A € M,(R) inversible, b € R", x solution de Ax = b

On suppose a;; # 0 pour tout 1 </ <n

A=D-E—-F,

Méthode SOR (Successive Over Relaxation) 0 < w < 2
pour i =1,...,n,

a;7i>"<l.(k+1) =i a,dxj(kﬂ) + 25 @ijX; x84 b; (comme GS)

xl.(k+1) = w”,-(kH) +(1- w)x,. k)

Ecriture équivalente :

(D — wE)xt+1) = wFx() + (1 — w)Dx(k) 4 wb

La matrice des itérations est B, = (D — wE) Y (wF + (1 — w)D)
w = 1 donne GS. En pratique w > 1, le cas w < 1 est plutot pour
des problemes non linéaires



Convergence pour SOR

A € M,(R) inversible, b € R", x solution de Ax = b
On suppose a;; # 0 pour tout 1 </ <n

A=D—-E—F,
Méthode SOR (Successive Over Relaxation) 0 < w < 2
pour | = 1, , N,

X,.(k+1) = a»?(kJrl) +(1-

On va montrer :
1. CN. Si la méthode est convergente alors 0 < w < 2

2. CS.Si Aestsd.p. et 0 <w < 2, alors la méthode SOR est
convergente



Condition nécessaire pour la convergence pour SOR

A € Mu(R) inversible
On suppose a;; # 0 pour tout 1 </ < n
La matrice des itérations est B, = (D — wE) Y (wF + (1 — w)D)
La méthode est convergente (si et) seulement si p(B,) < 1
» D : partie diagonale de A
» £ : partie inférieure stricte de —A
» F : partie supérieure stricte de —A

det(B,) = ggpy (1 — w)"det(D) = (1 — w)"

p(By) <1 = |det(B,)| <1 = 0<w<?2



A s.d.p., CNS pour la convergence de SOR

A € Mp(R) s.d.p. (en particulier a;; # 0 pour tout 1 </ < n)

La matrice des itérations est B, = (D — wE) "} (wF + (1 — w)D)
La méthode est convergente si et seulement si p(B,) <1

On sait déja que 0 < w < 2 est une condition nécessaire

Est-elle suffisante 7

On suppose que 0 < w < 2

On va montrer qu'il existe une norme sur R”, notée || - ||+ t.q. pour
la norme induite sur M,(RR), encore notée || - ||, ||Bullx <1 (et
donc p(By) < [1Buls < 1

Choix de la norme sur R” : ||x||x = (Ax - x)1/? (norme induite par
un produit scalaire)

On va montrer que || B, |, <1



A s.d.p., CNS pour la convergence de SOR, fin

A € M,(R) s.d.p. (en particulier a; ; # 0 pour tout 1 < j < n)
O<w<?2

on veut montrer que ||Byllx <1  (||x[lx = (Ax - x)'/?)

La matrice des itérations est

B, = (D — wE) Y (wF + (1 —w)D) = (2 — E)~}(F + 1=2D)
P=2 _E N=F+LX“D B,=PIN,A=P-N

Soit x € R" t.q. ||x|lx =1, ||Bullx = || Bux]l«-

On pose P~1Ax = y (noter que y # 0 et Ax = Py)

1Bolls = [|Bux||? = AB.x - Bux = AP~ Nx - P~1Nx
= A(l = P rA)x - (I — P rA)x = A(x — y) - (x — y)
:AX'X_zAX'y—i_Ay'y:||X||z+(—2P+A)y.y

=1-(N+P)y-y=1—(N+P)y -y<1,

car N + Pt = Z_TWD est s.d.p.et y #0



Méthode SSOR

A € Mp(R) inversible, b € R", x solution de Ax = b
On suppose a;; # 0 pour tout 1 </ < n
A=D—-E—-F,

» D : partie diagonale de A

» E : partie inférieure stricte de —A

» F : partie supérieure stricte de —A
Méthode SSOR (Symmetric Successive Over Relaxation)
O<w<?2
si k est pair, on utilise SOR, c’est-a-dire GS + relaxation
si k est impair, on remplace GS pas GSR

La matrice des itérations est
Bsw = (D — wF) Y (wE + (1 — w)D)(D — wE)"Y(wF + (1 — w)D)



SOR, recherche du w optimal

A € Mp(R) inversible. On suppose
» a2, #0pourtout 1 </ <n
» A est tridiagonale, e ajj =0 si |i—j| > 1

> SP(BJ) CRet p(BJ) <1
2

On pose wg = W

Alors p(B.,) < p(B.) pour tout 0 < w < 2
De plus p(B.,) = wo — 1

Nous ne démontrons pas cette formule mais nous verrons un
exemple en tp



Remarques complémentaires

1. Si Aest s.d.p., GS converge (car c'est SOR avec w = 1) mais
Jacobi ne converge pas toujours (voir td4)

2. Les mémes méthodes existent dans une version
“décomposition de la matrice par blocs” (voir le polycopié)
3. Les méthodes les plus performantes actuellement sont plut6t

du type “gradient conjugué avec précondionnement” (voir la
partie “optimisation” du cours)



