C8, Méthode de Newton et variantes

Rappel, point fixe de contraction, n =1, f € C}(R,R)

Initialisation : x(® e R

Itération : k > 0, x(k+1) = £(x(k))

On suppose que limy_, 1o x(K) = % (et donc X = £(X))
k) £ % pour tout k

Si f/(x) # 0 la convergence est exactement linéaire

Démonstration :
Théoréme des Accroissements Finis, il existe ¢ entre x et x(¥) t.q.

XD — x| = [ (x10) — £(x)] = | (c) Ix*) — x]

x(k+1) _% _
= 1)
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(8, point fixe de contraction, convergence quadratique ?
Rappel, point fixe de contraction, n =1, f € C}(R,R)
Initialisation : x(® € R
Iltération : k > 0, x(k+1) = £(x(K))
On suppose que limy_, ;o x(K) = % (et donc X = £(X))
x(K) £ % pour tout k
Si f/(x) =0et f € C3(R,R)
la convergence est au moins quadratique

Démonstration :
Développement de f au deuxieme ordre en X,
il existe ¢ entre x et x(¥) t.q.

f(x)) = £(x) + F(x)(x*) — %) + f”(zck)(x(k) — %),

L o 1Pl
x4 — 2] = |(x09) — £(R)] = T2 (x9) — %)
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Méthode de Newton, lere idée pour n =1

g € C3(R,R), on cherche x € R t.q. g(X) =0

f(x) = x — h(x)g(x), avec h(x) # 0 pour tout x, donc
g(x)=0< x = f(x)

Algorithme du point fixe :

Initialisation : x(® € R

Itération : k > 0, x(k+1) = f£(x(¥))

On suppose que la suite (x(¥)),cry converge, on pose
% = limg_s 400 x(K) (donc X = () et g(X) = 0)

Si f/(X) =0 et f € C>(R,R), alors la convergence est quadratique
f'(x) = 1 - H(x)g(x) — h(x)g'(x), f'(x) =1 - h(x)g'(X)

1
'(x)

Un choix possible est donc h(x) = z
(a condition que g’ ne s’annule pas)

Algorithme de Newton pour n=1:

Itération @ k > 0, x(kt1) = x(k) _ &(x)
- ’ g/(x(k))



Méthode de Newton, autre interprétation pour n =1

g € C%(R,R), on cherche x € R t.q. g(X) =0
Algorithme de Newton, n=1 :
Initialisation : x(® € R
ltération : k > 0, x(k+1) = x(k) — &)
= g'(x")

Autre interprétation par développement de Taylor en x(K)

il existe ¢, entre x et x(¥) t.q.

0= g(x) = £(x9) +£/(xW)(x — x(K) + £ (x — (2
En négligeant le terme quadratique, ceci suggere

0 = g(x()) + g/ (xK)) (x(k+1) — x(K) c'est-a-dire

g/(x0) (<) — x9) = —g(x(K))



Un exemple avec n = 1, point fixe

g(x)=x>—-2, x=2.

Algorithme du point fixe, f(x) = x — g(x) :
Initialisation : x(® € R

Itération : k > 0, x{(k+1) = £(x(¥))

Question : A-t-on convergence de cet algoritme ?
Réponse : non

car f'(x) =1—2x, |[f'(x)| = |1 —2v2| > 1




Un exemple avec n = 1, Newton

Algorithme de Newton :
Initialisation : x(® e R

[tération : kK > 0,

g (x0)(xD) — x(0) = —g(x(K))
2X(k)(x(k+1) _ X(k)) =D (X(k))2

(k+1) _ (x10)242
% = T ox®

Question : A-t-on convergence de cet algoritme ?
Réponse : oui si x(®) > 0 (et la convergence est quadratique)

Démonstration : Exercice



Méthode de Newton, n > 1

g € CY(R",R"), on cherche X € R" t.q. g(X) =0
Algorithme de Newton :

Initialisation : x(® e R”

Itération : k > 0, Jg(x(K))(x(kT1) — x(K)) = —g(x(K)
J(x(9)) € My(R)

Généralisation si E est un e.v.n. dimension finie :

g € CY(E,E), on cherche x € E t.q. g(X) =0
Algorithme de Newton :

Initialisation : x(® € E

Itération : k > 0, Dg(x(F)(xk+t1) — x(K)) = _g(x(K))
Dg(x)) € L(E,E)

En considérant une base de E, on peut se ramener au cas E = R"
Rappel : Si E =R", Dg(x)(h) = Jg(x)h pour tout x, h € R”



Méthode de Newton, n > 1, questions

g € CY(R",R"), on cherche X € R" t.q. g(X) =0
Algorithme de Newton :

Initialisation : x(®) e R”

Itération : k > 0, Jg(xU)(x{k+1) — x(K)) = —g(x(K))

Questions :

1. Existence de la suite (x(K)) ey ?

La matrice Jz(x(K)) est-elle inversible ?
2. A-t-on x(k) — % quand k — +00 ?

3. A-t-on une convergence au moins quadratique ?



Méthode de Newton, n > 1, réponse aux questions

g€ C3R"R"), xeR" t.q. g(x) =0
On suppose que Jg(X) est inversible
Alors, il existe o > 0 tel que
si x(0 € B(x,0) ={y eR", |ly — || < a},
1. I'algorithme de Newton définit bien une suite (x(%)),cn (plus
précisément, pour chaque k, la matrice Jg(x(k)) est
inversible),

2. la suite (x(K),cn converge vers X,

3. la suite (x(A)) ey converge vers X de manigre au moins
quadratique.

Résumé : le seul probleme pour Newton est qu'il faut (souvent)
que x(©) soit “assez pres’ de la solution exacte pour avoir ces trois
résultats



Petit calcul liminaire

g € CY{R"R"), M € CL(R", Mn(R)), ¢(x) = M(x)g(x) (donc
¢ € CLR",R")).

On munit R” d’une norme et M,(R) de la norme induite

Soit x € R". On cherche a calculer Jg(x)

g(x + h) = g(x) + Jg(x)h + ea(h)| All;
M(x + h) = M(x) + DM(x)(h) + e2(h)||hl|,

avec limp_,0ei(h) =0, i = 1,2. De ces deux formules on déduit

¢(x+h) = (M(x) + DM(x)(h) + e2(h)||hl[)(g(x)+Jg(x) h+e1(h)] Al])
= ¢(x) + DM(x)(h)g(x) + M(x)Jg(x)h + R(h),

On remarque que R(h) = e(h)|| h|| avec limp_0e(h) =0, et donc

Jo(x)h = DM(x)(h)g(x) + M(x)Jg(x)h



Newton, existence de la suite (x(K)),cn

g € CY(R",R"), I'algorithme de Newton s'écrit
Initialisation : x(®) € R”

Itération : k > 0, Jg(x(K))(x(kT1) — x(K)) = —g(x(K)
Hypothese : Jg(X) est inversible

Rappel : I'ensemble des matrices inversibles est un ouvert

Il existe g > 0 t.q. Jg(x) est inversible pour tout x € B(X, ag).
Sl x(k) ¢ B(x,ap), alors x(k+1) est bien défini,

x042) = 09— (4 (149)) (g (x(9))

Mais a-t-on x(k*1) € B(x, ap) ? En général : non. ..

Pour x € B(X, ), on pose M(x) = (Jg(x))! et

f(x) = x — M(x)g(x) (donc x(kt1) = £(x(K)), la question devient

Existe-t-il 0 < a < ag t.q. f(x) € B(X,) si x € B(x,«) ?



Newton, existence de la suite (x(k))keN, fin
g € C?(R",R"), Jy(x) est inversible
ag > 0, Jg(x) est inversible pour tout x € B(X, ayp).
Pour x € B(xX, ), M(x) = (Jg(x)) 7! et f(x) = x — M(x)g(x)
Existe-t-il 0 < o < ap t.q. f(x) € B(X, ) si x € B(X,«) ?
M e CL(R", M,(R) (g € C>(R",R")), le calcul liminaire donne

Je(x)h = h — DM(x)(h)g(x) — M(x)Jg(x)h, pour tout h € R".

Comme g(X) = 0 et M(X) = (Jg(X))~1, on a donc

Je(X)h = h — h = 0 pour tout h, c'est-a-dire J¢(x) = 0.
Comme Jr est continue,

il existe a €]0, [ tel que || J¢(2)|| < 1/2 pour tout z € B(k, «)
Le TAF donne, si x € B(X, ),

1 (x) = X[ = [If(x) = £ < ( sup_ [[Je(2)IDIIx — x| < %

z€el(x,X)

avec [(x,x) = {x + t(x — x), t €]0,1[}. Donc f(x) € B(x, )



Newton, convergence de la suite (x(K)),cn

g € C%(R",R"), deux écritures de I'algorithme de Newton
Initialisation : x(® € R”
Itération : k > 0, Jg(xU)(x(k+1) — x(K)) = —g(x(K), c'est-a-dire
xH1) = £(x(K)) avec f(x) = x — M(x)g(x), M(x) = (Jg(x))~!
On choisit 0 < @ < ag t.q. ||J¢f(2)|| < 1/2 pour tout z € B(x, «)
On a alors (x, y € B(x,a))

1. f envoie B(X,a) dans B(x,a) (||f(x) — || < 3||x — x]|)

2. f strictement contractante car ||f(x) — f(y)|| < &[|x — y|| (par

le TAF et ||Jr(2)|| < 1/2 pour tout z € B(X,))

Conclusion :
limy_s 100 XXK) = X, X unique point fixe de f dans B(X, )



Newton, convergence quadratique
g € C3(R",R"). Algorithme de Newton écrit avec f :
Initialisation : x(® € R”
Iltération : k > 0, x(k+1) = £(x(K))
avec F(x) = x — M(x)g(x), M(x) = (Jy(x))"*
On choisit 0 < @ < ag t.q. ||J¢(2)|| < 1/2 pour tout z € B(x, «)
Jr € CHR", M,(R)) (car g est de classe C3, J, et M de classe
C2, DM et J¢ classe C'). On note

f = max : |DJe(c)]| (]|-]lest la norme induite sur L(R", M ,(R))
ceB(x

X0

Si z € B(x,a), comme Jr(x) =0, le TAF donne
(@)l = [[9r(2) = Je ()] < sup_[[DIe(c)lllz = x| < Bljz —x]I.

cel(z,x)
I (x) = XI[ = [If(x) = £ < ( e I @))lIx = =II < Bllx — |2
zel(x,x

Avec x = x(K)||x(k+1) — z|| < B||x(K) — %|%. La convergence de
I'algorithme de Newton est donc au moins quadratique



Inconvénients éventuels de la méthode de Newton

g € CYR",R"), Jg(X) inversible, on cherche X € R" t.q. g(x) =0
Algorithme de Newton :

Initialisation : x(® € R”

Itération : k > 0, Jg(xU)(x(k+1) — x(K)) = — g(x(K))

Inconvénients éventuels

1. La convergence est quadratique (au moins si g € C3(R",R"))
mais pour avoir la convergence il est parfois nécessaire de
partir “assez prés” de x (inconnu)

2. Cofits de la méthode : Calcul de J,(x(¥)) et résolution du
systeme linéaire J, (x(9))(x(k+1) — x(K)) = — g(x(K))
Deux idées pour réduire les colits :

1. Calculer partiellement Jg(x(K))
(réduire le colit de la résolution du systeme linéaire)

2. Ne pas calculer Jg(x(K))



Newton sans calculer toute la jacobienne de g

Exemple lié au projet : g(u) = Au+ R(u) — b, u € R",

A€ Muy(R), R e CLR™R"), be R"

La matrice A est issue de la discrétisation de —u”, elle n'a que 3
diagonales non nulles. La fonction R est non linéaire. Sa j-eme
composante, notée R;, dépend de toutes les composantes de u
mais dépend de u; surtout pour j “proche” de i

A chaque itération de Newton Jg(x(k)) sera une matrice “pleine’
(c'est-a-dire a termes probablement tous non nuls)

Suggestion : On ne conserve dans Jg(x(k)) que A et les termes
9Ri(u®) pour j “proche” de i

Par exemple, on remplage ajR,'(u(k)) par Osij& {i—1,i,i+1}
Avantage : Résolution peu coliteuse du systeme linéaire
Inconvénient ; Probablement une convergence non quadratique



Newton sans calculer la jacobienne de g, n =1

Méthode de la sécante, g € C}(R,R), g(X) =0, g'(x) #0

On remplage 3 chaque itération g’(x(¥)) par %
(qui est une approximation de g’(x(¥))

Initialisation : x(®) € R, x() — x(0) = _g(x(0)

Itération : k > 1, %(x(k“) — x)) = —g(x(kK)

Intérét : Ne pas calculer g’(x) (lorsque ce calcul est difficile)

Inconvénient : Convergence non quadratique, mais la convergence

1+v5
2

est d'ordre au moins si il y a convergence (exercice)



Newton sans calculer la jacobienne de g, n > 1

Méthode de “quasi-Newton” , g € C}(R",R"), g(X) =0

On remplace a chaque itération Jg(x(k)) par une matrice B(¥) de
M,(R), en essayant que B(¥) se rapproche de J;(X)
Initialisation : x(®) € R,
Iltération : k > 0, B (x(k+1) — x(K)) = _g(x(K))
Conditions sur B() :
1. Pour tout k > 1, BK)(x(K) — x(k=1)) = g(x(K)) — g(x(k—1))
2. Pour tout kK > 1, B) “proche” de B(k-1)
Exemple pour I'item 2 (méthode de Broyden, 1965) :
Bo =1, BXs = Blk=Ds pour s t.q. s- (x(K) — x(k=1)) =0
(ceci détermine complétement B(¥) si x(k) £ x(k=1))
La méthode ainsi décrite est peu efficace mais a inspiré

d’'excellentes méthode si g est le gradient d'une fonction de R" de
R dont on cherche le minimum, partie 3 du cours



