C3, Normes, conditionnement

1. Normes induites sur |'espace vectoriel M ,(R)

2. Conditionnement d'une matrice de M,(R) inversible. Le
conditionnement d'une matrice est lié a la sensibilité de la
méthode de résolution de Ax = b par rapport aux données
(c'est-a-dire A et b)

3. Normes induites et conditionnement sont aussi utilisés pour
I'étude des méhodes itératives (Cours 4)



Exemple de normes sur M, ,(R)

Rappel:
E e.v. réel, une norme est application de E dans R, v+ |juf| t.q.

1. ||u|| >0siu€E, us#0 ("définie")

2. ||Au]| = |Al||lu]| si v € E, XA € R (positivement homogene)

3. lu+v| < ||lul| + ||v|| si u, v € E (inégalité triangulaire)
Rappel : Si E est de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes

Exemples de normes sur M, ,(R)
A= (ai)ief1,...n}je{l,...p} € Mnp(R)
1. “norme du sup”, /Al = SUPye 1. je1,..p) 90

2. "norme euclidienne”, [|A]| = (Zie{l,...,n},je{l,...,p} 3,2J)1/2



Normes induites sur M ,(R)

On munit R” d'une norme, notée || - ||
S = {x e R™, ||x| = 1}
Pour A = M,(R), on pose ||A|| = sup{||Ax||, x € 51}
Exercice : Vérifier que A — ||A|| est bien une norme sur M,(R)
Propriétés importantes d'une norme induite

1. JAx|| < ||Allllx]|, pour A € My(R), x € R"

2. ||A|l = max{||Ax||, x € 51}

(c'est-a-dire qu'il existe x € St t.q. ||Ax|| = ||Al|)

3. Al = max{ I, x e ™\ {0}}

4. [[AB| < [|Alll|B]l. pour A, B € Mn(R)

Démonstration en exercice




Exemples de normes induites sur M ,(RR)

Si A€ My(R), on note a;; le terme de A ligne i colonne j. Si
x € R”, on note x; les composantes de x
1. Pour x € R”, ||Ix|| = |IX]|oc = maxj=1,...n|X;|. La norme
induite sur M p,(R) est alors
[Alloe = maxie(1, .. n} D21 |2l
2. Pour x € R”, ||x|| = |Ix|l1 = >_/_1 |xi]- La norme induite sur
M;(R) est alors
|All1 = maX;e{1,...,n} 27:1 |3i,j
3. Pour x e R”, |Ix|| = |Ix]2 = (i, XIZ)% La norme induite
sur M,(R) est alors
1All2 = (p(A*A)):?
Items 1 et 2 : démonstration dans le td3
Rappel : B € M,(R), p(B) = max{|\|, A € Sp(B)}
Sp(B) est I'ensemble des valeurs propres de B (dans C)




Norme induite par || - ||2

A € Mu(R). Pour x € R", [|x|l2 = (321, x2)2 = (x - x)1/2

||A||% = (SupX€51 HAXH2)2 = SUPxes,; ”AXHS = SUPyxes, Ax - Ax
I3 = sup,cs, AAx - x

A A est symétrique donc il existe 1, g, ..., un € Ret {f,...,f}
base orthonormée de R" t.q. AAf; = u;f;
pi=pifi - i =A6-ARZ0 0< i < ... <

Soit x € 51, x =) ,_; ajf;

n

AtAx - x = (Y aipif) - Y aifi =Y aFpi < pinllx]l2 = pin
= =i =i

Done [|A3 < in = p(AA)

Avec x = f,, A'Ax - x = u,

Done [[A3 = in = p(AA)



Pour toute norme induite p(A) < || Al

1. Cas particulier simple . A symétrique et || - [[2. Dans ce cas
IAll2 = (p(A4))7 = p(A)
2. Cas général, p(A) = |\|, X € Sp(A) A e R.
Dans ce cas x € R", x # 0, Ax = \x,
p(AIXI = lIAx]l = [IAxI] < [IAl[l}x]l
3. Cas général, p(A) = |\, A € Sp(A), A€ C\ R (A #0).
Danscecas x=y+ iz, y, z€ R", z #£0,
Ax = Ay + iz) = Ax = Ny + iz),
IAx[le = HAky i "AkZHf‘f < || A%y llc + [|A*zllc
(‘;:\p Ixlle

|1 < 1] est bomée (car B

| est une norme induite)

”||A||kH < ||z|| est bornée
On en déduit que p(A) = |\ < ||A]



Existe-t-il une norme induite pour laquelle ||A]| = p(A) ?

1. Parfois impossible : [8 é} p(A) =0 < ||Al.

2. Parfois possible, exemple : A symétrique et || - || = || - ||2
1
IAll2 = (p(A%))2 = p(A)
3. Toujours possible si A diagonalisable dans R ou C
4. Soit A € M,(R).
Objectif : Montrer que pour tout € > 0, il existe une norme
induite pour laquelle [|A|| < p(A) + ¢



Un exemple simple

01
o o A =0<lAl
Soit £ > 0. On cherche une norme induite pour laquelle ||A]| < &

Norme choisie sur R? : Pour x = [ ] € R?, | R

X1 -
o x|| =/ 2%
X2
Ax =
X [0],

1
1Ax]* = ¢ < &* g < %[Ix])®

Al < &= p(A) +e

Remarque :

X = xj€1 + %XQ(EGQ), ]| = a2 + a3, a1 = x1,ap = %Xz
Norme euclidienne dans la base e;,ce> ({€1, e2} base canonique)



Triangularisation d'une matrice

A€ Mp(R) (ou A e M,(C)). Alors, A est triangularisable dans
C, c'est-a-dire qu'il existe {u1,...,u,} base de C", \; € C,
1<i<net i, 1<k<i<ntgqg. Au; = \juj + Z;{_:ll T ik
pour tout /. Les A; sont les valeurs propres de A.

En posant tj; = \;, ceci signifie qu'il existe Q € M,(C) inversible
t.q. A= QTQ_l (C,(Q) = U,')

Généralisation : E espace vectoriel complexe de dimension finie. ¢
une application linéaire de E de E. Alors, il existe {u1,...,uUn}
basede E, \; € C,1<i<nett,; 1<k<i<ntaq.

QZS(U,') = )\,-u,- + Zlk;ll i’k7,'uk pour tout i

En choisissant une base de E, le deuxieme résultat est une
conséquence du premier (avec la matrice A qui représente dans
cette base I'application ¢) (donc, le deuxiéme résultat n'est pas
vraiment une généralisation du premier)



Démonstration de |'existence de {us, ..., u,}

E espace vectoriel complexe de dimension finie. ¢ une application
linéaire de E de E. On veut montrer qu'il existe {ug,...,u,} base
de E t.q. ¢(u;) = N\juj + 22;11 ty iUk pour tout i

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de E
Initialisation :

dim E =1. On choisit u; € E, u; #0

[tération :

On suppose le résultat vrai pour dim E < n et on le démontre pour
dim E = n.

Comme toute matrice a au moins une valeur propre, il existe
MECetu € E, iy # 0t.q. ¢)(u1) = A\

On note G = Cuy = {auy, a € C} et on choisit un supplémentaire
de G, noté F. Donc

E=F®Getdim(F)=n—-1



Démonstration de |'existence de {uy, ..., u,}, fin
G = Cuy, O(Ul) =\ et E=F&®G et dlm(F) =n—1

Soit u€ F, il existe a € Cet v e F tq. ¢(u) =v+ au.

On pose ¢(u) = v

L'application ¢ est linéaire de F dans F. L'hypothese de récurrence
donne I'existence de {up, ..., u,} base de F t.q., pour tout i > 2

i—1
(i) = A+ ) i
k=2
et il existe alors t; ; € C t.q.

il
d(ui) = Niui + Z ti iUk + t1 iU
k=2

{ut,..., un} est une base de E et
d(ui) = Niuj + z;(_:ll ty juk pour tout 1 <i<n



Existence d'une norme induite t.q. ||A|| = p(A) + ¢

A€ Mu(R), e >0 Soit {u1,...,un} base de C" t.q.
Auj = \juj + Z',;ll ty juk pour tout i
Rappel : Les A; sont les valeurs propres de A
Soit » > 0, on pose v; = 7' tu;, i € {1,...,n}
Pour x € R", x = 3", a;vj, on choisit ||x|| = (307, a,-d,-)%
1. || - || est une norme sur R", elle dépend de A et n
2. un calcul (un peu fastidieux) montre que pour cette norme,
|All < p(A) + r, avec lim,_or,, =0
3. Il est possible de choisir n >0 t.q. r, <¢
Point de vue matriciel : Gi(Q)) =v;, A= @, T,7Q,1_1, les termes
extradiagonaux de T, tendent vers 0 quand n — 0



Convergence de suites et rayon spectral

A e Mp(R),
Ak — 0 quand k — 400 si et seulement si p(A) < 1
Démonstration

1. Si p(A) < 1, il existe une norme induite pour laquelle [|A|| <1
et donc ||A¥|| < ||A||¥ — 0 quand k — +o0
2. Si p(A) > 1,
il existe A€ Cet x € C", x #0, t.q. Ax = Ax, |A| = p(A)
|A*x|lc = [[M*x|lc = [M¥||x|lc # 0 quand k — 40
x =y +iz, Akx = Aky + iAkz et donc AKXy et/ou Akz 40
quand k = +o0
Conséquence :
La suite définie par x(kT1) = Ax(K) pour tout k >0 converge vers
0 pour tout x(©) (dans R") si et seulement si p(A) < 1



Autres conséquences de la comparaison entre p(A) et ||A|

A€ M,(R)
1. Pour toute norme sur M,(R) on a p(A) = limy_, 4 ||Ak||%

2. (Exercice du td3.) On suppose que p(A) < 1 alors la matrice
| + A est inversible De plus, pour toute norme induite
10+ A <



Conditionnement

On munit R” d'une norme et M,(IR) de la norme induite
Soit A € M,(R) inversible cond(A) = ||A[|[|A™L]]

1.
2.

cond(A) > 1
IIx|| = |Ix]|[2 = v/x - x. La norme induite est notée aussi || - ||2.
conda(A) = [A[l2]|A~"l2 = (p(A'A)p((AA) 1)z = /2

01
on = max{|\|, A € Sp(A*A)}, o1 = min{|A|, A € Sp(AtA)}
Si A est symétrique

_ — _ max{|\|, \éSp(A
conda(A) = p(A)p(A~1) = medll-aeTpi}



Conditionnement et propagation des erreurs

A € Mp(R) inversible et b € R”
On veut calculer x solution de Ax = b
On suppose qu'il y a des erreurs sur b, on résout donc le systeme
avec b+ dp au lieu de b
La solution trouvée est alors x + d5 (x solution de Ax = b)
A(x + 6x) = b+ dp, c'est-a-dire 5, = A~15,
Pour tout norme induite :
161l = [IAx]| < 1Al l10xll < [IA=H]1]0s]
Ceci donne
16|

[16x]l
< cond(A)—+
I b




Intérét du conditionnement 7

1. L'inégalité ““ X‘|‘| < cond(A) ”‘ﬁ‘)’HH est optimale, c'est-a-dire qu'il

existe b # 0 et 0 # 0 (aussi petit que I'on veut) pour lesquels

““6 ‘l‘l = cond(A)%

2. L’intérét est toute fois un peu limité. ..
Exemple : on considere une discrétisation par DF de
—u"(x) = f(x), x €]0,1[, u(0) = u(1) = 0 avec un pas

h=1/N. On munit alors R" de la norme || - |o. On a alors
4 1 1 1
Allee = . 1A oo = £, condae(A) = 51
et I'inégalité “optimale” est donc ““LX}‘: < %‘}‘%HX

Pour h = 1—10 I'erreur relative sur x peut donc étre 50 fois
I'erreur relative sur b. ..

Il est intéressant de comprendre pourquoi cette majoration
est, pour un probleme de ce type, terriblement exagérée. Ceci
sera étudié en td et tp






